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Einleitung

Die Problemstellung dieser Arbeit ergibt sich aus den Schwierigkeiten, die in
der Wahrscheinlichkeitstheorie und ihren Anwendungsgebieten auftreten, wenn
das zur Verfiigung stehende Wahrscheinlichkeitsfeld zu grob ist, um die MeSbar-
keit bestimmter Mengen und Funktionen folgern zu koénnen. Bevor wir diese
Problemstellung eingehender erldutern, wollen wir den Begriff der Fortsetzung
eines Wahrscheinlichkeitsfeldes (kurz: WFeld) erkldaren und gegen benachbarte
Begriffe abgrenzen.

Unter einem WFeld (M, &, p) versteht man bekanntlich die symbolische Zu-
sammenfassung einer Grundmenge M, eines ¢-Korpers & von Teilmengen von M
und eines auf § definierten normierten (g-additiven) MaBes (Wahrscheinlichkeits-
mal, kurz: WMaB) p. Ein WFeld (M, &1, p1) wird in dieser Arbeit eine ,,Fort-
setzung® von (M, ®, p) genannt, wenn die Bedingungen §1,0@ und p1|® = p| R
erfiillt sind*. Ebenso wird das Ma8 p; | &, unter diesen Bedingungen als eine Fort-
setzung des MaBes p| ® bezeichnet. Die Fortsetzung ist zu unterscheiden von der
,,Brweiterung* eines Mengenkérpers zum ¢-Korper und eines ¢-additiven Inhaltes
zum MaB. Wihrend die Erweiterung stets und eindeutig existiert, handelt es sich
bei der Frage nach der Existenz einer Fortsetzung um eine Verallgemeinerung des
Lebesgueschen MaGBproblems, das sich interpretieren 148t als die Frage, ob das
WFeld (M, R, p) = (B, &, 1), wobei E das Intervall [0,1] und 7| & das Lebesgue-
mal bedeuten, eine bewegungsinvariante Fortsetzung p; auf & = B(F), dem
g-Korper aller Teilmengen von E, besitzt. Bekanntlich 146t sich mit Hilfe des
Auswahlaxioms das Intervall £ in abzihlbar viele disjunkte, mod 1 kongruente

* Ist (M, &1, p1) eine Fortsetzung von (M, K&, p), soist (M, &, p) eine ,,Vergroberung* von
(M, &, »1) im Sinn von [8], 8. 150, und umgekehrt.
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Mengen 41, As, ... aufspalten mit der Folge, daBl auf einem ¢g-Korper &, der die
Ay enthilt, kein normiertes MaB die Zusatzbedingung der Bewegungsinvarianz er-
fiillt. Ohne diese Zusatzbedingung existiert jedoch, wie aus den Ergebnissen von
§ 2 folgen wird, eine (nicht eindeutige) Fortsetzung des I-MaBes, welche diese nicht
I-mefBbaren Mengen meBbar macht. Ein Spezialfall einer Fortsetzung ist die ,,Ver-
vollstandigung* eines MaBes p| &; es handelt sich dabei um die Fortsetzung von
p| & auf den g-Korper Q, der aus & durch Hinzunahme aller Teilmengen von p-
Nullmengen entsteht.

Beispiele, in denen eine Fortsetzung bzw. die Fortsetzbarkeit eines WFeldes
interessieren, begegnen vor allem in der Theorie der stochastischen Prozesse. Es
handelt sich dabei meist um eine Situation, bei der aus den gegebenen Daten ein
WFeld abgeleitet wird, das die MeBbarkeit von Mengen oder Funktionen, die man
zu untersuchen hat, noch nicht gewihrleistet. In der Theorie der Spiele mit un-
endlich vielen reinen Strategien tritt bei der Bestimmung der Gesamtheit der als
gemischte Strategien zugelassenen WMalle die Frage auf, wie sich die Wahl des als
Definitionsbereich fiir diese MaBe zugrunde gelegten ¢-Korpers, bei der ja die
MeBbarkeit der Auszablungsfunktion im Auge behalten werden muB, auf die
Menge der zugelassenen MaBe auswirkt; genauer: ob sich alle auf einem kleineren
{(d. h. groberen) o-Koérper § existierenden MaBe auch noch auf einen bestimmten
groBeren o-Korper R fortsetzen lassen oder ob bei dem Ubergang von & zu ®
MaBe in diesem Sinne verloren gehen*.

In der Literatur ist der Spezialfall von Fortsetzungen behandelt, bei dem &
aus § durch Adjunktion von endlich vielen Teilmengen von M erzeugt wird
[, 6 u. a.]. In diesem Fall ist die Fortsetzung eines beliebigen WMaBes p| ® nach
R stets moglich. Die Klasse der dort angegebenen Fortsetzungen ist jedoch selbst
im Fall der Adjunktion von nur einer Menge — von Spezialfillen abgesehen —
nicht die Gesamtheit aller moglichen Fortsetzungen [6]. Auf der anderen Seite
wurde unter schwachen mengentheoretischen Hypothesen gezeigt, daB sich nicht
jedes WFeld beliebig weit fortsetzen 148t [2, 9]; zum Beispiel lassen sich auf den
o-Korper aller Teilmengen des R nur die diskreten MafBe fortsetzen.

§ 1 dieser Arbeit dient der Kldrung der allgemeinen Situation. Zur Abrundung
des Bildes wird die Eindeutigkeit von Fortsetzungen untersucht. Dabei zeigt sich,
daB Fortsetzungen im allgemeinen nur eindeutig sind, soweit sie nicht tiber den
Bereich der Vervollstindigung hinausgehen (Satz 1 A). Die Frage nach der Existenz
einer Fortsetzung bei Adjunktion von abzédhlbar vielen beliebigen Teilmengen von
M und die damit dquivalente Frage nach der Existenz einer Fortsetzung, die eine
beliebig gegebene reelle Funktion f| M meBbar macht, wird durch Satz 1C geklért:
Bereits jede Menge M von der Michtigkeit X; besitzt ein abzihlbares System von
Teilmengen, bei dessen Adjunktion sich nur rein diskrete MaBe fortsetzen lassen.
Es ist also auch nicht allgemein maéglich, eine beliebige Funktion f| M durch ge-
eignete Fortsetzung des WFeldes meBbar zu machen. Handelt es sich jedoch um
abzédhlbar viele disjunkte Teilmengen, so ist eine Fortsetzung stets moglich
(Satz 2B). Die Gesamtheit aller Fortsetzungen bei Adjunktionen von abzdhlbar
vielen disjunkten Mengen wird in Satz 2A angegeben.

* Vgl. [4], dazu die in [7], S. 356f., und [10], S. 48, erwidhnten Schwierigkeiten.
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Mit der Frage, unter welchen Voraussetzungen eine gegebene Funktion durch
eine geeignete Fortsetzung des WFeldes meBbar gemacht werden kann, befaBt sich
§ 3. Ausgangspunkt der Untersuchung ist Satz 3 A, wonach (M, &, p) eine Fort-
setzung, die f| M meBbar macht, genan dann besitzt, wenn ein MaB u|[#(® x B)*
existiert, das p| ® als MarginalmaB besitzt und dem Graphen X (f) der Funktion
das dullece MaB 1 zuordnet. In § 3b) und ¢) werden fiir die Konstruktion eines
solchen Mafles u niitzliche Kriterien bereitgestellt. Danach geniigt fiir die ¢-Addi-
tivitdt eines Inhaltes m|® X B der Nachweis, daf der Marginalinhalt von m auf
dem Korper & der endlichen Summen ,,dyadischer Intervalle ¢-additiv ist
(Satz 3C'). Fur die Erfillbarkeit der Bedingung u* (X (f)) = 1 ist hinreichend,
daB eine Menge Bje B(® x B) existiert, die den Graphen X(f) in einem be-
stimmten Sinne ,,.o7* approximiert und auf der sich das MaB x4 = 1 konzentrieren
1aBt (Satz 3D). Um eine Funktion f| M, deren Graph durch eine Menge By <7-ap-
proximiert wird, durch eine Fortsetzung von (M, &, p) meBbar zu machen, ge-
niigt es also, ein MaBl u|®(® X B) mit u(By) = 1 und mit p|® als MarginalmaB
zu konstruieren. Eine solche Konstruktion 148t sich beispielsweise — wie in einer
spéteren Arbeit im einzelnen dargelegt werden wird — ausfiihren, wenn sich
By in der Form >’ H > (Krsi, Irgt) schreiben 1dBt mit K,y aus § und offenen
Intervallen Iy © & ¢

Es sei mir an dieser Stelle gestattet, Herrn Professor Dr. H. RicuETER fiir zahlreiche wert-
volle Anregungen und Ratschlige meinen verbindlichsten Dank zum Ausdruck zu bringen.

Bezeichnungen

Die in dieser Arbeit verwendeten Begriffe und Symbole lehnen sich eng an die
Terminologie von [1] und [§] an.

Der ,.definierende Doppelpunkt wird im Zusammenhang ,,: = verwendet.
-+ und Z bezeichnen die Vereinigung, - und H den Durchschnitt, + den Unter-
schied von Mengen.

Durch 4; + Ag = B (bzw. ZAy = B) werden die beiden Aussagen

1. 4; + Ay = B (bzw. Z Ay, = B), 2. die 4, sind paarweise fremd,

durch 4 — B = C die beiden Aussagen

1. 4+ B=C¢C, 2. A>B
zusammengefafit. A bedeutet das Komplement von 4, 0 die leere Menge, {z:...}
die Menge aller ¢ mit ..., (4, B) das kartesische Produkt von 4 und B. N und R
bezeichnen die Mengen der natiirlichen bzw. der reellen Zahlen, £ das Inter-
vall [0,1].

B(M) ist das System aller Teilmengen, B (M) der o-Korper der Borelschen
Teilmengen der Menge M. Fiir & c B (M) ist XL (bzw. Q) der kleinste € um-
fagsende Mengenkorper (bzw. o-Korper). Fir L, c B(M,) ist R(Ly, Qo) =
{(L1, Lo): Ly € &}, das System der , Rechtecke® (L1, Lg) mit ,,Seiten” aus &
bzw. Q. Fir & c B(M) ist 3(Q):= {(L, E): L e &}, das System der Zylinder-
mengen mit Basis aus & und der ,,Hohe* E.

Firdc(M, M)und ze Mist A/, = {ye M : (x,y) € 4}, die Schnittmenge
von 4 bei z. ,

* B ist dabei der o-Kérper der Borelschen Teilmengen des Wertebereichs von f.
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Ist & ein Korper, so heiit eine Menge der Gestalt Z Gy (bzw. Z Gy,

H Z Gt Z 1—[ Z Gret) mit G € ® ein S (bzw. S, S,;,S,;,,) zu ®.
Ist f| M eine reelle Funktion, so ist
=B{reM:f(x) <y}:yeR} und X(f):={(z f(x)):wecM}.

x4(x) ist die charakteristische Funktion der Menge 4, also 1 fiir xed und 0
sonst.

Ein Inhalt ist eine nichtnegative additive Mengenfunktion auf einem Mengen-
korper, ein Maf ein g-additiver Inhalt auf einem ¢-Kérper. Fiir MaBe p,| &, be-
zeichnet p1 X p2 das auf B(R; X Qa) definierte ProduktmalB; §; X Ka ist dabei
der Korper E{(K1, K5): K, e §}.

Das Ende eines Beweises wird durch das Zeichen _ | markiert

§ 1. Uber die Existenz und die Eindeutigkeit von Fortsetzungen

Die Frage nach der Existenz einer Fortsetzung von (M, &, p) ist bereits fir
den Fall, daBl zu & endlich viele Mengen adjungiert werden sollen, positiv [§, 6
u. a.], fiir den Fall der Fortsetzung auf den ¢-Korper aller Teilmengen von M fiir
nicht diskretes Mal} p unter schwachen Einschrankungen negativ entschieden [9].
Von Interesse ist nun, wo die Existenz von Fortsetzungen verloren geht, welche
Systeme von Teilmengen von M sich nicht mehr stets adjungieren lassen, ohne
die Fortsetzbarkeit zu zerstoéren. Diese Frage wird Gegenstand des Abschnittes b)
sein. Zuvor behandeln wir die damit verwandte. Frage, inwieweit sich (M, &, p)
in eindeutiger Weise fortsetzen 146t.

@) Die Frage der Eindeutigkest

Aus der Definition der zum WFeld (M, &, p) gehorigen inneren und duBeren
Mafle

Py (L) :=supp(K) und p*(L):=infp(K) fir LcM
LoKeR LcKe$f

ergeben sich fast unmittelbar die beiden folgenden einfachen Hilfsséitze:
Hilfssatz 1.1. Ist (M, &, p) ein WFeld und A eine Teilmenge von M, so werden
durch p'(K):= p, (AK) und p"(K):= p*(4K) zwei Mafe auf { definiert.
Beweis: Zu A4 existiert ein K, € & mit den Eigenschaften K, c 4 und p(K,)
= Py (4). Dann ist auch py (AK) = p (K, K) fiir K € &, woraus die o-Additivitit
von p’| & folgt. Analog fiir p”’|R. _|
Hilfssatz 1.2. Ist p; | 8y eine Forisetzung von p| {, so gilt

Py (4) = p1(4) = p*(4).
Beweis: Fur KicAc Ky mit K, § gilt
P (K1) = p1(K1) £ p1(4) = p1(Ks) = p(Kz);
daraus folgt die Behauptung. _

p]  sei die Vervollstandlgung von p|®, also f = {L:py (L) = p*(L)} und
p(L) = py (L) fiir Le ®. Innerhalb von & besitzt | & nur eine Fortsetzung,
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namlich p. Bei einer Fortsetzung, die iiber den Bereich der Vervollstindigung
hinauns geht, ist im allgemeinen mit einer Eindeutigkeit nicht mehr zu rechnen:

Satz 1A. Ist (M, &, p) ein WFeld und p |  die Vervollstindigung von p| ®, dann
gilt: . .

a) Auf R1mit R c R1c R ist p die einzige Fortsetzung von p| K.

b) Zu jedem A €B(M) — R existieren mindestens zwei verschiedene Fortsetzun-
gen von p| & nach &1 = B(® -+ {4}).

Beweis zu a): Es sei 4 e Q1 und py|®; irgendeine Fortsetzung von p|f.
Wegen &) ¢  folgt aus Hilfssatz 1.2 dann p;(4) = py (4) = p(4).

Beweis zu b): Auf ® = {4Ky + AK;: K, e &)} definieren wir

Py (AKy + AKy):= py (AK;) 4 p*(4K3z) und
P1(AK1 + AKy) : = p*(AK1) + py (AKs).

Wegen Hilfssatz 1.1 sind p; und p; MaBe, und zwar Fortsetzungen von p| &, da
P (AK) + p*(AK) = p(K). Wegen A e F(M) — R ist

p1(d) =pu (4) <p*(d)=pj(4). _I

b) Schranken fiir die Fortsetzbarkeit

Nachdem bereits bekannt ist, dafl jedes WFeld eine Fortsetzung fiir die Ad-
junktion von endlich vielen Mengen besitzt, soll nun der Fall der Adjunktion von
abzdhlbar vielen Mengen untersucht werden. Dieser Fall ist dquivalent mit dem
der Adjunktion des durch eine Funktion f| M erzeugten g-Korpers

Rr:=B{xeM: fx)<y}:yeRl};

denn es gilt:

Satz 1B. a) Zu jedem abzdhlbaren System U von Teilmengen von M existiert eine
Funltion f| M derart, daff & = 2.

b) Zu jeder Funktion f|M existiert ein abzihlbares System U cP(M) mit
BY = Ry.

Beweis: Teil b) ist klar (man wihle z. B. A:= {{z: f(z) < r}:rrat.}), zu
zeigen bleibt a):

Es sei A = {41, 42,...} und y,(x) die charakteristische Funktion von 4,
(also yy(x) =1 fiir x € 4, und 0 sonst).

Die Menge {0, 1}¥ wird durch

g(0):=229,37 fir y=(y1,92..)
eineindeutig auf das Cantorsche Diskontinuum abgebildet. Wir wollen nun zeigen,
daB f(x):= g(x1(®), y2(x), ...) eine Funktion mit &y = BY ist.
Die Mengen {x:f(x) << 0} und {x: f(x) > 1} sind leer, und fiir n e N gilt

n
{x:Oéj(x)—227/,,-3—"§3—(”+1)}= z:yp(x) =1y, fiir vy <n By
r=1 0 fir y=n+1[5 7

7
{2:3- ) < f&) — 2> ¥y, 377 < 23~ (D} =0,
pa=1
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n
{:2-3-0+D) < f(x) ——ZZy,,'Z%—” =3} :{x:x,,(x):y,, fir v<n

B
r=1 1 fiir v:n—{—l}e o

Daraus ergibt sich {z: f(z) < y} € BU fiir jedes y € R! und damit

(1) RrcBY.
Die endliche Intervallsumme
8r—1
By:= Z [#-3— (&1 — 3~k x-3-(&-1)]
=1

besitzt als Urbild Ag; denn

{w:fx)e By} ={z: pulx) =1} = 4.
Also ist Ay e & und

(2) Bd c fy.
Wegen (1) und (2) erfiillt f| M also ® = 5. |

Das Problem, ein WFeld so fortzusetzen, dal} ein bestimmtes System von ab-
zéhlbar vielen Teilmengen von M in den Definitionsbereich des Mafles einbezogen
wird bzw. daB eine bestimmte Funktion f| M meBbar wird, ist nicht allgemein
losbar:

Satz 1C. Ist (M, R, p) ein WFeld mit R (M) = R1* und nicht rein diskretem
Map p, so existiert eine Funktion f| M, die sich durch keine Fortsetzung von (M, R, p)
mefbar machen lafSt**.

Wegen Satz 1B folgt der Beweis aus

Satz 1C'. Zu jeder Menge M von der Méchtigheit 81* existiert ein System U von
abzihlbar vielen Teilmengen von M derart, daf jedes auf ®1 > BU definierte W Maf
rein diskret ist.

Beweis: Unter Ausnutzung der Voraussetzung X (M) = X; werden wir nach
dem Vorbild von Uram in [9], S. 143, eine Matrix von X; mal &y Teilmengen
von M bilden, die dem Definitionsbereich eines WMafles gemeinsam nur dann
angehoren konnen, wenn das Maf rein diskret ist. SchlieBlich werden wir ein ab-
zdhlbares System U c B (M) konstruieren derart, dal die Mengen dieser Matrix
in BY enthalten sind. Nun der Beweis im einzelnen:

1. Wegen R(M) = Ry LiBt sich M als transfinite Reihe 21, 22, ... 25, ... mit
o < £2 schreiben. Fiir v < ¢ definieren wir die Abbildung

@r(@s) :=n;eN mit (¥) n7 +a7, fir 71+ 79;
die Zusatzbedingung (*) 148t sich erfiillen, da R (¢} < N, fiir ¢ < Q ist. Weiter
bilden wir die Mengen
At :={xs:0>v,ni=mn} fir neN, 0<7t<Q,
Aj:=M — 3" Ay fir neN.

* Die Bedingung %(M) = w 148t sich abschwichen zu der Ulamschen Einschrinkung,
dafl es keine (Kuratowskische) unerreichbare Kardinalzahl g gibt mit % << 8¢ < (M), wie
man analog der in [9], S. 143—145, verwendeten SchluBweise erkennt.

** Tst p diskret, so ist jede Funktion f|M meBbar bzgl. der Vervollstindigung 7|8 (H).
Z. Wahrscheinlichkeitstheorie, Bd. 1 3
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Dann gilt

(1) AR - A7 =0 fir vp+72 (wegen (%)),

(2) At A" =0 fiir n; +ns, T+0,

(3) DAt ={zs:o>1}=M—{rs:0 <7} fir 0+7<Q,
n

dabei enthilt {zs: 0 < 7} = : 47 nur abzihlbar viele Punkte.
2. Jedes WMaB p1| ®1 mit & 5{47:neN, v < Q} erfiillt wegen (2) und (3)

AN+ o) =1 fir 0+7<Q.

Unter der Annahme, da8 p1 nicht rein diskret ist, gilt
O p1(47) >0 fiir jedes 7T+0,
n

also p1(47®) > 0 fiir mindestens ein # = n(7) zu jedem v + 0. Dann existiert
aber mindestens ein n*, fiir das {7 : n(7) = n*} iiberabzéhlbar ist. Das bedeutet,
daB unter den nach (1) disjunkten Mengen A?*, v < @, iiberabzéihlbar viele mit
positivem MaB auftreten — im Widerspruch zu p; (M) == 1.

3. yr sei eine injektive Abbildung von {r:0 < 7 < @} in E = [0, 1], also
Y1, * Yo, fiir 71 + 72. Wegen (1) 1dBt sich fir jedes n € N eine Funktion f,| M
erkliaren durch

fo(@) =y, fiir 2zed®, 0 1< Q.
Nun ist
A= (o fue) = yih e Ry,
wir gewinnen also mit

A:=>"{{z:fa(®) < r}:rrational}

ein abzdhlbares System von Teilmengen von M mit der Eigenschaft

BU>> Ry, 0{dr:neN, T < Q}.

Nach Teil 2 existiert auf B kein nicht rein diskretes WMaB. |

Nun erhebt sich die Frage, ob nicht in wichtigen Spezialfillen eine Fortsetzung
bei Adjunktion von abzéhlbar vielen Mengen bzw. bei Adjunktion von & doch
existiert. Zunichst — in §2 — wird der Fall von abzdhlbar vielen disjunkten
Mengen betrachtet, hier ist eine Fortsetzung tatsidchlich stets moglich. Spéter
werden wir uns mit Bedingungen beschéftigen, unter denen sich eine Funktion
meBbar machen 148¢t.

§ 2. Fortsetzung bei Adjunktion von abzihlbar vielen disjunkten Mengen

Als gegeben betrachten wir ein WFeld (M, &, p) und abzdhlbar viele Mengen
Ay, Ag, ..., die M disjunkt zerlegen: zA,. = M. Werden diese Mengen zu &

adjungiert, so gelangt man zum o-Korper

@1:‘——:3(@-{-{441,142,...}) ={ZAprZKpE 3.
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Besitzt nun p| & eine Fortsetzung p1| §1? Wir wollen die Existenz nachweisen
und die Gesamtheit aller derartigen Fortsetzungen explizit angeben. Hilfsmittel
dafiir werden in dem folgenden Hilfssatz bereitgestellt:

Hiligsatz 2.1. (M, &, p) sei esn WFeld. Zu jedem L c M existieren dann Funk-
tionen ydy| M und *dz| M mit den Eigenschaften

a) 40| M und *dg| M sind R-mefbar,
b) [diix) dp =pE(LE) fir Ke®,
k
¢) dr(x), *dg(x) und g (x) : = *dr(x) — dL(x) nehmen nur die Werte 0 und

1 an,
d) sind L1, Lo, ... disjunkt, so nimmt Z «0L, () nur die Werte 0 und 1 an,

e) ist > Ly = M, so nimmi > *dr,(x) nur Werte aus N + {co} an.

Beweis: Zu L wihlen wir zwei Mengen K;, Ko & mit KycLc Ky und
Py (L— K1) = py (K2 — L) = 0, analog dem Beweis zu Hilfssatz 1.1. Es ist dann
Py (LK) = p(K1K) und p* (LK) = p(K2K) fir Ke . ,dp(®):= yx,(®) und
*dr,(2) 1= yx,(x) erfiilllen also a) bise). _|

Funktionen {d(x) mit den Eigenschaften a) und b) kénnen als ,,innere
(duBere) Dichten von L an der Stelle 2* charakterisiert werden, die Eigenschaft ¢)
ist eine fiir unsere Zwecke allgemein sehr niitzliche Normierung, d) und e) erleich-
tern den Existenznachweis fiir Fortsetzungen des in diesem Paragraphen dis-
kutierten Types. Bemerkt sei dabei, daBl L; c Ly nicht allgemein (aber natiirlich
p-fast iiberall) dr, (v) < {dz, (%) zur Folge hat. Unter Verwendung der — nach
Hilfssatz 2.1 stets existierenden — normierten inneren und dulleren Dichten kon-
nen wir die allgemeine Form der Fortsetzung p; | &1 von p| & angeben:

Satz 2A. An Voraussetzungen seien erfillt:
I (M, &, p) ist ein WFeld, ZA,, =M,
II. ,dy(x) und *d,(z) erfiillen”a.) bis ¢) aus Hilfssatz 2.1 fiir
L=A4,, v=12,....
Zur Abkiirzung wird geseizi:
R1:={> 4,K,:K,e®},
Oylx) i = *(},.(x) — 4dy(x) fur veN,

A= {(11|M, Aa| M, ...): Ay(x) R-mePbar, 0= Ay(z) <1 auf M}
> (sl (@) + Ay (@) - 05 (%)) = 1 p-fastauf M|’

p(l)(ZA,,K,,) 5=Z f(*dv(x) + Zv(x) * 51'(33)) dpﬁh‘/l = (}»1, }»2, ) ed.
» v Ky
Es gilt dann {pP| R1: 1€ A} = {p1| R1:p1| R = p| ]}, d. h.
a) fiir jedes e A ist pD| 1 eine Forisetzung von p| R,
b) ist p1| Ry eine Fortsetzung von p| R, so existiert ein Ae A, so dap
1] &1 =pP| Q1.
3‘
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Beweis zu a): 1. Zuerst ist zu zeigen, daB p®| Q1 eindeutig definiert ist:
Fir > 4,K, = > 4K, folgt 4,K, = 4,K,, daraus p$(4,(K, + K,)) =
also ist ,d,(x) = *d,(x) = 0 p-fast auf K, 4 K, und folglich p®(> 4,K,) =
PP (> 4,K,).

2. Zum Nachweis der ¢-Additivitdt von p®»| &, gehen wir von einer Zer-
legung EA,,K,, :Z ZA K,y) aus. Mit Koy : —Z Ky — Z Ky, erhilt man

w<m W<

A, Ky = 4, K, und A K,y = A,K,,. Aus der Definition von p® folgt daraus:
n

p(;')(ZA,;Kp) = z ZP(M(A K',uv Z ZP(/) A Km' ZZ’(Z)(ZAWKWJ .
v u v

Da fiir 1€ A wegen Vor. II stets 4dy + 4, J, =0 und folglich p®|®; =0
erfiillt ist, ist also p®| Q1 fiic jedes A€ A ein MaB.

3. Zu zeigen ist noch, daB p®| &, eine Fortsetzung von p| R ist: Fir ie A
und K € & folgt p™(K) = pP( ZA K) _fldp p(K).

Beweis zu b): Ist p; | &1 eine Fortsetzung von p| &, so gilt

(1) s (4, K) < p1(4,K) < p*(4,K) fix Kef, veN
(nach Hilfssatz 1.2),
(2) Zpl(A,,K):p(K) fir Ke®.

Fiir jedes v € N ist p1 (4, K) ein Mal auf & mit p;(4,K) < p(K); also existieren
nach dem Satz von Radon-Nikodym ®-meBbare, nichtnegative Funktionen d, | M,
ye N, mit

(3) fd,, Yydp fiir Ke@.
Wegen (1) und (2) folgt
4) Iy =dy < *d, und Zdy =1 p-fast tiberall auf M .

Die Ausnahmemenge sei die p-Nullmenge N. Durch die Festsetzung

(@)= [(dy — 4d)[0, fiir zeN{z:d,(x) >0}
0 sonst

erhalten wir wegen (4) ein A€ A mit pP| @1 = p1| Ry _|

Fiir die Fortsetzung bei Adjunktion einer einzelnen Menge 4 ¢ M erhdlt man
aus Satz 2 A die spezielle Aussage

Satz 2A'. (M, R, p) set ein WFeld und A c M; ,d(x) und *d(x) seien Funk-
tionen, die a) bis c) aus Hilfssatz 2.1 fiir L = A erfiillen. Zur Abkiirzung wird
geselzt:

= {4K;+ AKs: K, e &},
d(x) : = *d(x) — Ld(x),
A= {A| M : A(x) R-mepbar, 0= A(x) =1 auf M},

PP (4K + AKy) - —f (xd(x) + A(2) - 6(2))dp +
+Kj[1_ d(x)—!—l(x) ()l dp.
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Dann gilt {pP|R1: e A’} = {p1| R1: 01| R = p| {}.

Beweis: Wir wenden Satz 2A auf den Spezialfall 4; = A4, A2 = 4 an, wobei
von {dy(2):={d(@) und Pda(x): =1 — % d(x) ausgegangen wird. Es ist
dann J; = 62 = J und

2

(1) Dlady+ Ay ) =1+ (l + Az —1)- 5.

v=1
p™ aus Satz 2A’ stimmt wegen 4do + (1 — 1) - da =1 — (3d + A+ ) mit p*1=»
aus Satz 2 A iiberein. Fiir 1 € A" ist (4, 1 — A) € A; fiir (A1, A2) € 4 ist umgekehrt
A1e A" und wegen (1)
A1(x) + Ao (@) = 1 p-fast auf {x:d(x) > 0},

folglich pt#) = pltel=2) fpM[Q;: 2 e A'} stellt nach Satz 2A also genau die
Menge aller Fortsetzungen von p| & nach & dar.  _|

Die in Satz 2A angegebene Gesamtheit der Fortsetzungen von p| & bei Ad-
junktion der abziahlbar vielen disjunkten Mengen 41, 4z, ... ist stets nicht leer;
es besteht also immer die Moglichkeit, alle diese 4, durch eine Fortsetzung meBbar

zu machen:
Satz 2B. Ist (M, &, p) ein WFeld und ZA,, = M, dann existiert ein W Maf

21| (R {41, Az, ...}) mit p1] R =p| K.

Beweis: Wir wihlén fiir die Mengen 4, innere und duBere Dichten .d, bzw. *d,
mit den Eigenschaften a) bis e) von Hilfssatz 2.1. In Satz 2 A ist dann auch Vor. IT
erfiillt, so daB zum Beweis zu zeigen bleibt, daB A aus Satz 2 A nicht leer ist. Zur
Konstruktion eines A € A bilden wir nun digjunkte Mengen K, &, n = 0,1, ...
in folgender Weise:

Kozz{x:z*d,,z 1},

v:regen Hilfssatz 2.1, d) folgt Ko = {z: > 4d, =0},
Ki:=EKo{w:61 =1}, also Kic{z: > 4dy+ 61 ~ 1},
K= (2 S sy 4+ 50y = 0,8, =1} fiir n.> 1.

v<n

Es gilt also K, € & und wegen Hilfssatz 2.1, ¢) und e) Z K, = M. Durch den An-
vz0

satz Ay (€): = yg, (x) fir e N erhalten wir &-meBbare Funktionenmit0 < 2,(z) =1

auf M und

Dy A Ao &)= [ 2 wdy =1 auf K,
Z*d,, + 0y =1 auf K,;
das bedeutet Ae 4. _|

§ 3. Kriterien fiir die Existenz einer Fortsetzung, die eine gegébene
Funktion f|M meBbar macht

Wir betrachten ein vollstindiges WFeld* (M, &, p) und eine reelle Funktion
f|M als vorgegeben. Die Voraussetzung der Vollstindigkeit des WFeldes bedeutet

* Das W-Feld (M, &, p) nennen wir vollstindig, wenn p|® ein vollsténdiges MaB ist.
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keine Einschrinkung der Allgemeinheit, da die Vervollsténdigung eines urspriing-
lich gegebenen MaBles stets und in eindeutiger Weise existiert und ohne weiteres
angegeben werden kann. Nach Satz 1C ist das Problem, f| M durch eine Fort-
setzung von (M, &, p) meBbar zu machen, nicht allgemein 16sbar. Es sollen nun
Bedingungen ermittelt werden, unter denen eine derartige Fortsetzung doch
existiert. Hierzu setzen wir noch voraus, daB f die Menge M in das Einheitsinter-
vall B:= [0,1] abbildet. Durch eine geeignete stetige Schrinkungstransformation
148t sich die urspriinglich gegebene Funktion stets in diese normierte Form iiber-
fithren, ohne daB die MeB3barkeit der Funktion davon berithrt wird. Unter B wird
fiir den Rest der Arbeit stets der ¢-Korper der Borelschen Teilmengen von E ver-
standen, also B:= B ().

a) Zusammenhang zwischen Graph und MefBbarkeit einer Funktion

Da (M, &, p) vollsténdig ist, ist nach [3] eine reelle Funktion f| M genau dann
®-mefBbar, wenn ihr Graph X (f):= {(z, f(®)) : x € M} zu (® x B) gehért; und
zwar ist das genau dann der Fall, wenn X (f) ein § zu & X B ist, d. h. wenn X (f)
sich als Vereinigung >R, von ,Rechtecken By = (K,, B,) mit K, € &, B, B

v
darstellen 148t. Auch die Frage nach der Existenz einer Fortsetzung, die f meBbar
macht, 146t sich, wie wir sehen werden, so formulieren, da8 nur noch der Graph
von f in Erscheinung tritt. s existiert ndmlich nach Satz 3 A eine Fortsetzung von
p| ®, die f meBbar macht, genau dann, wenn ein WMaB y | B(® x B) existiert mit
den beiden Eigenschaften

a) u(K, B) =p(K), b) u*X(f))=1

Dem Beweis fiir diesen Satz schicken wir einige Hilfsséitze voraus. Zur Abkiirzung
soll dabei gelten:
R1:=H® - &), X:= X(f),
p(L):={x: (z, f(x)) e L} fiir Lc (M, E).
Hilfssatz 3.1. ®1 = {p(L): Le3(& x B)}.
Beweis: Wegen der Operationstreue von ¢ gilt, wie sich z. B. analog zu [8],
8. 158, zeigen 148t .

(1) {pL): Le B(® x B)} = B{p(L): Le & X B}.
Fiir K e & folgt K = ¢ (K, E) und zu K € & existiert ein Be B, so dall K =

= {w:f(x) e B} = @(M, B). Also ist &  frc{p(L): Le(f X B)} und wegen
{1) auch

2) f1=FR I+ R c{pl): LeB R x B)}.
L € & X B besitzt eine Darstellung L = > (K,, B,) mit K, e &, B, € B; daraus
rEn
folgt
(L) =2 "p(K,, B)) = > Ky{x:f(x) e By} B(® + R¢) c 1.
v=En PEN

Also ist {p(L): Le & x B} c & und folglich
(3) BloL):Le @ x B}c ;.
(1}, (2) und (3) ergeben die Behauptung. _|
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Hilfssatz 3.2. (M, E), B(® x B), u) sei ein WFeld; dann ist p*(X) =1 not-
wendig und hinreichend dafiir, daf

a) p1 auf R1 durch pi1(p(L)): = u(L) fir L e B(] X B) eindeutig erklirt wird,
b) (M, 1, p1) ein WHeld ist.

Beweis: 1. Zundichst seien a) und b) erfiillt. Wegen ¢(X) = M ist dann fiir
XcLeB(®x B)stets u(L) =p1(M) =1, also up*(X) = 1.

2. Nun sei p*(X) = 1; fiir Ly, € (& x B) gilt dann: Ist ¢(L) = 0, so ist
L c X und folglich u(L) = pts (X) = 0. Ist ¢(Ly) = (Lg), so folgt (L1 + L) =
= 0, u(Ly - Lg) = 0 und schlieBlich u(L;) = u(Lz2); also ist p; eindeutig erklirt
auf {p(L): L € B(® X B)}, nach Hilfssatz 3.1 also auf ®;.

Ist (])(Ll) -+ QD(Lz) = (p(Ls), SO ‘iSt (})(LJ_ . Lg) = O und QD(Ll -{:‘ Lg) = QD(L;;),
folglich p{ln - Lo) = 0 und pu(Ly + Lo) = u(Ls), also y(Ll) + p{le) = pils);
p1| &1 ist somit additiv und wegen p1 (M) = u(M, E) = 1 ein normierter Inhalt.

Ist 299 (Ly) =M, so ist ¢ Z Lyy=M, folghch Z L,o X, also Z wilyy =

= ,u*(X) = 1; somit ist py| §1 auch o-additiv. m__l

Hilfssatz 3.3. (M, E), 5(® x B), ) sei ein WFeld mit u*(X) = 1, p1 sei wie
in Hilfssalz 3.2 erklirt; dann ist u(K, BE) = p(K), K € &, notwendig und hin-
reichend dafir, daf (M, R1, p1) ein WFeld mil p1| R = p| R ist.

Beweis: Nach Hilfssatz 3.2 ist (M, ®1, p1) ein WFeld. Dabeiist @; — B(® - &)
> 8. Die Bedingung p1| & = p| ® ist p1(K) = u(K, E) dquivalent mit u(K, E)
= p(K) fiir K € Q. |

Nach dieser Vorbereitung gelangen wir zu

Satz 3A. Es sei (M, &, p) ein WFeld und | etne Abbildung von M in E; dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent

(A) Es existiert ein WMap p1|B(R + Kf) mit p1| R =p| Q.

(B) Es existiert ein W.Map u|5(R x B) mit (B1) u(K, E) = p(K),

(B2) p*(X(f)) = L

Beweis: Gilt (A), so definieren wir u(L): = p1(p(L)) fir L € B(® x B); wegen

w(K, B) = p1(K) = p(K) ist die Bedingung (B1), wegen u* (X) = inf p;1 (p(L)) =
L>X

= 1 die Bedingung (B;) erfiillt. Gilt (B), so gentigh p1{p{L)}: = wu (L) nach Hilfs.
satz 3.3 der unter (A) stehenden Bedingung. __|

Mit Hilfe von Satz 3A 1aBt sich die ,,abstrakte’ Bedingung der Fortsetzung
von (M, &, p) bei Adjunktion von & durch die betrichtlich besser iberblickbaren
Bedingungen (B1) und (By) fiir u ersetzen, Beim Versuch, eine Fortsetzung p; zu
konstruieren, bereitet es besondere Schwierigkeiten, die ¢-Additivitit von p,
sicherzustellen. Fiir die ¢-Additivitét von y kénnen wir uns dagegen auf ein ein-
faches Kriterium (Satz 3 C) stiitzen, dem zufolge die ¢-Additivitét von u | 5(® x B)
bereits aus der o-Additivitit des Marginalinhaltes von p auf ®q, einem verhiltnis-
mifBig leicht zu beherrschenden Teilkérper von B, folgt. Hinreichende Bedingun-
gen fiir u* (X (f)) == 1 werden in Abschnitt ¢) behandelt.

b} Kriterien fiir die o-Additivitit eines Inhaltes auf R X B

Um ein MaB z| #(® x B) mit den Eigenschaften (B;) und (Bz) aus Satz 3A zu
konstruieren, bietet sich in groben Umrissen folgendes Vorgehen an: Vom Ansatz
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wo(K, E):= p(K) fir K € § ausgehend wird fiir eine Folge sukzessiv verfeinerter
Unterteilungen von (M, E) eine Folge vertriiglicher Fortsetzungen schrittweise
definiert, also eine Folge von WFeldern (M, E), 5y, uy), » € N, mit

B(R):={K, B): KeR}cFrcFzC...

und den Vertriglichkeitsbedingungen p (K, E) = p(K) und yy1| F» = py| F» fiir
v € N. Die Unterteilungen (und damit die ¢-Koérper ;) sowie die MaBe u, sind
hierbei so zu wiihlen, daB 5(® x 8) durch #(3 " &,) iiberdeckt wird und da ein mit

den MaBen u, | §y, v € N, vertragliches MaB 4|8 (& x 9B) existiert, wobei zuséitzlich
die Bedingung (Bs) aus Satz 3 A erfiillt ist. Fiir die Fortsetzung in jedem Einzel-
schritt stehen die Hilfsmittel des § 2 zur Verfiigung, falls die Verfeinerung — im
wesentlichen — durch abzéhlbar viele disjunkte Mengen erzeugt wird. Nun ist
zwar wegen der Vertriglichkeit der MaBe py| Fy, v € N, durch m | Fp: = u, | Fy stets
ein Inhalt m auf dem Korper Z %y erklart; doch ist die o-Additivitidt von m durch

die der MaBe u, allein noch nicht verbiirgt, wie das folgende Beispiel 1 zeigt. Wir
bendtigen vielmehr ein brauchbares Kriterium, um die ¢-Additivitdt des Inhaltes
m auf & X B verifizieren zu koénnen.

Zunéchst fithren wir fiir bestimmte Systeme ,.dyadischer Intervalle, die bei
Unterteilungen von Z eine Rolle spielen werden, feste Bezeichnungen ein:

{02 ”J}+{(lc2—", (k+1)2-7:k=1,2,...22 — 1)} fiir ne N;
@QIZKO

e ?9

I
§1\4

Jp ist also ein System von endlich vielen disjunkten Intervallen der Ldnge 2%
mit E als Vereinigung, &g das System der endlichen Summen von Intervallen aus .

Beispiel 1. (M, &, p) sei irgendein WFeld; Z wird im ersten Schritt in die
Mengen Ry:= {x € E : x rational} und g zerlegt, im n-ten Schritt (n > 1) treten
bei der Unterteilung zusétzlich die Intervalle aus I, auf, so daff wir erhalten

1= PR XK{Ro}) = ® xK{Ro}, Fu = & XK(u + {Ro}) fiir n > 1.

Wir definieren nun auf dem Kérper £(3, + { Ro}) = {GRo + G'Ro: G, G’ € £}
den Inhalt ¢,(G Ry + G' Ro):= I(G), wobei I das Lebesguema8 bedeutet. Da
E(Qn + {Ro}) ein endlicher Korper ist, ist g ein MaB. Das direkte Produkt
tn:= P X ¢y ist dann ein Mafl auf &, mit

pn(M, Ro) = p(M) - qu(Bo) =1, pn(K, E) = p(K) - qu(B) = p(K).
Wegen der Vertréglichkeit von ui, us, ... ist ein Inhalt m| Z &y durch m | Fy: =

= py|G» erklirbar. Jedoch ist m nicht ¢-additiv, da in § Intervalle Iy, I, ...
existieren mit Z I,> Ry und Zl (I.) < 1, woraus Z (M, I,Rp) = (M, Ry) mit

Zm M, I,Ry) = zl In)<m(M Ry) folgt.

Definition. Ist S@,, ein Korper von Teilmengen einer Menge M,, » = 1,2, so
nennen wir einen Inhalt m| R1 X K2 S-additiv, falls die Marginalinhalte von m
auf §1 und Q3 o-additiv sind.
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Die S-Additivitdt, definiert als eine ,,Seiten-o-Additivitiat®, 148t sich auch als
Streifen-o-Additivitédt' interpretieren; denn es gilt:
Hilfssatz 3.4. Ein Inhalt m] K1 X K9 ist genaw dann S-additiv, wenn m o-additiv
ist auf den ,,Streifen’
{(K,K"): KeQ} firjedes K" € R und
{(K', K): KR} fir jedes K' 8.

Beweis 1. Die o-Additivitdt auf den Streifen mit K" = Ms bzw. K' = M,
bedeutet die S-Additivitit.
2. Ist m| §1 X K2 ein S-additiver Inhalt, so gilt fiir K, z K, e 1, K" R

(n m(> Ky, K') =z > m(Ky,K"), m(> Ky, K') = > m(K,,K")
2) m(> Ky, K'Y+ m(> Ky, K7) = > m(K,,K") + > m(K,,K").

Wegen (2) steht in (1) das Gleichheitszeichen; das bedeutet die g-Additivitdt auf
dem Streifen {(K, K"'): Ke §1}. _|

In vielen Fillen ist die S-Additivitidt hinreichend fiir die ¢-Additivitidt eines
Inhaltes, insbesondere in dem uns interessierenden Fall §; X ®: = & X B:

Satz 3B. Es sei & ein Korper von Teilmengen von M; dann gili: Ist m|® X B
ein S-additiver Inhalt, so ist m| R X B auch o-additiv.

Beweis: Fir eine absteigende Mengenfolge L1, La, ..., L, € ® X B, mit leerem
Durchschnitt sei lim m (L) =:8 gesetzt; zu zeigen ist nun & = 0.

V>0

Wegen der S-Additivitat ist der Marginalinhalt von m auf ¥ ein Intervallmag*.

Zu L, = z (Kya, Byy) und ¢ > 0 existieren also kompakte Mengen F,; c By, der-
AEl - ~ ~
art, daBl m (L, — Ly) < 277 fiir Ly: =z (Kyz, Fyy) erfiillt ist. Mit L,,: = H'L,,
2 P=n
erhalten wir eine absteigende Folge

1) Ly Ly mit Ly c Lyc Ly und [ [ L, = 0.
n
Dabei laBt sich L, in der Form
2) > (Kpu» Fp) mit K, ,€Q, F,, kompakte Teilmenge von E,

H=ma
schreiben. Wegen
Ln—Ly=3LnLycy (Ly— Ly)
v=n vEN
folgt
(3) m(Ly, — L) < e.
Fiir jedes « € M bilden die Schnittmengen L, |, wegen (1) eine absteigende Folge

mit leerem Durchschnitt. Da die L, |, wegen (2) kompakt sind, existiert einn (z)e N
mit Ly, |, = 0. Also ist

(4) praulyopryLys- mit [ ['pru L, =0.
n

* Im Sinn von [&], S. 29.
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Die o-Additivitit des MarginalmaBes von m auf  ergibt dann lim m (praL,,, E) =

n—roo
== 0. Daraus folgt lim m (L;) = 0 und mit (3) schlieBlich ¥ < &. _|

n—>00

Am Rande sei bemerkt, daB sich der Beweis zu Satz 3B miihelos iibertragen
1a8t, wenn B durch einen o-Korper & von Teilmengen eines topologischen
Raumes M’ ersetzt wird unter der Zusatzbedingung, dall der Marginalinhalt von
m auf & ein reguldres MaB ist, d. h. daB jedes K’ € & von innen durch eine ge-
eignete kompakte Teilmenge von M’ e-gut approximiert wird. Allgemein ist die
8-Additivitdt nicht hinreichend fiir die g-Additivitét eines Inhaltes, wie Beispiel 2
zeigt:

Beispiel 2 (ein S-additiver, nicht ¢-additiver Inhalt iiber (£, E)). Wir wihlen

M=M=FEund Q=8 =3B +{4))={B,-4 + B;-4: B,e B},

wobei I*(4) = I*(4) = 1*.

Durch m(Bij1- A+ Bia- Z, Bsy+ A -+ By Z)= I(Bi1 + Bog)** wird auf
® X & ein S-additiver Inhalt induziert, der nicht ¢-additiv ist. Fiir S,:=
= > (I A, I4) gilt nmlich:

IcS,
(1) 8312822 mit HSn— 4,4 [[2L D= )+ {(x,x):xeE} =0,

n IeJy
@) m(Sp) =D U=
1€y,

Satz 3B 148t sich noch folgendermafBien verschirfen:
Satz 3C. & sei ein Korper von Teilmengen von M; dann gilt: Ist m|® X g ein
S-additiver Inhalt, so ist m| & X Gq auch o-additiv,

Beweis: Fiir jedes K € & ist nach Hilfssatz 3.4 durch mg(Q):= m(X, @) ein
g-additiver (nicht notwendig normierter) Inhalt auf ®g erklirt. Wegen 2@y = B
148t sich mg|®o zu einem Mal yK[ B erweitern. Fiir (K, B) = Z(K,,, B) gilt

yEN
dabei px(B) = Y uxy(B) wegen mxg|®o= > mgy|®o. Wegen ux ( ZB,,) =
PEN rsn

= Z px (Bs) folgt daraus fiir beliebige endliche Zerlegungen (K, B) = > ( K,, ,By),
v=n

K, e R, By e B, allgemein ug(B) = > uxy(B,). Die Festsetzung
y=n
(z (Ky, By)) Z pry(By)
< v =n

ist also eindeutig. Sie liefert einen Inhalt mll ® X B, der wegen my (M, B) = un(B)
und m (K, B) = ux (B) =m (K, E) wieder S-additiv ist. Mit Satz 3 B folgt daraus die
o-Additivitidt von m1| £ x B und insbesondere von m; | @ X Gg=m| & X Gq. |
Fiir unsere Anwendung formulieren wir Satz 3C noch etwas um, wobei wir fur
die Menge der endlichen Dualbriiche in [0,1] die Abkiirzung E, verwenden, also

By:=4{k2m:k=1,2,..27°,neN}.

* ] bedeutet auch hier das Lebesguemal.
** m ist wegen [, (4) = I, (4) = 0 eindeutig definiert.
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Satz 3C'. (M, &, p) sei ein WFeld, m|R X ¢ ein Inhalt mit den Marginal-
inhalten p| R und q| Go. Wir sefzen

F(y):= q([0, y]) fiir y € Eo.

Ist dann F(y) auf Eo von rechis stetig, so ist m| & X &g o-additiv.

Beweis: Da [0, y] € & genau dann, wenn y € By, besteht eine eindeutige Zu-
ordnung zwischen F | Bo und g| ®. F | B 148t sich wegen der Stetigkeit von rechts
zu einer Verteilungsfunktion F1|R! erweitern durch die Festsetzung

0 fiir y < 0
Fi(y):= Elim\F (yy) firyek
Yy Y
1 firy > 1.

Das durch F; auf B erzeugte WMal ¢ | B ist wegen F1|Ey = F| Ey eine Erweite-
rung des Inhaltes g| ®; folglich ist ¢| @ ein o-additiver Inhalt, also m| ® X G
S-additiv und nach Satz 3C ¢-additiv. _|

¢) Kriterien fiir die Bedingung p*(X(f)) =1

Um die Existenzaussage (B) aus Satz 3A zu gewinnen, ist es erforderlich, die
Fortsetzungen (M, Fy, uy) in dem zu Beginn des Abschnittes b) skizzierten Kon.
struktionsverfahren so einzurichten, daf nicht nur ein mit u,, » € N, vertréglicher
S-additiver Inhalt auf ® X ®g existiert, sondern dal dessen Erweiterung u | (R x B)
auch noch die Bedingung u* (X(f)) = 1 erfiillt. Wie Beispiel 3 zeigt, ist diese Be-
dingung durch g} (X (f)) = 1 fiir jedes » € N noch nicht gesichert.

Beispiel 3 (u¥ (X) =1 fiir veN, u*(X) = 0). Zum WFeld (M, R,p) = (&,B,])
wihlen wir die Funktion

fl@)=rfirzed,,
wobei > Ay = E mit I*(4,) = 1, Ry:= {z € B : x rational}. Auf F, =5(B x£J,)
r€R,
setzen wir ,upl Ty = l2| Ty, wobei Iy das Lebesguemal tiber (E, E) bedeutet. Dann
ist p| B(E2) = Iy| B(E?) vertriglich mit u,|Fy, »€N. Fiir jedes Be %,, mit
B> X folgb yy(B) = 1; also ist u¥ (X) = 1. Wegen X c (¥, Ro)e B(E?) = z Fv)
ist u* (X) = 0.

Eine derartige EinbuBe an dullerem Mall beim ,,Grenziibergang* v — co er-
leiden diejenigen Mengen nicht, die sich als Durchschnitt einer absteigenden Folge
B> B3>+ mit B, e Fy - B(]R X B) darstellen lassen; denn aus ,LL,’,“(H'B,,) =1

folgt dann p (By) = up(By) = 1 und ,u(H'B,,) = 1. Ist {| M nicht R-meBbar, so ist

eine derartige Darstellung fiir X (f) nicht moglich, da nach [3] X (f) nicht zu
B(Q x B) gehort. Schwiicht man die Bedingung B, e §,-%(® x B) in die Be-
dingung B, € §, ab, so bendtigt man die Existenz eines mit u, | Fy, » € N, vertrig-
lichen MaBes i auf BZ'&,, um IZZ(]_['B,,) =1 aus y,(By) =1, v & N, und daraus

schlieBlich p* (ﬂ' B,) =1 folgern zu kénnen. Der Nachweis der Existenz von
nl® Z Ty bzw. der ¢-Additivitit von m |Z %y ist im allgemeinen Fall sebr schwie-

rig; 1nsbesondere ist das S-Additivitits- Krlterlum nicht anwendbar, wenn Z F,
kein Produktkdorper ist.
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Wir werden deshalb unser Augenmerk auf solche Mengen By € (& x B) lenken,
zu denen sich ein MaB x|# (& X B) mit u(By) = 1 konstruieren 146t und die den
Graphen derart approximieren, dal aus u(Bo) = 1 auch u*(X(f)) = 1 gefolgert
werden kann. Die folgende Approximationsbedingung .o/ nimmt nur auf das vor-
gegebene MaB p | ®, nicht aber auf das erst noch zu konstruierende MaB u [# (& X 9B)
Bezug.

Definition. Die Menge By aus B(® x B) heibt .«/- Approximation des Graphen X
{oder kurz: By erfiillt Bed. &), falls die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind :

(«/1) Es existiert eine Folge Bi, Bz, ... mit B,ef(& X B) derart, daB

> By X5 BoX und py (pru By X) = 0 fiirve N.

v

(Z2) p(pry Bo) = 1.

Wie in Satz 3D ndher erliutert wird, erlaubt die Bedingung (.271) den Schluf3
von u(By) = 1 auf u*(X) = 1. Die Bedingung («72) ist notwendig und — wie in
einer spiteren Arbeit dargelegt werden soll — fiir ein By vom Typ Ssq zu & X &g
auch hinreichend fiir die Existenz eines MaBes u|2(® X B) mit x(Bo) = 1. Der
Begriff der «7-Approximation soll nun veranschaulicht werden am Beispiel einer
Klasse von Funktionen, deren Graphen von Mengen des Types Ss¢ zu & X &
o/ -approximiert werden.

Beispiel 4. f| M sei von folgendem Typ

(1) f|4y=/|4s, veN, wobeif| M R-meBbar ist
und A4, beliebig mit ZA,, =M.

Dann gilt X (f) = Z (4y, E)- X (fy) und folglich
@) X(f)c> X(fy), wobei X(f,)ein S zu @ x @ ist™>.

Zu A, wihlen wir K, € & mit K, > 4, und p, (Ky — 4;) = 0. Dann ist By:=
z' (Ky, E)- X(fy) ein Sgs zu & X &y und erfiillt, wie wir nun zeigen wollen,

Bed. &
Wir setzen By:= (K, B)+ X, > By mit X,:= X(fs). Wegen > B, = By
O<vr<mn ¥
ist Z B, X2 ByX erfiillt und wegen
B,c(Ky— Ay, E)- X, + (4,, B)- X folgt B,Xc(K,— 4,, E)

und daraus

Py (Pru By X) = py (Ky — 4y) = 0;
-also ist (/1) erfiillt. (o72) folgt wegen By> X (f).

Funktionen des in Beispiel 4 behandelten Types lassen sich bereits mit den
Hilfsmitteln des § 2 meBbar machen, und zwar durch Adjunktion der abzéhlbar
vielen disjunkten Mengen 4,, v € N; denn es gilt

fo:f@) Syr =2 4w {x:fr(@) Syt e BRI {41, 45,..}).

* Wird umgekehrt (2) von X (f) erfiillt, so ist wegen [3] stets f vom Typ (1).
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Der Verdacht liegt nahe, daB jede Funktion, deren Graph von einer Menge
Bo & B(® x B) o-approximiert wird, zu dem in Beispiel 4 behandelten Typ ge-
hort. Das ist jedoch nicht der Fall, wie bereits das folgende ganz einfache Beispiel
zeigt.

Beispiel 5 (eine Funktion, die (1) in Beispiel 4 verletzt und deren Graph sogar
von einem Rechteck By = (K,H'Jy), Ke®, J, e, &-approximiert wird).

Wir betrachten das vollstindige WFeld (M, &, p) = (Eg, {0, £z}, p), wobei
Ey:={x:0 <2 < 1} zur formalen Unterscheidung vom Wertebereich % gesetzt
wird, und dazu die Funktion f(z) = «. f| M verletzt (1) in Beispiel 4; denn in
diesem Fall ist jede ®-meBbare Funktion konstant, so daB X (f)={(z,x): xc By}
durch zX (fy) mit K-meBbaren f, nicht zu iiberdecken ist.

By := (Ez, {yo}) erfiillt fiir ein beliebiges yo € £ die Bedingung .o/, wobei
z.B. By:= By, B,:=0 fiir v > 1 gewihlt werden kann; denn wegen B; X =

= (Ez — {yo}, {yo}) gilt
Ps (prE, B1X) = py (By — {yo}) = 0.

In Beispiel 5 ist natiirlich jedes WMaB auf B (&) eine Fortsetzung, die f mef-
bar macht. Weniger triviale Gegenbeispiele gegen den erwidhnten Verdacht lassen
sich ohne grofie Mithe konstruieren.

Verfiigt man im allgemeinen Fall iiber ein By € (R x B), das Bed. o erfiillt,
s0 hat man nur noch dafiir zu sorgen, das MaB x|®(® x 8) unter Beachtung der
Randbedingung u (K, E) == p(K) so zu konstruieren, daB u(By) = 1 ist. Es folgt
némlich p*(X) = 1 aus u(By) = 1 fiir ein Bo € # (R x B), das (1) erfiills, ge-
mifB folgendem Kriterium:

Satz 3D. Ist (M, ®, p) ein vollstiindiges WFeld, ist |5 (R X B) ein Maff mit
(K, E) = p(K) und ewistiert ein Bo € B(R x B), das (1) und p(Bo) = 1 erfillt,
so ist u*{X) =1.

Beweis: Fiir L> B < B(® x B) folgt nach [3], Hilfssatz 1 und 2, wegen der
Vollstéandigkeit von (M, &, p) stets pryr L > pry B € & sowie

w(B) = u(pru B, E) = p(pru B) = py (pru L) .

Also gilt fiir jedes L c (M, E) mit p, (pra L) = 0 auch u,(L)=0.
Speziell fiir L = B,X ergibt sich aus (/1) damit uy (B,X) = 0 und folglich

M (BoX) < P (Z BX) = Zl‘* (Br—X) =0.
Daraus folgt schlieBlich
p*(X) = u* (BoX) = u(Bo) — piy (BoX) =1. _|

Das Problem, eine Funktion meBbar zu machen, deren Graph von einer
Menge By &7-approximiert wird, wird also durch die Sitze 3A und 3D auf das
Problem reduziert, ein MaB x| #(® x B) mit u(Bo) = 1 und u(K, E) = p(K) zu
finden. LéBt sich X (f) zum Beispiel von einer Menge des Types Sss zu & X &g
o/ -approximieren, so existiert ein solches Mall u stets, wie in einer folgenden
Arbeit gezeigt werden soll.
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