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Einleitung 

Die Problemstellung dieser Arbeit ergibt sich aus den Schwierigkeiten, die in 
der Wahrscheinlichkeitstheorie und ihren Anwendungsgebieten auftreten, wenn 
das zur Veffiigung stehende Wahrscheinlichkeitsfeld zu grob ist, um die Mel3bar- 
keit best immter  Mengen und Funktionen folgern zu kSnnen. Bevor wit diese 
Problemstellung eingehender erl/~utern, wollen wir den Begriff der Fortsetzung 
eines Wahrscheinlichkeitsfeldes (kurz: WFeld) erkl/~ren und gegen benachbarte 
Begriffe abgrenzen. 

Unter  einem WFeld (M, ~, ~o) versteht  man bekarmtlich die symbolische Zu- 
sammenfassung einer Grundmenge M, eines a-KSrpers ~ von Teilmengen yon M 
und eines auf  ~ definierten normierten (a-additiven) Mal3es (Wahrscheinlichkeits- 
maB, kurz: WMaI~) p. Ein WFeld (M, ~1, ~01) wird in dieser Arbeit eine ,,Fort- 
setzung" yon (M, ~, p) genannt, wenn die Bedingungen ~ 1 , ~  und IOl] ~ - -  ~o] 
erfiillt sind*. Ebenso wird das MaB ~ol ] ~1 unter diesen Bedingungen als eine Fort-  
setzung des MaBes p ] ~ bezeichnet. Die Fortsetzung ist zu unterscheiden yon der 
, ,Erweiterung" eines hlengenk6rpers zum ~-K6rper und eines ~-additiven Inhaltes 
zum Ma$. Ws die Erweiterung stets und eindeutig existiert, handelt es sich 
bei der Frage nach der Existenz einer Fortsetzung um eine Verallgemeinerung des 
Lebesgueschen MaBproblems, das sich interpretieren 1/s als die Frage, ob das 
WFeld (M, ~, ~) ~ (E, s l), wobei E das Intervall  [0,1] und l ] ~  das Lebesgue- 
mag bedeuten, eiae bewegungsinvariante Fortsetzung ~Ol auf  ~1 = ~ (E), dem 
a-KSrper aller Teilmengen yon E, besitzt. Bekanntlich 1/s sich mit  Hflfe des 
Auswahlaxioms das Interval l  E in abz/~hlbar viele disjunkte, rood 1 kongruente 

* Is~ (M, ~1, Pl) eine Fortsetzung yon (M, ~, p), so ist (M, ~, ~o) eine ,,VergrSberung" yon 
(M, ~1, Pl) im Sinn yon [8], S. 150, und umgekehrt. 
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Mengen A1, A2 . . . .  aufspalten mR der Folge, dab auf einem cr-KSrper ~1, der die 
A~ enth~lt, kein normiertes Mal3 die Zusatzbedingtmg der Bewegungsinvarianz er- 
ffillt. Ohne diese Zusatzbedingung existier~ jedoch, wie aus den Ergebnissen yon 
w 2 folgen wird, eine (nicht eindeutige) Fortsetzung des/-Mal3es, welche diese nicht 
1-mel3baren Mengen meBbar macht. Ein Spezialfall einer Fortsetzung ist die ,,Vet. 
vollstgndigung" eines Mal3es piN; es handelt sieh dabei um die Fortsetzung yon 
P I ~ auf den a-KSrper ~, der aus ~ dutch Hinzunahme aller Teilmengen yon/9- 
N~llmengen entsteht. 

Beispiele, in denen eine Fortsetzung bzw. die Fortsetzbarkeit eines WFeldes 
interessieren, begegnen vor ahem in der Theorie der stochastischen Prozesse. Es 
handelt sieh dabei meist um eine Situation, bei der aus den gegebenen Daten ein 
WFeld abgeleitet wird, das die MeBbarkeit yon Mengen oder Funktionen, die man 
zu untersuehen hat, noeh nicht gewghrleistet. In der Theorie der Spiele mit un- 
endlich vielen reinen Strategien tritt bei der Bestimmung der GesamtheR der als 
gemischte Strategien zugelassenen WMal3e die Frage auf, wie sich die Wahl des als 
Definitionsbereich ffir diese Mal3e zugrunde gelegten a-KSrpers, bei der ja die 
Mel3barkeit der Auszahlungsfunktion im Auge behalten werden muB, auf die 
Menge der zugelassenen Mal3e auswirkt; genauer: ob sieh alle auf einem kleineren 
(d. h. grSberen) a-KSrper ~ existierenden Mal3e auch noch auf einen bestimmten 
grS/~eren ~-KSrper ~1 fortsetzen lassen oder ob bei dem Ubergang yon ~ zu ~z 
Mal3e in diesem Sinne verloren gehen*. 

In der Literatur ist der Spezialfall yon Fortsetzungen behandelt, bei dem ~1 
aus ~ dutch Adjunktion yon endlieh vielen Teilmengen von M erzeugt wird 
[5, 6 u. a.]. In diesem Fall ist die Fortsetzung eines beliebigen WMal3es/91 ~ naeh 
~1 stets mSglieh. Die Klasse der dort angegebenen Fortsetztmgen is~ jedoch selbst 
im Fall der Adjunktion yon nur einer Menge -- yon Spezialfgllen abgesehen -- 
nieht die Gesamtheit aller mSgliehen Fortsetzungen [6]. Auf der anderen SeRe 
wurde unter schwachen mengentheoretisehen Hypothesen gezeigt, dab sich nicht 
jedes WFeld beliebig welt fortsetzen l~Bt [2, 9] ; zum Beispiel lassen sich auf den 
a-KSrper aller Teilmengen des R 1 nnr die diskreten Mal3e fortsetzen. 

w 1 dieser Arbeit client der Klgrung der allgemeinen Situation. Zur Abrundung 
des Brides wird die Eindeutigkeit yon Fortsetzungen untersuch~. Dabei zeigt sieh, 
dab Fortsetzungen im aUgemeinen nur eindeutig sind, sowei~ sie nicht fiber den 
Bereieh der Vervollstgndigung hinausgehen (Satz 1 A). Die Frage nach der Existenz 
einer Fortsetzung bei Adjunktion yon abzghlbar vielen beliebigen Teilmengen yon 
M und die damit gquivalente Frage nach der Existenz einer Fortsetzung, die eine 
beliebig gegebene reelle Funktion ] I M mel3bar macht, wird durch Satz 1 C gekl~rt: 
Bereits jede Menge M yon der Mgchtigkeit ~1 besitzt ein abz~hlbares System yon 
Teilmengen, bei dessen Adjunktion sich nut rein diskrete Mal3e fortsetzen lassen. 
Es ist also aueh nicht allgemein mSglich, eine beliebige Funktion JIM durch ge- 
eignete Fortsetzung des W-Feldes mel3bar zu machen. Handelt es sieh jedoch um 
abzghlbar viele d i s j u n k t e  Teilmengen, so ist eine Fortsetzung stets mSglich 
(Sa~z 2B). Die Gesamtheit ~tler Fortsetzungen bei Adjunktionen yon abzghlbar 
vielen disjunkten Mengen wird in Satz 2A angegeben. 

* Vgl. [4], dazu die in [7], S. 356s und [10], S. 48, erw~hnten Schwierigkeiten. 
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Mit der Frage, unter welchen Voraussetzungen eine gegebene Funktion dureh 
eine geeignete For~setzung des WFeldes meBbar gemacht werden kann, befagt sieh 
w 3. Ausgangspunkt der Untersuehung ist Satz 3A, wonach (M, ~, p) eine Fort- 
setzung, die JIM meBbar macht, genau datm besi~zt, wenn ein Mag #IB(~ • ~ )*  
existiert, das p I ~ als MarginalmaB besitzt und dem Graphen X (/) der Funktion 
das guBere MaB i zuordnet. In w 3b) und c) werden fiir die Konstruktion tines 
solchen MaBes/z niitzliehe Kriterien bereitgestellt. Danach geniigt fiir die ~-Addi- 
tivit/~t eines Inhaltes m I ~ • ~ der Nachweis, dab der Marginalinhalt yon m auf 
de m  K6rper IN0 der endliehen Summen ,,dyadiseher" Intervalle ~-additiv ist 
(Satz 3C'). Fiir die Erfiillbarkeit der Bedingung #*(X(/ ) )  = 1 ist hinreichend, 
dab eine Menge B0 e ~(~ • ~) existiert, die den Graphen X(/)  in einem be- 
stimmten Sinne ,,~r approximiert und auf der sieh das NaB # = 1 konzentrieren 
1//Bt (Satz 3I)). Um eine Funkt ion / I  M, deren Graph dutch eine Menge B0 z~/-ap- 
proximiert wird, dureh eine Fortsetzung yon (M, ~, p) meBbar zu maehen, ge- 
niigt es also, ein Mag/z[B(~ • ~) mit/~(B0) = 1 und mit Pl ~ als Marginalmag 
zu konstruieren. Eine solehe Konstruktion 1/igt sieh beispielsweise -- wie in einer 
sp/~teren Arbeit im einzelnen dargelegt werden wird -- ausfiihren, wenn sieh 
B0 in der Form ~" l - I  ~ .  (Kin, Irst) schreiben 1/igt mit Krst aus ~ und offenen 
Intervallen Irs~. ~ " 

Es sei mir an dieser Stelle gestattet, Herrn Professor Dr. It. RICRT~ fiir zahlreiche were- 
voile Anregungen und Ratschlgge meinen verbindliehsten Dank zum Ausdruek zu bringen. 

Bezeichnungen 
Die in dieser Arbeit verwendeten Begriffe und Symbole lehnen sich eng an die 

Terminologie yon [1] und [8] an. 
Der ,,definierende Doppelpunkt" wird im Zusammenhang ,, :="  verwendet. 

@ und ~"  bezeichnen die Vereinigung, �9 und ~-I" den Durehschnitt, .~ den Unter- 
sehied yon Mengen. 

Durch A1 -ff A2 ---- B (bzw. ~ A ~  = B) werder~ die beiden Aussagen 

1. A1 H L A2 = B (bzw. ~"  A~ = B), 2. die A~ sind paarweise fremd, 
v 

dureh A --  B = C die beiden Aussagen 
1. A-IT. B = C ,  2. A ~ B  

zusammengefaBt. _~ bedeutet das Komplement yon A, 0 die leere Menge, {x:. . .} 
die Menge aller x mit . . . .  (A, B) das kartesische Produkt yon A und B. N und R 
bezeiehnen die Mengen der natiirliehen bzw. der reellen Zahlen, E das Inter- 
vall [0,1]: 

(M) ist das System aller Teilmengen, ~ (M) der ~-K6rper der Borelschen 
Teilmengen der Menge M. Fiir g c ~ (M) ist Kg (bzw. Bg) der kleinste g um- 
fassende Mengenk6rper (bzw. ~-K6rper). Fiir g~c?~(M~) ist ~(~1,  g 2 ) : =  
{ (L1, L2) : L~ ~ g~}, das System der ,,Rechteeke" (L1, L2) mit ,,Seiten" aus gl  
bzw. g2. Fiir g c ~ (M)  ist ~(~)  : =  {(L, E) : L e g}, das System der Zylinder- 
mengen mit Basis aus g und der , ,H6he" E. 

Fiir A c (M, M') ur~d x ~ M i s t  A/x : = {y ~ M' : (x, y) ~ A}, die Sehnittmenge 
yon A b e i  x. 

�9 ~ ist dabei der a-KSrper der Borelschen Teilmengen des Wertebereichs yon f. 
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Ist | ein K6rper, so heiBt eine Menge der Oestalt ~" G~ (bzw. ~" at, 
t t 

~ "  Z 'Gst '  ~ ' ~ I "  •" Grst) mit G ~(~ ein S (bzw. S, S0, S0a) zu (~. 
s t f 8 t 

Ist  / [M eine reelle Funktion, so ist 

~ / : - - - - B { { x e i : l ( x )  g y } : y � 9  und X ( / ) : = { ( x , / ( x ) ) : x � 9  

ZA(X) ist die eharakteristisehe Funktion der Menge A, also 1 ftir x E A und 0 
sonst. 

Ein Inhalt ist eine niehtnegative additive Mengenfunktion auf einem Mengen- 
k6rper, ein MaB ein ~-additiver Inhalt auf einem a-K6rper. Fiir Mal~e loll ~ be- 
zeichnet Pl  x p 2  das auf 2(.@1 X ~2) definierte ProduktmaB; ~l  X ~2 ist dabei 
der K6rper ={(Ki, K2) : K~ �9 ~ } .  

Das Ende eines Beweises wird dureh das Zeichen ~ markiert 

w 1. Uber die Existenz und die Eindeutigkeit yon Fortsetzungen 

Die Frage nach der Existenz einer Fortsetzung yon (M, ~, p) ist bereits fiir 
den Fall, dab zu ~ endlich viele Mengen adjungiert werden sollen, positiv [5, 6 
u. a.], fiir den :Fall der Fortsetzung auf den (~-K6rper aller Teilmengen yon M fiir 
nicht diskretes MaB p u n t e r  schwachen Einschrs negativ entschieden [9]. 
Von Interesse ist nun, wo die Existenz yon Fortsetzungen verloren geht, welche 
Systeme yon Teilmengen yon M sich nicht mehr stets adjungieren lassea, ohne 
die Fortsetzbarkeit zu zerst6ren. I)iese Frage wird Gegenstand des Abschnittes b) 
sein. Zuvor behandein wir die damit verwandte  Frage, inwieweit sich (M, ~, p) 
in eindeutiger Weise fortsetzen l/iBt. 

a) Die Frage der Eindeutigkeit 

Aus der Definition der zum WFeld (M, ~, to) geh6rigen inneren und/iugerert 
Mage 

p , ( L ) : = s u p p ( K )  und p * ( L ) : = i n f p ( K )  fiir L c M  
L ~ K e R  Z c K e 1 ~  

ergeben sich fast unmittelbar die beiden folgenden einfachen ttilfss/itze: 
Itilfssatz 1.1. Ist (M, ~, p) ein WFeld und A eine Teilmenge yon M, so werder~ 

dutch p'(K) : = p ,  (AK) und p"(K) : = p* (AK) zwei Marie au/ ~ definiert. 
Beweis: Zu A existiert ein K ,  �9 ff mit den Eigensehaften K ,  c A und p ( K , )  

= p ,  (A). Dann ist aueh p ,  (AK) = p (K,K)  fiir K �9 ~, woraus die a-Additivit//t 
yon P'I ~ folgt. Analog fiir p" [  ~. __J 

Hflfssatz 1.2. 1st Pl ] ~1 eine Fortsetzung yon p ] ~, so gilt 

p ,  (A) g pz(A) G p*(A) .  

Beweis: Fiir K1 c A c K2 mit K~ �9 ~ gilt 

2) (K1) = Pl (K1) ~< Pl (A) _< Pl (K2) = p (K2); 

daraus folgt die Behauptung. _J  

2~1~ sei die Vervollst//ndigung yon p lY,  also ~ - - - -{ i :  p .  ( L ) :  p*(L)} und 

p ( i )  = p .  (L) fiir L �9 ~. Innerhalb yon ~ besitzt p] ~ nur eine Fortsetzung, 
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n/imlich ~. Bei einer Fortsetzung, die fiber den Bereieh der Vervollst~ndigung 
hinaus geht, ist im allgemeinen mit einer Eindeutigkeit night mehr zu rechnen: 

Satz 1 A. Ist (M, ~, 19) ein W.Feld und p I ~ die Vervollstgindigung von p [ ~, dann 
gilt: 

a) Au] ~1 mit ~ c ~1 c ~ is t ~ die einzige Fortsetzung von ~1 ~" 
b) Zu jedem A e ~ (M) -- ~ existieren mindestens zwei verschiedene Fortsetzun- 

ge~ vo~ p l ~ ~ ~ = ~(~ 4 {A}). 
Beweis zu a) : Es sei A ~ ~ und I~[ ~ irgendeine Fortsetzung yon 1o I ~" 

Wegen ~ c ~ folgt aus Hflfssatz 1.2 dann p~ (A) = 1o, (A) = ID (A). 

Beweis zu b) : Auf R1 = {AK~ q- AK2 : K~ e ~} definieren wir 

p~ (AK~ -]- A K 2 ) : = ~ ,  (AK~) -k P* (AK~) und 
~ (AK1 -t- AK2) : = Io* (AK~) + p ,  (~tK2). 

Wegen Hilfssatz 1.1 sind p~ und ~o~ Mage, und zwar Fortsetzungen yon 1o1 ~, da 
:p, (AK) -t-p*(JIK) = p(K). Wegen A e ~(M) -- ~ ist 

t 

p~(A) -----/% (A) < p * ( A )  = p~(A). _~] 

b) SchranIcen /i~r die _~' ortsetzbarlceit 

Nachdem bereits bekannt ist, dag jedes WFeld eine Fortsetzung fiir die Ad- 
junktion yon endlich vielen 1VIengen besitzt, soll nun der Fall der Adjunktion yon 
abz~hlbar vielen Mengen untersucht werden. Dieser Fall ist ~quivalent mit dem 
der Adjunktion des durch eine F u n k t i o n / [ M  erzeugten ~-K6rpers 

~ / : =  B { { x e i  :](x) g y }  :yeR~}; 
denn es gilt: 

Satz 1 B. a) Zu jedem abzgihlbaren System ~ von Teilmengen yon M existiert eine 
Eunktion ]] M derart, daft ~/ = ~9~. 

b) Zu jeder Funlction / IM existiert ein abzShlbares System 9~ c ~ ( M )  mit 

Beweis: Teil b) ist klar (man w/~hle z .B.  ? I : =  {{x: ] ( x ) ~  r}: r rat.}), zu 
zeigen bleibt a): 

Es sei 9~ = {A1, A2 . . . .  } und Z~(x) die charakteristisehe Funktion von A~ 
(also Z~ (x) ---- 1 ftir x e A~ und 0 sonst). 

Die Menge {0, 1} N wird dutch 

O o  

g ( t ) ) : = 2 . ~ y ~ . 3 - ~  fiir t )=(y l , y9  . . . .  ) 

eineindeutig auf das Cantorsehe Diskontinuum abgebildet. Wir wollen nun zeigen, 
dab ](x) :-~ g(zl(x), Zs(x) . . . .  ) eine Funktion mit ~f-~ ~0~ ist. 

Die Mengen {x:/(x) < 0} und {x:/(x) > 1} sind leer, und fiir n e N gilt 

n 

{x:0 _<--,(x)--2~=1: y~. 3-~ --<--3-(n+l)} = [ x:Z~(x)= 0 y" ffirffir v ~ n v = n ~- 1 1 e ~ 2 '  
) 

{~: 3-(~+, </ (x)  - 2 Z u,  . 3 - ,  < 2 . 3-(~§ } = o ,  
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n 

= 1 fiir v ~ n + l  6Bg~" 

Daraus ergibt sich (x : / (x )  < y} ~ BgX fiir jedes y s R 1 und damit  

(i) ~I c s~ .  

Die endliche In terva l l summe 

B~ : = ~ [z" 3 -(k-l) - -  3 -k, z"  3 -(k-l)] 

besitzt als Urbild Ak; denn 

{x : l (x )  e b b }  = {x:x~(x)  = 1} = A~. 
Also ist Ak e ~I  und 

(2) ~ c ~ .  

Wegen (1) und (2) e r f i i l l t / I M  also ~)~ = Bg~. _~] 
Das Problem, ein WFeld  so fortzusetzen, dal3 ein best immtes System yon  ab- 

z/ihlbar vielen Teilmengen yon  M in den Definitionsbereich des Mal3es einbezogen 
wird bzw. dab eine best immte Funkt ion  []M mel3bar wird, ist nicht  allgemein 
15sbar: 

Satz 1C. Ist (M, ~, p) ein WFeld mit  ~ (M)  = b;l* und nieht rein diskretem 
Marl p, so existiert eine Funktion / t M, die sich durch keine Fortsetzung von (M, ~, p) 
meflbar machen liifit * *. 

Wegen Satz 1 B folgt der Beweis aus 
Satz 1 C'. Zu jeder Menge M vonder Miichtigkeit ~1" existiert ein System 9~ von 

abziihlbar vielen Teilmengen yon M derart, daft jede8 au] ~1 ~ B2 definierte WMa[3 
rein diskret ist. 

Beweis: Unter  Ausnutzung der Voranssetzung b~ (M) = b~l werden wir nach 
dem Vorbild yon  U L ~  in [9], S. 143, eine Matrix yon  N~ real ~0 Teilmengen 
yon  M bilden, die dem Definitionsbereich eines WMaBes gemeinsam nur  dann  
angeh6ren k6nnen, wenn das MaB rein diskret ist. SchlieBlieh werclen wir ein ab- 
z/s System 9~ c ~ (M) konstruieren derart, dab die Mengen dieser Matrix 
in 2~9~ enthalten sind. ~ u n  der Beweis im einzelnen: 

1. Wegen ~ (M) ---- ~1 I/iBt sich M als transfinite t~eihe Xl, x2 . . . .  xa . . . .  mit  
(~ < t9 schreiben. Ftir ~ ~ a definieren wir die Abbildung 

~ ( x ~ ) : = n ~ e N  mit  (*) n ~  ftir ~:1"~2;  

die Zusatzbedingung (*) l~Bt sich erfiillen, da N(a) ~ No fiir a < t9 ist. Weiter  
bilden wit die Mengen 

~ n} ftir n ~ N ,  0 < ~ < f 2 ,  An~ : = {x~ : a > "c, n~ = 

A~ : = M -- ~" A n fiir n ~ N .  

* Die Bedingung ~(M) = ~1 1~13~ sich abschw/~chen zu der Ulamschen Einschr/inkung, 
dal~ es keine (Kuratowskische) unerreichbare Kardinalzahl ~ gibt mi~ :% < z~ ~< ~(M), wie 
man analog der in [9], S. 143--145, verwendeten Schlul3weise erkenn~. 

** Ist p diskret, so ist jede Funktion f lM mel~bar bzgl. der Vervollst/indigung Pl ~ ( i ) .  

Z. Wahrscheinl ichkei ts theor ie ,  Bd. 1 3 



34 I)IETRICIK ]~IERLEII~: 

Dann gilt 

(1) 

(2) 

(3) 

A,:n'An=O for  "cl#'r2 (wegen(*)) 
z- 2 

A~-A~ = 0  f 'Or n l ~ n 2 ,  ~ # 0 ,  

X A n ~ = { x a : a > ~ ) = M - - { x a : a < ~ )  fiir 0 # r < Q ,  

dabei enth/~lt {xa : a < ~3 ---- : Ar  nur abz/~hlbar viele Punkte. 
2. Jedes WMaB P~I ~ mit ~13 {A~ : n e N, ~ < / 2 3  e~fant wegen (2) und (3) 

~_,pl(An) q--pl(Ar)-= I fiir 0 * ~ < ~ Q .  
n 

Unter der Annahme, da$ P1 nicht rein diskret ist, gilt 

~ I ( A ~ ) > 0  fiir jedes ~ 4 0 ,  

also p l (A n(O) > 0 fiir mindestens ein n = n(r)  zu jedem ~ ~ 0. Dana existiert 
aber mindestens ein n*, ftir das {r :  n(~) = n* 3 iiberabz/~hlbar ist. Das bedeutet, 

n ,  da$ unter den nach (1) disjunkten Mengen A~ , ~ < s iiberabz/~hlbar viele mit 
positivem Ma$ auftreten --  im Widerspruch zu Pl  (M) = 1. 

3. yr sei eine injektive Abbildung yon {3 : 0 < ~ < O 3 in E = [0, 1], also 
y~ # y ~  fiir T1 :~ ~ .  Wegen (1) 1/~l~t sieh fiir jedes n e N eine F u n k t i o n / h i M  
erkl/~ren dutch 

/n(x):=yr  fiir xeA~ ,  0 < ~ < ~ .  
~ u n  ist 

A? = {x : fn (x) -~ Yr) e ~S,,; 
wir gewinnen also mit 

9/: ---- ~"  { {x: /n  (x) < r}: r rational 3 

ein abz/~hlbares System yon Teilmengen von M mit der Eigenschaft 

~ y  ~ .~(A~ : ~  N, ~ < ~}.  

Nach Tell 2 existiert auf ~9/kein nieht rein diskretes WMal~. 
Nun erhebt sich die Frage, ob nieht in wiehtigen Spezialf/fllen eine Fortsetzung 

bei Adjunktion yon abz/~hlbar vielen Mengen bzw. bei Adjunktion von ~ doeh 
existierk Zun/~ehst --  in w 2 --  wir4 der Fall yon abz/~hlbar vielen disjunkten 
Mengen betrachtet,  hier ist eine Fortsetzung tats/~ehlieh stets mSglieh. Sp/~ter 
werden wit uns mit Bedingungen beseh/~ftigen, unter denen sich eine Funktion 
meBbar maehen li~Bt. 

w 2. Fortsetzung bei Adjunktion yon abz~ihlbar vielen disjunkten Mengen 

Als gegeben betrachten wir ein WFeld (M, ~, p) und abz/ihlbar viele ~engen 
AI ,  A~ . . . . .  die M disjunkt zerlegen: ~ A ,  = M. Werden diese Mengen zu 

v 

adjungiert, so gelangt man zum a-K6rper 

~ 1 : =  ~(~ ~ {~1, A~ . . . .  31 = {Y A,K~: K,  ~ ~3. 
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Besitzt nun :p[~ eine Fortsetzung p ~ [ ~  ? Wir wollen die Exlstenz nachweisen 
und die Gesamtheit aller derartigen Fortsetzungen explizit angeben. Hiffsmittel 
daffir werden in dem folgenden Hilfssatz bereitgestellt: 

IIil~ssatz 2.1. (M, ~, 1o) sei ein WEeld, Zu  jedem L r M existieren dann Funk- 
tionen ,alL [ M und *dL [ M mit den Eigenscha/ten 

a) , d L [ M  und *dLIM sind ~-meflbar, 

b) j" (*)dL (x) dp = p(~)(LK) fiir K ~ ~, 

c) ,dL(x), *dL(x) und OL(x) :---- *alL(x) -- ,dz(x)  nehmen nur die Werte 0 und 
1 an, 

d) sind L~, L2 . . . .  disjunlct, 

e) ist ~" L~ = M, so nimmt 
y 

so nimmt ~ ,dL~ (x) nur die Werte 0 und 1 an, 

*dL~(X) nur Werte aus N + {oo} an. 

Beweis: Zu L w~hlen wir zwei Mengen Kt ,  K2 e ~ mit K1 c L c K2 und 
p ,  (L - -K1)  -~ p ,  (K~--L)  = O, analog dem Beweis zu tIilfssatz 1.1. Es ist dann 
p , ( L K )  = :P(K1K) und :P*(LK) = :P(K2K) fiir K e ~. ,dL(x) : =  Zgl(x) und 
*dL (x) : =  Zl~2 (x) erfiillen also a) bis e). [ 

Funktionen (~)dL(x) mit den Eigenschaften a) und b) k6rmen als ,,innere 
(/~uBere) Dichten yon L an der Stelle x" eharakterisiert werden, die Eigensehaft e) 
ist eine fiir unsere Zweeke allgemein sehr niitzliehe Normierung, d) und e) erleich- 
tern den Existenznachweis fiir Fortsetzungen des in diesem Paragraphen dis- 
ku~ierten Types. Bemerkt sei dabei, dab L1 c L2 nieht allgemein (aber natiirlieh 
:p-fast iiberall) (**)alL1 (x) ~ (**)dL~ (x) zur Folge hat. Unter Verwendung der -- naeh 
Hilfssatz 2.1 stets existierenden -- normierten inneren und/~uBeren Dichten kSn- 
nen wir die allgemeine Form der Fortsetzung :Pl I ~1 yon p I ~ angeben: 

$atz 2A. A n  Voraussetzungen seien er]iillt: 

I. (M, ~,1o) ist ein WFeld, ~ A~ = M ,  

II.  ,d~ (x) und *d~ (x) er/iillen a) b~s c) aus Hil/ssatz 2.1 [iir 

L----A~, v-----l,2 . . . . .  

Zur AbkiArzung wird gesetzt: 

( ~ ( x ) : = * d ~ ( x ) - - , d ~ ( x )  ffir v ~ N ,  

A : = { ( % l [ M ,  22[M . . . .  ):2~(x)~-meflbar, 0 ~ R,(x) ~ 1 a u / M }  
~ (,d~(x) + 2~(x). ~,(x)) = 1 :p-/astau[ ' 

p(~) (~A~K~) : = ~ ~ (,d~ (x) + 2~ (x) . (~ (x) ) d:p /i~r 2 = (21, 28 . . . .  ) e A . 
�9 K y  

Es gilt dann {p(~)[ ~l  

a) ]i~r jedes ~ e A 

b) ist p l l ~ l  eine 

: 2 E A } =  ~PlI~I :Pl]~-----PI~}, d.h. 

ist p(~)[ ~1 elne Fortsetzung von P l ~, 

Fortsetzung yon P] ~, so existiert ein 2 e A, so daft 

3* 
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Beweis zu a): 1. Zuerst ist zu zeigen, dab p(~')l~l eindeutig definiert ist: 
Fiir ~ A ~ K ~ - - - - ~ A r K :  folgt A r g r  -~ Arg'~, daraus p(**)(Ar(Kr + g : ) )  = 0; 

v v 

also ist ,dr(x) = *d~(x) = 0 p-fast auf Kv ~. K: und folglieh p(~)(~ArKv) = 
v 

pO>(Z A~K;). ~ 
v 

2. Zum Nachweis der a-Additivit/~t yon p(~)l~l gehen wir yon einer Zer- 
*eg.ng = (2A K r) a u s .  M i t  K '  = mr : ~"  K~r--  ~"  K~r erh/flt man 

ArKr  -~ Ar ~ K'~, und ArKzr  ~- ArK,~. Aus der Definition yon po.) folgt daraus: 

v v t t  v t t  t t  v 

Da fiir ~ ~ A wegen Vor. I I  stets ,dr  + ~r " (~r > 0 und folglich P(~)I ~1 > 0 
erfiillt ist, ist also p(~)] ~1 ftir jedes ~ e A ein MaB. 

3. Zu zeigen ist noch, dab p(~) [ ~1 eine Fortsetzung yon p I ~ ist : Fiir A e A 
und K e ~ folgt p(~)(K) = p(~)(~ A~K) -~ ~ 1 d p =  p (K). 

v K 
Beweis zu b): Ist  Pl] ~1 eine Fortsetzung yon P l ~, so gilt 

(1) p , ( A ~ K ) < = p l ( A r K ) ~ p * ( A ~ K )  fiir K ~ ,  v ~ N  
(nach Hilfssatz 1.2), 

(2) ~ . p l ( A ~ K ) = p ( K )  fiir K E ~ .  

Fiir jedes v e N ist pI (ArK)  ein Marl auf ~ mit pl (A~K)  < p(K) ;  also existieren 
nach dem Satz yon Radon-~ikodym ~-mel~bare, nichtnegative Funktionen dr[ M, 
v ~ N, mit 

(3) p l ( A r K ) - = [ d r ( x ) d p  fiir K e ~ .  
K 

Wegen (1) und (2) folgt 

(4) ,dr  ~ d~ ~ *dr und ~ d~ = 1 p-fast iiberall auf M.  
v 

Die Ausnahmemenge sei die p-Nullmenge N. Durch die Festsetzung 

2 r ( x ) : =  I (dr--  ,dr)/(3r fiir xeN{x: (3r (x )  > 0} 
0 sonst 

erhalten wir wegen (4) eia ~ z A mit p<~>[ ~ = pl] ~ .  / 
Fiir die Fortsetzung bet Adjunktion einer einzelnen Menge A c M erh/flt man 

aus Satz 2 A die spezielle Aussage 
Satz 2A'. (M, ~ ,p )  set ein WFeld und A c M ;  ,d(x)  und *d(x) seien ~'unk- 

tionen, die a) bis c) aus Hil]ssatz 2.1 [i~r L ~ A er/i~llen. Zur Abki~rzung wird 
gesetzt: 

~1 : = {AK1 + .AK~ : K .  a ~}, 
~(x) : = *d(x) - , d (x ) ,  

A '  : = {~ ] M :  ),(x) ~-mefibar, 0 ~ X(x) ~ 1 au/ M} ,  

p(~')(AK1 + A K 2 ) :  = f ( ,d (x)  + ~(X)" ~ (x ) )dp  + 
K~ 

+ .~ [1 --  ( ,d(x) + A(x)" ~(x))] dp. 
K~ 
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D a n n  gilt {p(;01 ~1" ~ A t }  = { p l l  ~1-'j91[ ~ = P ]  ~}-  
Beweis: Wir  wenden Satz 2A auf  den Spezialfall A1 ~- A, A2 ~ A an, wobei 

yon (**)dl (x): • (*) d (x) und (**) d2 (x) : --~ 1 - -  ~,) d (x) ausgegangen wird. Es ist 
dann  51 -~ (~2 ---- 5 und  

2 
(1) ~ (,d~ + ~ .  ~)  = 1 + (~  + ~2 --  1). ~. 

v = l  

p(~) aus Satz 2A '  s t immt  wegen ,d2 + (1 - -  ).) �9 (~2 = 1 - -  ( ,d  + ~t �9 b) mi t  p(~,l-~.) 
aus Satz 2A iiberein. Ftir ~ ~ A '  i s t  (~, 1 - -  ~) e A ;  f t i r  (~1, ~2) e A i s t  umgekehr t  
~1 ~ A' und wegen (1) 

~1 (x) + ,~2 (x) = 1 p- fas t  au f  {x : ~ (x) > 0}, 

folglich p(~l,x~) - -  pO-,1-~0. {p(;,)[ ~1 : ), c A'}  stellt  nach Satz 2A also genau die 
Menge Mler For t se tzungen  yon p[  ~ nach ~1 dar. ] 

Die in Satz 2A angegebene Gesamthei t  der For tse tzungen yon P l ~ bei Ad- 
junkt ion  der abziihlbar vielen dis junkten Mengell A1, A2 . . . .  ist s tets  nicht  leer; 
es bes teht  also immer  die MSglichkeit, alle diese Av durch eine For tse tzung mel~bar 
zu maehen:  

Satz 2B. Ist (M, ~, p) ein WFeld und ~ Av ~ M, dann existiert ein WMafl 
v 

p l ] B ( ~  + {A1, Ae . . . .  }) mit Pl]  ~ = p ]  ~- 
Beweis: Wir w~ihl6n fiir die Mengen Av innere und iiuBere Dichten , d r  bzw. *d~ 

mit  den Eigensehaf ten  a) bis e) yon  Hilfssatz 2.1. In  Satz 2A ist dann auch Vor. I I  
erftillt, so dab zum Beweis zu zeigen bleibt, dab A aus Satz 2A nicht  leer ist. Zur  
Kons t ruk t ion  eines ~ E A bilden wir nun disjunkte Mengen Kn ~. ~, n = O, 1, ... 
in folgender Weise: 

Ko : = {x : ~ ,d~ = 1}, 

wegen Hilfssatz 2.1, d) folgt ~70 ---- {x : ~. ,d~ = 0}, 
v 

K l : = K o { x : ( 5 1 = l } ,  also K l c { x : Z , d ~ + ~ l ~ - - l } ,  
v 

K n : = { x :  Z , d v +  Zc~v = 0, ~n = 1} f i i r n  > 1. 

Es gilt also Kv ~ ~ und  wegen Hilfssatz 2.1, c) und  e) ~. Kv ~- M.  Dutch  dell An- 
v_~0 

satz ~v (x) : ---- ZK~ (x) ~iir v ~ N erhMten wir ~-mel3bare Ful lkt ionen mi t  0 ~ ~v (x) ~ 1 
a u f  M und 

v / v 

, d ~ + ~ n ~ l a u f K n ;  

alas bedeute t  2 ~ A. 

w 3. Kriterien fiir die Existenz einer Fortsetzung, die eine gegebene 
Funkt ion r i m  mel~bar mach t  

Wir  be t rach ten  ein vollstitndiges WFeld*  (M, ~, p)  und  eine reelle Funk t ion  
] I M  als vorgegeben.  Die Voraussetzung der Vollstitndigkeit des WFeldes  bedeutet~ 

* Das W-Feld (M, ~, p) nennen wir vollst~indig, wenn pl~ ein vollst~indiges Mall ist. 
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keine Einsehr/~nkung der Allgemeinheit, da die Vervollst/~ndigung eines urspriing- 
lieh gegebenen MaBes stets und in eindeutiger Weise existiel* und ohne weiteres 
angegeben werden kann. Naeh Satz 1 C ist das Problem, /]M dutch eine Fort- 
setzung yon (M, ~, p) meBbar zu maehen, nieht allgemein 15sbar. Es sollen nun 
Bedingungen ermitteR werden, unter denen eine derartige Fortsetzung doeh 
existiert. Hierzu setzen wir noch voraus, daf~ ] die Menge M in das Einheitsinter- 
vall E : =  [0,1] abbildet. Durch eine geeignete stetige Sehr/~nkungstransformation 
1/~Bt sich die urspriinglich gegebene Funktion stets in diese normierte Form iiber- 
fiihren, ohne dal~ die MeBbarkeit der Funktion davon beriihrt wird. Unter ~ wird 
fiir den Rest der Arbeit stets der (r-K6rper der Borelschen Teilmengen yon E ver- 
standen, also !~ : ~ !~ (E). 

a) Zusammenhang zwischen Graph und Me[3barkeit einer Funktion 

Da (M, ~, Io) vollst/~ndig ist, ist naeh [3] eine reelle Funktion ]1M genau darm 
~-mel~bar, wenn ihr Graph X ( / ) : ~  {(x, ](x)):x e M} zu ~(~ • !3) geh6rt; und 
zwar ist das genau dann der Fall, wenn X (f) ein S zu ~ • !3 is~, d. h. wenn X (]) 
sich als Vereinigung ~ 'Rv  yon ,,Reehtecken" Ry ~ (Kv, By) mit Kv e ~, By e !3 

darstellen 1/~I~t. Auch die Frage naeh der Existenz einer Fortsetzung, die ] mel]bar 
maeht, l~Bt sich, wie wir sehen werden, so formulieren, dab nut  noch der Graph 
yon / in Erseheinung tritt .  Es existiert n/s nach Satz 3A eine Fortsetzung yon 
P ] ~, die / meBbar macht, genau dann, wenn ein WMaB/x] B(~ • ~) existiert mit 
den beiden Eigensehaften 

a) #(K,E)  -~p(K),  b) #*(X(/)) = 1. 

Dem Beweis fiir diesen Satz schicken wir einige Hilfss/~tze voraus. Zur Abkiirzung 
sell dabei gelten : 

~ :  = "(~ 4 ~ ) ,  x :  = x ( / ) ,  
~(L):-~ {x: (x, ](x)) eL} fiir L c (M, E). 

Hilfssatz 3.1. ~1 = {~(L) : L ~ B(~ • !~)}. 
Beweis: Wegen der Operationstreue yon ~ gilt, wie sieh z. B. analog zu [8], 

S. 158, zeigen ls 

Fiir K ~ ~ folgt K ~ q~ (K, E) und zu K ~ ~/exis t ier t  ein B e ~ so dab K 
= {x: l(x) ~ B} = q~(M, B). Also ist ~ -~ ~ c  {q~(L) : L e (~ x ~)} und wegen 
{1) auch 
(2) ~ ~-- ~(& ~ ~ ) C  { ~ ( L ) : L e ~ ( ~  • ~)}. 

L ~ ~ • !~ besitzt eine Darstellung L ~ ~" (Kv, By) mit Kv ~ ~, By ~ ~ ; daraus 

folgt 

v ~ n  ~ n  

Also ist {T (L) : L e ~ • !~} c ~1 und folglieh 

(3) ~ {~  (L) : L e ~ • !~} c ~ .  

(1), (2) und (3) ergeben die Behauptung. 
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Hilfssatz 3.2. ((M, E), ~(~ • i~),/~) sei ein WFeld; danrb ist ~* (X) = 1 not- 
wendig und hinreichend da/iir, daft 

a) 1ol au] ~1 dutch pl  (q~ (L)): = /~  (L) /i~r L ~ ~(~ • ?~) elndeutig erklgrt wird, 
b) (M, ~1, pl) ein WFeld ist. 

Beweis: 1. Zun'~chst seien a) und b) erfiillt. Wegen T (X) = M i s t  danu far 
X c L  e ~(~ • ~) stats/~(L) =:p l (M) = 1, also #*(X) = 1. 

2. Nun sei /~*(X) = 1; f'tir L(,) e 2(~ • ~) gilt dann: Ist  ~(L) ~ 0, so ist 
L c X und folglieh/~ (L) = / ~ ,  (X) = 0. Ist  ~ (L1) -~ ~ (L2), so folgt ~ (L1 .~ Lz) -~ 
= 0, ~ (L1 ~ L~) ~ 0 und schlieffiich/~ (Lt) = # (L2); also ist Pl  eindeutig erkl~r~ 
auf {~(L) : L e ~(~ • ~)}, nach ttiffssatz 3.1 also auf ~1. 

Is% ~(L1) q- ~(L2) -~ ~(L3), so ist ~(LI"  L2) -~ 0 und ~(LI + L2) = ~(Ls), 
folglich # (LI" L2) = 0 und # (L1 ~2 Le) = # (La), also # (L~) + # (L2) ----- # (La) ; 
P~ ] ~1 ist somit additiv und wegen p~ (M) = # (M, E) = 1 ein normier~er Inhalt. 

~st ~ ~(L~) = M, so ist ~(~: L~) = M, folgnoh Z'L~ = x ,  a~o ~ ~(L~) > 

#* (X) = 1; somit ist P~]~l auch a-additiv. 

Hilfssatz 3.3. ((M, E), ~z(~ • !~),/~) sei ein WFeld mit # * ( X )  = 1, p~ sei wie 
in Hil/ssatz 3.2 er]cl~irt; dann ist # (K,  E ) = p ( K ) ,  K e ~, notwendig und hin- 
reichend da[iir, daft (M, ~ ,  pl) ein WFeld mit P~ I ~ ~ P ] ~ ist. 

Beweis: Nach ttiffssatz 3.2 ist (M, ~ ,  p~) ein WFeld. Dabei ist ~ = ~(~ ~ ~ )  
o ~. Die Bedingung Pl I ~ ~ P I ~ ist p~ (K) = # (K, E) i~quivalent m i t / t  (K, E) 
= p (K) far K e ~. I 

Nach dieser Vorbereitung gelangen wir zu 

Satz 3A. Es sei (M, ~, p) ein WFeld und ] eine Abbildung von M in E; dann 
sind die/olgenden A ussagen ~iquivalent 

(A) Es existiert ein WMafi p l  l ~( ~ q- ~/) mit Pi ] ~ = P l ~" 
(B) Es existiert ein WMafi /~ I ~( ~ • !~) mit (B1)/~ (K, E) = p (K), 

(B2) #* (X(/)) -~ 1. 

Beweis: Gilt (A), so definieren wit ~ (L) : = Pl(~(L)) fiir L e z(~ • ~) ; wegen 
# (K, E) -~ Pl  (K) = p (K) ist die Bedingung (B~), wegen #* (X) = in fp l  (~(L)) = 

L ] X  
= 1 die Bedingung (B2) erfiillt. Gilt (B), so genfigt p l ( ~ ( L ) ) : =  ~e(L) nach Hilfs- 
satz 3.3 der unter (A) stehenden Bedingung. 

Mit Hflfe yon Satz 3A 1s sieh die ,,abstrakte" Bedingung der Fortsetzung 
yon (M, ~, p) bei Adjunk~ion yon ~1 durch die betrgchtlich besser iiberblickbaren 
Bedingungen (B1) und (B2) far/~ ersetzen. Beim Versueh, eine Fortsetzung pl  zu 
konstruieren, bereitet es besondere Schwierigkeiten, die a-Additivitgt yon Pl  
sieherzustellen. Ffir die a-Additivits yon/~ kSnnen wir uns dagegen auf ein ein. 
faches Kriterium (Satz 3 C) stfitzen, dem zufolge die ~-Additivits yon/~ [ 2(~ • ~) 
bereits aus der (~-Additiviti~t des Marginalinhaltes yon # auf | einem verhgltnis- 
mgSig leieht zu beherrschenden Teilkbrper yon !~, folgt. Hinreichende Bedingun- 
gen fiir/~* (X (/)) = 1 werden in Abschnitt c) behandelt. 

b) Kritevien /i~r die (~-Additivit~t eines Inhaltes au/ ~ X !~ 

Um ein Mall ttl 2(~ X !~) mit den Eigenschaften (B1) und (B~) aus Satz 3A zu 
konstruieren, bietet sich in groben Umrissen folgendes Vorgehen an: Vom Ansatz 
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#0 (K, E) : ~ p (K) fiir K e ~ ausgehend wird fiir eine Folge sukzessiv verfeinerter 
Unterteilungen yon (M, E) eine Folge vertr/s Fortsetzungen sehrittweise 
definiert, also eine Folge yon WFeldern ((M, E), ~ ,  #~), r e N, mit  

3 (~ ) :=  {(K, E) : g e ~} c ~z c ~2 c ... 

und den Vertri~gliehkeitsbedingungen/tl (K, E) ~- p (K) und #~+11 ~ = / ~  I ~v fLir 
v e N. Die Unterteilungen (und damit  die a-K6rper  ~ )  sowie die Mal~e #~ sind 
hierbei so zu w/~hlen, dal~ B(~ x ~) durch B(~" ~v) iiberdeekt wird und dal~ ein mit  

den Mal~en kt, [ ~ , ,  u ~ N, vertr/~gliehes Mal~ # [ B (~ X !3) existiert, wobei zus/itzlieh 
die Bedingung (B2) aus Satz 3A erfiillt ist. Ftir die Fortsetzung in jedem Einzel- 
schritt stehen die Hflfsmittel des w 2 zur Verfiigung, falls die Verfeinerung - -  im 
wesentlichen - -  durch ~bz/~hlbar viele disjunkte Mengen erzeugt wird. Nun ist 
zwar wegen der Vertr/~gliehkeit der Mal3e #~ I ~*, ~ e N, durch m I ~ :  = #~ 1 ~ stets 
ein Inhal t  m auf dem K6rper  ~"  ~ erkl/~rt; doch ist die a-Additivit/~t yon m durch 

die der M&fte #~. allein noeh nicht verbiirgt, wie das folgende Beispie] 1 zeigt. Wir 
ben6tigen vielmehr ein brauchbares Kriterium, um die a-Additivit/~t des Inhaltes 
m auf ~ x ~ verifizieren zu k6nnen. 

Zun/ichst fiihren wir fiir bestimmte Systeme ,,dyadischer" Intervalle, die bei 
Unterteilungen yon E eine Rolle spielen werden, fes~e Bezeichnungen ein: 

�9 ~ . . . 2  n --  N; ~n.-={[O,2-n]}~-{(k2-n,(k+l)2-n]:k 1,2, 1)} fiir n e  

~n, (~o:~  
n 

~n ist also ein System yon endlieh vieltn disjunkten Interv&llen der L/~nge 2 -n 
mit  E als Vereinigung, | das System der endlichen Summen von Intervallen aus ~. 

Beispiel 1. (M, ~, p) sei irgendein WFeld; E wird im ersten Schritt in die 
Mengen R0 : ----- {x e E : x rational} und -~o zerlegt, im n-ten Schritt (n > 1) treten 
bei der Unterteilung zus/~tzlich die Intervalle aus ~n auf, so dal~ wir erh~lten 

~ - - - - ~ ( ~ x ~ { R o } ) =  ~xK{R0},  ~ n =  ~ X ~ ( S n + { R o } ) f i i r n >  1. 

Wir definieren nun auf dem KSrper g(,~n Jr {R0}) -= { G Ro ~- G'Ro : G, G' e s 
den Inhal t  qn(GRo-~ G' -~0 ) := / (G) ,  wobei 1 das Lebesguemal] bedeutet. Da 
~(~n-f-{R0}) ein endlieher K6rper ist, ist qn ein MaI~. D~s direkte Produkt  
#n : ~ p X qn ist dann ein Mal~ auf ~n mit  

/tn(M, Ro)~ -p (M) 'qn (Ro)=  1, ttn(K,E) = p ( K ) ' q n ( E ) = p ( K ) .  

Wegen der Vertr/igliehkeit yon #~, #2 . . . .  ist ein Inhal t  m ] ~ '  ~v durch m I ~v: = 
v 

~- uv]~v erkl/~rbar. Jedoch ist m nicht a-additiv, da in ~ Intervalle 1~, I2 . . . .  
existieren mit  ~" In ~ Round ~ l ( In )  < 1, woraus ~ ' (M,  InRo) = (M, Ro) mit 

n n n 

~ m ( M ,  InRo) = ~ l(In) <re(M, Ro) folgt. 
n n 

Definition. I s t  ~v ein K6rper yon Teilmengen einer Menge My, v ~- 1,2, so 
nennen wir einen ][nhalt m ] ~ l  • ~2 S - a d d i t i v ,  falls die Marginalinhalte yon m 
auf ~ und ~2 a-additiv sind. 
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Die S-Additivit~t, definiert als eine ,Seiten-a-Additivitiit",  1/tilt sich auch als 
.,Streifen-a-Additivit/it" interprctieren; denn es gilt: 

I4ilfssatz 3.4. Ein Inhalt m I ~1 • 22 ist genau dann S-additiv, wenn m (~-additiv 
ist au/ den ,,Strei/en" 

{(K, K")  : K ~ ~1} /iir jedes K "  ~ ~2 und 
{(K', K) : K ~ ~2} /itr jedes K'  ~ ~1. 

Beweis 1. Die a-Additivititt auf den Streifen mit  K "  = M~ bzw. K '  = M1 
bedeutet die S-Additivititt. 

2. I s t  m[ ~1 • 22 ein S-additiver Inhalt, so gilt fiir K~, ~ K ,  E 21, K "  ~ ~2 

(1) m ( ~ K ~ , K " ) ~ m ( K ~ , K " ) ,  m ( ~ K ~ , K W ) _ > = ~ m ( K ~ , K  '') 

(2) m ( ~ K ~ , K " ) - ~ m ( ~ K ~ , - K  ~) ---- ~ m ( K ~ , g " ) - k  ~m(g~ , -K~) .  

Wegen (2) steht in (1) das Glcichheitszeichen; das bedeutet die ~-Additivit/it auf  
dem Streifen {(g, g " ) :  g e ~ } .  [ 

In  vielen F//llen ist die S-Additivit/~t hinreichend fiir die a-Additivit/~t eines 
Inhaltes, insbesondere in dem uns interessierenden Tall ~ • 22 = ~ • ~ : 

Satz 3 B. Es set ~ ein Kdrper yon Teilmengen von M; dann gilt: Ist m l~  • 
ein S-additiver Inhalt, so ist m [ 2 • ~3 auch a-additiv. 

Beweis: Fiir eine absteigende Mengenfolge L~, L2 . . . . .  L~ e ~ • ~, mit  leerem 
Durchschnitt  set lim m (L~) = : v q gesetzt; zu zeigen ist nun v q ---- 0. 

y--> ~o 

Wegen der S-Additivit/~t ist der Marginalinhalt yon m a u f  ~3 ein Intervallma9*. 
Zu L~ = ~ (K~,  B~)  und e > 0 existieren also kompakte Mengen F~z c B~z der- 

)~ <; lu 

art, dail m(L~ -- /~,)  < e2-~ f i i r / ~ :  = ~  (K,~, F~)  erffillt ist. Mit L: :  = I -~ ' /~  
�9 ~ ~ _ ~ n  

erhalten wir eine absteigende Folge 

(1) L~ ~ L 2 ~ " "  mit L n c L n c L  n und ~I'L'n : O. 

Dabei li~Bt sich L~ in der Form 

~ ' (Knz  , F ~ )  mit  Kn. e 2 , /v ;v  kompakte  Teilmemge yon E, 
# ~_mn 

(2) 

schreiben. Wegen 

i n - - i n = ~ * i n L ~ , c ~ "  (i~,--i~,) 

folgt 

(3) m(Ln -- Ln) < e. 

Fiir jedes x ~ M bilden die Schnittmengen LnI ~ wegen (1) eine absteigende Folge 
mit  leerem Durchschnitt.  Da die L n Ix wegen (2) kompakt  sind, existiert ein n (x) ~ N 
mit L'n(~) [ �9 ---- 0. Also ist 

(4) p r i  L i ~ p r i  i 2 v ' "  mit l ~ ' p r i  L'n =- O. 
~b 

* I m  Sinn yon [8], S. 29. 
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Die a-Additivits des MarginalmaBes yon m auf ~ ergibt dann lira m (29 rML~, E) = 
~ - - +  o o  

= 0. Daraus folgt lira m (L~) ---- 0 und mit  (3) sehlieBlich ~ < e. I 
~ - - + O o  

Am Rande sei bemerkt,  dab sich der Beweis zu Satz 3B miihelos iibertragen 
ls wenn !3 dutch einen a-K6rper  ~ '  yon Teilmengen eines topologisehen 
I~aumes M'  ersetzt wird unter  der Zusatzbedingung, dab der Marginalinhalt yon 
m auf ~ '  ein regulgres Mag ist, d. h. dab jedes K' ~ ~' yon innen dutch eine ge- 
eignete kompakte  Teilmenge yon M' s-gut approximiert  wird. A l lg  e m e in ist die 
N-Additivitgt n ie  h t  hinreichend fiir die a-Additivits eines Inhaltes, wie Beispiel 2 
zeigt: 

Beispiet 2 (ein S-additiver, nicht a-additiver Inhal t  fiber (E, E)). Wir wiihlen 

M = M '  = E und ~ - -  ~ '  = ~(!3 + {A}) = {BI" A + B2" A : By e !8}, 

wobei l* (A) = l* (A) --~ 1". 
Dureh m ( B l l  �9 A + B12" A, B21 �9 A + B22 �9 A): = l(Bxz" B2~)** wird auf  

~ •  ~ '  ein S-additiver Inhal t  induziert, der n i e h t  a-additiv ist. Fiir S n : =  
= ~ ( I A ,  I_4) gilt n~mlich: 

Ie3~ 

(1) $ 1 ~ $ 2 ~ ' "  mit I-I 'Sn = ( A , A ) .  ~ I ' ~  (I ,  I)  = (A ,A) .  {(x, x ) : x e E }  = O, 
n n Ie3, 

(2) m ( s , )  = 1. 
I ~ .%, 

Satz 3 ]3 ls sich noch folgendermal~en versch/~rfen: 

Satz 3 C. ~ sei ein KSrper yon Teilmengen yon M; dann gilt: Ist m I ~ • 63o ein 
S-additiver Inhalt, so ist m ] ~ • 63o auch a-additiv, 

Beweis: Fiir jedes K e ~ ist nach I-Ii]fssatz 3.4 durch InK(G):= re(K, G) ein 
a-additiver (nicht notwendig normierter) Inhal t  auf  63o erkls Wegen ~63o = !3 
li~l~t sich mKI | zu einem Mal~ /tK[ !~ erweitern. Fiir (K, B ) =  ~ (K~, B) gilt 

v g n  

d a b e i  =  ege. 630 = 630. W e g e .  ( T B , )  = 

= ~ #K (B~) s daraus ftir beliebige endliche Zerlegullgen (K, B) -~ ~ (K~, B~), 
v v ~ n  

K~ e ~, By e !3, allgemein/~K(B) = ~#Kv(Bv).  Die Festsetzung 
v~_n 

ml (~. (Kv, By)) : = ~ #Kv(Bv) 
~ n  v _~n 

ist also eindeutig. Sic liefert einen Inhal t  ml [ ~ • ~ ,  der wegen mi  (M, B) = ~t M (B) 
und mi  (K, E) - -  #K (E) = m (K,E) wieder S-additiv ist. Mit Satz 3 ]3 folg~ dar&us die 
a-Additivits yon ml  I ~ • !3 und insbesondere yon mi I ~ • | = m] ~ • 630. _ J  

]?fir unsere Anwendung formulieren wit Satz 3 C noeh etwas urn, wobei wir f'fir 
die Menge der endlichen Dualbriiehe in [0,1] die Abkiirzung E0 verwenden, also 

Eo : -~ {k2  - n : k ~  1,2 . . . .  2 n , n e N } .  

* I bedeutet auch hier das LebesguemaiL 
** qn is% wegen l. (A) ~ l. (A) = 0 eindeutig definiert. 
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Satz 3C'. (M, ~ ,p)  sei ein WFeld, m I ~ • | ein Inhalt mit den Marginal. 
inhalten P l ~ und q[ @o. Wir setzen 

F ( y ) : =  q([0, y])/iir  y eEo .  

Ist dann F (y) au/ Eo yon rechts stetig, so ist m I ~ • | a-additiv. 
Beweis: Da [0, y] e | genau dann, wenn y ~ E0, besteht eine eindeutige Zu. 

ordnung zwischen F I E0 und q [ | F[  Eo l~gt sich wegen der Stetigkeit yon rechts 
zu einer Verteilungsfunktion F11](1 erweiCern durch die Festsetzung 

0 ffir y < 0 
F I ( y ) : =  lira F(y~) Ff i ry~E 

E,~Y~N4Y 
1 F f i r y > l .  

]:)as durch F1 auf !~ erzeugte WMaB ql] !~ is~ wegen F11Eo ---- F I Eo eine Erweite- 
rung des InhMtes q I @o; folglieh is~ q I @o ein a-additiver Inhalt, also m I ~ • | 
S-additiv und nach Satz 3 C a-additiv. _J  

c) Kriterien /iir die Bedingung [~* (X (/)) -~ 1 

Um die Existenzaussage (B) aus Satz 3A zu gewinnen, ist es erforderlich, die 
:Fortsetzungen (M, ~ , / ~ )  in dem zu Beginn des Absehnittes b) skizzierten Kon- 
struktionsverfahren so einzurichten, dab nicht nur ein mi t /~ ,  ~ e N, vertri~glieher 
S-additiver Inhalt auf ~ • (~o existiert, sondern dab dessen Erweiterung # I~(~ • ~) 
aueh noeh die Bedingung #* (X(])) = 1 erftillt. Wie Beispiel 3 zeigt, ist diese Be- 
dingung dureh/~*(X(/)) = 1 fiir jedes v ~ N noeh nicht gesiehert. 

Beispiel 3 (#~ (X) = 1 fiir ~ e N, #* (X) = 0), Zum WFeld (M, ~,p) -~ (E, ~,l) 
w~hlen wir die Funktion 

/ (x) = r fiir x e At ,  

wobei ~ Ar = E mi~ l* (Ar) = 1, R 0 : =  {x e E : x rational}. Auf ~ = B(~ • ~ t )  
r ~ - ~ o  

setzen wi t /~  ] ~ :  = 12 ] ~ ,  wobei l~ das LebesguemaB fiber (E, E) bedeutet. Dann 
ist /~[ ~ (E 2) ~-/2[ ~ (E 2) vertri~glich mit /~v ] ~ ,  v e N. Fiir jedes B e ~ mit 
B ~ X fo lg t /~  (B) = 1 ; Mso i s t / ~  (X) = 1. Wegen X c (E, R0) e ~ (E 2) = ~(~ '~ , )  
ist #* (X) = 0. 

Eine derartige EinbuBe an ~uBerem Ma~ beim ,Grenziibergang" v--> c~ er- 
leiden diejenigen Mengen nicht, die sich als Durchschnitt einer absteigenden Folge 
B1 ~ B2 ~ "'" mit B~ e ~ .  ~(~ • ~) darstellen lassen; denn aus/z* (I-~'B~) = 1 

folg~ dann/t(B~) = #~(B,) ~ 1 und/ t  (]~'B~) = 1. I s t / ]  M nicht ~-megbar, so ist 
p 

eine derartige Darstellung ffir X(/ )  nicht mSglich, da naeh [3] X ( t  ) nicht zu 
~(~ • ~)) geh6rt. Schws man die Bedingung B~e ~ , . ~ ( ~  • ~) in die Be- 
dingung B~ e ~ ab, so ben6tigt man die Existenz eines mit/z~ I ~ ,  v e N, vertr~g- 
lichen MaiZes ~ auf 2 ~ ' ~ ,  um ~ (I-['B~) = 1 aus/z~(Bv) = 1, v s N, nnd darans 

y 

schlieBlich #* (I-I" B~) -= 1 folgern zu k6nnen. Der Nachweis der Existenz y o n  

~ ] s Z "  5,  bzw. der a-Additivit/it yon m I~" g ,  is~ im allgemeinen Fall sehr sehwie- 

rig; insbesondere ist das S-Additivitgts-Kriterium nieht anwendbar, wenn ~ 'F~  
kein ProduktkSrper ist. 
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Wir wcrden deshalb unser Augenmerk auf solche Mengen B0 e B(~ • !~) lenken, 
zu denen sich ein MaB/2 1B (ff • !3) mit/2(Be) = 1 konstruieren ls und die den 
Graphen derart  approximieren, dab aus/2 (B0) = 1 auch/2* (X(])) = 1 gefolgert 
werden kann. Die folgende Approximationsbedingung ~ n immt nur auf das vor- 
gegebene MaB/9 ] ~, nieht aber auf  das erst noch zu konstruierende MaB/2 [ B (~ • !3) 
Bezug. 

Definition. Die Menge B0 aus B(~ • !3) heiBt d -Approx ima t ion  des GraphenX 
(oder kurz : B0 erfiillt Bed. d ) ,  falls die folgenden beiden Bedingungen erffillt sind: 

(all)  Es existiert eine Folge Y/l, B2 . . . .  mit  B r e n ( ~  • !~) derart, dab 
B~X ~ B0X u n d p ,  (prMB~--X) ---- 0 fiir v e N. 

v 

(d2)  p(prM Bo) -= 1. 
Wie in Satz 3D ngher erl~utert wird, erlaubt die Bedingung (all) den SchluB 

yon/2(B0) = 1 auf/2* (X) = 1. Die Bedingung (d2) ist notwendig und - -  wie in 
einer spi~teren Arbeit dargelegt werden sell - -  fiir ein Be vom Typ Sea zu ~ • | 
auch hinreiehend fiir die Existenz eines MaBes /2[B(~ • ~)  mit/2(B0) ---- 1. Der 
Begriff der ~ -Approx ima t ion  sell null veranschaulicht werden am Beispiel einer 
Klasse yon Funktionen, deren Graphen yon Mengen des Types Sea zu ~ • | 
~F-approximiert werden. 

Beispiel 4./] M sei yon folgendem Typ 

(1) ][A~-=/v]Av, v ~ N ,  w o b e i / ~ [ M ~ - m e B b a r i s t  
und Av beliebig mit  ~ A ~  = M .  

p 

Dann gilt X (/) = ~, (A~, E) . X (/~,) und folglich 
v 

(2) X ( / ) c ~ ' X ( / v ) ,  wobei X(lv) ein S zu ~ • 65o ist*.  
v 

Zu A~ wiihlen wir K~ ~ ~ mit  Kv D A~ und p ,  (Kv --  Av) ---- 0. Dann ist B0 : = 
~" (K~,, E) �9 X(/v)  ein Sea zu ~ • 650 und erfiillt, wie wir nun zeigen wollen, 

v 

Bed. ~/ :  
Wir setzen Bn := (gn ,  E ) .  Xn "~B~, mit X n : =  X(/n). Wegen ~ B v  = B~ 

0 < v < n  v 

ist ~ B~X ~ BoX erfiillt und wegen 
v 

B~ c (Kv --  Av, E) .  X~ + (Av, E) .  X folgt B~X c ( /~  - -  A~, E) 

und daraus 
p ,  (p rM Bv X) -~ p ,  (Kv -- A~) -= 0; 

also ist (S/l) erfiillt. (~2) folgt wegen B0 ~ X (/). 

Funktionen des in Beispiel 4 behandelten Types lassen sich bereits mit  der~ 
Hiffsmitteln des w 2 meBbar machen, nnd zwar durch Adjunktion der abz~hlbar 
vielen disjunkten Mengen Av, v e N ; denn es gilt 

{x: / (x)  g y }  = ~A~ . {x : /~ (x )  ~ y) eB(~  $ {A:, Ae . . . .  }). 

* Wird umgekehrt (2) yon X(f) erfiillt, so ist wegen [3] stetsfvom Typ (1). 
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Der Verdacht liegt nahe, dab jede Funktion, deren Graph yon einer Menge 
B0 e s (~  • ~)  ~/-approximiert  wird, zu dem in Beispiel 4 behandelten Typ ge- 
h6rt. Das ist jedoch nicht der Fall, wie bereits das folgende ganz einfache Beispiel 
zeigt. 

Beispiel 5 (eine Funktion, die (1) in Beispiel 4 verletzt und deren Graph sogar 
yon einem I~eehteek B0 --  (K,~['J~), K e ~, J~ e ~, ~-approx imie r t  wird). 

Wir betraehten das vollst/~ndige WFeld (M, ~, 20) = (Ex, {0, Ex}, p), wobei 
Ex : =  {x : 0 ~< z _< 1 } zur formalen Unterscheidung yore Wertebereieh E gesetzt 
wird, und dazu die Funk t ion / (x )  = x. / I M  verletzt (1) in Beispiel 4; denn in 
diesem Fall ist jede ~-meBbare Funktion konstant, so dab X ( / ) =  { (x ,x ) :xeEx}  
dutch ~ ' X  (/~) mit  ~-mel~baren/,  nieht zu fiberdeeken ist. 

B o : =  (Ex, {yo}) erftillt ffir ein beliebiges Yo e E die Bedingung ~ ,  wobei 
z .B.  B~ : =  B0, B~ : =  0 ffir ~ > 1 gew/ihlt werden karm; denn wegen B~ X = 
= (Ex -- {yo}, {y0}) gilt 

T ,  (pr~ B~ X)  = p ,  (Ex -- {y0}) --~ 0. 

In  ]3eispiel 5 ist natfirlich jedes WMa]  auf !~ (Ex) eine Fortsetzung, die / meB- 
bar  macht. Weniger triviale Gegenbeispiele gegert den erwiihnten Verdacht lassen 
sich ohne groge Miihe konstruieren. 

Verffigt man im allgemeinen Fall fiber ein B0 ~ B(~ • ~), das Bed. g/erf i i l l t ,  
~o hat man nur noch daffir zu sorgen, das Ma8/z]B(~ • ~) unter Beachtung der 
1%andbedingung/u (K, E) -- p (K) so zu konstruieren, dab/~ (B0) = 1 ist. Es folgt 
ngmlich/ t*(X) = 1 aus tt(B0) = 1 fiir ein ]3o ~ ( ~  • ~), das (~/1) erffillt, ge- 
m/~B folgendem Kriterium : 

Satz 3D. 1st (M, ~ ,p )  ein vollstSndiges WFeld, ist # IB (~  • ~) ein Marl mit 
lu(K, E) = p(K)  und existiert ein Bo ~ B(~ • ?5), das (~2'1) und tt(Bo) = 1 er/iillt, 
so ist #* (X) = 1. 

Beweis: Ffir L D B e B(.~ • ~)  folgt naeh [3], Hilfssatz 1 und 2, wegen der 
Vollst~ndigkeit yon (M, ~, p) stets prML D p r i B  ~ ~ sowie 

/z(B) ~ /z(prM B, E) = p(prM B) ~ p ,  (prML).  

Also gilt fiir jedes L c  (M, E) mit p ,  (prML) = 0 aueh # , (L)  = 0. 
Speziell ffir L ---- B~X ergibt sich aus (all) damit  re, (B~X) = 0 und folglich 

~,  (Bo-X) <= ~, ( ~ B,-~)  = ~ t~, (B,-X) = O . 
P 

Daraus folgt schliel]lich 

#*(X)  >= #*(BOX) = #(Bo) -- # .  (BOX) = 1. 

Das Problem, eine Funktion meBbar zu machen, deren Graph yon einer 
Menge B0 ~-approx imier t  wird, wird also durch die S~tze 3A und 3D auf das 
Problem reduziert, ein Mal3/~ls(~ • 2~) mit/~(Bo) = 1 und #(K,  E) ~ p (K)  zu 
finden. L/ilR sieh X(/)  zum Beispiel yon einer Menge des Types Sos zu ~ • (~o 
~'-approximieren,  so existiert ein solehes MaB # stets, wie in einer folgenden 
Arbeit gezeigt werden soll. 
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