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Folgen normierter MaBe auf kompakten Gruppen 
Von 

JOHANN CIGLER 

Einleitung 

In  letzter Zeit erschien eine Reihe yon Arbeiten, in denen das Konvergenz- 
verhalten yon Faltungsprodukten normierter MaBe auf kompakten topologischen 
Gruppen untersucht wurde. In der vorliegenden Arbeit sollen nun analoge Frage- 
stellungen yore Standpunkt der Theorie der Gleichverteilung aus behandelt wer- 
den. Ein wesentliches Hilfsmittel bildet dabei eine Verallgameinerung des van der 
Corputschen Hauptsatzes der Theorie der Gleichverteilung, die in w 2 bewiesen 
wird. In w 3 betrachten wir Folgen yon Potenzen #n. Ein Grol3teil der bier ge- 
wonnenen Resultate ist bereits bekannt (vgl. die Arbeiten yon ITO und KA- 
WADA [12], U~BA~IK [15], KLOSS [13] und GLICKSm~G [7]). Wit bringen sie je- 
doch in einer Gestalt, die sie als Verallgemeinerung yon Gleichverteilungssi~tzen 
erscheinen liil3t. Der erweiterte van der Corputsche Hauptsatz erm6glicht uns nun 
den Beweis weiterer Si~tze, die mit anderen Methoden nicht so leicht zu gewinnen 
wi~ren. Zum SchluB definieren wit einen Gleichverteilungsbegriff auf der additiven 
Gruppe der reellen Zahlen, die als lokalkompakte, abet nicht kompakte, Gruppe 
nicht unmittelbar unter die Uberlegungen der vorangegangenen Paragraphen f~llt. 

w 1. Definitionen und Hilfss~itze 

Sei G eine multiplikativ geschriebene kompakte topologische Gruppe. Mit C (G) 
bezeiehnen wir den Banachraum aller stetigen komplexwertigen Funktionen / auf 
G mit der Norm I]/1] = max 1/(x)l" M(G) sei die Menge aller normierten MaZe # 

XsG 

auf G, d. h. die Menge aller stetigen linearen Funktionale # auf C(G) mit # (]) ~ 0 
fiir / ~ 0 und #(1) --~ 1. Wir ftihren in M(G) die schwache Topologie (weak* 
topology) ein: Eine Moore-Smith-Folge normierter Mal3e ~ts heiBt konvergent ge- 
gen ein Ma8 tt, wenn lira #z(/) = jr(/) fiir jedes / ~ C(G) gilt. In dieser Topologie 
ist M (G) bekanntlieh kompakt. 

Naeh dem Satz yon P]~T]~-W~u besitzt jede kompakte Gruppe G ein voll- 
sti~ndiges System 1I irreduzibler uniti~rer endlichdimensionaler Darstellungen 
U ~ (u~ (g)). Sei 1I' die Menge aller nichttrivialen Darstellungen U ~ 1I. Dann 
ist jedes Mal3 tt ~ M(G) eindeutig dureh die Matrizen #(U) (U e 1I') bestimmt. 
Dabei bedeutet #(U) die Matrix (f u~  (g) d# (g)). Insbesondere ist das Haarsehe 

G 

Mall ~ auf G charakterisiert dureh A ( U ) ~  0 (0 bedeutet die Nullmatrix) fiir 
]edes U ~ U'. Unter dem (Faltungs-)Produkt zweier Mal]e # und v versteht man 
bekanntlich das MaB #v, gegeben durch # v ( ] ) =  .[f/(xy) d#(x)dv(y) fiir alle 
/ e v (a). 

1" 
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Ist  # e M(G), so bezeichnen ~ r  mit #* das Mall, das dureh 

~* (l) = S l (x-l)  d/~ (~) 
definierb ist. 

Besonders wichtig sind die idempotenten Maile, 4. h. die Mailev mit v9 = v. 
Ein MaB v is~ genau dann idempotent, welm es Haarsches Mail auf einer kom- 
pakten Untergruppe H yon G i s t  (vgl. J.  G. WE~D~L [17]). 

Unter  dem Tritger Tr tt eines Mailes tt vers~eht mail das I{omplement der 
grSltten offenen Menge V, fiir die # ( Y ) =  0 gilt. Sind tt und v ~ M(G), dann 
gilt Tr l tv  --- Tr # �9 Trv.  Von wesentlicher Bedeutung fiir das Folgende is$ auch 
die Gleichung ttv(U) = tt(U) r(U), die ftir je zwei Maile/t  und v und jede Dar- 
stellung U e 1I erfiillt ist. 

Die Gruppe G kann in M (G) topologisch isomorph eingebettet werden durch 
die Zuordnung: g e G -~ eg e M (G), wobei sg das im Bunkt g konzentrierte Mail 
ist (~g(]) = ](g) fiir jedes ] E C(G)). Wenn keinerlei Miilverstgndnis zu befiirch- 
ten ist, schreiben wir start  eg kurz g. 

Im folgenden benStigen wir 5fter den Beg-rift der Norm einer Matrix A. Wir 
verstehen darunter [] A 1[ = sup [A ~1" Dabei bedeutet 

It I < 1 

= VV I + - "  § 
die elLk1~disohe L~nge des Vekfors ~ ~ (Xl, x2 . . . .  x/~). 

Beim Beweis des verallgemeinerten I-Iauptsatzes der Theorie der Gleichvertei- 
lung brauchen wir iiberdies ein Skalarprodukt im l~aum aller Mafrizen einer ge- 
gebenen Ordnung. Das sei gegeben durch (A/B) = Sp (B 'A) .  (B* = (b~), wenn 
B : (b~)). Die zugehSrige Norm bezeichnen wit mit I[ A He, also IIA II~ = (A/A). 
Fiir die verwendeten Begriffe und Ss aus der Theorie der Gleichverteilung sei 
auf den Bericht [4] verwiesen. 

w 2. Definition der Gleiehverteilung und Hauptsatz 

Definition 1. Eine Folge yon MaBen/~n ~ M (G) besitzf das VerteilungsmaB v, 
wenn fiir jedes / ~ C(G) gilt 

�9 1 hr 

Die Folge {#n} besitzt also genau dann das VerteilungsmaB v, wenn die Folge 

N = 1 #n sehwaeh gegen v strebt. Wir nennen ~ ein I-Igufungsmail der Folge {#n}, 

wenn ~ ~ ~ ve gilt. Dabei ist ~k = ~- ~/~nund der Querstrieh bedeutet den 

Abschluil in der schwachen Topologie. Aus der Kompaktheit  yon M(G) folgt, 
dail jede Yolge {/~n} mindesfens ein I-Iiiufungsmail 1oesitzt. Sie besitzt genau dann 
ein Verteilungsmail, wenn alle l:I~ufungsmaile einander gleich sind. 

Eine unmi~elbare Folgerung aus I)efinition 1 und dem Satz yon P~T~g-WEYL 
ist der folgende Satz, den wir auch als Weylsches Kri~erium bezeichnen wollen. 
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Satz 1. Die Folge {/~n} besitzt genau dana das Verteilungsmafi ~,, wenn /iTr jedes 
U e l l '  

�9 1 N 

gilt�9 
Besitzt eine Folge {/xn} das ttaarsche MaB 2 auf G Ms VerteilungsmaB, so 

nennen wir sie gleiehverteilt. 
In der Theorie der Gleiehverteilang spielt der van der Corputsche Iiaulotsatz 

eine dominierende Rolle. Er lautet in der urspriingliehen Gestalt (aber gleich fiir 
beliebige kompakte Gruppen formuliert) : Ist  {xn} eine l~olge yon Elementen aus G 
and ist flit jede natiirliche Zahl h ---- 1, 2, 3, ... die Folge {Xn+~X~ 1} gleichverteilt, 
dana aueh die Folge {xn} selbst. (Der Begriff der Gleiehverteilung eiaer Folge yon 
Elementea xn e G i s t  natiirlieh in Definition 1 enthalten. Man w/~hle n/~mlieh 
ffir #n das im Punkt  xn konzentrierte 1VfaB). Dieser Satz wurde bereits mehrfaeh 
verallgemeinert (s. J.  G. van  D~R ConPuT [5], E. HLAWXA [9, 10], and J. C m L ~  
[3]). Wir wollen nun die Ergebnisse yon [3] auf den vorliegendea Fall fibertragen. 

Satz 2 (Itauptsatz). Die Folgen {#n+hCt~} mSgen das Verteilungsmafi vh be- 
sitzen (h = 0, 1, 2, 3, . . .). Ist die Folge {vn} gleiehverteilt, dana auch die ~olge 
{fin}. Ist /i~r eine natiirliche Zahl 1 die .Folge {~h~} fleichverteilt, dana auch die 
tZolge {/~nl+l} (0 =<j < 1). 

Beweis. Der Beweis verl/iuft ganz analog zu don Ausfiihrungen in [3]. Wir 
deuten ihn daher nur kurz an. 

Sei iv 1 �9 
Vh = lira ~r- ~. #n+~ #n- 

37-+00 - n = 1 

Ffir U E 1Y setzen wir yv (h) ---- (va (U)/E), wobei E die Einheitsmatrix bedeutet. 
Dann ist yv(h) loositiv definit. Dean sind 2v beliebige komplexe Zahlen, dana gilt 

p = l q = l  

N-->oo n = l  \ p q / 

= l i m  ~-.~" Xp~+~(U) i~2p /~+  p (U) -- 
.~--->co IV ~r p 

1 N 

---~v_~ zvl im ~-. ~=~ [] ~v Xp#n+v(U) l[2e _--> 0. 

Aus [3] Satz 4 folgt nun: Ist  
hr 

dann ist auch 

(u E = 0 ,  

d. h. aus 
�9 i iv 1 iv 
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Da U ~ 11' beliebig war, ergibt sich somit : Aus 

i N 1 N  
lira ~ v n = ~  folgt l im--~__ n 

~r---~ oo n=l iY --~oo/~r I f 

und das isf gerade die Behauptung des ersten Teiles yon Satz 2. Der zweite Tell 
wird ganz analog bewiesen (vgl. [3] Satz 6). 

B e m e r k u n g .  In [3] legten wir sfatt  des arithmetischen Mittels in der De- 
finition der Gleiehverteilung beliebige stark regulgre Toeptitzmatrizen zugrunde. 
Satz 2 gil~ natiirlich auch fiir diesen Fall. 

w 3. Folgen yon Potenzen #n 

Wir betrach~en nun ausfiihrlich den •all der Folgen ,an ~ #n. 
Satz 3. Figr f ~ M (G) besitzt die Folge {fn} stets ein Verteilungsma/3. 
Beweis. Sei U e 1I' lest und v(U) ein beliebiger Hgufungswert der Folge 
N 

1 7 - ~ # n ( U ) " / ) a n n  gilt fiir beliebiges s > 0 und unendlich viele N 

und da stets II # (U) 1I =< 1 gilt, aueh 

-1-n~= lfn+l (U) -- f(U) ~(U) l <: ~/2 . 
Wegen 

_ f ~ + l  ( u )  _<_ 2/N 
= n = l  

gilt fiir hinreichend grol3e iV IT f(U) V (u) - v (U) ]] < s. 
Da das fiir jedes e > 0 gilt, ergibt sich somit f (U) v(U) -~ r(U). Es folgt 

iV 
weiter f~(U) ~,(V) ---- v(U) (k ---- 2, 3 , . . . )  und daher ffir jedes NI~-'n== i f n ( v )  v(V) 

== v(U) woraus sich fiir iV-> oo die Beziehung (v(U)) 2 ---- v(U) ergibt. 
Angenommen, es ggbe zwei verschiedene Hgufungswerte der Folge (fin(U)}. 

Dann gibt es zu jedem e > 0 natiirliche Zahlen M uncl L~ ~ mi~ 

1 N ] 1 M ]1 

Somit ergibt sich 

' x =i / i 
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Das ist ein Widerspruch. Also existiert ffir jedes U e tl' der Grenzwert 

I~ Z s~(u)=~(v). 

Die Folge {#n} besitzt daher ein Vertei]ungsmaB ~, ffir das offensichtlich/tr = 
und ~2 = ~ gilt. 
Da r idempotent ist, ist es das Haarsche MaB auf einer kompakten Untergruppe 
H yon G. Es gilt tiberdies T r #  ___ H. Das ergibt sich aus Et~ = ,,. Denn es ist dann 
Trt t  Try  = Try, ~- H, und das ist nur mSglich, wenn T r #  ~ H ist. 

Wir leiten jetzt  notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Gleich- 
verteilung ab. 

Satz 4. Die _Folge {~n} ist genau dann gleichverteilt, wenn /iir jedes U ~ K' mit 
rI t ,  ( u )  It = i gilt de t  (t* ( U) - -  Z ) .  O. 

B e m e r k u n g .  Satz 4 besagt offenbar, dal~ {,u n} genau dann gleichverteilt ist, 
wenn # (U) fiir keia U e U' den Eigenwert l besitzt. ]~fir den Spezialfall/t = x E G 
stammt dieses Kriterium yon ]3. E c I ( ~ A ~  [6]. In  diesem Fall wird die Gruppe G 
voa den Potenzen yon x erzeugt, sie ist also insbesondere abelsch. 

Beweis. Wir beweisen zuerst die Notweadigkeit der Bedingung in Satz 4. Sei 
. . 1 N 

also {ttn } gleichverteilt und U e 1I'. Dann gilt lim ~ -  ~ _ ~ _ _ ~  ~ktn (U) = O. Sei IIt t (u)II = 1. 

W/~re nun det(#(U) -- E) = O, dann g//be es einen Vektor ~ ~ 0 mit #(U)~ = ~. 
�9 1 N 

Es w/~re daher auch hm ~ -  ~ #n (U) ~ = ~ 4:0 und das ist ein Widerspruch zur 
N_~>oo iY n = l  

Voraussetzung. 
Die Bedingung ist aueh hinreichead. Ist  n/imlich H,u(U)fl < 1, dana gilt 

trivialerweise lira -R- ~ / tn (U) = 0. 

Sei also l[#(U)ll : 1. Wit setzen SN : #(U) + (#(U)) 2 ~- " .  -~ (/z(U))zr 
Dann gilt S i v # ( U ) -  Sir----- /z lr  Fiir SN ergibt sich also S . ~ :  

S# 
: (,u~+i(U) --  #(U))  (#(U) --  E) -L  Daraus folgt sofort lira h~- : 0. 

Ebenso ergibt sich der 
Korollar. Die Folgen {#kn} sind ]iir jedes k : I, 2, 3 . . . .  gleichverteilt genau 

dann, wenn ]iir jedes U e 1I' mit [[ # (U) [[ : 1 det (#~ (U) -- E) r 0 gilt, m. a. W., 
wenn l~ein Eigenwert yon tt ( U) eine Einheitswurzel ist. 

Ist  G zusammenh~ngend und abelsch, dann folgt aus der Gleiehverteilung der 
Potenzen {x n} des Grup]~enelementes x stets die Gleichverteilung der Folgen 
{x ~n} (k : 1, 2, 3 . . . .  ). 

Ein Analogon zu diesem l~esultat stellt der folgende Satz dar. 
Satz 5. Sei T ein stetiger Endomorphismus yon Gau/  sich. T #  sel dutch T tt (/) : 

: f ] (Tx)  d# (x) definiert. Dann/olgt  aus der Gleichverteilung tier Folge {/~n} auch 
die Gleichverteilung der Folge {(Ttt)n }. 

Beweis. Ist  U eine niehttriviale DarstelIung yon G, da~m aueh T U : U(Tg) .  
Da naeh Voraussetzung fiir alle U e Lt' det (re (U) --  E ) .  0 ist, gilt dasselbe aueh 
fiir alte T U. 

Eine weitere wichtige Frage ist es, zu untersuchen, wann in den betrachteten 
F/illen sogar Konvergenz eintritt. 
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Satz 6. Notwendig und hinreichend [iir die Konvergenz der Folge {/z n} gegen das 
Haarsehe Marl A/au G ist, daft ]i~r U e 1I' lcein Eigenwert yon/_t(U) den Betrag 1 
besitzt. 

Angenommen, ein Eigenwert @ yon # (U) h~itte den Betrag 1. Dann existierg 
ein ~ :~ 0 mit  # (U)~  ---- @~. Daraus ergibt sieh #n(U)~ ~- @n~. Konvergenz kann 
nur fiir @ ---- 1 eintreten. Dieser Fall ist aber unmSglieh, weil sonst 

N 

w~re. DaB die Bedingung hinreichend ist, zeigt man genauso. 
Analog zu Satz 4 und Satz 6 zeigt man leicht die folgenden Si~tze. 

Satz 7. Die I'olge {te n} besitzt genau dann das Verteilungsmafi ~, wenn 
# ~ ---- v tt ---- ~ gilt und/iir jedes U e 1I' 

[I(# - -  v)(U)II ~ 1 und det((te - -  ~)(U) - -  E) 4:0 
gilt. 

B e m e r k un  g. Das Mal~ v ist clann nattirlieh idempotent und daher das Haarsche 
MaB auf einer kompakten  Untergruppe yon G. 

Satz 8. Notwendig und hinreichend /fir die Konvergenz yon {ten} ist die [olgende 
Bedingung: Fis jeden Eigenwert @ yon #(U) (U e 1I') gilt entweder ]@] < 1 oder 
@----1. 

Korollar. Ist te ~ M (G), dann ist die Folge (te#*)n stets Iconvergent. 
Beweis. Sei U E %1'. Die Matrix t e t e * ( U ) :  #(U)#*(U)----te(U)(/z(U))* be- 

sitzt nut  positive Eigenwerte, denn sei te#* (U)~ ----- @ ~, dann gilt, wenn (~, 0) das 
inhere Produkt  der Vektoren ~, 0 bedeutet 

@(~, ~) = (@~, ~) = (tete*(U)~, ~) = (te*(U)~, te*(V)~) >= 0. 

Jeder  Eigenwert ist also nichtnegativ und entweder kleiner 1 oder gleich 1. Daraus 
folgt naeh Satz 8 die Behauptung. 

Wir bezeichnen nun mit  [Trtt ] die kleinste abgeschlossene Untergruppe H yon 
G, die Tr# enth~lt. 

Satz 9. (ITo-KAwADA [12], GLTCKSB~O [7].) Das Verteilungsmafl ~ der Folge 
{ten} ist das Haarsche Marl au[ der Untergrulope [Tr te]. 

Beweis. Sei v das Verteilungsmal~ der Folge {ten}. Dann gilt T r # c  Try, : H, 
also auch [Trte] c_ H. 

Ang. [Tr#] : H1 4 H ---- Try. Dana  sei vl das Haarsche Mal~ auf H~. Es gilt 
1 ~v 1 ~v 

fiVl = P l  und da he r~ -  ~ t e n v  I = ~ i .  Es wiire somit v -~ vv~ ---- lira ~ ~ tenvl = 
n =  l ~ - - *  co  n =  l 

-~ ~ ,  und das ist ein Widerspruch zur Annahme. 

Satz 10. (U~BA~IK [15], K~oss [13].) Fiir die Konvergenz der Folge (ten} ist 
notwendig und hinreichend, daft 

(3) [Trte]-~ [Tr(/t#*)]---- [Tr#(Tr#)  -1] gilt. 

Wir fiihren den Beweis fiir den Fall ##*----#*# dureh. Der allgemeine Fall geht 
analog unter  Benfitzung eines bekunnten Satzes yon H. WEYL fiber die Eigenwerte 
der Matrizen A und A*A. 
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Beweis. Sei (3) erfiillt. Dann gilt nach Satz 9 

1 x 
n m  = n m  = 

n =  1 

Sei U E it ' .  Die Matrix v (U) besitzt wegen der Idempotenz yon v als Eigenwerte 
nur die Zah]en 0 und 1. Die Matrizen (#/~*)n(U) streben gegen v(U) und daher die 
Eigenwerte an yon (#/~*)n(U) gegen die Eigenwcrte yon v(U). Wegen a4 => 0 
strebt  a n genau dana gegen l, wenn a4 = 1 ist. Fiir die Eigenwerte @4 yon/~ (U) 
gilt ] @412 = a~. I s t  a4 = 1, dann gilt [ @, [ = 1. Ang. es w/ire @4 * 1, dann w/ire 

N Z r 
�9 1 n lim ~ @4=0, d.h. lim I ~. ( # ( U ) ) n = r o ( U ) 4 : r ( U ) .  

-hr ---> cx~ n = l  N - - > ~  l v  nZ~=l  

Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. Es ist also Qt = 1. Daraus folgt nun 
nach Satz 8 die Konvergenz der Folge {#n}. 

Is t  umgekehrt  {#n} konvergent, dann ist entweder [@l [ < 1 oder @i = 1. Das- 
selbe gilt fiir ad, die Folgen {#n} und {(##*)n} konvergieren also beide gegen das- 
selbe Ma].  Fiir den Tr/iger dieses Mades gilt dann nattirlich (3). 

B e m e r k u n g .  Alle S/itze dieses Paragraphen bleiben richtig, wenn man in der 
Definition der Gleichverteilung an Stelle des arithmetischen Mittels beliebige 
stark regul/ire Toeplitzverfahren zul/il~t, iJberdies ist die Beschr/inkung auf posi- 
tive Mai3e fiir die S/itze 3 bis 8 iiberfliissig. Man kann beliebige reelle RadonmaBe 
zulassen, ohne diese Resultate zu/indern. Satz 3 ist sogar noch fiir beliebige kom- 
plexe RadonmaBe richtig. Die Charakterisierung der idempotenten Ma13e Ms 
Haarsche Mage auf Untergruppen ist dann natiirlich nicht mehr mdglich. 

In  der Theorie der Gleichverteilung rood 1 zeigt man u. a. den S a t z :  Is t  v~ eine 
irrationale Zahl, dann ist nicht nur die Folge {n#} gleichverteilt rood 1, sondern 
sogar die Folge {P(n)0}, wobei P(n) ein beliebiges Polynom mit  ganzzahligen 
Koeffizienten bedeutet. Auch dieser Satz besitzt ein Analogon fiir MaBe auf kom- 
pakten Gruppen. Allerdings sind noch einige zus/itzliche Voraussetzungen er- 
forderlich. 

Satz l l .  Ist ]iir jedes U e 1I' mit l[ # (U) I[ = 1 

det (#~(U) - -  E) ~: 0 (/c = 1, 2, 3 . . . .  ) 

und gilt iiberdies #/~* : #* /~, dann ist die Folge {#P~ (n)} gleichverteilt, wenn Pt (n) 
ein beliebiges Polynom 1-ten Grades mit ganzzahligen Koe/fizienten bedeutet. 

Beweis. Wir wenden Indukt ion nach 1 an. Ftir 1 = 1 ist der Satz richtig 
(Korollar zu Satz 4). Es sei also 1 > 1 und der Satz bereits fiir alle Polynome vom 
Grad 1 -  1 bewiesen. Dann ist, wenn wir das Polynom ( l -  1)-ten Grades 
P~ (n + h) -- Pz (n) kurz mit  Pl-1 (n) bezeichnen, 

~t~Pl(n+h) [~$ Pl(n) ~ [.LP~(n)+(Pz(n+h)--P~(n)) [~r ~ [i, Pz--J.(n) ([A[~*)Pz(n) . 

I)ie Folge (/~/~*)n) konvergiert auf Grund des Korollars nach Satz 8 gegen ein 
Mal~ v. Daher gilt 

_~r--> oo 



I0 Jo~i~ CmLEm 

da die Folge {#P~-~(n)} nach Induktionsvoraussetzung gleichverteilt ist. Es ist 

also ~ -= A ffir h = 1, 2, 3 . . . .  und somit gilt lim Vh = 2. Naeh Satz 2 ergibt 
N - - +  o o  h = l 

sich daraus die Gleichverteilung der Folge {tePl(n)}. 
Unsere Resultate lassen sich ohne Schwierigkeiten auch auf Mehrfachfolgen 

iibertragen. Wir sagen, die Folge (te~, ... te~k} besitzt das VerteilungsmaB v, wenn 

2r  ...Nk___> o o ''" #i=1 n k = l  

gilt, wobei N1 . . . . .  Nk unabh~ingig voneinander gegen Unendlich streben. Es gilt 
der 

Satz 12. Besitzt {#~} gas Verteilungsmafl vs (j = 1, 2, 3 . . . .  Ic), dann besitzt die 
Folge tep} Vert ilu gsm /3 .. .  

Beweis. Das folgt aus tier Gleiehung 

Korollar 1. Die .Folge {teT'... te~k} ist genau dann gleiehverteilt, wenn /iir 
beliebige H5u/ungsma[3e v i der Eolgen {te~} gilt ~1u2 ... v~ ---- ~. 

Korollar 2. (HELMBV, Ra [8].) Gibt es /i~r jedes U ~ 1I' mindestens ein j mit det 
(te1(U) -- E) ~= O, dann ist die Folge {te~, . . .  te~} gleichverteilt. 

Diese Bedingung ist i. a. natiirlich nicht notwendig. 

w 4. Gleichverteilung auf der Zahlengeraden 

Sei R die additive Gruppe der reellen Zahlen. Sie ist lokalkompakt, aber nicht 
kompakt.  Geht man zur fastperiodisehen Kompaktifizierung fiber, so kann man 
Teile der vorangegangenen Theorie auch auf diesen Fall fibertragen. Es erweist sich 
jedoch als zweckmgBig, die ,,natfirliche" Topologie auf R beizubehalten und statt- 
dessen den Begriff der Gleichverteflung zu modifizieren. 

Definition 2. Eine Folge (ten} yon beschrgnkten normierten MaBen auf R 
heil3t gleichverteilt, wenn fiir jede stetige fastperiodische Funktion [ auf R 

T 

SPIII = l i l  
0 

gilt. 
Satz 13. ( Weylsches Kriterium.) Die Folge {/An} i8t genau dann gleichverteilt in R, 

wenn ]iir jeden nichttrivialen stetigen Charakter Z (x) = e 2~itx 

oo  

�9 1 ~ 1 t r 1 6 2  
= lira - - ~ _  j e ' ~ i t X d  n(x) 0 (5) }lm ten(z) te = 

z~ - +  co n = l  N - + o o  N , ~ - -  1 

- - o o  

gilt. 
JBeweis. Der Beweis ergibt sich einfach daraus, dab sich jede stetige fast- 

periodische Yunktion / auf R gleichmgBig durch trigonometrische Polynome ap- 
proximieren lgBt. 
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Es gilt aueh in diesem Fall der tIauptsatz : 
Satz 14. Ist  /iir h = 1, 2, 3 . . . .  die Folge {ten+hte~} gleichverteilt in R, dann 

auch die Folge {ten}. 
Beweis. Analog wie bei Satz 2. 
Wit betraehten zuerst gleiohverteilte Folgen yon reellen Zahlen. Aus (5) ergibt 

sich, dab die Folge {Xn} genau dann in R gleichverteilt ist, wenn ftir jede reelle 
Zahl t 4:0 

lim I ~ e2=i i x . = 0  gilt. 
.N---~ oo s  ~ = I  

Es ist Mar, dab die Folge {nv~} fiir kein reelles z9 gleichverteilt in R ist. W/~hlt 
man n//mlich t = 1/v ~, so ergibt sich 

lira 1. ~ e 2 ~ i l n a . = 1 4 0 .  
2Y - +  oo 1v n = l  

Es gilt der 
Satz 15. Die Folge {Xn} ist genau dann in 12 gleichverteilt, wenn die Folge {txn} 

/iir jedes reelle t # 0 gleichverteilt rood 1 ist. 
Beweis. Das ergibt sich unmittelbar durch Vergleich der Definitionen der 

Gleiehverteilung in R und der Gleichverteilung rood 1 (ftir letztere vgl. man [4]). 
Derartige Folgen sind z. B. gegeben durch Xn = g (n), wobei g (x) eine stetig 

differenzierbare Funktion ist, die die Fej6rschen Bedingungen erfiillt, d. h. dab sie 
fiir x gegen Unendlich monoton gegen Unendlich strebt, w/ihrend ihre Ableitung 
monoton gegen Null und xfl(x) gegen Unendlich strebt. Also z .B.  g(n) = m ~ 
(0 < a < 1) oder (log n) ~ (v > 1). 

Durch iterierte Anwendung des Hauptsatzes ergibt sich dann auch die Gleieh- 
verteilung yon {n ~} fiir beliebiges ~ > 0 m i t a  �9 0 (rood 1). Wie man leieht sieht, 
besteht eine notwendige Bedingung fiir die Gleichverteilung einer Folge {xn} in R 
darin, dab sie nicht beschrs ist. 

Wit wollen nun weitere Beispiele fiir in R gleiehverteilte Folgen yon Magen geben. 
Das positive normierte Mal] te lasse sich in der Form te = exp (v) darstellen, 

wobei v ein MaB auf R ist, d. h. es gelte 

# = ~0 + ~., + ~ .  + "'" + ~., + "'" 

(Das Mat  v ist dann natiirlich nicht mehr positiv, d. h. aus / > 0 folgt nieht not- 
wendig ~(/) > 0. lJberdies gilt v(1) = 0.) Durch #t = exp(tv) ist ein schwaeh- 
stetiger Homomorphismus yon [0, ~ ]  in die Menge der positiven normierten MaSe 
auf R gegeben. Denn offenbar ist tet+s = ttttes und ist / eine beliebige beschrgnkte 
stetige Funktion auf R, dann gilt lim tet (/) = #0 (/)- 
Es gilt nun der folgende t-+o 

Satz 16. 1st {Xn} eine monoton wachsende Folge reeller Zahlen, die in t? gleich- 
verteilt ist und i~t te = exp v, wobei ~ (Z) 4:0 /iir jeden nichttrivialen Charakter Z 
au] R gilt, dann ist auch die Folge #z~ = exp (XnV) gleichverteilt in R. 

Beweis. Ist I te (Z) I < 1, dann ist lim (te (Z))xn = 0. Es sei also lit (Z)[ = 1 . / )ann  
ft --+ oo 2u 

i s t  te (Z) :I= l. Also ist / t(Z ) = e2~itfiir ein passendes t .  0 und lira 1 ~ e2,~ix~t = O, 
_~-+ oo ~=i 

da die Folge {Xn} in R gleiehverteilt ist. 
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w 5. Beispiele gleiehverteilter Folgen 

Wir  wollen nun  wieder voraussetzen, dal~ G eine kompak te  Gruppe ist. Ein 
IVfal~ # aus M(G) heil]e ein PoissonmaB, wenn gilt 

f = expg(~) -~- eg -}- ~ if- ~ J r ' "  q- ~ q- " " .  

Dabei  bedeutet  e/~ das t taarsche  MaB einer kompak ten  Untergruppe  H yon  G. Fiir 
v gilt eg v = ~ gH ~-~ ~. Aul~erdem ist v (1) = 0 und  fiir j edes ] e C(G) mit  I ~ 0 und  
/ (x) = 0 fiir x e H gilt v (1) ~ 0. (Die hier gegebene Definition des Poissonmal~es 
s t ammt  yon  W. B6Gv, [1] ; Spezialfglle wurden v o n K .  U ~ A X I K  [16] und E. HLAWKa 
[11] angegeben.) 
Es gilt nun  der folgende 

Satz 17. S e i f  e M ( G) ein Poissonma[3, f = expH~ und sei i&erdies f f *  = f * f .  
Gilt ]i~r jedes U e 1I' det ( f (U)  -- E) 4 0 und ist {Xn} eine monoton wachsende in 
R gleichverteilte ~olge reeller Zahlen, dann ist die Folge fin : eXpg(XnV) gleich- 
verteilt au] G. 

Beweis. Wegen f / t * =  f * f  gilt ffir U E 1I f ( U ) f * ( U ) =  f * ( U ) f ( U )  und 
daraus ergibt sieh bekanntlieh,  dal~ die Matrix f (U) durch eine units  Trans- 
format ion  auf  Diagonafform gebraeht  werden kann.  Man kann  daher o.B.d.A, an- 
nehmen (sonst gehe ,nan zu einer gqnivalenten Darstel lung fiber), dal~ f (U) ~ A 
eine Diagonalmatr ix  ist. Naeh  Voraussetzung ist kein Eigenwert  yon  zJ gleieh 1. 
Fiir jeden Eigenwert  0J gilt daher  e~ = e2=~t~ mi t  t 1 =~ 0 oder ] eJ] < 1. I s t  ] eYl < 1, 
dann  gilt lim [r ] = 0. I s t  ~y = e 2=itj, dann  ist der entsprechende Eigenwert  

gt--+ ~O 

yon expH(XnY) (U)gegeben dureh e e=i ,,t~. Es gilt aber nach Voraussetzung 

2r 

_hr.-+oo -" n ~ 1 

Daher  gilt 
N 
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