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Summary. This work is a continuation of [7], and also considers the more general case of 
(probability) laws which are not tight. The main results are: 

1. The good representation v ~ e (F) for all tight laws of infini~ly divisible Poisson type, 
in any polish (linear locally convex) space, and a theorem of accompanying law (corollaries 2 
and 3 of theorem II). 

2. An extension of a theorem of LEE (example following theorem 1.2). 
3. A formula of P. LEvY for any infinitely divisible law, tight following compact sets 

of hilbertian separable type, in any linear (locally convex) space. 

I n t r o d u c t i o n  

Monsieur LEE a r6cemment  (e.f. [4J) dans des eas particuliers envisag~ le 
point  de vue suivant :  

X est plong6 dans un espace R T do trajectoires (t ~ T est le param~tre r4el 
((temps))), muni  de la topologie produit  (des topologies des Rt), et de la t r ibu 
temporelle ~, la plus petite rendant  mesurables les v.a.  x,, ~ valeurs dans R 
espace vec~oriel topologique muni  de ses propres tr ibus cylindrique ~R et bor61ienne 
!~R: s est done la t r ibu produi t  (not6e 1-~ !~t). 

Supposons qu 'une  loi/z donn~e sur s soit ind6finiment divisible 1 et ((port6e ~; 
par  X :  soit que X ~ ~, f i x  ~ 1, soit que la mesure ex t6r ieure /~*X 6gale 1, ce 
qui est la s i tuat ion gSn6rale (par raison do sym6trie) lorsque T n 'es t  pas d6nombr- 
able. On pout  alors consid6rer la restriction fix de ~t ~ (X, X (3 ~). 

Ce point  de rue  n 'es t  pas tr~s different de celui qui eonsiste ~ part i r  directement  
de X muni  d 'une  topologie ~, et de la t r ibu cylindrique ~ r  que d6finit son dual Y. 
Etudier /~  et des lois qui lui sont  li6es, dans X, en particulier leur a-additivit6 sur 
~ r ,  revient  & plonger X dans R r 2 (R droite r6elle), ~ r  devenant  la t r ibu tern- 

1 Dans R T, ce qui ne pose ancun problbme, il est nbcessaire ct suffisan~ que les projections 
I-dimensionelles (I  fini)~ ~(R t) pour que les tP/n existent (d~s que: route loi dans R e s t  
parfaite). 

2 Plus exactement T divient l'espace quotient de Y par la droite r6elle. 
Abreviations 
CV. 
E.V.T. 
a.c.~ I.e. 
U.T. 
K 

~ , ~  

convergence 
espace veetoriel topologique 
absoinment convexe, localement convexe 
uniform~ment tendue (famille de lois ou mesures) 
d6signe toujours nn ensemble compact 
variation totale de # mesnre born6e 
partie r6elle, partie imaginaire de 
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porelle correspondante. Cependant l'identit5 n'est pus complete, l'@tude suivant 
le deuxi~me point de rue  suppose # tendue (au moins faiblement); le premier 
point de vue est plus g6n@ral mais avec des r@sultats plus faibles, lqous envisagerons, 
en I,  une situation typique, celle off la projection de X sur chaque produi~ 
d@nombrable R Q (Q dense duns T) appartient s ~Q--~ ]--~ ~t  (et R en g@n@ral 
polonais), t~Q 

Duns les parties I at I I  nous reprenons les probl~mes de structure @tudi@s duns 
[4] at [7]. En I nous prolongeons (s un contexte plus g6n@ral et plus sym@trique) 
ce qui nous parait @tre les deux principales id@es de L~E duns [4]. Les probl@mes, 
pour # e ~(R ~) (soit #1In existc sur ~ pour ehaque entier n ~ 2) et # * X  ~ 1 
sont: 

1 ~ S@parer une composante normale @, ~port@e ~ elle aussi Tar X (ainsi qua ]a 
co-composante v), si # l 'est; cette question n'est pas envisag@e dans [4], et r@solue 
duns [6] seulement si #x ,  duns X, est tendue. Cependant dans R Q, s'il est polonais, 
cela est automatique, et le r@sultat s'@tend alors s R T, pour # quelconque (de 
~(RT)) --  c.f. th@or~me I . l :  le faeteur ~ restant est pour l ' instant du type de 
Poisson en ee sens que ses projections fini-dimensionnelles seulement sont telles. 

2 ~ Mettre la composante restante ~, dite ((du type de Poisson~> sous la forme 
e(F), et 6tudier les propri@t@s de la d@finition obtenue (en partieulier l'infinie 
divisibflit@ de e (F)). Duns R Tle  premier point est trivial mais sa signification est 
faible s'il se borne d la dd/inition univoque de v par ses projections ~a...t~ (duns R I) 
en fonction de celles de F:  lorsque F n'est pus born@e, ~ est la ]im/te de e (Fv) $ av ,  
les Fu @rant les restrictions de F aux compl@mentaires de voisinages U de l'origine. 
La nature de ees U, et le type de CV obtenue ont de ]'importance. Si ~* (X) -~ 1, 
le probl~me (consid6r@ duns [4]) est de m0ntrer F (~port@e ~> par X, puis de pr@eiser 
le sens et les propri@t6s de e (F). Duns la pattie I I  nous donnans un r@sultat 
g~n~ral pour #t-r@guli~re de ~(X), dont un corollaire est que # ~ @e(F) sans 
restrictions. 

Dans la partie I I I  nous abordons l'@tude de conditions n@cessaires et suffisantes 
pour qua (nous plagant duns le cas de lois tendues) la mesure F d@finisse e(F), 
c.O.d, pour qu'fl existe des e(Fv) * av U.T.  I1 s'agit 1~ d'une extension: 

1 ~ des r@sultats de VA~AD~A~ ([7]) duns un espace de Hilbert s@parable (la 
m@thode semblant particuli~re s ee cas et peu susceptible d'extension); 

2 ~ de r@sultats dus ~ Monsieur F ~ g ~ q u ~  X. et qui lui out permis une @rude 
comparable, sous des hypotheses plus restrictives dues s l'absence du th@or~me 
de  BADI~IKIA:N 3 

Nous uti]isons deux lemmes (c.f. lemmes 5 et 3) de Mr. F ~ g ~ q c w  que nous 
devons s son obligeanee et nous Fen remercions s nouveau ici; sa m@thode diff~re 
ensuite de la n6tre en ce qu'il recherche les lois extr@males d'une cert~ine famflle 
compacte convexe. On obtient done la repr@sentation de P~v~ L~v:r de lois 
t-r@guli~res ind@finiment divisibles (la s~paration d'une composante normale et 
d'une composante du type de Poisson est assur@e (c.f. [6] partie IV), eela @tant 
aussi un eas particulier du r@sultat g~n~ral susdit). 

s I1 faudrait dire th@or@me de MI~nSS-SC~V~a~TZ-B~D~KI~N, sans oublier les noms de 
PROHOROV et SAZONOV. 
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I. Etude des lois ~ e ~ (R r) port~es par un sous-espace veetoriel X 

1. R dans tout  ca qui suit d4signe un espace vectoriel topologique (E.V.T.) 
localement convex (1. e.) s~par~, muni de ses tribus cylindriques ~n (d~finie par 
le dual R* de R) et bor~lienne ~n  (engendr4e par les ouverts de R). Y2 ~ R Tes t  
muni de la topologie produit et de la tribu ~ cylindrique relat ivement aux 

I 

projections Ptl...t~ (9 -~ ~[xt, ((9) ((9 ~--- {xt}) dans R z, c'est ~ dire la tr ibu cngcndr~e 
1 

par les {co: xt((9)~ B de ~i~} (ou les tribus borgliennes !Dr des Rt). La tribu 

Lemme l .  Le dual de R T 8e compose des: 
I 

(1) y = ~ y ~ ( x t , ( o ) ) ,  y i e R * .  
1 

Prouvons ici cette proposition bicn connue: pour y donn4, 3 un voisinage 
U : { c o :  x a e U 1  . . . .  ,xt, eUz} de 0 dans ~ ,  dans lequel l y(w)] < s, done 
]y((9)] < e'e dans e'U, done y((9) ---- 0 dans Xo={(9 :  xt, ((9) ---- 0, i =  1 , . . . , I } :  y 
ne d~pend de (9 que modulo Xo, c'est une fonction lin6aire d6finie (et continue) 
dans l 'espace quotient Y/Xo,  c'est ~ dire une fonction lin~aire et continue des 
seules coordonn6es xt, (i -~ 1 , . . . ,  I).  

D~finition 1. Une loi ~ de R I (ou tout  E.V.T. X) est dire ,,du type de Poisson" 
si ses projections finies dimensionnelles darts E J ( J  fini, E ~ droite r~elle), 
d6finies par:  

I J I 

1 j=l i~1 

sent (ind6finiment divisibles) du type de Poisson. Cette d~finition ne fair intervenir 
I 

v qua par  sa restriction s ~-[ ~ ,  tribu cylindrique de R z. Lorsque R e s t  m6trisable 
1 

et s4parable, ~R---- ~R. 

R e m a r q u e .  Dans R polonais (done dans RQ), ces lois sent de la forme e(F) 

au sens de la d~finition 2 (c.f. 1.2), mais avec unicit6 de F sur le q-anneau ~RC~R; 
voir le corollaire 3 du th4or~me I I  ci dessous. 

Une loi ~ dans un E.V.T. X est dire normale si ses projections flni-dimen- 
J 

sionnelles dans E J (d6finies par  ~-->]~YI(~), Yl ~ dual de X) sent normales. 
1 

I1 suffit ~videmment que cela soit vrai pour J ~ 1. ~ est dite centr6e (normale) 
si les v.a. y (~) (de lois y (@)) sent (normales) de moyennes nulles. 

Rappels. # mesure dans R T (d6finie au moins sur ~) est dire tendue si pour 
chaque ~ ~ 0 3 un compact K~ dans R T hers duquel # ~ ~7 (A e ~, A r% K~ -~ 

# A  ~ ~). Elle est r~guli~re si # A  = sup # F  (F d6signe un fermi, de ~ si /t 
/~cA 

est consid~r~e seulement sur ~, ou d 'un r plus peti t  s i t t  est d6finie seule- 
ment  sur un tel a-anneau). 

Si/z est tendue et r4guli~re (: t-r~guli~re) et d4finie sur ~, elle se prolonge 
la tr ibu bor~lienne !~ de R T (en restant  t-r~guli~re), vu l 'hypoth~se R 1. c. (Sazonov). 

borglienne de t9 est ~ ~ ~. On a: 
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Pour  que # soit r6guligre sur s il suffit que ses projections #t  dans (Rt,  !at) le 
soient (par exempte R e s t  m6trisable pour  sa topologie, celle qui d6finit !aR). 

Lorsque R est m6trisable et s6parable ~R ~ !aR, donc ~ - - - - U  ~Q4 est la 
t r ibu cylindrique* de Q (~q est celle de RQ). 

Convolution. On peut  parler  de convolut ion ( # - - - - # ' # " )  et de ({formule de 
Fubini)) sans restriction, sur ~ (sans supposer/~ tendue) s'il en ast ainsi dans les 
produits  finis R z, car la formule vraie dans chaque t r ibu !8tl...t~ Pest sur leur 
r6union 91 done sur ~ engendr6e par  cette alggbre 9/. I1 suffit donc que les #t soient 
t-r6guli~res, par  exemple que R soit polonais. I1 e n e s t  de m ~ m e  pour  tes traces 
stir X des lois /~ , / / ,  # "  si # * X  -~ # ' * X  -~ # " * X  = 1 : /~x = / ~ x  # x  a un sens 
et vau t  la formule de Fubini  (l ' image 5 de/~x sur !8tl...t~ est Pa...t~ I*). 

Th6or~me 1.1. On suppose R polonais, /, ddfinie sur ~ et lz e ~ ( RT). ~* d4signant 
la mesure extdrleure dg/inie par #, on suppose le sous-espace vectorlel X de t~ T tel 
que (pQ ddsignant la projection dans RQ) 

a) X ..porte" /~ : I**X ~ 1, 

b) XQ = pQX ~ ~Q = ]-[ ~ t ,  pour route partie dgnombrable Q de T. 
teQ 

Alors on a: 

(2) /~ ----- ~ov, ~o*X = v * X  =- 1, 

o~ ~ est normale et les Pa...~,v sont de type de Poisson. Auss i  bien on peut ~crire: 

(2') # x = ~ x v x ,  sur X n ~ ,  

vx  ayant ses images (par les Pa...t~) dn type de Poisson (ce sont les pt~...t~v) ; r  est 
normale au sens du dual X *  de X pour la topologie trace de celle de R T. 

R e m a r q u e .  I1 est 6quivalent  de dire que les projections de v dans Ies espaees 
E J.  d6finies par  le dual  de I)  sont  du type  de Poisson. Ca sont en effet les applica- 
tions : 

J Ia 

7, yJi' 
1 i '= l  

et celles-ci se r6duisent aux applications de la d4fini~ion 1 en prenant  pour  I le 
nombre  de tii, distincts, eB YI* (.) = Yii" (%,') pour  (i, ]) ~ -  (], i'). 

Ddmonstration. Pour  Q fix6, R Q 6tant  polonais on a/~Q ---- ~QVQ avec des lois 
~Q et VQ t-r6guli~res dans (R Q, ~Q -~ !aQ), et respect ivement  normale centr6e et 
du  type  de Poisson, car /,Q (projection de /~ clans R ~) est t-r6guli~re (c.L [6], 
lemme 2, eorollaire 4). 

Lorsque Q varie, les syst~mes {~Q}, {vq} sont  6videmment  compatibles, car 
an fair d6finis par  les d6compositions de L6vy-Khinch in  des projections de R T dans 
les E J ;  0 et v sont  ainsi d6finies et  a-additives sur ~ ~ w ~Q. Mais soit A e !3Q; 
on salt que dans XQ = p a X  il existe C = u K~-* (r6union decompacts  de RQ, 
eontenus dans XQ), telle que /~xC = 1, et que ~Q, VQ sont  tendues suivant  les 

* au sens de I 'E .  V. T. (comme au sens dit ci-dessus l'espaeedeprodu~B). 
4 Nous d6signons de m~me la tribu darts R T des cylindres donB la base e ida, et ~aa elle m~me. 
5 Ce n'est pas la restriction de/~x & idtx... ~ mais la loi d6finie par l'image inverse p-l&.., t~ de 

R I dans X. 
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K -  K - - - - K '  et  K -  K '  (respectivement) ,  eux aussi dans XQ. Alors ~QXQ 
VQ XQ ~ 1 et  

A n X - - - -  0 ~ A  = vA = 0 ~ * X =  v ' X =  1. 

Pour  passer  aux  conclusions concernant  (2') il suffit de r emarque r  que les 
fonctions y(~) r6elles lin6aires continues sur X (pour la topologie t race de R ~") 
sont  major6es dans X par  une semi-norme pv(co) pour  ]a topologie de R T, done 
prolongeables ~ R~:  X *  n 'es t  pas  plus riche que [2". 

Exemples de sous-espaces X de R "2. 1 ~ X se compose des t rajeetoires  continues 
x (t) s valeurs  dans R(E.V.T. )  m6trisable (distance not6e (x, x')). Les trajeetoires  

6rant  unf form6ment  continues pour  t e [ - -  N, N], consid6rons X = n X~v 
(N = 1, 2 . . . .  ) avec:  

(3) X~v = ~w: l im ~ l im ~ y;~V,n,~(~o): 0~, 
[ k ~  n ~  ) 

(3') FN, n, ~ (co) = sup (xt ((9), xt" (co)), 

le sup. dans (3') 6rant  pris sur t, t' e T~ ,n  = {t: t -= p/2n, It] ~ N}  et It' - t[ 
~ 2  -k, k = ~ n .  

On voi t  que 2~v done 2[ e ~, et  que X est  d6fini ~ par t i r  des seules valeurs  des 

x (t) prises sur Q = l im Tlv, ~: 2[ et  X ont  m6me t race  XQ dans R Q, et  cette t race 
~roo 

s 

I1 en est  de m6me pour  tou t  Q dense dans T, de plus chaque XQ est  en cor- 

respondance  binnivoque avee X6 et  X = ~ )~Q ( a fo r t i o r i  XQ e ~Q pour  route  
Q 

par t ie  Q (de T) d6nombrable) .  Si R e s t  en outre s6parable et  complet ,  le Th6or6me 
I -1  s 'applique.  

l ~ e m a r q u e .  Envisageons  le cas part icnl ier  oh _Rest la droite r6elle E (ou nn 
Ez) et  X,  XQ limit6s ~ des t rajectoires  born6es. Ces espaees sont  de Banach  pour  
la norme II ~ I1 = sup ] x (t)], et  XQ (s6parable) a pour  t r ibu  bor61ienne ~Q. Si l 'on 

t 
ne borne pas  les trajeetoires,  on peu t  d6finir une topologie dans  X,  XQ par  la 
famille des (semi-) normes  pr6c6dentes relat ives aux  X2v, XQ.~.  Ces espaces 
X, XQ ont  une base  (de fonetions ~tri~ngtflaires~>, dire elle aussi de Sehauder,  
c.f. [2]), ce qui pe rme t  d ' appl iquer  le th6or~me de [6] sur la s t ruc ture  e (F) de ~x, 
mais  en supposan t  v tendue pour  eet te topologie. 

2 ~ X se compose des t rajectoires  x(t) sans discontinuit6s de seconde espbee 
(et on les suppose continues s droiteT). I1 suffit dans ce qui pr6c6de de remplacer  

6 Cet exemple comme le suivant est done assez particulier; il n'en est plus de m~me au 3 e 
exemple si l'anneau 9.I n'est pas ~ base d6nombrable. 

7 Cette deuxi~me hypoth6se n'est pas une restriction en ce sens qu'on peub toujours, sans 
changer la loi temporelle remplacer les x(t) par x(t + 0) sous la premi6re hypothbse, et si les 
lois des xt d6pendent continfiment de t. 
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(3') par:  

(3") W~, n, ~ (~) = sup {rain [(x~, xt), (xt, x~,)], 

~ < t < ~ ' ,  ~ ' - - ~  < 2 / 2  7~ ( e t k < n , % t , T . ' e T l v ,  n). 

La restriction ~ R Q : la relation XQ E s vaut  toujours, done le th6or6me I .-1.  

3 ~ (c.f. L~E dans [4]). 9, anneau (de parties d 'un espaee arbitraire) remplaee T, 
les Q comprennent alors tout  annean d6nombrable ~ pris dans ~I. X partie de 
E ~ se compose des (peut repr6senter s les) mesures (sign6es, a-additives, finies 
sur ~), mais X u est un sous-espace vectoriel de E ~ qui n 'appar t ient  pas s s 

2. D~finition 2. Nous dirons que v, loi t-r6guli6re, d6finie sur ~R, 6gale e (F) 
s'fl existe nne mesure F, unique (nulle en 0) d6finie sur ~R telle que (avee e(G) 
---- e-[a]{5(0) ~- G -~ ... + Gn/n/ ~- ""}, [V] = G(R) < co}): 

(4) v = lime (Fu) * av,  

oh ~R est le filtre dSfini par  une base de voisinages U de 0, oh la CV. a lieu au 
sens de CV.U.T. de lois t-r6guli~res, les F~  6rant les restrictions (t-r6guli~res et 
n6cessairement born6es) de F s R --  U. 

Plus pr6cis6ment rappelons que, si ~R d6signe le a-anneau engendr~ p~r 

les y-l{~3E-0}, y e R*, F est unique sur ~R(cs  On peut  affirmer (e.f. [3], 

[7]) que 9/n 6gale la restriction ~R de s ~ R --  0, s'il existe clans R* une suite 
s6parant les points de R (par exemple si R poss6de une base). Alors F (nulle en 0) 
est unique sur s lorsqu'elle existe (c'est Ie cas si R a une base). Dans la d6finition 

2 nous supposons ~ln = ~R, d'ofl la d6finition de F par  les repr6sentations (dans 
E z) py~...y~ ~ = e (F~...y~). Cette hypoth~se est alors v6rifi6e aussi dans un produit  
d6nombrable de R (c'est 6vident si c 'est 1'existence d'une base qui l 'assure dans R) : 

Lemme 2. Si ~t = ~ dans R, il en est de m~me dans R ~ = ~ Ri. 
1 

a) Dire que ~R ---- ~R revient s dire que les y-Z {0} - -  0 e 92~ pour tout  y e R*. 

Cela est en effet n6eessaire, ct suffit car ators la famille ~ des A e ~(R et A w {0} 
est un a-anncau qui contient les y-~ B (B bor61ien dans E), done aussi R, done 
6gale s 

b) Soit y (x )=~g~(x~)  x =  x~ , du d ~ l d e  Rx= R . ans R~, ~-~{0}--0  
1 1 

I 
s 'obtient  en a joutant  s l ' image inverse (pour x--~ p~r(x) = ]-~yi(x~), de R i~ dans 

1 

E x) de la partie (hyperplan 6point6) ~ y~ ~ 0, 1~  Y~ * 0 , de E x (qui appart ient  
1 1 

au ~-anneau engendr6 par  les y~: y~ ~ B~, 0 ~ B~ pour u n i  , l 'ensemble 

s Aussi bien (ee peu~ 6t~re utile) on prendra ~ ensemble de fonetions continues ~ support  
born6 (dans nn espaee m6trique) admett~ant~ inf. et~ sup., alors la topologie produit dans R ~ 
exprime la convergence vague des mesures signges, lorsqu'on pend sa trace dans X. 
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p}-1 {0}  - -  0. Ce dernier est aussi dans ~M, car, vu l'hypoth~se, les parties 

e t  . . . . .  I 

~tant dans ~RI, on volt facilement par r6eurrenc6 que {x: y~(x~) = O, i : 1 , . . . ,  I} ,  
y est aussi. 

6) Soit, dans le dual de R ~, l'616ment y = ~  y~ (xi) x = xt �9 y-1 {0} -- 0 

s'obtient de m~me en ajoutant 5, l'image inverse pour la projection pl de R ~ dans 

R ~ de la partie 6nvisag6e en b) (image inverse qui est done de 2[R~)l'ensembl6 

) �9 A t  = p -l{o} - -  0 .  Or  = 6o tient A x  = : 0 ,  6o tient 
1 

I + J  
BL+ A" I + j - - A I ~  x :  x ~ : O ,  x ~ : ~ O  , 

et A1 = lim~ B I , j  6st bien dans 9~R~. 
J~oo 

Corollaire. Dans R Q, toute loi rt.r~guliere d projections du type de Poisson 
(clans R I o u  E J, c' est ~quivalent, vu la remarque suivant l' gnoncd du th~oreme I - -  1) 
est e (F), au sens de (4) sur la tribu ~Q (clans R polonais ~R ~- ~R) .  

Th~or~me 1.2. On suppose 1~ polonais, tel que ~IR = ~R. ~es t  une loi clans R ~ 
(dd/inie sur ~)  telle que: 

a) v est portde par un sous-espace veetoriel X tel que XQ ~- p Q X  ~ ~Q pour toute 
partie ddnombrable Q de T (v* X ~ 1); 

b) les projections Pt~...t~ de ~ dans R I sont du type de Poisson (done e(Fa...t~), 
suivant la dd/inition 2).  

Alors il existe une mesure F (nulle en O) unique sur le (~-anneau ~ = ~-~ ~ t ,  
T 

bornde hors des voisinages U ---- (xt, ~ U~, i = 1 . . . . .  I}, dont les projections clans les 
I 

~-~ Rt, - -  0 sont les Fa...t~ (et FQ dans RQ), et telIe que: 
1 

a) F est ((portde)) par X :  A e ~I et A (~ X : 0 ~ F A  ~ 0; 

b) pour ehaque Q, il existe des constantes av(Q) relatives aux voisinages ua...t~(t~e Q), 
telles que (5) converge en projection dans R Q, vers ~q = pqv, lorsqu'on restreint les 
U aux U(Q): 

(5) pQ (e (Fv(Q)) , a~(Q)} --> pQ v . 

La  convergence a lieu suivant l'ensemble filtrant croissant (ddnombrable ou 5 base 
ddnombrable) des UQ. On peut supposes au(Q) ~ X ,  mais ces a ddpendent de Q et pas 
seulement de U. (5) peut alors s' entendre dans XQ et pas seulement dans R Q. 

e) v e ~ (R T) : ~ est indg/iniment divisible c'est-~-dire v~/n existe sur ~ (unique) .  

D~monstration. La premiere assertion (existence de F) 6st ~vidente si l 'on 

remarqu6 (avec Lee) que F est a-additive sur ~ = (J !~a. ..t~, ~t~...t~ 6tant l 'anneau 

~a..a~ n6 comprenant (dans R ~) que les 514ments d u n e  distance positive de 
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l 'origine done F-born6s,  que a (9/) ~-- ? / e t  que les 616ments des ~ t  sent  approeh6s 
pa r  des par t ies  compac tes  (des Rt), re la t ivement  ~ F.  

a) Puisque tou t  A de ~ appar t i en t  ~ une t r ibu  ~Q, fl suffit de mon t r e r  que 
A V ~ X Q : O ~  F A - ~ O .  

Restre ignons nous done, ~ R Q, et suppr imons  pour  la commodi t6  certains 
indices Q. 

Su ivant  l ' id6e de Lee, mais  exprim6e de fagon assez diff@enbe, soit F--- :F '  ~- F "  

une d6composi t ion (dans R Q, ~Q)) de F,  avee F '  born6e (on complgte ~Q ~--- ~Q en 
a jou t an t  {0} de F mesure  nulle). D'ofl  v : v ' v "  avec v' : e(F') ,  off e(F')  a u n  
sens sur ~Q, de mSme que l '6galit6 v ~ v ' v "  puisque R Q est polonais. Puisque 
vX- -~  1 et  v' ~: e-[2~']8(0) ~ v ~=e-[~']v '', on a (avec X = XQ) v"X--~  1, d 'ohg :  

1 = ~ , X  = ~ , ' ( X _ o , ) ~ , " ( d a ) )  = ~ , ' X ,  
x 

car les t ranslat6s  de X par  ~ o~ e X 6galent X. 
Mais de mSme g ' v "  est  port6e par  X et  F ' v " ( X )  = y2~ 'X,  v"(dr ~-- F ' X  

implique : x 

F ' x  = [ F '  ~"1 = [ F ] .  

On a bien A n X = 0  ~ F A  = s u p F ' A  = 0  (sup. pris sur les mesures  
born6es extra i tes  de F) .  

b) R6sulte de ce quo R Q est  polonais. Les av(Q) ne sent  d6finis que par  leur 
project ion dans  R Q. Nous ne savons pas  lier ces av  entre  eux (lorsque le voisinage 
U est  fixe et  que seul change l 'espace de project ion RQ), mais  lorsque Q est  fix6, 
on peu t  ~v idemment  prendre  av(Q)E X .  

c) Sera d~montr6 dans la pa t t ie  I I ,  pour  les ~ t-r6guli~res, co qui est  le cas des 
~Q project ions de ~ dans les R r et  cela suffit ( v u ~  -~ k) ~Q). 

Un exemple particulier (e.f. [4110). Nous r epor t an t  aux  nota t ions  ei-dessus 
(3~mo exemple  de X c Rm), soit X le sous-espace veetoriel  ferm~ de E ~ compos6 
des fonctions addit ives d6finies sur l ' anneau  9~ et  ~ valeurs  r6eUes: A ot A '  e ~,  
A n A '  -= 0 ~ ~o(A q- A')  = w(A) q- ~o(A'). On suppose v ind~finiment divisible 
dans [2 : E ~, et  <~port~e ,> par  le c6ne X + c E~+ des fonetions o~ ~ 0. Les projec- 
t ions ~. . .~,  dans E I sent  port4es pa r  E ~  e t e  ,~ (E~)  done sent  de la forme a~,...~., 
q- e(F~...~,), F ~tant  p o t t l e  pa r  E / ,  et  la d~finition de e(Fi~...i,) ne compor t an t  
pas  de t rans la t ion  (bien que /~  puisse 6tre non bernie) .  Alors, d 'apr~s  le th6or~me 
1.2, _~ est  port~e pa r  X,  done X+, e t e  (F) ~tant  <~portae ,> par  X (vu l 'absenee des 
t ransla t ions  dans sa d~finition), a (de project ions a1 .... ~,) l 'es t  aussi (or ~ 0). 

On peu t  a jouter  que la conclusion b) du th4or~me 1.2 (avec R = E) v a u t  sans 
t rans la t ions  pour  e ( F ) ~  ~-a (translat6e de - - a  de ~), car les av(q)--> 0 en 
project ions dans  R r (ee poin t  appe lan t  quelques d~tails). 

De plus, si on suppose ~ (~port@,> par le cane C-~  X + des mesures sur a(gA), 
il en est de m$me de a, F et des v ~/n (e.f. [4] pour le cas a (~) ~ la base d~nombrable) .  

9 Le [ ] d~signe les v~ri~tions totales. 
~0 Nous levons rhypoth~se de 1'existence d'un ~nneau d6nombrable engendr~n~ a(gA). 

Lorsqu'on d~sire consid@er des co qui ne soien~ pas p. s. finies sttr 9A, e'est s disc prendre 
E+ ~ [0, cr l'~rgument fin~l (prolongemen$ de Mazur-Orlicz) ne nous par~it plus assure; 
nous rencontrons une difficult~ qui parait int~ressante. 
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I1 suffit, supposant a = 0 11 de montrer  que s i v  = v 'v" ,  avec v'-----e(Fu), 
v" = e (F  -- Fu),  v' et  v" sont (~port6es~> par C, car alors, F u  6rant born6e, F u  
l 'est aussi done F = sup. Fu. 

Suit L a s et L r~ C --  0. On a L e s pour Q sous-anneau d6nombrable de ~. 
Supposons v ' L  > ~ > 0; pQL et pQX+ sont clans E~ approch6s par  des compacts 

' ' " " ~'  K '  K '  et K "  satisfaisant ~ vQ K > ~ et VQ K > > O. 0 K "  est done, clans EQ 
mesurable, donc base d 'un 616ment de s162 v-positif, qui coupe done C en o) = x ' §  x"  
avec pQx' e K '  c pQL et pQx" > 0 �9 pQX' est done a-additif, ear major6 par  pQo~, 
sur Q. 

Le th6or6me de I-I~N-BA~AC~ (SOUS la forme dire de MAzv~-O~mz}) assure 
alors que pQx' peut  ~tre prolong6e en une mesure sur ~l, done que L coupe C. 
C est donc tel que v '*C = 1. ._J 

II. 

Sous l 'hypoth6se que/ t  est tendue dans X (E.V.T.1. c. s6par6), on peut  avancer 
des conclusions g6n6rales plus fortes que les pr6e6dentes. 

Vu le lemme 2 de [7], rappel6 au th6or6me 1.1, de toute loi t t e  ~(X) on peut 
s6parer un faeteur normal centr6, il reste v tendue et de projections vy~...yj darts 
E J du type de Poisson, c. ~. d. v du type de Poisson suivant la d6finition 1 donn6e 
ci-dessus (alors pour /~I). 

Th6or~me. S i v  est une loi t-rdguliere clans (X,  ~),  et du type de Poisson: 

a) v e s t  indd/iniment divisible avee vl/~ t-rdguliere sur ~ ,  

b) il existe une mesure F,  nulle en O, d~/in{e (unique) sur le a-anneau ~I (engendr~e 
par les y-1 ~ E-o), dont les restrictions F u  aux X -- U ( U  voisinage ]aible de O) sont 
borndes et t-rdguli~res, et telle que pour des translations a~] convenables: 

(5') la /amille e (Fv)  * av  est U.T.  et ves t  une de ses lois limites. 

l ~ e m a r q n e .  On salt (c.f. [7] ]creme 9, ou simplement corollaire 1 du lemme 2) 
que les autres lois limites sont translat6es de v mais nous n'affirmons pas, pas plus 
qu 'au th6orbme 1.2, la convergence au sens des projections dans A~Q (on m6me ES): 
si cela 6fair, il y aurait  CV. au sens de la CV. des lois dans (X, $), puisque les 
e (Yu) * au sont U.T., CV. suivant le filtre ~ d6fmi par  les voisinages U de 0 pour 
la topologie faible dans X. Si X est m6trisable pour cette topologie a(X,  X*) 
(ee n 'est  pas le cas g6n6ral) on salt ce r6sultat (suit (5)) valable, d'apr6s les propri6t6s 
g6n6rales des groupes m6trisables, c.f. la remarque suivant la preuve du th6orbme 
1.2. Cependant un corollaire plus fort se d6duit de cet 6nonc6 (c.f. ci-apr6s, 
corollaire 3). 

Ddmonstration. a) Suit U un voisinage faible de 0, fix6 pour l ' instant : 

i = 1  . . . . .  I } ,  et  

un 616ment (de l'alggbre cylindrique engendrant ~) ne contonant pas 0. 
La relation F u A  = F ( A  n Uc), avec U c = X -  U, d6fmit une function 

additive, r6guli6re, born6e sur l 'anneau ~ r6union de ces ~ . . . ~ . ,  , En effe~ Y est 

d6finie (et unique) sur ~y~, y} dans E ~+J, par la projection eorrespondante de v. 

11 Ce point ne soulevant pas de dffficult6s. 
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Mais e(Fv) est d6finie sur ~ = (,.J ~yl'...yJ', et dans chaque E J est facteur de la 
/ 

projection eorrespondante ~yl...yj de ~. Si ~Kv ~ 1 - -  ~7, K~ =- K~/ - -  Kv,  on a 
(toujours suivant le lemme 2 de [6]): 

e ( F u - } - t ~ ) A G 2 ~ /  donc F u A G 2 ~ / e  2CFv) si A n K ' ~ - ~ ) .  

F v  satisfaisant au crit6re de Prohorov est (r-additive sur ~ ,  prolongeable s 

= (r(~) et t-r6guli6re. F est d6finie sur ce ~-anneau par FA = s u p F v A ,  ce qui 
justifie une partie de b). u 

Or e (Fv) est t-r6guli6re sur ~, et en projection (dans los E J) faeteur de r, done 
e (Fu) est facteur de ~ (lemme 2 de [7]), d 'oh l 'existence de la famiUe U.T. (5'). 

Toujours suivant ce lemme les lois limites de cette famille, ayant  leurs pro- 
jections translat6es de celles de ~, sont des translat6es de ~ (on peut  donc inclure 
parmi  les lois limites). 

b) De m4me, pour t < 1, les e( tFu)$  at, u sont U.T. Consid6rons t = i//•, et 
les lois e(Fu)$ kal/~, u, elles aussi U.T. (comme ]c-i6mes convol6es des e(Fv/lc) 
r al/~, v); les/cal/~, u - -  av  sont donc dans un m4me compact (U variant,  ]c fix6) 
d6pendant de k, a for t io r i  les al/~, v -- 1/Ic au, donc los e(Fu/lC). 1/Icau sont U.T. 
Mais suivant un filtre ~' ,  plus fin que ~, pour lequel e (Fu) * au ---> ~, la scule loi 
limite pour eette famille U.T. est celle de projections ~ 1/k c'est donc ~1/~ et V y l . . . y ~  

est bien de ~ (X). j 

Corollaire 1. Toute loi /u t-r~guli4re, dans X,  !l~, d projections ]inidimensionnelles 
ind~/iniment divisibles est ind~/iniment divisible. 

Corollaire 2. Toute loi # t-r~guli~re, dans (X, ~)  dont les projections [ini-dimen- 
sionnelles sont limites de convolutions d termes uni/orm~ment petits est indd]iniment 
divisible. A/ortiori si # elle mdme est limite, dans X,  de telles convolutions: il su/]it 
que les termes de la convolution 8oient petits au sens de la topologie [aible de X 
((r(X, Y), Y dual de X). 

Corollaire 3. Toute loi # t-rdguli~re dans X,  ind~/iniment divisible, s'gcrit 
~e(Y), e(F) dtant entendue au sens de (5'), mais avec la topologie initiale de X et 
d'autres av. Si X eat m~trisable, alors c'est au sens de l'~galit~ (4), mais sans que F 

(nulle en O) soit n~cessairement unique (hors de a (~). 

I1 suffit en effet de consid~rer la loi ~ tendue (sans faeteur propre du type 
e(G) du th~or~me I I  de [7]), et de d4finir la famille compatible des lois v{u~...u~} 
dans E z obtenues en s~parant des ~(u~...uj} les composantes normales centr~es: 
s i v  n '~tait  identiquement nulle, une des lois (non nulle) e (Fu) de (5') serait un 
facteur propre de v donc de ~. Iqous utilisons ici le fair que l 'hypoth~se X mdtrisable 
(de [7]) peut  ~tre levee (HEroics) .  

I I I .  

1. X d~signe maintenant  un E.V.T. s~par~ 1.c., x un point de X, ~ sa topologie; 
on n'4tudie que des lois t-%guli~res, donc toujours prolongeables de la tr ibu 
cylindrique ~ s la t r ibu bor~lienne !8. 

D~finition 3. K partie absolument convexe (a.c.) de X est dire ((hilbertienne ~> 
si le sous-espace vectoriel Z ~  = ~ J  n K ,  muni  de la norme II xll = inf] ~ ], qui est 
complet, est de I-Iilbert. ~ ' ~  
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L'ensemble K (hilbertien) est dit ~(de type s6parable)> si ce~ I-Lilbert XK est 
s6parable. I1 2'es~ alors a for t ior i  pour 2a topologie trace de g qui est moins fine 
que la sienne. 

R e m a r q u e .  Cette s6parabilit6 est automatique lorsque le dual Y de X, muni 
do la topologie ~c de CV. unfformo sur les compacts absolument convexes de X, 
est nuc26aire. Cela signifie cn effet que ( Y, ~c) a une base de voisinages (a.c.) U de 

A 
de l'origine, tels que chaque espace Yu associ6 (Y~ est 2e quotient de Y par 

A 
{y: y ~ ~ U, tout  ~ > 0}, Y~ 2e compl6t6) soit hilbertien ct image d'un autre, 

soit I9u , (U' c U) pour un op6rateur compl6tcmcnt continu (en fair: sym6trique 

et de type Hilbcrt-Schmidt). YI  est done s6parable, done aussi son dual XK, avec 
K = U ~ polaJre de U (pour la dualit6 entre X et Y). Les U formant une base pour 
~c, les U ~ ferment un syst6me fondamental de compacts a.c. dans X, c.O.d. 
(]~ADRIKIAlg) que tout  compact est contenu dans un 616ment de ce syst~me, ct 
route loi tendue 2'est suivant des U ~ C'est l~ 2'hypothbse qui assure une bonne 
thSorie de la fonctionnelle caract6ristique (f.c.) ou transformSe de Fourier. Nous 
utiliserons en fair une hypoth~se un peu plus faib2e, car, 6tudiant une loi v e ~ (X), 
et t-r6guli~re, 2es facteurs de v qui nous int6resseront (type ff ou e (Fv)) auront des 
tic. u~fiform6ment voisines de 1 dans les K ~ (avec vK n ~ 1 -- ~): i2 nous suffira 
qu'un syst6me de ces K n (pour ~ ~ 0) soit hilbertien, et que Fun deux (pour 
3 ~ + V2~ ~ 16) soit s6parable. 

Pour des raisons de simplicit6 nous s6parons 2e cas oh (X, ~) est m6trisable, 
pouvant alors (pour des lois tendues suivant des compacts hilbertiens) appliquer 
le th6or~me IV de [7]. Lorsque ce n'est pas le cas, on est ramen6, grace au lemme 6, 

une d6monstration analogue, mais il faut r6prendre la m6thode d 'un th6or~me 
g6n6ral concernant les groupes ab6liens (c.f. [5], et [7] th6or6me II). 

Soit/z une loi dans (X, !~) tendue (r6guli6re) suivant 2es compacts hilbcrtiens 
K~. Rappelons que si A d6signe l 'op6rateur lin6aire continu sym4trique de ( Y, ~c) 

dans 2'espace dc mibert  vec = VV,  0, par: 

1 
(6) I1Ayl] 2 : ~ f y~(x)#(dx), 

on a ~ 6rant la f.c. de/z, d6finie dans Y: 

(7 )  II  ll - =< = + 

et l 'op~rateur A est du type de Hilbert-Schmidt, cA.d. que ~ 6rant 1'application 

canonique y --~ y de Y dans Yu (pour U = K~ on a: 

K~ 

car ]l x ]1 cst relative s Kv/V2~, v u l e  choix de U (pour tout  syst~me {~} ortho- 

normal dans Yv, l[ 3 II~ est la norme de Hflbert-Schmidt de A). 

Lemme 3. Pour/z ~ ~ (X), (7) entrcdne, pour tout y, 

9 1 
(9) n [ 1 - - { R q y n ( y ) ] ~ - ~ [ ] +  HAyH~], si e<=g.  

22 Z. Wahrscheinl ichkei~stheorie  verw.  Geb., Bd.  11 
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a) Pour tout  x r~el on a ]sinxl < n I sinx/n[ (d'apr6s la eoncavit6 de sinx 
pour 0 --< x ~< 7~, cette relation vaut  pour I x I =< ~ et on v6rifie que I s inx/n ] < 1In 
-- cela suffit pour la preuve -- entraine, pour 0 < x/n < x~/2, x <_ 2). Alors 
1 - c o s n x  =< ne(~ - oosx)  w u t  et  ~ntram~ [ ~ ( n y )  I > I ~ ( y ) p  ~ pour I~ (y ) l  

'/ = e 1 -- cos x] dFy (x , done aussi bien pour la f.c. de/~, ear la composante 

normale (de y(/~)) ne modifie pas l'inggalit6. 

b) Notant  que } R Z ~ 0  (soit ]eZ[ =<1) entraine ] e Z - - l l  <=[Z], et que 
[U] ~ ~ entraine ]Log(1 -~- U)I ~ U--~ U 2 ~ 3 U / 2 ,  on a (pour 1 + U = f ) :  

[ q ~ l / , ~ - I  I < w l L o g ~ l  < - ~ - ~  * - = ~ - 

o) so~t a*or~ k - : _<_ IIAyll < k, et appUquons (7) a y/k: on a ILog~o(y/~)l 
3 s/2, d'o~ suivant a): 

3 
--  iRLog~(y) =< k2( - !)tLogcf(y/k)) ~ ~ ek e ~ 3 e[1 -F (/c --  1) e] 

3~[1 + I IAyp] .  

Appliqu~e s n(T1/n -- I) (au lieu de Log~) et 3e/2 <= �89 (au lieu de e ~ �89 on 
obtient (9). -J 

Lemme 4. Pour route mesure bornde G telle que e ( G) soit ]acteur de I ~ satislaisant 
a (% et ~/e ~ (X), on a: 

(9') j'[1 - cosy(x)]dG ~ 9e(1 + IlAyI]9'), si e ~ 1. 

En  e/let si q~' est 1. c. de e (G), on a 

I~o'p >= I~op :~ ~ - I ~ o ' l  ~'~ <_- : - I  ~ole,,~. 
Posons: 

Log l~ ' [~ /~=  f [1--eosy(x)]dG - --  U ~ avec U <-4(G) " 
U 

n > = ~ [ a ] * u _ < _ ~ * : - e - : > ~ - [ ~ p - < 2 ( : - [ ~ l ) = 2 ~ ,  

done: 

nU 
2 <:n[1 - -e  -U] = n [ 1  --17>'12/n] --<n[1 - - i  ~l~/~] _<as[1 -t- IIAylp] 

(en avvliquant (9) a I~ol e an lieu de ~ et 2e au lieu de e). -] 

Lemme 5. La relation l 1 -  ~0 (y ) ]  ~ e[I H - I I ~ t P ]  entraine, lorsque le 
compact K n correspondant est (hilbertien) de type s@arable: 

X 

su~vant (8) e'est II~lI~ -<- 1/2v sr v e s t  polaire de Kv ,  ou ~ 1 si U = V2-~K~ n 
(clans le ler cas II �9 II est reg~ive a K , ,  duns ge 2~me a K,/V~-@ 

Ddmonstration. Ici intervient la restriction fondamentale que XK,  done I?:7 
(done Y~) soient s@~rables. Pour le calcul qui suit, on doit considgrer les fonctions 

y (x) d6finies sur tout  X, on ne peut  done consid~rer des ~ ~ Y v  (seulement ~ ]Pv) 
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qui d6finiraient ~ ] (x )=  <~,x> seulement sur XK; par  aJlleurs ~(y) n 'est  pas 
d6finissable dans Y(z ear dans (7) A e t  U var ient  avee ~ (et Ks) et  II Y - Y' ]l --  0 
n 'entra ine pas q (y) = ~v (y'). 

a) La  s6parabilit6 de l 'espace pr6hilbertien Yu assure que: 

(11) x~Xx~ ~ ]lx]l 2 = ~y~(x),  
1 

pour  un syst6me orthonorm6e maximal  {~t} dans Yu ou un syst~me eorrespondant  
de y~ ~ Y (un yl dans ehaque classe d'6quivalence ~/i). A fortiori, on a: 

I 

(11') lIxl[ ~ - s u p ~ y ~ ( x ) ,  y c o m p r i s p o u r  X~XK (alors [Ix[l = o o )  
1 

le sup. 6rant pris sur tous les  syst6mes finis orthonorm6s de Y (pour la semi-norme 
p (y) = sup I Y (x) l = II ~/ll), car x ~ XK 6quivaut  ~ l 'existence (dans U = K ~ de 

K 

y(x) de valeur arbitraire grande, done II x I1 = 0% au sens (11'). 

b) r 6rant t-rbguli~re et inf  1, y~ (x) continue, on a: 

2 j ' inf(1, Ilxll2)#(dx) = sup f i n f  1, y~(x) 
X X 

~ s u p ~ ( 1 - - e x p { - - ~ y , ( x ) } ) # ( d x ) ;  

la suite est classique: 

=..,x,/(._ 
I �9 ]~  dti = f [ I  - -  m ~ (y)] exp { - -  �89 ]I Y I] 2} dy, 

(2 ~) 1/2 /~ 

pour  
I 

1 

Vu l 'hypoth~se, on obt ient  pour  (10) la majorat ion 

V~ [ f ilX~711 ~ e-~II~JX'dZ] z l / e - -~  s 1 ~- sup j (~)I /~ ~ | ,  avee 9 = # t, y, .  
[ Ez j 1 

Un changement  or thonorm6 dans E z, r6duisant A (qui est sym6trique) ~ une forme 
I I jr 

diagonale: I - [  t~ -+ ] ~  24 t~, remplace l ' int6grale par  ~ 2~ < II A II~ par  d6finition 
1 1 1 

A 
de la norme HA lI2 de I-Iilbert-Schmidt. __J 

II est facile main tenan t  d '6noncer et  d6montrer  la s t ructure  0e (F) du cas 
m6trisable (en fait  eette hypoth6se peut  6tre lev6e par  une extension du th6or6me IV 
de [7], due ~ H m ~ m ~ ) ,  puisqu'elle se r6duit  ~ earact6riser F :  

22* 
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Th~or~me. Dans (X, ~) E . V . T . l . c . ,  une condition su]]isante pour que la 
mesure F d~]inisae une loi e ( F) tendue, est qu'il existe un compact (a. c.) K,  hilbertien, 
tel que (pour la norme i1 x ILK): 

(12) S 11 x [I a d e  < oo, F t-r~guli~re et bernie darts X -- K.  
IIxlI <x 

Cette condition eat aussi ndcesaaire si la loi u = e (F) eat tendue suivant des K~ 
hilbertiens, et si l 'un de ceux-ci, pour s ---- 3~) ~- V2-~ • ~ est de type sdparable. 

D~monstration. a) Si F est born6e hers de K, il suffit de prouver l 'existence de 
e (F) pour F port4e par  K et satisfaisant s l'in~galit~ (12). Or on a, pour route G 
born4e g F :  

(13) ff [ e ~ Y ( X ) - - l - - i y ( x ) ] d G < ~ � 8 9 1 8 9  u. 
tlxll _si /~ 

A est de type de Hflbert-Schmidt, at les - -  f y (x) dG sons lin6aires et major~es 
]IX]] Sl 

par [G] II Y ]I, done de la forme y (~) avec ~G e X~. On a done en (13) les 2~me 
f.o. des e (G) * ~G, qui sons U.T�9 oar ces f.e. sent ~quicontinues ~ rorigine (pour 
des voisinages de la forme ~ U s, avec U s ~- {y: f lay  [[ ~ 1}), vu le th4or4me de 
Badrild~n. 

I1 est ici ~vident que F born6e hers des s K  l 'est a fortiori hers de tout  ~- 
voisinage de 0 et qu'il existe, X ~tant m~trisable, uric suite de Fn et de ~n avee 
e (F) = lira e (Fn) * ~n au sens de la C.V. des lois dans (X, ~, !3). Dans t ous l e s  
cas (X m~trisable ou non) on peut  prendre pour Fn les restrictions de Y aux 
X -- 1In K,  et pour y(~n) les - -  ]y (x )  dFn.  

b) Pour le ~ sus-dit, la relation (7) et le lemme 4 entrainent (9') pour route G 
(born6e) telle que e(G) soit faeteur de v = e(F), done en particulier route G 
(born4e) ~ F. Le lemme 5 appliqu4 s la loi G/[G] donne alors: 

(13') inf(1, Iixl[2)dG <= lS ~, pour lixII = V ~  tlxI[~, �9 
X 

la mSme in6galit6 vaut  done pour Y ~- sup G, et 4quivaut ~ (12). 

A u n e  translation pros ]a loi v = e (F) a done (dans les deux eas a), b)) pour 
28me fonetion caract6ristique: 

(14) ~pv(y) = ~ [e'Y(x) -- 1 -- iy(x)]  dF + f [e*v(x) - -  1] dF ,  
K X - - K  

O l l  e n c o r e  : 

( i t ' )  ~ ( y )  = ~ . d  ~(x) - 1 - 1 + II~ll ~ hers de XK.  
I 

X 

On v~rifie en effet facilement qua les deux expressions cidessus ne diff6rent 
que par  un terme (lin4aire) continu pour 1] Y [I, il correspond bien ~ une translation 
(par ~ e XK). La rep%sentation g6n4rale, sous l 'hypoth6se du th~or6me, de 
# e ~(X),  s 'obtient en ajoutant  ~ (14) -- �89 Q(y, y), la forme (~quadratique ~) Q(y, y) 
4tant continue relat ivement ~ des voisinages de type du Hflbert-Schmidt (e.f. a) ci- 
dessus). 

l ~ e m a r q u e .  Ceci contient 1~ r~sult~t de VA~ADKA~: si X est hflbertien, on 
prendra pour K la boule I] x II ~ 1, faiblement compacte, dent  le polaire est la 
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boule du dual (fort). On peut supposer K s~parable ear suivant un th6or~me 
connu (e.f. [1], [6]) route loi ~t dans (X, ~3) (n6eessairement faiblement tendue) 
est tendue suivant des compacts (forts) s6parables, done XK ~ X est s6parable 
(pour ]l x ]l)- # est en partieulier port6e par une partie s~parable de X, on retombe 
sur le cas envisag6 par V~AD~AN. 

~orollaire. Le th~or~me qui suit darts le cas m~trisable, ou le cas g~n~ral suivant 
H]~I~ICI~. 

2. Thfor~me. Soit (X, ~) un E. V.T.  (s6parg) l.e., # une loi indd/iniment divisible 
(dd/inie sur la tribu bordlienne ~ )  tendue (rdguli~re) suivant des compacts K~ 
(#Kv  ~ 1 --  fl) a.c., hilbertiens, et tels que l 'un d'eux, pour 3~] + W2~ g ~, soit 
de type sdparable. Alors sa /.c. ~ (y) s'dcrit: 

1 f (  iy(x) ~dF;  (15) qJ(y) = iy(a)  - -  ~ Q ( y ,  y) + e iy(x) - 1 - 1 + JlxlJ 2] 
x 

dans (15) ][ x l[ est la norme relative (par exemple) 5 K = K,/V~,~, ([I x II = ~ her8 
de XK = U n K), Q (y, y) est une /orme quadratique 

(: Q(y + y', y + y') + Q(y - y', y - y') : 2[Q(y, y) + Q(y', y')] 

continue, et e -�89 est la 2~me /.c. de la composante normale centrde ~ (tendue suivant 
les 2 K  v pour les nombres 2~]). 

Corollaire (FER~IQV]~). Si  le dual (Y ,  ~c) de (X, ~), muni  de la topologie de 
convergence uni/orme sur les compacts a.c. de X ,  est nucldaire, (15) vaut pour toute 
/~ t-rgguli~re, de ~ (X). 

E x e m p l e .  X est l'espaee des distributions ~)'(En), (y, ~c) est ~(En) ,  la 
topologie de X est la topologie faible d~finie par la dualit6 (~, ~') .  

Ddmonstration. a) La relation (13') vaut  toujours, pour tout  faeteur (par 
d6finition les eofacteurs sent t-r6guliers) e(G) de # (G t-r6guli~re et born6e). 
A fortiori elie vaut  pour les (~faeteurs propres ~> (au sens de [7]) e (G) c'est ~ dire 

co-facteurs ind6fmiment divisibles. 
On peut done suivant le raisonnement de [5] (e.f. [7], le raisonnement du 

th6or6me I I  peut 6tre refait, vu (13') lorsque, comme iei, XK seu] est m6trisable) 
extraire successivement les mesures (t-r6guli~res) born6es de variations maximales 
Go, G1 . . . . .  Gn .. .  port6es par les 

W n - -  Wn+l = {x: 2 -(n+l) ~ I[x[1 < 2 - n } ;  

, n G il existe des constantes a n telles que, avec/~n ~- ~ t: 
o 

#-~rno~n,  v n = e ( F n ) * a  n , en ~ ( X )  et (v U.T. 

S i v '  est une des lois limites pour cette suite U.T. (translat~es les unes des 
J t 

autres puisqu'il s'agit de 1~ convolution d6nombrable des e ( G n ) *  a n - - a n - l ) ,  

on a done # -= ~' v', oh ~' e ~ (X). 
Mais ~' est tendue stfivant les 2K,,  (et~i + ~ avec ~ / ~  < oo)qni sent 

hilbertiens, et de ~(X) ,  done ~' : lira e(~l/n), car (c.f. [7] lemme 13) ees e(~ l/n) 
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ont  des 2~me f.c. un i fo rm6ment  pe t i t es  duns les mSmes voisinages que @' done 
sont U.T. (BADRIKIAN). 

Alors  @' n ' a y a n t  aucun  fac teur  p ropre  e(G) (le th6orbme I I  de [5] sus-dit) ,  
@' est  normale  ([7], l emme 11, on le carol laire  I I - 3  ei-dessus). 

b) Consid6rons m a i n t e n e n t  les an e X~: d6finis pa r  : 

2-~-<-11~11<1 

Les e(Fn -- Go) * an ont  pour  26me f.e. les j" [e ~y(x) - -  1 - -  iy(x)] dF, sont  
2-~=<llzll<l 

U.T. su ivan t  le r a i sonnemen t  fair  ci-dessus ~ propos  de (13), done ~ = e ( F ~ )  
�9 an ->  v d6fmie p a r  (14), t rans la t6e  de r e (14') ; on a ([7], corollaire 1 du  lemme 2) 
v ' - =  a ' v ,  done # = @'a'~: @-= @'a' est  la loi normale  unique  tel le  que ~ ( y )  
= ~vo(y ) ~ ~ ( y ) .  On a @ = a@ c, @c centr6e de 2brae f.e. - � 8 9  y) ( tendue 
su ivan t  les 2 K ~ ,  2~),  d ' o h  (15) eo r respondan t  ~ (14'). _J 

R e m a r q u e .  On ne peu t  ut i l iser ,  coneernan t  les e(Fn -- Go) port6es pa r  X g  
les propri6t6s de CV. duns cet  espuee (m6trique) car  nous d6sirons des CV. en loi 
duns X,  c 'es t  s dire su ivan t  t ou te s  les fonct ions / (x)  r6elles cont inues  born6es 
duns X (: / ~  ~(X)) .  I1 f audra i t  se p lacer  duns lu fe rmeture  X~: de XK duns X,  
non m6tr i sable  si X ne l ' es t  pus, ce qui  n ' a s su re  d 'a i l leurs  pus le p ro longement  des 
g e @ (2~ )  s t o u t  X,  si X n ' e s t  pus normal .  
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