
Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Gebiete 
61 ,483-499  (1982) 

Zeitschrift ftir 

Wahrscheinlichkeitstheorie 
und verwandte Gebiete 

�9 Springer-Verlag 1982 

Une projection de processus ponctuels 

P.C.T. van der Hoeven* 

Universiteit Leiden, Subfaculteit Wiskunde, Wassenaarseweg 80, 2333 AL Leiden, Nederland 

Summary. In this paper we characterize the, what we call, visible projection 
of a point process on an arbitrary space as a Radon-Nikodym-derivative in 
the same manner the dual previsible projection of a process on IR+ is 
defined by Dellacherie and Meyer [-1]; this visible projection turns out to 
coincide with the conditional intensity as defined by Papangelou [3]; a 
neat behaviour is imposed to the point process by only one intuitively clear 
condition, which is proved to be equivalent to the classical smoothness- 
conditions (2;) and (2;*). 

w 1. Introduction et notations 

Papangelou [3] et Kallenberg [2] ont introduit l'intensit6 conditionnelle d'un 
processus ponctuel simple. Papangelou insista d6j/t sur l'analogie entre celle-ci 
et la projection pr6visible d'un processus sur IR+. Cette analogie est utilis6e ici 
pour caract6riser l'intensit6 conditionnelle comme l'unique mesure <<visible)> 
qui satisfait ~ une 6quation int6grale. Cela nous permet en mame temps de 
d6finir la projection visible d'une mesure al6atoire sous des conditions moins 
restrictives. 

On indiquera de temps en temps l'analogie avec la th6orie des processus 
sur IR+ en renvoyant/~ Dellacherie et Meyer [1], qui d'ailleurs est la r6f~rence 
constante et off l'on trouve toutes les notions non 6claircies darts le texte. 

Nous consid6rons un espace localement compact /t base d6nombrable U, 
dont nous notons N la tribu bor61ienne. On sait qu'un tel espace est polonais. 
I1 existe une suite de partitions ~ ,  d~r 2 . . . .  telle que chaque V~ ~//i est la r6union 
d'un nombre born6 d'61ements de ~i+1 et que ~1 ne contient qu'un nombre au 
plus d6nombrable d'ensembles qui sont tous born6s (cela implique que ~ =  
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? q/i ne contient qu'un nombre au plus d6nombrable d'ensembles qui sont 

tous born6s). De plus on suppose que si usG, G ouvert, il existe un V~q/ tel 
que u e V c G ;  alors N=Y(q / ) ,  i.e. la tribu engendr6e par q/. On note q/i,v = 
{ w ~ l w c  v}. 

L'espace polonais ~/~ consiste en toutes les mesures de Radon sur (U,~). 
J ~ ' c J ~  est l'espace des mesures positives ponctuelles compos6es (i.e. p ~J~ '  
implique que le support de p n'a pas de points de condensation). Soient: p ~ / ~  
et B ~ ;  alors la mesure Bp est d~finie par (Bp)(.)=p(. riB). 

Soit (~, d ,  lP) un espace probabilis~ complet. On note yV la classe d'ensem- 
bles lP-n6gligeables (dans la suite lP est fixe; on romet t ra  dans la notation). 
L'application #: ~ 2 ~ "  est telle que pour tout B ~ et ~_>_0 on 
a: {#(B)<0~} e d .  Cette application, fondamentale darts ce qui suit, est appel6e 
un processus ponctuel (compos6). D6finissons pour tout V e N  la tribu ~ ~  
engendr6e par les ensembles {#(B)__<c~}, B~r162 BnV=f l ,  c~>O. La tribu 
ext6rieure de V, ~(V),  est d6finie par ~ ( V ) = ~ - ( ~ ~  A/); .~- =@(fl). 

On appelle la tribu visible et on note ~f la tribu sur /2 x U engendr6e par 
les ensembles F x B, F s N(B), B e N. Pour une bonne compr6hension du texte 
il est essentiel de remarquer que la notion de visibilit6 est d6finie /i l'aide des 
Y(V), donc par rapport au processus ponctuel compos6 de base /l. (Visible 
veut dire: <<visible de l'ext6rieure>>. La notion de visiblit6 est /t comparer fi la 
pr6visibilit6 pour les processus sur IR+ ([1]-IV-67).) 

Un point al6atoire (p.a.) est une application R" ([2, ~ ) ~ ( U u { A } ,  N v {A}) 
o~ A est un point hors de U (R est une v.a. ~-mesurable  fi valeurs dans 
Uu{A}). I[R]l={(co, u)lu=R(co), coeR-l(U)} s'appelle le graphe de R. Un 
point al6atoire R est appel6 visible (p.v.) si [R]]e ~ .  Un point al6atoire (visible) 
est appel6 une section (visible) de l'ensemble A ~ J~ x N si I[R]] ~ A. 

Soit A ~a~-x N; alors on introduit la projection ~ de A sur g?: 

~(A) = {co ~ ~I ~ u ~ U tel que (co, u) ~ A}. 

A est appel6 6vanescent si 1P(~(A))=0. 
Un processus (stochastique) est une application ~,~ x N-mesurable X: f2 x 

U ~  (X: (co, u)~X,(co)). On dit qu'un processus est visible, s'il est ~e- 
mesurable. On prolonge un processus X en une application sur ~ x(Uw{A}) 
en posant X~(co)=0 pour tout coe~.  Si X est un processus et R u n  point 
al6atoire, la v.a. X Rest d6finie par XR(co)= X~(o,)(co). (N.B. donc X~ = 0 sur {R = 
A}.) 

Une application p: f2~/r telle que { p ( B ) < e } e ~  pour tout B ~ ,  esIR,  
est appel6e une mesure al~atoire (m.a.). On pose p({A})=0 pour tout co. S i p  
est une mesure al~atoire et R u n  point al~atoire la v.a. p(R) est d~finie par 
p(R)(co)=p~o({R(co)} ). L'application fondamentale /~ est un exemple d'une me- 
sure al6atoire. 

Nous ne distinguerons pas deux processus X et X' tels que IP(X,=X', 
g ue U) = 1 ni deux mesures al~atoires p e t  p' telles que IP(p (B) = p'(B) V B e ~) = 1. 

On aura remarqu6 le r61e insignifiant de la tribu ~r dans les d~finitions ci- 
dessus et d'autre part le r61e dominant de la mesure al~atoire #: tout, ce qui 
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est fonction de co, peut ~tre consid6r6 comme fonction de # (cf. [1]-1-18 et II- 
32). Par abus de notation nous 6crirons par exemple F = {col# ~ F} off F ~ f f  ou 
Y(V). (On peut 6viter cet abus de notation en prenant ~2=X/{'.) Cependant, si 
l'on ne suppose que sg-mesurabilit6 partout, la situation ne devient pas essen- 
tiellement plus compliqu6e. 

w 2. Un th6or6me de section visible 

Introduisons d' abord une famille importante d'ensembles visibles en d6finissant 
pour tout Ve 8{: 

H(V)={(CO, u)lue V, p(V-{u})=O} 

=lira (..) {co]/~(V-W)=0} x W e ~ ,  
i ~ e c  WeoIQ,  v 

puisque {col#(V-W)=O}ef f (W) (mame eff~ Pour presque tout co il 
existe pour tout ue  U un Ve~//tel que p(V-{u})=O,  donc: 

(1) ...IP(7c( U H(V))~)=0; 
V e U  

N.B. a# est une famille d6nombrable. 

Lemme 1. La tribu visible est engendrde par la classe ~ d'ensembles de la forme 
F x V off F ~ ( V ) ,  V~q[. 

Ddmonstration. Soit (~ l'alg6bre engendr6e par ~,  et g la classe d'ensembles 
B ~ ~ tels qu'on a F x B ~ Y ( ~ )  pour tout F ~ ~(B).  

est stable pour la r6union d6nombrable, puisque si B =  [ )Bi ,  B i~g, et 
i 

Fs@(B), alors F ~ ( B i )  pour tout i, donc F x B = ~ ) F x B i ~ J - ( ~  ). I1 en 
r~sulte d'abord que g D (g. 

De plus, C est stable pour l'intersection monotone;  en effet, supposons 
g ~ B~B. Y(B) est engendr6e par dff(c ~(Bi)V i) et par les ensembles 

et on a 

parce que 

tandis que 

{col#(A)~cr c ~ 0 ,  A e B ,  A n B = 0  

{#(A nB~)=<a} • Bi;{#(A)<ct } x B, 

{#(An B~) ~ c~} $ {#(A) ~ ct}, 

{p(A nB~.) __< c~} ~ ~(Bi). 

Par cons6quent la classe g satisfait aux conditions du th6or~me des classes 
monotones ([1]-I-19), donc C=3- ( cd )=~ .  [] 

Lemme 2. Soient e > 0  et AE~f ; alors il existe un ensemble A c A  de la forme 71 = 

f i  U F(V) xV, off F(V)6~(V) et WcV(W,  V6dg) implique V(W)cF(V), 
i =  1 Ve~ i 



486 P.C.T. van der Hoeven 

tel qu'on a: 

~e(~ (~i)) > n~(~ (A)) - ~. 

Ddmonstration. Grace gt [1]-III-44+45 nous pouvons choisir une section R de 
A, telle que 1P(rd[R~)=IP(rt(A)) et nous dSfinissons une mesure M sur o ~ •  
en posant: 

M(G)= 5 I~(oo, R(co))IP(dm)(=IP(u([[R]]~G))), G e ~ •  
~[ IR]  

La classe ~ contient les r6unions finies d'~16ments de ~.  Cette classe 6tant 
stable pour l'intersection finie on sait qu'il existe un ensemble A, intersection 
d6nombrable d'616ments de @,, tel que M ( A ) > M ( A ) - e ,  donc que 
IP(rt(A)) >IP(n(A))-e (cf. e.g. [1]-III-28). Pour A on a l'6criture 

rrl k 

~= ~ 4 ,  oa &= U 5j• vw 5j~g(v~;), v~e~. 
k = l  j = l  

Ecrivons ik=max {i[3j: VkjS%}. On peut partager les Vkj de sorte que l'on 
air: Ak= ~) Fk(V ) x V off Fk(V)eY(V  ) (certains Fk(V ) seront vides). Si Vea//i, 

Ve~fik 

posons F(V)= ~ Fk(V)(e~(V));  alors 
{klik=i} 

A=~ U F(V)xV. 
i= 1 V~agl~ 

On voit ais6ment, que ce n'est pas une restriction de supposer que les F(V) 
soient croissants ( W c V ~ F ( W ) c F ( V ) ) .  [] 

Remarque. En 6crivant 

on obtient: 

F(u)= (~ U F(w)(~g({u})) 
i= 1 W~agi 

W~u 

= (J F(u) x {u}. 
uEU 

Th~or~me 3 (th~or6me de section). Si A ~ ~ n'est #as ~vanescent, A a une section 
visible dont le graphe n'est pas dvanescent. 

Exemple. Avant de prouver ce th6or~me, montrons par un exemple, que dans 
un sens cet 6none6 est le plus fort, auquel on peut s'attendre (bien qu'il soit 
beaucoup plus faible que celui dans le cas pr6visible ([1]-IV-85)). 

Soit 0=<c<1 et prenons U=[0,  l - c )  et comme espace de probabilit6 
l'intervalle [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue; # est d6finie par: 

#(U)=#({co})= 1 si 0=<co< l - c ,  
#(U) = 0 sinon. 

On sait que 

H (U)= {(co, co)]O < co < l - c }  w(  {co[1-c_< co < l } x U) 
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est visible; IPDz(H(U))] =1. Mais si c > 0  une section visible optimale de H(U) 
est de la forme: 

Z(~) ={AO si sinon, # ( U -  {u~ 

pour certain u0e U; et lP(rc[Z[H)=c. Si c=0 ,  tout va bien grace/l  l'augmenta- 
tion des .~(V), car alors H(U) est lui-m6me graphe d'un point al~atoire. 

La distinction entre les cas c = 0  et c > 0  correspond & celle entre les cas i) 
et ii) dans la d6monstration suivante. 

Ddmonstration de Thdor~me 3. Grace h lemme 2 et (1) il suffit de <<sectionner>> 
ensembles visibles de la forme: 

A = l i m  D [{co]#(V-W)=O}c-~F(W)] x W, 
i W~alli, v 

off F(W)~ ~(W) et les F(W) croissants. 
On distingue deux cas: 

i) IP0z(A) n {#(V) = 0})-- 0. 
Alors A c~ [{rc(A) n {#(V)=0}} ~ x V] E ~  et 

1P[u {A c~ [{zc(A) c~ {#(V) = 0}} c x V] }] = IP(u(A)) > 0, 

mais d'autre part: 

A n r{~(A) n {#(V) = 0}} c x V] = 

[lim [) (F(W)~{#(V-W)=O})• W]n[{rc(A)Cw{#(V)=O} c} x V] 
i W e q l i , v  

=lira U [F(W)~{P(V-W)=O}~{#(V)=O} clx W 
i WEql i ,  v 

= U [e (u )n{#(v -{u} )=o}n{#(v )*o}]  • {u} 
u ~ V  

= D [ F ( ~ ) n  { # ( v -  {u}) = 0} n {#({u}) 4= 0}] x {u} = ~z~,  
u E V  

off Z e s t  le point al6atoire d6fini par: 

Z(co)=J'u si #({u}) ,0 ,  # (V-{u} )=0 ,  co~F(u), 
sinon. 

ii) c=IP(7~(A)ca {#(V)=O}) >O. 

Selon [1]-III-44+45 il existe une section /~ de Ac~[{#(V)=0} x V] telle 
que IP(zc[[/~]])=c. D6finissons un point visible R en posant: R(/~)=/~(VC#) et 
une section visible Z de A par [[Z]]=[R]]nA; alors [[Z~=[[/~]] donc 
lP(~zll)__> c >0 .  [ ]  

w 3. La projection visible 

On d6finit la tribu ext6rieure d'un point aldatoire R par: 

~(R)=J-{Fc~{R~V}, FeW(V), V ~ } .  
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Remarques. 1) Si R = u  p.s., on a J~(R)=Y({u}). 

2) ~,~(R) est ~t comparer/~ "~T- dans le cas des processus sur IR+. 

3) Soit la fonction fR: f 2 ~  X (U~o{A}) d~finie par fR(co)=(co, R(co)); alors 
~- (R) = f~- 1 (ge); de plus fR -1 (A) = ~z (An [[R]1). 

Se basant sur cette derni6re remarque on prouve ais6ment les lemmes 
suivants: 

Lemme 4. Soient Z un point visible et F E~,~(Z). Alors (F x U)n [[Z]I e Y ,  donc 
(F x U)n [[Z]] est le graphe d'un point visible. 

Ddmonstration. F e ~ ( Z )  si seulement s'il existe un ensemble A e ~  tel que F =  
fzl(A)=rt(An[[Z]]) de sorte que ~oeF implique (co, Z(co))eA, donc ( f x  
g)nl[Zll=AnIrZlle~. [] 

LemmeS. Soient R u n  point al~atoire et Z un point visible, alors ~,~(Z)c~ {Z= 
R ~ U} c J~(R), donc en partieulier {Z =R  ~ U} e~,~(R). 

D~monstration. La derniOre partie de l'OnoncO est une consOquence de remarque 
3: {Z=Reg}=Tc([fZ]1n[[R]1)=fRl([fZ]1)e,~(R). Ensuite on note que la tribu 
~ ( Z )  n {Z = R  e U} est engendrde par les ensembles: 

{ Z = R ~ U } n F n { Z ~ V } = { Z = R e U } n F n { R E V } e ~ ( R )  

off F e . ~ ( V )  et VeN. [] 

Lemme 6. A toute mesure aldatoire positive p on peut faire correspondre un 
ensemble a(p)~2~, dont le compl~ment est la rdunion des graphes disjoints d'un 
hombre au plus d~nombrable de points visibles, tel que pour tous les points 
visibles Z avec ][Z]]ca(p) on a IP(p(Z)4=O)=O et que pour tousles  points 
visibles Z avec [[Z]I c ~r(p) c et IP(n ][Z]])> 0 on a IP(p(Z)> O)> O. 

D~monstration. Supposons d'abord que U soit born~ et 6crivons ~ pour la 
collection des points visibles. 

On choisit ZI de l'ensemble {Z e ~/f ]IP(p (Z) > I) > �89 ; Z~ de 

{ z  ~ ~ l  Ez]1 n ~zl]1 = O, ]P(p(Z)> I) > 1}, 

etc. Parce que IP(p(U)<oo)=l  (U 6tant born6) il existe un hombre fini n I tel 
que 

{Z Gq/'I[[Z]1('5 [i~)= I [IN'Ill=O, IP(p(Z)> I)>I} =O . 

Ensuite on applique le mame proc~d6 fi: 

de sorte qu'on trouve Z2... Z~ ; etc. 
Si Z e s t  un point visible il existe un point visible unique Z, tel que 

[211 c [[Z]I et IP(p(Z)>O)=IP(p(Z)>O), qui poss~de la propri~t~ suivante: si Z' 
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est un point visible tel que [Z'~ c ~2]] et IP(rc[[Z']] >0,  on a: IP(p(Z')>0)>0. 
En effet: 2 est d6termin6 par ~-27~ = [[Z~ c~ {(co, u)llP(p(Z) >0[~(Z))  > 0}. 

L'ensemble ( ~  ~ ~2{]]) ~ satisfait aux conditions impos6es ~t o-(p). Le cas 
i j 

g6n6ral se d6duit directement du cas off U est born6, puisqu'alors U est la 
r6union d6nombrable d'ensembles born6s. [] 

Nous 6crirons: a(#) = a. 

Th6or~me 7. Soit X un processus positif fini ou bornd; alors il existe un proces- 
sus visible ~X tel que l'on a: 

IEXz=IEZXz pour tousles points visibles Z. 

~X est unique (gl un ensemble ~vanescent prds); on l'appelle Ia projection visible 
de X (cf. [1]-VI-43). 

DOmonstration. Comme dans la d6monstration de [1]-VI-43 le th6or6me de 
section entraine l'unicit6 et nous permet de raisonner par classes monotones 
([-1]-I-21). Pour 6tablir l'existence des projections visibles pour tous les proces- 
sus born6s il suffit donc de la montrer pour les processus de la forme: 

X u ( C O ) = I F ( C O ) I B ( U  ) f e ~ ,  B e ~ .  

Choisissons une famille de points visibles {Z~} telle que o -c= U [[Z~]] (cf. 
lemme 6) et d6finissons pour tout ~ sur ~ Z ~  : 

zX,(co)=IP[fl~(Z~)](co) l~z~(co, u) 18(u), 

(dont la visibilit6 r6sulte de lemme 4) et sur a: 

zX.(co) = 1F({uff# ) 1B(U ) 

(donc sur o-: ~X.(co)=lim ~ l v (Vr  l'existenee de cette limite 
d6coule de (1)). i v ~  

Maintenant le processus visible zx  est d6fini partout. Soit Z un point 
visible; {Z =Z~ eB} sY(Z~) (lemme 5) donc: 

=XzdlP= ~ IP[FI~(Z~)3dIP= ~ IFdlP= y Xzd lP  
{Z = Z~ e B} {Z = Z~ ~ B} (Z = Z~ e B} {Z = Z~ ~ B} 

pour tout c~, et IP(~(~Z]] c~a)c~ {#(Z) >0})=0,  donc: 

y ~XzdIP= y 1F({Z}r dlP= Y 1F(/~) 18(Z) dIP 
~ ([[ Z~ n a ) rc (rr Z]] ~ a ) ~(r 

= ~ XzdlP. 
~(~Z~c~r) 

(N.B. ~([Z~a)={co](co,  Z(co))e~r}). I1 en r6sulte que IE~Xz=IEXz . 
Le th6or6me est d6montr~ pour des processus born6s. Pour passer aux 

processus positifs finis X, on applique le r6sultat pr6c6dent ~ X/~ n et l'on fait 
tendre n vers l'infini. [] 
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Remarques. 4) Soient R u n  point al6atoire et Y un processus visible. Alors on 
voit, grace ~t remarque 3, que Yg est Y(R)-mesurable. 

5) Soit Z un point visible; alors: 

ZXz=IE[Xz lY (Z) ]  p.s. 

En effet, les deux membres sont ff(Z)-mesurables, donc il r6sulte de lemme 4, 
que s'ils diff6raient sur un ensemble non n6gligeable, il existerait un point 
visible Z' tel que [[Z']I c [[Z~ et que lEZXz, ~IEXz , .  

6) Si Y est un processus visible, =(X Y)= =X. Y. 
7) Sur o- on a: zx,(co)=X,({u}~t). 

8) Si F~s~r B e ~  on peut d6finir la projection visible de l'application 
1F 1B: (co, u)~ 1F(CO ) 1B(U ) par: 

~(1~ 1B)-- =(IP[,FI J'-] 1,). 

Le processus interm~diaire IP[F lY]  1B est ~t comparer/ t  la projection option- 
nelle dans le cas des processus sur N+.  

w 4. Mesures al6atoires visibles et ia projection visible (duale) 
de mesures al~atoires 

D4finition. On dit qu'une mesure al6atoire ~ est visible si: 
(2) pour tout point visible Z, ((Z) est ~-(Z)-mesurable, 

et 

(3) pour tout point al6atoire R tel que [[R~co-(() on a ~(R)=0 p.s. 

(cf. [,1]-(1980), compl6ments au chapitre IV). 
Avant d'6tudier des mesures visibles, nous donnerons une d6monstration 

simple d'un r6sultat bien connu, fond6e sur le th6or~me de section ordinaire. 

Lemme8. Eensemble A={(co, u)l#({u}):t=0} est la r~union d'un hombre au plus 
ddnombrable de graphes de points aldatoires. 

Ddmonstration. Supposons d'abord que U soit born& A e ~ - x  ~.  Soit R 1 une 
section ~'-mesurable de A avec 1P(1r[[R1]I)=IP(~(A)) (cf. [-1]-III-44+45). 
Ensuite on sectionne A-I[RI~ pour trouver R2; etc. On v6rifie ais6ment qu'un 
nombre au plus d6nombrable de RI suffit pour que IP(~(A- U [[Ri]]))--0. 

i 

Dans le cas g6n6ral U est la r6union d6nombrable d'ensembles born6s. [] 

Th~or~me 9. Une mesure al~atoire positive ~ est visible si et seulement si: 

(4) IE S X d(=IE SzX d( 

pour tout processus positif X;  dans ce cas on salt de plus que ((R) est i f (R)-  
mesurable pour tout point aldatoire R. 

D~monstration. La derni~re remarque est une cons6quence imm6diate de lem- 
me 5 et de (2) et (3). 
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Ddmonstration <<(2)~>>: Soit Z un point visible. II suffit de montrer que 
IE~(Z). H = 0  pour toute v.a. H telle que I E [ H [ Y ( Z ) ] = 0  p.s. (En effet: la 
~(Z)-mesurabilit6 de ~(Z) r~sulte de IE[1F ~(Z)] = 1E [ IP[F[~(Z)J  ~(2)] pour 
tout F ~ - . )  Supposons que H est une v.a. telle que IEEHI~(Z)] =0  p.s., et soit 
H* le processus d6fini par H*(co)=H(co) pour tout usU, co~f2; alors ~H*= 
=IE[H*[~(Z)]  =0 p.s., donc, parce que [ [ Z ~ :  

IE ~(Z). H = I E  S l~z~(co, u) H*(co)~o,(du)=IES l~z~(co , u)~H*(co)~,o(du)=O. 

D6monstration <<(3)~>>: Soit R u n  point al6atoire tel que [ [R~ca(0;  
acma(O est la r6union d'un nombre au plus d6nombrable de points visibles 
dans a (0  donc lE~l~c~(od~=0 , de sorte qu'on a IP(~(R)#0)=0 si 
~[R]] = a ~ c~ a(0. 

Supposons dans ce qui suit [rR]]~ac~a((). Grace ~t (1) il suffit de consid6rer 
des points al~atoires R pour lesquels il existe un V~qd tel que ][R]]~H(V). 
Alors il existe un point visible R' tel que: 

[[R']] = {(co, u)lu=R(Vr # ( V -  {u})=0} 

= {(co, u) lu = R({u} ~ #), # ( V -  {u}) = 0}, 

donc on a: 

IE~(R) = IE y 1r ~ d ( =  IE y 1r162 d~=lEy 1~(;)I~R, ~ d~=0.  

DOmonstration <<~(4)>>: Soient Z un point visible et X un processus 
positif. Alors il rhsulte de (2) et de w 3 remarque 5 que 

IE ~ ~X 1 ,z~ d ~ = IF. ~X z ~ (Z) = IF, X z ~ (Z) = IE ~ X 1 [z~ d 

et grace ~t lemme 8 et (3) on a: 

u) l t ( { u } ) ,  0, #({u}) 4: 0} n = 0. 

On d6montre (4) en combinant les r6sultats ci-dessus: 

IE ~ X  d(=IE ~ X  I ~ ( o ~ d (  + IE S~X I ~ ( o d ~  

=IE ~ X l ~ ( o c d ~  + IE ~ X~({u}~ #) l~(~)(co, u)d~(u) 

X + IE X.(#) lo o(  (co, u) dt(u) 

Dans la suite nous supposerons qu'il existe une partition de f2 x U en un 
hombre d6nombrable d'ensembles visibles A~ telle que IEy 1n, d# < oo pour tout 
i. C'est par exemple le cas si le processus # est int6grable ou simple (Si le 
processus est simple (c'est/~ dire: #({u})=0 ou 1 pour tout u p.s.) la partition 
exig6e est trouv6e ais6ment fi partir des H(V).) 

Th6or4me 10. I1 existe une mesure al~qtoire visible #~, unique, teIle que l'on a 
pour tout processus visible X non n~gatif : 

(5) lE y X d#= lE y X d#L 

On appelle #~ la projection visible (duale) de # (cf. [1]-VI-73). 
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DOmonstration. Soit M~ la mesure sur (~2x U, ~ x  2)  d6finie par: M~(X)= 
IE~ 1A~Xd# pour tous les  processus positifs X. Si A ~ x N  est 6vanescent, 
~IA= 1A donc Mi( 'x  V)~IP pour tout i e t  VsN. Analoguement/t  l'existence de 
distributions conditionnelles sur des espaces polonais, on montre qu'il existe 
pour tout i une  mesure al6atoire finie unique #~ sur (U, 0//) telle que: 

dM~(" x V) 
~ ( v ) -  d~P 

Le prolongement unique de /~ sur ~ est encore not6 /~. Soit # z = ~ # ~ ;  
i 

alors on a IE ~ ~(lvx v)d# =IE ~ 1~• v d# ~ pour tout F ~ - ,  V ~  donc IE ~ ~X d# = 
IE~Xd# ~ pour t ous l e s  processus positifs. Le fait que #~ est une mesure 
al6atoire visible se d6duit de th6or6me 9. [] 

Th~orSme 11. i) #~(Z)= IE[g(Z)[ff(Z)] p.s. pour tout point visible Z. 

ii) a(#z) = a. 

iii) IE[#~(V)I~-(V)] =]E[#(V)I~(V)] p.s. pour tout VeN.  Si # est int~grable 
cette propridtd d~termine i 2~ parmi les mesures al~atoires visibles; il suffit m6me 
de la v~rifier pour tout VE ~]l. 

D~monstration. i )Les  deux membres sont ff(Z)-mesurables. Soit F E~(Z) ;  
alors A = (F x U) c~ [[Z]] ~ ~( donc: 

IE#~(Z) 1F----IE ~ 1A(O , u) dl~=IE~ 1A(OJ , u)d#=lE#(Z)1F. 

ii) est une consOquence triviale de i). 

iii) est aussi trivial, puisque si V s 2  et F ~ ( V ) ,  F • V ~ f  et d'autre part 
L~ est engendrOe par {F x v lv~ ~, F ~ ~-(V)} (lemme 1). [] 

Remarques. 1) Une mesure al6atoire ~ est visible si et seulement si le processus 
C: (co, u)---,r est visible. On montre la condition nhcessaire en utilisant le 
th6orhme de section ordinaire ([1]-III-44+45) et lemme 4; la condition suffi- 
sante est une cons6quence du th6orhme de section visible et de w 3 remarque 3. 

2) La construction de /~ comme d4sinthgration est analogue /t celle de la 
projection prhvisible duale, mais aussi ~t celle du noyau de Papangelou sous la 
condition (Z) mentionn6e ci-dessous (cf. t /en [2]-Th. 3.1.). 

3) On voit aishment que la thhorie de projection visible duale s'applique 
toute mesure al6atoire (~'-mesurable). I1 reste pourtant essentiel que la filtra- 
tion (~(V)) soit engendr6e par <<notre)> #. 

w 5. Les Conditions (a), (Z) et (Z*) 

La mesure al6atoire ponctuelle simple ~ est d6finie par ~({u})= 1 ,*~ #({u})~ 0. 
Nous d~finissons les distributions conditionnelles IP[-I@(V)J, V~q/ sur 

/ tun seul ensemble n6gligeable pr6s. 
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Introduisons 3 conditions de r6gularit6 pour IP: 

(~) n~(~(~c)) = 0, 

i.e.: IP(/~(Z)+0)=0 pour tout point visible Z. 

(s I P [ ~ ( V ) = 0 I ~ ( V ) ] > 0  p.p. sur {~(V)=I} pour tout V ~ .  

(Z*) Pour tout Ve~// on a p.s.: 1P[#({u})=t=0]~(V)]=0 pour tout ueV. 
Les conditions (X) et (X*) sont introduites par Papangelou [31. Si la 

condition (a) est satisfaite on voit que #~ est une mesure al6atoire diffuse. La 
condition (X) r6pare une cons6quence d6sagr6able de la compl6tion: 

Lemme 12. Si (X) est satisfaite on a pour tous V~a#, F ~ - ( V ) :  

1P(F A{coI VC/~eF})=0. 

Ddmonstration. I1 r6sulte de (X) que pour tous V s ~  et G e Y ( V )  tel que 
IP(G)>0, on a: IP(Gc~{{(V)=0})>0. (I1 n'est pas difficile de montrer ce 
r6sultat, qui d'ailleurs est implicit dans la d6monstration de [2]-Th.3.1). On a 
F e ~ ( V ) ,  donc G=FA{coIVC#eF}sY(V)  et Gc{{(V)=t=0} de sorte que 
IP(Gc~{{(V)=0})=0, ce qui entraine IP(G)=0. [] 

Th~or~me 13. (o-) est satisfaite si et seulement si (X) et (Z*) sont satisfaites. (cf 
thdor~me l lii) et [2]-th~or~me 2.2.) 

D~monstration. <<(o-)~>>: Supposons que (Z) et (Z*) sont satisfaites. Nous de- 
vons montrer que 1P(#(Z)4= 0)= 0 pour tout point visible Z. 
Grace ~t (1) et lemme 2 il suffit de v6rifier cette 6galit6 pour points visibles Z 
tels qu'on a: 

[[Z~=lim (.) [F(W)c~{I~(V-W)=O}] x W,, 
i W ~ l i , v  

off F(W)~Y(W).  Alors il r6sulte de lemme 12 que: 

[[Z~={lim ~ [P(W)c~{#(V-W)=O}] x W} AY, 
i W E % , v  

off P(W)={o)IVCt~F(W)}E~(V) et Y est un ensemble 6vanescent. Le graphe 
du point visible R: (f2,Y(V))---,Vw {A} d6fini par R(#)=Z(V~#) est: 

[[R~=lim U F(W) x W  

donc [[Z]] c [[R~ w Yet  l'on obtient (a), car: 

IP(u(R)#0)=IP(l im ~) {#(W)#O}~R-~(W)) 
i W~alli 

=lEl im ~ 1R_,(w)IP[#(W)+OI~(V)]=O. 
i W s a//i 
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D6monstration <<~(Z),: Supposons que (Z) ne soit pas satisfaite; alors il 
existent Ve~//et F ~ ( V )  tels que IP(F c~ {{(V)= 1})>0 mais IP(F c>{{(V)=0})= 
0; donc l'application 

Z: co--+ [, ueV si/.z({u})*O, #(V-{u})--O, coeF 
(d sinon 

est un point visible (cf. la d6monstration de th6or~me 3) et IP(#(Z)~=0)= 
lP(rd[Z~) > 0, dont on conclut que (a) n'est pas satisfaite. 

D6monstration. << ~ (2*),: D6finissons pour tout V~a//: 

alors 

off 

K(v)= (v)](oo)>o} ; 

K(V) = U K (v) 
k=l  

donc certainement: Kk(V)~,~ (V ) x ~. 
Si (Z*) n'est pas satisfaite, il doit y avoir un Vsd//tel que IP[Tr{K(V)}] >0;  

alors il existe un k tel que IP[Tr{Kk(V)}]>0. Grace /~ [11-III-44+45 nous 
pouvons trouver une application Z: (Ya,~,~(V))--+V telle que [[Z]]cKk(V ) et �9 
IP(n[[Z]])=IP[rc{Kk(V)} I. Ze s t  un point visible Jet 

IP(#(Z)>0)=lP[l im U ({#(W)>0}c~Z-I(W))] 
i Weql i 

= IE[lim ~ 1 z_ ~(w)IP[#(W) >0I~ (V) ] ]  >_-llp(~Zll)>0. 
i W~% 

[] 

w 6. L'intensit~ conditionnelle d'un processus ponctuel 

Dans ce paragraphe nous supposerons que IP satisfait A: 

i) IE#(V) < oo pour tout V~U//. 

ii) IE~(V)<oe pour tout Ve~ 
Nous utiliserons abondamment les r6sultats et les raisonnements 

Papangelou [3]. On remarque que IE[Xlo~0(V)] est une version 

Lemme 14. Soit Z un point visible qui poss~de la propridtd suivante: 

On peut &rire ~Z~ =lira ~ F(V) x V, F(V)~,~(V); 
i �9 V e %  

(6) F(W)cF(V)  si W c V ;  F(V)c~F(V')=O si Vc~V =0;  
et lira ~ F(V)=rc[fZ]I; 

i V~#l i  

de 

de 
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alors il existe une v.a. ~(Z)-mesurable ~(Z) telle qu'on a p.s.: 

1E[#(V)Iff(V)] l(z~w/-~ ~(Z) (i-~ oQ). 
Vealli 

D4monstration. ( ~ IE[/~(V)]~-(V)] 1F(V),Y(F(V)c~F;F~@(V), V~II~))~ est une 
Ve~  

surmartingale. En effet, il est clair que le processus est adapt6 et soient 
Fe~(V) ,  Veq[~; alors: 

2 IE[#(W)I~CW)]IF(w, dIP=Y ~ #(W)IF(w,d]P<= 
F c~ F ( V )  W~qJ i  + ~ F W ~ q l i  + ~ , u  

<~ ~ #(V)lr(w)dlP<~#(V)lr(v)dlP-- ~ IE[#(V)I~(V)]dlP. 
F W~aYi  + t ,  v F F c~ F ( V )  

Donc lim ~ ]E[I~(V)Iff(V)] le(v)=((Z ) existe p.s. et puisque 
i V~% 

(ln~)- l(z~)~o (i-~) 
V~Olll 

o n  a 

((Z)=lim }~ 1E[#(V)I~(V)] l (z~v ~ p.s. 
i V~Olli 

I1 est clair que ~(Z) est ~(Z)-mesurable. [] 

Lemmel5.  Pour tout V6~  iI existe un ensemble Z * ( V ) ~ ( V )  x ~, Z*(V)cf2x  
V, tel que Z*(V)Cc~(f2x V) est la r~union d'un nombre au plus ddnombrable de 
graphes de points visibles, qui poss~dent la propriOtO (6) et que (co, u)eZ*(V) 
implique lP[/~({u})4= 0lff(V)] = 0 (~i un ensemble ~vanescent pros). 

Ddmonstration. D6finissons Kk(V ) c o m m e  dans la derni6re partie de la 
d6monstration de th6or6me 13; Z~ en est une section ff(V)-mesurable telle que 
IP(n[[Z]~)=IP[n{Kk(V)}]; en particulier Z] est un point visible qui poss6de la 
propri6t6 (6); ensuite on trouve Z~, section ~-(V)-mesurable de Kk(V)--[[Z]~ ; 
etc. Comme dans la d6monstration de th6or6me 13 on a: 

IP(/~(Z/k) >0)>~lP(rc[z/k~). I1 s'en suit qu'apr6s avoir trouv6 un nombre au plus 

d6nombrable de Z~ on obtient" IP[rC(Kk(V)--(?[[Z~)) ] =0, puisque dans l'au- 

tre cas il devrait y avoir un ensemble non-n6gligeable, off ~(V)= oo. 
k c L'ensemble z * ( v ) = ( U  U[[zi]l) n(f2 x v) satisfait/t l'6nonc6. [] 

k i 

Corollaire. 

Soit Z*= (~ [Z*(V)u(~  x V~)]; alors l'ensemble Z*~(= U [z*(V)~n( ~2 x v)]) 

est la r~union d'un nombre au plus d~nombrable de graphes de points visibles qui 
poss~dent la propri~t~ (6), et (co, u)~Z* et u c V ~  impliquent (co, u)EZ*(V). 
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Lemme 16. Soient Z(V)={co[]P[p(V)=OI~(V)]+O} et Z=~ ~ ~ Z(V)• V; 
i j>=i v e q l j  

alors Z c est la r~union d'un nombre au plus d~nombrable de graphes de points 
visibles qui poss~dent la propridt~ (6). 

Ddmonstration. U = ( ~  0 ~) Z(V) cx V. Ce n'est pas une restriction de suppo- 
i j>=i VG~ 

set que Z(V)Cc{p(V)}~=O} pour tout Ve~ et que pour tous V, We~,  W c V  
on a: Z(V)~c~{p(V-W)=O}=Z(W)~c~{#(V-W)=O} (cf. [3]-prop. 1). 
Maintenant, si (co, u)eU, on a: p({u})=t=0. Pour tout Ve~, H(V)c~Z c est le 
graphe d'un point visible Z qui possede la propri6t6 (6):  

Z: co--+~ u~V si #(V-{u})=O, (oo, u)~U; 
sinon. 

En effet: 

et 

[[Z]l=lim U (Z(V)Cm{p(V-W)=O})  • W 
i W~alQ,v 

coelim [j  Z(V)C~{p(V-W)=O} 
i WeOgi,v  

implique qu'il existe une suite d6croissante W/(W~E~ telle que #(Wi)>O pour 
tout i, donc p((~W3q=O , ce qui entraine que ~W/={u} et u=Z(eo), donc 

Lemmel7 .  A I'exception d'un ensemble ~vanescent (co, u)eZc~Z* implique 
limlE[#(W31~(W~) ] =0  off W~${u}, W~e@. 

Ddmonstration. Si l'on exclut un ensemble 6vanescent, (co, u)eX implique qu'il 
existe un ensemble V1, ueVleql tel que coeZ(W) pour tout We~,  WcV> 
W~u; d'autre part il existe un Vze~# tel que (c&u)eH(V2); doric 
(~o,u)eH(V)~(Z(V) • v) o~ v =  v1 ~ v2. 

En excluant de nouveau un ensemble 6vanescent on a grace ~ [3]-cor. 2: 

]E[#(W 31(r < IEEp(W~)I~(V)] m[~(~)I~(w,)]: 
m[~(v- w3=01g(v)] =m[~(v)=01~(v)] 

IP[p({u})~=OIJ~(V)](e~)=O puisque (oJ, u)eZ*(V), donc bt(W3--+0 (i~o0) 
IP ['IN(V)] (o))-p.p. et convergence domin6e nous donne 
m[~(w3lg(v)](~o)-~0. [] 

Lemme 18. Pour tout Ve~  on a p.s. sur {#(V)=0}: 

IE[I~(W)I~<w)<~}]~(W)]?~(E) (i~o~), 
W~ql i ,E  

off ~(E) est une mesure al~atoire sur Ia semi-alg~bre {E~I l lEcV}  (cf. [3]- 
lemme 3). 

D~monstration. Tout se passe sur {#(V)=0}, dont nous excluons un seul en- 
semble ndgligeable. Si E e l ,  E c  Vet  
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WE~ 

on montre analoguement ~t [3]-lemme 3 que Ai<Ai+ 1, donc AiT~(E ). On 
v6rifie ais6ment que ~ est une mesure. [] 

Lemme 19. Soit Veq/; alors 

1E[iz(W) l{r l } l~ (W)]  l{r p.s. 
Weql i ,  v 

si i tend vers l'infini (cf. [3]-lemme 4 et [2]-formule (4.4)). 

D~monstration. Le raisonnement suivant est emprunt6 ~t la d6monstration de 
formule (4.4) darts [21: On remarque d'abord qu'il suffit de consid6rer le cas oh 
U = N .  Soit n ~ ;  pour presque tout co on peut num6roter les atomes de # par 
z(') ke2~, tels que: Z(o")<n<z(~ ") (On simplifie la notation en supposant que + 
et - ~  soient points de condensation d'atomes de presque toute/z). 

Choisissons W=(a,b)=En, m] off Weq/; a, b e n  et n, me;E, et 6crivons pour 
un instant: 

A = {~_ ((a, b) - W) = 0, ~ (n, a] = l, ~ [b, m] = r} 
et 

T= (..., ('~g, ~ G ' %  ..., el "), ~ (~I"))), (~)~, ~(~(~%)),..., (~(F, ~(~(F)),..-). 

alors on montre que sur A on a: 

IE[XI~IT] 
�9 [Xlg (W)]  = 

IP[AIT] 

analoguement fi [3J-cot. 2. 
Puisque V ne contient qu'un hombre fini d'atomes de # le lemme est 

ensuite d6montr6 en raisonnant pour un co fixe non exceptionnel entre deux 
atomes de # plac6s ~t a et b comme on le fait dans la d6monstration de [3]- 
lemme 4. [] 

Maintenant nous sommes prSts h prouver le r6sultat principal de ce para- 
graphe. (cf. [3]-Th. 1 et Cor. 20, et [2]-Th. 4.1 et 4.2). 

Th6or6me 20. Soit EeqI; alors: 

/~(E)=l im ~ IE[#(W)JY(W)] p.s. 
i W e ~ i , E  

D~monstration. Choisissons un syst6me {Z~} de p.v. qui poss6dent la propri6t6 
(6) tel que ~ ) ~ Z ~ = U u Z  *~ (cf. lemme 15 et 16). A un ensemble nOgligeable 

pr6s les ((Zr existent. 
Pour presque tout co o on peut raisonner comme il suit: ~({u})>0 pour un 

hombre fini de u~E. I1 existe un nombre plus petit fini de G tel que 

{,~El(coo, u)~Z~ ~,~*~, ,~({u}) >o}  = [J {G~(coo)}. 
k 
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Maintenant il est clair, que 

lim ~ IE[/~(W)lff(W)](co0)= 
i WcO//~, E 

lim ~ ~IE[/z(W)[~(W)J(o)o)l(z~,~w~(O)o)+ 
i We~ k 

lim ~ ]E[p(W)[~(W)](OJo) l~z~r 
i Weqli,~ 

lira ~ IE[p(W) l(~(w)~l~]~-(W)](COo) l~r + 
i WeO//i, E 

lim ~ IE[p(W) l(~(w)>~[~(W)](Coo)l(~(w)=o~(O~o) 
i W~qli,~ 

= limAi(cOo) + lira B~(cOo) + lira Ci(cOo) + lim Di(%) = ~,oo (E) 

(disons), puisque les limites existent grace ~ respectivement lemme 14, lemme 
17, lemme 18 et lemme 19. 

II r6sulte de lemme 18 et 19 que ~,o est une mesure, puisque si EiJ, O, il 
existe un nombre io(O)o) tel que p(E~o(~o))=0. Par cons6quent ( est une mesure 
al6atoire. Ni l'expression ~(Z) pour points visibles avec propri6t6 (6) (cf. lemme 
14) ni ~(E) sur {#(E)=0), E~/ / (cf ,  lemme 18) est ambigu~. 

Soit Z un point visible quelconque; alors on d6duit de lemme 5, lemme 14 
et lemme 17 que ((Z) est W(Z)-mesurable. D o n c (  satisfait /t (2). L'ensemble 
(UwZ*c)~{(o~,u)l~({u})=O} est visible. Ce fait combin6 avec lemme 17 nous le 
rend possible de construire a(~) et de constater que ~ satisfait ~ (3) aussi. Donc 

est une mesure al6atoire visible. 
Le th6or6me est d6montr6 d6s qu'on a: 

IE~Xdp=IE~Xd~ 

pour tout processus visible X; pour cela il suffit de v~rifier que 

�9 ~(v) 1F = E~(v)  1F 

pour tous V~ll, F ~ ( V )  (cf. lemme 1), ce qui est fait de la m6me fa~on que 
[3]-cor. 20. Un seul point m6rite notre attention sp6ciale. Ecrivons: 

G~= ~ IE[#(W) I~r l~(w).or 
W e % , v  

I1 faut prouver que IElimGi=lim]EG i. Pour d6montrer cette 6galit5 nous 
utiliserons une id6e sugg6rSe par M. Wakker dans une discussion: Il suffit de 
montrer que pour tout e > 0  il existe un (5>0 tel que FE~,  IP(F)~5 
implique: IEGilF<e pour tout i, Soit e>0 ;  choisissons a > 0  tel que 
IE#(V)l(,(v)>,)<~/2 et 5 tel que IP(F)<6 implique: IE~(V)lv<~/2a. Soit 
IP(F) < 6; alors: 
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IE1FGi---IE1F ~ I E [ # ( W )  I(~(w)=I} I(u(v)=<./]Y(W)] l (~(w) ,o /+  
W~r v 

IE 1 e ~, IE[#(W) l(r ~t l/,(v)>~l [y (W) j  llr =< 

�9 b~a~(V)+IE ~ ~[.(W)l~,,(V)>alrg(W)]< 
W~qli, v 

e/2+lE#(V) llu(V)>al<e. [] 

Grace h c e  thdor6me on peut identifier l'intensit6 conditionnelle et la 
projection visible d'un processus ponctuel. M. Kallenberg a 6t6 si aimable de 
me faire remarquer, que l'existence de l'intensit6 conditionnelle 6tant montr6e 
dans le cas de processus ponctuels simples, cette identification est une conse- 
quence assez simple de w remarque 1. 
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