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Summary. In this paper we characterize the, what we call, visible projection
of a point process on an arbitrary space as a Radon-Nikodym-derivative in
the same manner the dual previsible projection of a process on R, is
defined by Dellacherie and Meyer [1]; this visible projection turns out to
coincide with the conditional intensity as defined by Papangelou [3]; a
neat behaviour is imposed to the point process by only one intuitively clear
condition, which is proved to be equivalent to the classical smoothness-
conditions (X) and (Z*).

§ 1. Introduction et notations

Papangelou [3] et Kallenberg [2] ont introduit I'intensité conditionnelle d’'un
processus ponctuel simple. Papangelou insista déja sur I'analogie entre celle-ci
et la projection prévisible d'un processus sur R . Cette analogie est utilisée ici
pour caractériser l'intensité conditionnelle comme ['unique mesure «visible»
qui satisfait a une équation intégrale. Cela nous permet en méme temps de
définir la projection visible d’'une mesure aléatoire sous des conditions moins
restrictives.

On indiquera de temps en temps 'analogie avec la théorie des processus
sur R, en renvoyant a Dellacherie et Meyer [1], qui d’ailleurs est la référence
constante et ou 'on trouve toutes les notions non éclaircies dans le texte.

Nous considérons un espace localement compact & base dénombrable U,
dont nous notons # la tribu borélienne. On sait qu'un tel espace est polonais.
Il existe une suite de partitions %,, %,, ... telle que chaque Ve%, est la réunion
d’un nombre borné d’élements de %, , , et que %, ne contient qu'un nombre au
plus dénombrable d’ensembles qui sont tous bornés (cela implique que % =
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| J#; ne contient quun nombre au plus dénombrable d’ensembles qui sont

tous bornés). De plus on suppose que si ueG, G ouvert, il existe un Ve tel
que ueV<G; alors =7 (%), ie. la tribu engendrée par %. On note %, ,=
{WeZ|W< V3.

L’espace polonais .# consiste en toutes les mesures de Radon sur (U, 4).
M'= M est espace des mesures positives ponctuelles composées (i.e. pe.#’
implique que le support de p n’a pas de points de condensation). Soient: p e.#
et Be 4, alors la mesure Bp est définie par (Bp)(+}=p(-nB).

Soit (2, o, IP) un espace probabilisé complet. On note .#"la classe d’ensem-
bles IP-négligeables (dans la suite IP est fixe; on 'omettra dans la notation).
L’application u: Q—.#" est telle que pour tout Be# et a=0 on
a: {u(B)<a} eof. Cette application, fondamentale dans ce qui suit, est appelée
un processus ponctuel (composé). Définissons pour tout Ve la tribu ZF°(V)
engendrée par les ensembles {u(B)<«}, Be%, BnV=0, a=0. La tribu
extérieure de V, # (V), est définie par F (V)= (F°(V), N); F =F ).

On appelle la tribu visible et on note & la tribu sur Q@ x U engendrée par
les ensembles F x B, Fe #(B), B 4. Pour une bonne compréhension du texte
il est essentiel de remarquer que la notion de visibilité est définie a I'aide des
F(V), donc par rapport au processus ponctuel composé de base p. (Visible
veut dire: «visible de I'extérieure». La notion de visiblité est & comparer a la
prévisibilité pour les processus sur R |, ([1]-1V-67).)

Un point aléatoire (p.a.) est une application R: (Q, #)—=(Uu {4}, v {4})
ou A est un point hors de U (R est une v.a. &#-mesurable & valeurs dans
Uu{d}). [R]={(w, u)lu=R(w), e R~ (U)} sappelle le graphe de R. Un
point aléatoire R est appelé visible (p.v.) si [R] € 2. Un point aléatoire (visible)
est appelé une section (visible) de 'ensemble A€ x % si [R] < A.

Soit AeF x #; alors on introduit la projection 7 de 4 sur Q:

n(A)={weQ|FucU tel que (w,u)cA}.

A est appelé évanescent si IP(n(A4))=0.

Un processus (stochastique) est une application & x #-mesurable X: Qx
U-R (X: (0,u)> X, (®). On dit quun processus est visible, il est Z-
mesurable. On prolonge un processus X en une application sur Q x(Uu{4})
en posant X (w)=0 pour tout weQ. Si X est un processus et R un point
aléatoire, la v.a. X est définie par X z(w)=X g, (). (N.B. donc X, =0 sur {R=
4})

Une application p: Q—.# telle que {p(B)<ua}eF pour tout Be%, aeR,
est appelée une mesure aléatoire (m.a.). On pose p({4})=0 pour tout w. Si p
est une mesure aléatoire et R un point aléatoire la v.a. p(R) est définie par
p(R)(@)=p,({R(w)}). L’application fondamentale u est un exemple d’'une me-
sure aléatoire.

Nous ne distinguerons pas deux processus X et X' tels que IP(X, =X]
YueU)=1 ni deux mesures aléatoires p et p’ telles que IP(p(B)=p'(B)V Be #)=1.

On aura remarqué le role insignifiant de la tribu & dans les définitions ci-
dessus et d’autre part le réle dominant de la mesure aléatoire u: tout, ce qui
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est fonction de w, peut étre considéré comme fonction de p (cf. [1]-1-18 et II-
32). Par abus de notation nous écrirons par exemple F={w|ucF} oi FeZ ou
F (V). (On peut éviter cet abus de notation en prenant Q=.#") Cependant, si
I'on ne suppose que .o7-mesurabilité partout, la situation ne devient pas essen-
tiellement plus compliquée.

§2. Un théoréme de section visible

Introduisons d’ abord une famille importante d’ensembles visibles en définissant
pour tout Ve%:

HV)={(w,w)ueV, u(V—{u})=0}
=lim ) {olW(V-W)=0}xWeZ,

=00 We;, v

puisque {w|u(V—W)=0}eF (W) (méme e F°(W)). Pour presque tout ¢ il
existe pour tout ue U un Ve tel que u(V—{u})=0, donc:

(1) - P(r(|) HV))=0;

VeU

N.B. % est une famille dénombrable.

Lemme 1. La tribu visible est engendrée par la classe @ d’ensembles de la forme
FxVouFe# V), Veu.

Démonstration. Soit ¥ l'algebre engendrée par #, et & la classe d’ensembles
Be# tels quon a F x Be 7 (9) pour tout F e #(B).
& est stable pour la réunion dénombrable, puisque si B—UB B.eé, et

Fe#(B), alors FeZ(B) pour tout i, donc FxB= UF><B e“‘(@) II en
résulte d’abord que §>%.

De plus, & est stable pour lintersection monotone; en effet, supposons
&>B;| B. 7 (B) est engendrée par A (<% (B,) Vi) et par les ensembles

{olp(A)sa},  «20, AcB, AnB=0

etona

{uAnBj)sa} x B; | {u(d)<a} x B,
parce que

wAnB)=a} | {u(A) o},
tandis que

{W(ANB)Sa) e F(B).

Par conséquent la classe & satisfait aux conditions du théoréme des classes
monotones {[1]-I-19), donc § =9 (@)=%. [

Lemme 2. Soient £¢>0 et Ac% ; alors il existe un ensemble A A de la forme A=

ﬂ ) FV)xV, o F(V)eF(V) et W<V(W,Vel) impliqgue F(W)<F(V),

i=1 Veds;
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tel gwon a:
IP(n(A)) > IP(n(A))—e.

Démonstration. Grace & [1]-111-44+4 45 nous pouvons choisir une section R de
A, telle que IP(z[[R])=IP(r(A)) et nous définissons une mesure M sur F x %
en posant:

M@G)= { lg(, R(@)PEdo)(=P@([RING)), GeF x2A.
z[R]

La classe &, contient les réunions finies d’¢léments de 9. Cette classe étant
stable pour lintersection finie on sait qu’il existe un ensemble A, intersection
dénombrable déléments de 2, tel que M(A)>M(A)—e, donc que
P(n(A)) >IP(n(4))—¢ (cf. e.g. [1]-111-28). Pour A on a I'écriture

00 my
i= (4, ou A=) F;xV,;, F,eFW,), Vi,cu.
k=1 j=1

Ecrivons i, =max {i|3j: ¥, ;€%;}. On peut partager les ¥,; de sorte que I'on
ait: A4,= U E(VyxV ou E(V)eZ(V) (certains F(V) seront vides). Si Ve%,,

posons F( V)— ﬂ E(VY(eF(V)); alors

klix=1}
A=) U Fx

i=1 vea,

On voit aisément, que ce n’est pas une restriction de supposer que les F(V)
soient croissants (W< V=F(W)<F(V). [

Remargue. En écrivant

F(u=ﬁ U FW)e7 ({u)

=1 Wedq,
Wau

on obtient:

A=) Fux {u}.

uclU

Théoréme 3 (théoreme de section). Si A€ ¥ west pas évanescent, A a une section
visible dont le graphe west pas évanescent.

Exemple. Avant de prouver ce théoréme, montrons par un exemple, que dans
un sens cet énoncé est le plus fort, auquel on peut s’attendre (bien qu’il soit
beaucoup plus faible que celui dans le cas prévisible ([1]-1V-85)).

Soit 0=<c<1 et prenons U=[0,1—c¢) et comme espace de probabilité
lintervalle [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue; u est définie par:

pU)=p({o})=1 si 0=w<l-—c,
w(U)=0 sinon.

On sait que

HU)={(w,0)|0fo<l—cju{o|l —c2w =1} x 1)
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est visible; IP[n(H(U))]=1. Mais si ¢>0 une section visible optimale de H(U)
est de la forme:

uy s p(U—{up}) =0,
A sinon,

Z(w)={

pour certain uye U; et IP(r[Z])=c. Si ¢=0, tout va bien grace a I'augmenta-
tion des & (V), car alors H(U) est lui-méme graphe d’un point aléatoire.

La distinction entre les cas ¢=0 et ¢>0 correspond a celle entre les cas i)
et ii) dans la démonstration suivante.

Démonstration de Théoréme 3. Grace a lemme 2 et (1) il suffit de «sectionner»
ensembles visibles de la forme:
A=lim () [olp(V=W)=0inFW)]xW,

L WelU; v

ou F(Wye # (W) et les F(W) croissants.

On distingue deux cas:

1) IP(n(A)n {u(V)=0})=0.

Alors An[{n(A)n{u()=0}}xV]eZ et

P[r{An[{rn(d)n{u(V)=0}} x V1}]=1P(=(4))>0,

mais d’autre part:

An[{n(A)n{u(V)=0}} xV]=

[im () FEW)n{uV—Ww)=0})x Wln[{r(A)w{u()=0}%xV]

i Weli v

=lim () [FOW)n{u(V-W)=0}n{u(V)=0}]xW
it Wed, v

= [F@)n{n(V—{u})=0} 0 {u(V)+0}] x {u}

= [F@)n{u(V—{u})=0} n {u({u}) +0}] x {u} =[Z],

ou Z est le point aléatoire défini par:

7 {u si p({u})+0, uw(V—{u})=0, weF(u),

(w)= .
A sinon.

i) c=P(n(4)n{u(V)=0})>0.

Selon [1]-111-44+45 il existe une section R de An[{u(V)=0}x V] telle
que PP(z[R])=c. Définissons un point visible R en posant: R(u)=R(Vpu) et
une section visible Z de A par [Z]=[R]nA; alors [ZT1=[R] donc
Px[Z])zc>0. O

§ 3. La projection visible

On définit la tribu extérieure d’'un point aléatoire R par:

FR)=T {Fn{ReV}, FeF V), Ve#}.
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Remarques. 1) Si R=u p.s,, on a # (R)=%F ({u}).

2) #(R) est & comparer 4 %, _ dans le cas des processus sur R _ .

3) Soit la fonction fi: Q—>Q x(Uu{4}) définie par fr(w)=(w, R(w)); alors
F (R)=fg 1(Z); de plus fy*(A)=n(AN[R]).

Se basant sur cette derniére remarque on prouve aisément les lemmes
suivants:

Lemme 4. Soient Z un point visible et Fe % (Z). Alors (F xU)n[Z]e %, donc
(FxU)YN[Z] est le graphe d'un point visible.

Démonstration. Fe#(Z) si seulement §’il existe un ensemble 4AeZ tel que F=
f7 H{A)=n(AN[Z]) de sorte que weF implique (w,Z(w))ed, donc (F x
OWn[Z]=An[Z]eZ. [

Lemme 5. Soient R un point aléatoire et Z un point visible, alors F(Z)n{Z=
ReU} c F(R), donc en particulier {Z=ReU}eZF(R).

Démonstration. La derniére partie de I'énoncé est une conséquence de remarque
3: {Z=ReU}=n([Z]1 n[R])=fxr *([Z])e # (R). Ensuite on note que la tribu
F(Z)n{Z=ReU)} est engendrée par les ensembles:

{(Z=ReU}NFN{ZeV}={Z=ReU}nFn{ReV}cF(R)
ol FeF(V)et Ve#. [

Lemme 6. A toute mesure aléatoire positive p on peut faire correspondre un
ensemble o(p)e %, dont le complément est la réunion des graphes disjoints d'un
nombre au plus dénombrable de points visibles, tel que pour tous les points
visibles Z avec [Z]<=a(p) on a P(p(Z)+0)=0 et que pour tous les points
visibles Z avec [Z] <o (p) et P(z[Z])>0 on a IP(p(Z)>0)>0.

Démonstration. Supposons d’abord que U soit borné et écrivons ¥ pour la
collection des points visibles.
On choisit Z! de 'ensemble {Z e ¥ |IP(p(Z)>%)>3}; Z; de

{ZeIZ1n[Z1]=0, P(p(2)>3)> 3},

etc. Parce que IP(p(U)< 0)=1 (U étant borné) il existe un nombre fini n, tel
que

i

{Ze“VlIIZ]]r\ [ 5 [[Z}]]] =0, IP(p(Z)>%)>%}:@_

Ensuite on applique le méme procédé a:

0 1zi1] =0, Por=07-07).

{Ze“/\[[Z]]m[

de sorte qu’on trouve Z%...Z2 ; etc.

na?

Si Z est un point visible il existe un point visible unique Z, tel que
[Z]1<[Z] et PP(p(Z)>0)=1P(p(Z)>0), qui posséde la propriété suivante: si Z’
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est un point visible tel que [Z] c[[Z] et PP(z[Z']>0, on a: P(p(Z)>0)>0
En effet: Z est déterminé par [Z]=[Z] n {(®, u)|IP(p(Z) >0|F (£))>0}.
L'ensemble (| J{ J[Z{])* satisfait aux conditions imposées & a(p). Le cas

i
général se déduit directement du cas ou U est borné, puisqu'alors U est la
réunion dénombrable d’ensembles bornés. []

Nous écrirons: o(u)=o.

Théoréme 7. Soit X un processus positif fini ou borné; alors il existe un proces-
sus visible *X tel que Pon a:

IEX,=IE*X, pour tous les points visibles Z.

zX est unique (d un ensemble évanescent prés); on Iappelle la projection visible
de X (cf. [1]-VI-43).

Démonstration. Comme dans la démonstration de [1]-VI-43 le théoréme de
section entraine I'unicité et nous permet de raisonner par classes monotones
([13-1-21). Pour établir I'existence des projections visibles pour tous les proces-
sus bornés il suffit donc de la montrer pour les processus de la forme:

X (w=1p(w)1zu) Fe%F, Be&.

Choisissons une famille de points visibles {Z,} telle que o —U[[Z]] (ct.
lemme 6) et définissons pour tout a sur [Z,]:

“Xu()=IP[F|F(Z)](w) 1y7,5(c0, u) 15(u),
(dont la visibilité résulte de lemme 4) et sur g:

X (@)= 1p({u}" 1) 15(w)

(donc sur o: *X,(w)=lim Y 1.(V°'wl, s(weZ; lexistence de cette limite
découle de (1)). boveu

Maintenant le processus visible “X est défini partout. Soit Z un point
visible; {Z=Z,eB}e ¥ (Z,) (lemme 5) donc:

{ *X,dlP= | [PP[F|IFZ)]dP= | 1,dP= [ X,dP

(Z=Z4cB} {Z=2Zy<B) {(Z=Z. B} {Z=Zy<B}

pour tout «, et IP(z([Z] no){u(Z)>0})=0, donc:

[ X,dP= [ LU{Zypl@dP= | 1,(2)1,Z)dP
([ Zlneo) n{[Z] ~o) ([ Z] ~o)
- [ X,dP.
=((Z]na)

(N.B. n([Z] no)={wl(w, Z(w))€c}). Il en résulte que IE*X,=1EX,.

Le théoréme est démontré pour des processus bornés. Pour passer aux
processus positifs finis X, on applique le résultat précédent & X An et 'on fait
tendre » vers infini.  []
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Remarques. 4) Soient R un point aléatoire et Y un processus visible. Alors on
voit, grace a remarque 3, que Y, est & (R)-mesurable.

5) Soit Z un point visible; alors:
‘X,=E[X,[#(Z)] ps

En effet, les deux membres sont & (Z)-mesurables, donc il résulte de lemme 4,
que ¢’ils différaient sur un ensemble non négligeable, il existerait un point
visible Z' tel que [Z'] < [Z] et que [E*X, +IEX ..

6) Si Y est un processus visible, (X Y)=°X-Y.

7) Sur ¢ on a: *X (w)=X,({u} .

8) Si Fe«/, Be# on peut définir la projection visible de l'application
1p1g: (o, u)— 1g(w) L5(u) par:

z(lF 13)=Z(IP[F|97] 1B)-

Le processus intermédiaire IP[F|.% ] 1, est a comparer a la projection option-
nelle dans le cas des processus sur R , .

§ 4. Mesures aléatoires visibles et la projection visible (duale)
de mesures aléatoires

Définition. On dit qu'une mesure aléatoire { est visible si:
(2) pour tout point visible Z, {(Z) est # (Z)-mesurable,

et

(3) pour tout point aléatoire R tel que [R]<=a({) on a {(R)=0 p.s.

(cf. [17-(1980), compléments au chapitre IV).
Avant d’étudier des mesures visibles, nous donnerons une démonstration
simple d’un résultat bien connu, fondée sur le théoréme de section ordinaire.

Lemme 8. Lensemble A={(w, u)|u({u})+0} est la réunion d'un nombre au plus
dénombrable de graphes de points aléatoires.

Démonstration. Supposons d’abord que U soit borné. A% x #%. Soit R, une
section F-mesurable de A avec IP(zn[[R,)=IP(n(4)) (cf [1]-111-444-45).
Ensuite on sectionne 4 —[R,] pour trouver R,; etc. On vérifie aisément qu'un
nombre au plus dénombrable de R; suffit pour que IP(n(4 — [ J [R,]))=0.

Dans le cas général U est la réunion dénombrable d’ensembles bornés. [
Théoréme 9. Une mesure aléatoire positive { est visible si et seulement si:
4) EfXd{=IEfXd{

pour tout processus positif X ; dans ce cas on sait de plus que [(R) est #(R)-
mesurable pour tout point aléatoire R.

Démonstration. La derniére remarque est une conséquence immédiate de lem-
me 5 et de (2) et (3).
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Démonstration «(2)<=»: Soit Z un point visible. Il suffit de montrer que
IE{(Z)- H=0 pour toute v.a. H telle que IE[H|# (Z)]=0 p.s. (En effet: la
F (Z)-mesurabilité de {(Z) résulte de E[1,{(Z)]=IE[IP[F|F (Z)]{(Z)] pour
tout Fe#.) Supposons que H est une v.a. telle que IE[H|.% (Z)]=0 p.s., et soit
H* le processus défini par Hi(w)=H(w) pour tout ueU, we; alors *H% =
=IE[H%|#(Z)]=0 p.s., donc, parce que [Z]eZ:

E((Z) - H=IE | Lpz(o, u) H (@) {,(du)=E | Lizy(w, ) "H} (@) {,(du)=0.

Démonstration «(3)<»: Soit R un point aléatoire tel que [RI<a({);
6‘na({) est la réunion d’'un nombre au plus dénombrable de points visibles
dans o({) donc IEfl..,,d{=0, de sorte quon a IP({(R)F0)=0 si
[Rlco®na()).

Supposons dans ce qui suit [R] <o no({). Grace a (1) il suffit de considérer
des points aléatoires R pour lesquels il existe un Ve% tel que [RI<=H(V).
Alors il existe un point visible R’ tel que:

[RT={(w, Wlu=R(V*p), u(V—{u})=0}
={(w, wlu=R{u}* W), u(V—{u})=0},
donc on a:
E{R)=IE |1, lygyd{=TE | 1, *lpry A =IE | 1, ) Iz d(=0.

Démonstration «=>(4)»: Soient Z un point visible et X un processus
positif. Alors il résulte de (2) et de § 3 remarque 5 que

IEjZledC=IEZXZC(Z)=IEXZC(Z)zIEle[[Z]]di
et grace a lemme 8 et (3) on a:

Pr({(w, )| {({u})*0, u({u})+0}na(()]=0.
On démontre (4) en combinant les résultats ci-dessus:

E[*Xd{=IE[*X 1, ,0-d{+E[*X1,,dl
=IE [ X Lyespe d+IE [ X, (1 ) 1 oo (00, 0 dL(w)
:IEfX IGCUU(C)ch+IEqu(H) ]‘o'r\o'(g)(wa u)dC(“)
=Ef{Xd{. O
Dans la suite nous supposerons qu’il existe une partition de @x U en un
nombre dénombrable d’ensembles visibles A; telle que IE 1, dyu<oo pour tout
i. Cest par exemple le cas si le processus u est intégrable ou simple (Si le

processus est simple (c’est & dire: u({u})=0 ou 1 pour tout u p.s.) la partition
exigée est trouvée aisément a partir des H(V).)

Théoréme 10. Il existe une mesure aléatoire visible p*, unique, telle que l'on a
pour tout processus visible X non négatif:

(5 ]EfXduzlEdeuz.

On appelle u* la projection visible (duale) de p (cf. [1]-VI-73).
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Démonstration. Soit M} la mesure sur (@ x U, & x %) définie par: Mi(X)=
IEfl ZXdyu pour tous les processus positifs X. Si AeF x #B est évanescent,
“1,=1, donc Mj(-x V)<IP pour tout i et Ve . Analoguement a I'existence de
distributions conditionnelles sur des espaces polonais, on montre qu’il existe
pour tout i une mesure aléatoire finie unique yf sur (U, %) telle que:

AMi(-x V)

wV)=—p

1

Le prolongement unique de y? sur 4 est encore noté u?. Soit uz—zuf ;

alors on a IE [*(1;, ,)du=IE |1, ., du* pour tout Fe#, Ved donc IEjZXdu—
IEfX di’ pour tous les processus positifs. Le fait que u® est une mesure
aléatoire visible se déduit de théoréme 9. [

Théoréme 11. i) p*(Z)=IE[u(Z)|F (Z)] p.s. pour tout point visible Z.

i) o(if)=0.

iy B[N F VY]1=IE[u(V)|F (V)] p.s. pour tout Ve B. Si u est intégrable
cette propriété détermine y* parmi les mesures aléatoires visibles; il suffit méme
de la vérifier pour tout Ve.

Démonstration. 1) Les deux membres sont F(Z)-mesurables. Soit Fe% (Z);
alors A=(Fx U)n[Z] e Z donc:

Ep(Z)1,=E[1,(0,u)dpr=TE[1,(w,u)du=IEu(Z)1;.

ii) est une conséquence triviale de i).

iil) est aussi trivial, puisque si Ve# et FeF (V), Fx Ve% et d’autre part
Z est engendrée par {Fx V|Ved, Fe# (V)} (lemme 1). [

Remarques. 1) Une mesure aléatoire { est visible si et seulement si le processus
& (w,u)—C({u}) est visible. On montre la condition nécessaire en utilisant le
théoréme de section ordinaire ([1]-111-44 +45) et lemme 4; la condition suffi-
sante est une conséquence du théoréme de section visible et de §3 remarque 3.

2) La construction de p* comme désintégration est analogue a celle de la
projection prévisible duale, mais aussi 4 celle du noyau de Papangelou sous la
condition (X) mentionnée ci-dessous (cf. # en [2]-Th.3.1.).

3) On voit aisément que la théorie de projection visible duale s’applique a
toute mesure aléatoire (o/-mesurable). Il reste pourtant essentiel que la filtra-
tion (Z (V)) soit engendrée par «notre» p.

§5. Les Conditions (o), (2) et (X¥)

La mesure aléatoire ponctuelle simple & est définie par &({u})=1< y({u}):kO
Nous définissons les distributions conditionnelles IP[ -|# (V)], Ve sur &
4 un seul ensemble négligeable prés.
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Introduisons 3 conditions de régularité pour IP:

(o) P(z(s) =0,

ie.: IP(u(Z)+0)=0 pour tout point visible Z.
(&) PE(VY=0|F (V)]>0 p.p. sur {&(V)=1} pour tout Ve.

(Z*) Pour tout Ve# on a p.s.: PP[u({u})+0|# (V)]=0 pour tout ueV.

Les conditions (X) et (X*) sont introduites par Papangelou [3]. Si la
condition (o) est satisfaite on voit que u* est une mesure aléatoire diffuse. La
condition (2) répare une conséquence désagréable de la complétion:

Lemme 12. Si () est satisfaite on a pour tous Ve¥, FeF(V):
IP(F A{w|V°ueF})=0.

Démonstration. 11 résulte de (Z) que pour tous Ve et GeZF (V) tel que
IP(G)>0, on a: IP(GN{&(V)=0})>0. (Il n’est pas difficile de montrer ce
résultat, qui d’ailleurs est implicit dans la démonstration de [2]-Th.3.1). On a
Fe#(V), donc G=FA{w{V'ueF}eZ (V) et Gc{l(V)+0} de sorte que
P(Gn{£(V)=0})=0, ce qui entraine IP(G)=0. [

Théoréme 13. (0) est satisfaite si et seulement si (X) et (Z*) sont satisfaites. (cf.
théoréme 11ii) et [2]-théoréme 2.2.)

Démonstration. «(6)<=»: Supposons que (X) et (Z*) sont satisfaites. Nous de-
vons montrer que IP(u(Z)+0)=0 pour tout point visible Z.
Grace a (1) et lemme 2 il suffit de vérifier cette égalité pour points visibles Z
tels qu’on a:

[Z]=lim () [F(W)n{u(V-W)=0}]xW,

U We;,v
ou F(W)eZ (W). Alors il résulte de lemme 12 que:
[Z]={lim |) [FW)n{u(V-W)=0}]1x W}AY,
i Wel;,v
ou F(W)={w|V-ueF(W)eZF (V) et Y est un ensemble évanescent. Le graphe
du point visible R: (Q, # (V) V u {4} défini par R(u)=Z(V*° ) est:
[R]=lim () FW)xw
i WEJIJ,')V

donc [Z] <[[R]w Y et I'on obtient (o), car:
IP(u(R)=+0) =IP(1imWU% {u(W)+£0} "R~ (W)

=Elim Y g, PLu(¥)+0|Z (V)] =0.

t We%;
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Démonstration «=-(Z)»: Supposons que (X) ne soit pas satisfaite; alors il
existent Ve et FeF (V) tels que IP(F n{£(¥)=1})>0 mais IP(F ~-{£(V)=0}) =
0; donc I'application

7 oo ueV si p({u 0, p(V—{u})=0, weF
) A sinon

est un point visible (cf. la démonstration de théoréme 3) et P(u(Z)+0)=
IP(z[Z])>0, dont on conclut que (¢) nest pas satisfaite.
Démonstration. «=>(Z*)»: Définissons pour tout Ve%:

K(V)={(w,w)|ueV, P[u({u})+0|F (V)](w)>0};
alors

K(V>=kf)lKk(V)
ou )

Ky(v)=lim |J {(w,u)lueVKIP[u(W)#Olf(V)](w)>%},
donc certainement: K, (V)eZ (V) x 4.

Si (Z*) n’est pas satisfaite, il doit y avoir un Ve tel que IP[z{K(V)}]>0;
alors il existe un k tel que IP[n{K,(1)}]1>0. Grace a [1]-111-44+45 nous
pouvons trouver une application Z: (Q,F (V))-V telle que [Z]<K, (V) et .
P(z[Z])=IP[=x{K,(V)}]. Z est un point visible et

P(u(Z)>0)=IP[lim |} ({p(W)>0}nZ~*(W))]

1 Wed;

~Eflin 3 Ly PLUOV) >0 F (V)] 2, PGIZD>0. O

U Wel;

§6. L’intensité conditionnelle d’un processus ponctuel

Dans ce paragraphe nous supposerons que IP satisfait a:

i) Ep(V)<oo pour tout Ve.

i) IEE(V)< oo pour tout Ved.

Nous utiliserons abondamment les résultats et les raisonnements de
Papangelou [3]. On remarque que IE[X|F°(V)] est une version de
IE[X|Z (V)].

Lemme 14. Soit Z un point visible qui posséde la propriété suivante:

On peut écrire [Z] =lim J FOYxV, F(V)eZ (V);
6) | FOW)<F(V) si We Vi FINNF(V)=0 si VAV —0;
et lim | ) F(V)=n[Z];

L Ved;
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alors il existe une v.a. F (Z)-mesurable {(Z) telle quon a p.s.:

Y, B[N F (V] izey,~0(2) (i 0).

Vel;

Démonstration. (). EE[u(V)|F (V)] legy 7 (F(V)NF;FeF (V), Vell)); est une
Vel;
surmartingale. En effet, il est clair que le processus est adapté et soient

FeZ (V), Ved; alors:

Y EWMIFWN)] g dP=[ Y  p(W) gy, dP<

FAF(V) Well;+ 1 FWellivi v
<f Z w(V) F(W)dIP<§:u(V F(V)dIP j E{u(V)|Z (V)] dIP.
FWe¥i+1,v FnF(V)

Donc lim ) IE[u(V)|F (V)] 1py,=((Z) existe p.s. et puisque

i Vew;

Z (IF(V) - 1{ZEV})_’0 (i—00)
Ved;

{Z)=lim } E[p(")F V)]l ps.

I Ved;

on a

I1 est clair que {(Z) est & (Z)-mesurable. []

Lemme 15. Pour tout Ve il existe un ensemble Z*(Ve F (V) x &, Z*(V)cQ x
V, tel que ZX(V)Yn(Qx V) est la réunion d'un nombre au plus dénombrable de
graphes de points visibles, qui possédent la propriété (6) et que (w,u)eZ*(V)
impligue IP[u({u})=*0|F (V)] =0 (d un ensemble évanescent prés).

Démonstration. Définissons Kk(V) comme dans la derniére partie de la
démonstration de théoréme 13; Z% en est une section & (V)-mesurable telle que
P(r[ZX])=TP[n{K,(V)}]; en partlcuher Z% est un point visible qui posséde la
propriété (6); ensuite on trouve Z%, sectxon # (V)-mesurable de K, (V)—[Z'];
etcc. Comme dans la démonstration de théoréme 13 on a:

H’(H(Zi.‘)>0)g£lP(n|[Z’{]]). Il s’en suit qu'aprés avoir trouvé un nombre au plus
dénombrable de Z* on obtient: lP[n(Kk(V)—(U[[Z’f]]))] =0, puisque dans I'au-
tre cas il devrait y avoir un ensemble non—négliéeable, ou &(V)= 0.

I ensemble Z*(V):((kj Li)[[Z’i‘]])Cm(Q x V) satisfait a I'énoncé. [
Corollaire. _
Soit X* —Vﬂ%[Z* Yu(Q x V)]; alors Pensemble X*( VU%[Z*(V)CG(Q x V)])

est la réunion d'un nombre au plus dénombrable de graphes de points visibles qui
possedent la propriété (6), et (w,u)eX* et ueVed impliquent (w, u)eZ* (V).
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Lemme 16. Soient X(V)={w|IP[u(V)=0|F (V)]*£0} et T=|) () | Z(V)xV;
i Jjzi Ved;
alors X¢ est la réunion d’'un nombre au plus dénombrable de graphes de points

visibles qui possédent la propriété (6).

Démonstration. Z°=(}{) ) Z(V)x V. Ce n’est pas une restriction de suppo-
i jZivVea;

ser que Z(VY¥c{u(V)}+0} pour tout Ve et que pour tous V, Wed, W<V

on a: Z(WMn{u(V-M=0}=xW¥n{u(V-w)=0} (cf. [3]-prop. 1)

Maintenant, si (w,u)eX¢, on a: u({u})=0. Pour tout Ve, H(V)nZ° est le

graphe d’un point visible Z qui posséde la propriété (6):

Z: coa{uey S% p(V—{u})=0, (o,u)e2*;
4 sinon.

En effet: ‘
[Z]=lim |} VYo {u(V-W)=0})xW
ot Wel;, v

coelim U ZWVYn{u(V—-w)=0}

L Weli,v
implique qu’il existe une suite décroissante W, (W,e%,), telle que p(W)>0 pour
tout i, donc u([\W)+0, ce qui entraine que (\W;={u} et u=Z(w), donc
werZ]. O f

Lemme 17. A lexception d'un ensemble évanescent (w,u)eXnX* implique
tim IECa(W)| 7 (W)] =0 ou W {u}, W,

Démonstration. Si 'on exclut un ensemble évanescent, (w,u)eX implique qu’il
existe un ensemble V,, ueV,e# tel que weX(W) pour tout We%, W<V,
Wau; dautre part il existe un V,e% tel que (w,u)eH(V,); donc
(w,w)eHVYNZV)xV)ou V=V,nV,.

En excluant de nouveau un ensemble évanescent on a grace a [3]-cor. 2:

ElpW) ey wy-ol 7 (V)] _ ELu(W)|F (V)]

ELp(M)|F (W)]= PE(V—W)=0|Z (V)] —IPE(V)=01Z (V)]

PLu({u})+£0|Z (V)] (w)=0 puisque (w,u)eZ*(V), donc u(W)—0 (i—wx)
IPL-|F (V) ](w)-p.p- et convergence dominée nous donne
E[u(W)l7 (V)(w)—=0. O

Lemme 18. Pour tout Ve on a p.s. sur {u(V)=0}:

Z E[u(W) 1{§(W)§ 1)\5;(W)]T§(E) (i—00),

Wel; E

o ((E) est une mesure aléatoire sur la semi-algebre {EcU|E<V} (cf. [3]-
lemme 3).

Démonstration. Tout se passe sur {u(V)=0}, dont nous excluons un seul en-
semble négligeable. Si Ee%, EcV et



Une projection de processus ponctuels 497

4= Z IE[#(W)l(g(W)gnfg:(W)]

Well;, g

on montre analoguement a [3]-lemme 3 que A4;<4; ,, donc 4,7{(E). On
vérifie aisément que { est une mesure. []

Lemme 19. Soit Ved; alors

> ELuW) ey s ) F W) Lizry 0,0 pos.

Wedt;, v
si i tend vers Pinfini (cf. [3]-lemme 4 et [2]-formule (4.4)).

Démonstration. Le raisonnement suivant est emprunté 4 la démonstration de
formule (4.4) dans [2]: On remarque d’abord qu'il suffit de considérer le cas o1l
U=R. Soit neZ; pour presque tout w on peut numéroter les atomes de u par
o, keZ, tels que: 9 <n<t{® (On simplifie la notation en supposant que -+ oo
et — oo soient points de condensation d’atomes de presque toute p).

Choisissons We(a, b)y=[n,m] ou Wed; a, beR et n, meZ, et écrivons pour
un instant:

A={f((a,b)—W)=0,é(n, a]:lsé[ba m] ZV}

et

T= (o, (08, (TG oo (2, (), (02, (272, s (27, (), o).
alors on montre que sur 4 on a:

E[X1,/T]

ELX |7 W)=~ 4

analoguement a [3]-cor. 2.

Puisque ¥V ne contient quun nombre fini d’atomes de u le lemme est
ensuite démontré en raisonnant pour un o fixe non exceptionnel entre deux
atomes de p placés a a et b comme on le fait dans la démonstration de [3]-
lemme 4. [

Maintenant nous sommes préts & prouver le résultat principal de ce para-
graphe. {cf. [3]-Th. 1 et Cor. 20, et [2]-Th. 4.1 et 4.2).

Théoréme 20. Soit Ec; alors:

w(E)=lim ) E[uW)FW)] ps.
! We¥i g
Démonstration. Choisissons un systéme {Z,} de p.v. qui possedent la propriété
(6) tel que |J[Z,]=2°UZ* (cf. lemme 15 et 16). A un ensemble négligeable

pres les {(Z,) existent.

Pour presque tout w, on peut raisonner comme il suit: p{{u})>0 pour un
nombre fini de ueE. Il existe un nombre plus petit fini de o, tel que

{ueE|(w, w2 v 2*, u({u}) >0} =\ {Z,,(wo)}.
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Maintenant il est clair, que

lim % IE[p(W)|F (W)](wo)=

L We¥i g

lim 5 Y E[p(W)|F (W)1(©0) Lz, cw(@o)+

i Wel; k

Iim Z IE[:“(W)(?(W)]((‘OO)1Q{Zak¢W}n{§(W)¢0}(wO)+

L Welli, g

hm z IE[,U(W)1{¢(W)§1}|97(W)](w0)1{:(W)=0}(w0)+

I Wel; E
hm z E[u(W) 1{§(W) >1} |7 (W)](w,) 1{é(W)= m(wo)
L Wel, '

=lim A (w,) +1lim B;(w,) +1im C;(wg) +lim D (wo) =, (E)

(disons), puisque les limites existent grace A respectivement lemme 14, lemme
17, lemme 18 et lemme 19.

Il résulte de lemme 18 et 19 que {, est une mesure, puisque si E,;|0, il
existe un nombre iy(w,) tel que p(E; (,,)=0. Par conséquent { est une mesure
aléatoire. Ni 'expression {(Z) pour points visibles avec propriété (6) (cf. lemme
14) ni {(E) sur {u(E)=0), Ec% (cf. lemme 18) est ambigué.

Soit Z un point visible quelconque; alors on déduit de lemme 5, lemme 14
et lemme 17 que {(Z) est & (Z)-mesurable. Donc { satisfait a (2). L’ensemble
(ZUZ*)Y (o, u)| {({u})=0} est visible. Ce fait combiné avec lemme 17 nous le
rend possible de construire o({) et de constater que { satisfait a (3) aussi. Donc
{ est une mesure aléatoire visible.

Le théoreme est démontré dés qu'on a:

EfXdu=IEfXd{
pour tout processus visible X'; pour cela il suffit de vérifier que
Eu(V)1,=E{(V)L,

pour tous Ve, Fe# (V) (cf. lemme 1), ce qui est fait de la méme fagon que
[3]-cor. 20. Un seul point mérite notre attention spéciale. Ecrivons:

G;= Z IE[#(W)I{g(W)=1}|g:(W)] 1{§(W)=t=0}'

Wel;, v

Il faut prouver que IElimG,=limIEG,. Pour démontrer cette égalité nous
utiliserons une idée suggérée par M. Wakker dans une discussion: Il suffit de
montrer que pour tout £>0 il existe un 6>0 tel que Fe# IP(F)<é
implique: IEG;1,<& pour tout i Soit £>0; choisissons a>0 tel que
Eu(V)1ypy-q<e/2 et 6 tel que IP(F)<§ implique: EE(V)1,<e/2a. Soit
IP(F)<é; alors:
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El;G=FEl, } B[V ey 1y Luoy sl & W] Lm0+

Wel;, v

Elr ) ELaW) Lew -y Lwwy > ol W gm0, £

Weli v

Elzal(V)+IE Z IE[#(W)l{u(V)>a}lf(W)]<

Wel; v

e2+EuV),pysg<e O

Grace a ce théoréme on peut identifier I'intensité conditionnelle et la
projection visible d’un processus ponctuel. M. Kallenberg a été si aimable de
me faire remarquer, que I'existence de l'intensité conditionnelle étant montrée
dans le cas de processus ponctuels simples, cette identification est une conse-
quence assez simple de §4 remarque 1.
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