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1. Introduction 

Darts tout  cet article, ~ d6signe un hombre  positif fix6, z o est un nombre  
complexe, non nul, et a--[Zo[. 

Soit IPzo la loi du mouvement  brownien complexe (Z~=Xt+iYt)t> o issu de 
Zo, d6finie sur l 'espace ram= C(IR+, IF), muni  de sa tribu bor61ienne 3 (pour la 
topologie de la convergence uniforme sur tout  compact  de lR+). On note  encore, 
pour  tout  z=x+iy~l l ; ,  lP:~o la loi du <<pont brownien complexe>>, entre 0 et z, 
issu de z 0 en t = 0 ,  et aboutissant  en z, au temps t = z .  Rappelons  que: 

dx dy (x-xo) 2 +(y-yo) 2 

off 3~=~r{Zs, O<s<z},  6galit6 que l 'on peut  rb6crire en: 

(1.1') pour  tout  A ~ 3 : ,  IPzo(A[Z~=z)=IP~(A ) 

(tous les rappels n6cessaires, concernant  le pont  brownien- rdel ou complexe- 
sont faits au paragraphe  2). 

Paul L6vy a montr6 que le point  0 n'est pas visit6 par  le processus (Z,)t>=o, 
IP=o p.s. On dhduit donc de (l.1), ou (1.1'), que: 

(1.2) dxdy p.s., IP[o(3te[O,z],Z~=O)=O, 

et, en fait, on mont re  au paragraphe  2, plus pr6cisdment, que: 

(1.2') pour  tout  zee0, 1Pj0(3te[0, z ] , Z t = 0 ) = 0 .  

On peut  donc d6finir, par  continuit6, pour  tout  t e l0 ,  r],  l"accroissement de 
l 'argument  entre 0 et t, soit: 0~(co)-0o(CO), de la courbe (Zu(co), uE[0, t]), et ceci 
peut  6tre fait, d'apr6s ce qui prdc6de IP=Zo p.s., pour  tout  z 4= 0 (et donc  IP~ ~ p.s. !). 

L'un des buts de cet article est de calculer la loi de (0~-0o), pour  IP~Zo, pour  

tout  z =t= 0, et en particulier pour  z = z  o, auquel cas, sous IP,*~ IPSo ~ le processus 
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(Zt)o~t<=~ d6crit une boucle, que l'on appelle lacet brownien, et l'on a: 
(0~- 0o)~27c2g, IP* p.s. 

~0 

Par ailleurs, on rappelle, au paragraphe 3, que (0 t -  0o) est une lP=o martingale 
t ds 

locale continue, dont le processus croissant est 6gal ~t i 0 ~ 1 2 ,  et les calculs 

men6s ci-dessous permettent en fair d'obtenir, de fa9on explicite, la loi conjointe 

de 0 , -0o ;  ~ J~-iY sous IP{o(Z4=0 ) (voir le paragraphe 6). 
0 

Une 6tape importante du travail est constitu6e par l'obtention de la loi, sous 
IP~o, de (0~-00), conditionnellement/t ]Z~I, loi qui est, pr6cis6ment, donn6e par 

la formule suivante, valable pour tout vMR" ilvl ( ~ )  

(1.3) IE~o(e '~(~ -~ [ Z~l = p) - , 

o6 I ,  d6signe la fonction de Bessel modifi6e, du premier ordre, et d'indice v. 
Ce r4sultat donne une interpr6tation probabiliste des distributions #~ et 

G, d6finies pour tout r > 0, respectivement par leur transform6e de Fourier (resp. 
Laplace): 

v---~ IJ~l(r~) et 2 ~  I/y~(r) 
Io(r) Io(r) " 

#~(resp: G) est d6sign6e, dans la litt6rature, comme la distribution d6velopp6e de 
yon Mises - en anglais: <<unwrapped yon Mises distribution>> -, resp.: distribu- 
tion de Hartman-Watson (cf. [4]; 1974). 

Les mesures #~ et r/~ sont absolument continues par rapport A la mesure de 
Lebesgue (respectivement sur IR et IR+); leurs densit6s sont 6tudi6es au 
paragraphe 5. 

La m6thode qui nous a conduit / t  la formule (1.3) permet 6galement - c'est 
1/~ le second aspect de ce travail - de red6montrer (cf., paragraphe 4) des r6sultats 
plus r6cents de Hartman ([3]; 1976), ~ savoir: 
(1.4) pour tout couple (t", R) v6rifiant: 0 < r < R < o o ,  les fonctions suivantes, en 
2~IR+: 

I~;.(r) x I~ et K ~ ( R )  Ko(r ) 
I ~  I~2z(R) Ko(R ) x K~(r )  

sont les transform6es de Laplace de probabilit6s sur IR +. 
Le paragraphe 6 est consacr6 ~t expliciter la loi de l'indice du lacet brownien 

d6fini plus haut, tandis qu'au paragraphe 7, on d6veloppe, en dimension 
sup~rieure ~ 2, certains des r6sultats obtenus pr6cSdemment en dimension 2. 

2. Quelques pr6cisions sur les ponts browniens r6el et complexe 

Darts le seul but de simplifier les expressions qui interviennent dans ce paragra- 
phe, on suppose le temps z ~gal ~ 1; les arguments utilis6s sont 6galement 
valables lorsque z est un r6el strictement positif. 
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Soit, sur un espace de probabilit6 (f2, ~I, P), un mouvernent brownien r6el 
(B~)t>o, issu de xo. On note (~3~)~o sa filtration naturelle, et 

~ t  = (-~ (~(t+~) V o-{B1} ) 
(~> O) 

K. Ito ([5]; voir aussi [7]) a rernarqn6 que le processns (Bt)t<=l est une 
(~t) quasi-martingale, dont la d6cornposition canonique s'6crit: 

t 

(B1-  B ~) ds (2.1) B,-- /~+.[  (t<l). 
5 1 - s  

Soulignons que, d'une part: 

(2.2) (Bt)t<=l est un (~t) mouvement brownien, issu de x o, et, en cons6quence: 

(2.3) (Bt)t<=l est ind@endant de (B1); 

d'autre part: 

(2.4) E i 
~ B~ ~ 

0 ( l - s )  ds<oo. 

Par ailleurs, si x~IR, on consid6re l'6quation en U: 

t X - - g s  
e(xo, X )" Vt=Bt+ ! (~__s~ds ( t<l) ,  

dont l'unique solution s'explicite aisdment: 

(2.5) Ut = x t  +/3~- (1 - t )  i 
~ .du 

o t ~ - ~  2 (t<l). 

De plus, on a le :  

(2.6) Lernrne. La solution (Ut) de e(xo, x ) vdrifie: lirn U~=x, P p.s. 
t " t l  

D~monstration. D'aprbs (2.5), il s'agit de rnontrer que: 

~ , -  (1 - t) i ~" du ,0 ,  

ou encore que: 

H = J ~ t _ ( l _ t )  i B, du ,0. 
o ( - f ~ 2  ~,1 

Or, 
f 

~ e ~  d ~ 
H t = ( 1 - t )  i 

o ( 1 -  u) 2 

Rappelons le r6sultat 616mentaire suivant ([7], Lernrne 9): si g: [0, 1]-~ IR+ est 
une fonction continue d6croissante, telle que g(1)=0, alors, pour toute fonction 

1 
f => 0 v6rifiant ; f(u) g(u) du <oo, on a 

0 
t 

lirn g(t) ~ f (u)du =0. 
t ~ l  o 
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D'apr6s (2.4), ceci s'applique, P(&o) p.s., ~t g ( t ) = ( 1 - t ) ,  et 

f ( t )= [~l-~tl(co) [] 
( 1  - 0 2 

Sur l'espace (2a=C(]R+,IR), on consid~re le processus des projections 
Xt(co ) = co(t) (t => 0), la famille de tribus Nt = a {X s, s <_ t} (t >_ 0), et (5 = V t Nt. 

Pxo d~signe la loi, sur ((2a, ff~), du mouvement brownien rdel, issu de x 0. Pour 
tout xelR, notons P~o la distribution, sur (f2e, ffi~), de la solution (U0,<I de 
e(xo, x), prolong~e par continuit6 en t~-1 (donc U~ =x,  d'apr6s le lemme (2.6)). 

D'apr~s (2.l) et (2.3), on a: 

(2.7) l'application: x--~ P~o est une d&int~gration r~guli&'e de Pxo, par rapport d 
la tribu engendr~e par X1. 

Pour tout couple (x o, x), on note PB(xo, x) le triplet (f2e+, (Xt),< = 1, P~o): on a 
ainsi d6fini, d'apr6s (2.6) et (2.7), le pont brownien issu de x 0, et aboutissant en x 
au temps t = 1. 

Remarque. La pr6sentation de PB(xo, x) adopt6e ic ies t  semblable h celle de 
Mackevicius ([12]), mais les d6monstrations sont diff6rentes. 

Pour tout couple ((xo,x); O'o,Y)) de points de IR 2, on note Zo=Xo+iy o, 
z=x+iy ,  et on d6finit, sur (~r IP~o=P~| (modulo les identifications 
canoniques!): c'est, par ddfinition, la distribution du pont brownien complexe 
PB(zo, z) issu de z0, et aboutissant en z, au temps t -- 1 ; d'apr6s (2.6) et (2.7), l'6galit6 
(1.1) est r6alisde, ainsi que: IP~o(Z ~ =z)=-1, pour tout z. 

De plus, on a le :  

(2.8) Lemme. Pour tout couple (Zo, Z ) ~  2, IPz;(~ tc] 0, 1 [, Z t=0)=0 .  

Ddmonstration. 1) (X,) et (Y~) d6signent respectivement les parties r6elle et 
imaginaire de (Z,). 

D6finissons les (3,) temps d'arrat: 

f 
Tn(co ) -= inf it~AT 

Admettons provisoirement que: 

(2.9) 

=-i (x-X*)2+(Y-Y~)2 ds>-n} ( l - s )  2 

IP~o p.s, T,,i"1"1. 

D6finissons, en calquant les notations sur celles du d6but de ce paragraphe, les 
processus: 

Xt~-Xt  - i (X--Xs) 
o (-f-Z~-s) ds (t<l),  

Y~l----lira J(, (qui existe IP~o p.s., par ddfinition de PB(xo, x)), 
t t t l  

et (~)t<~ de fa~on analogue. 
Par d6finition de IP~, 2--((J(t+i~)~<l)  est un (IP~o,(3t),~l) mouvement 

brownien complexe issu de z o. 
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D'apr6s le thdor6me de Girsanov, pour  tout  n > 1, le processus (Z, A r,)t => o est, 
sous la probabili t6:  

o ( l - s )  g u ' ~o 

un mouvement  brownien complexe, issu de z o en t =0,  et arr6t6 en 7~,. 
Les probabilit6s Qr et ~ o  6tant 6quivalentes, on a, d'apr6s le th6or6me de P. 

L6vy d6jfi mentionn6:  pour  tout  z ~ ,  1P~(3tE] 0, T,], Z t = 0 ) = 0 ,  d 'od le r6sultat 
cherch6, d'apr6s (2.9). 

2) 11 reste /t mont re r  (2.9), qui sera une cons6quence imm6diate de 
l 'assertion: 

(2.10) pour  tout  (Xo, x)@IR 2, i 
(x 

0 ( l - s )  2 ds=oo, Pffo p.s. 

Or, d'apr6s (2.5), on a, pour  tout  s < 1: 

x - - X  s =(x-J?0+ i (2.- 2x) du. 
( l - s )  o ( l - u )  2 

Ainsi, puisque (37,),~ I e s t ,  sous PJo, un mouvernent  brownien r6el issu de x o, 
(2.10) 6quivaut 5.: 

o ( l - u )  z j ds=ov P~o p.s. 

Mont rons  rnaintenant (2.10). D'aprhs [7] (corollaire 3.2), on a: 

i (X 1 -- Xs) 2 
o (1 - - s )  2 ds=oo, Pxo p.s., et d o n c :  

i (x -- Ks) 2 ds 
dx p.s., 0 ( l - s )  2 =oo ,  Vs p.s. 

(2.10) est donc r6alis6e au moins pour  un xMR, et donc, d'apr6s l '6quivalence de 
(2.10) et (2.11) (qui ne d6pend pas de x!), pour  tout  xelR. [ ]  

Ainsi, si z 0 z =# 0, on peut donc ddfinir, comme il a 6t6 dit dans l ' introduction,  par 
continuit6, pour  t6 ro ,1 ] ,  l 'accroissement de l 'argument entre 0 et t, soit: 
0~(co)-0o(CO), de la courbe (g,,(co), u~[0,  t]), 1P~o p.s. 

Le lemme suivant nous sera utile au paragraphe 6. 

(2.12) Lemme.  l) Soit zoeC, et F: f2e~IR une fonction born&, continue pout" la 
topologie de la convergence compacte, et 3~-mesurable. Alors, l'application: 
z-~ IE~o (F) est continue. 

2) Soit z o 4= O, et f :  IR--~IR une fonction continue, bornOe. Alors, l'application: 
z--,IE~o [f(O 1 -0o )  ] e s t  dOfinie, et continue, sur C\{0}.  

DOmonstration. 1) Rappelons,  avec les notat ions du lemme (2.8), que: 

Z t = z t + 2 t _ ( l _ t )  i 2 , du  o ~ (t<l) 
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et que (2,),~1 est, sous IP~, un mouvemen t  brownien complexe issu de z o. Ainsi, 
si l 'on d6finit la famille d 'applicat ions (7:(co)), de IR+ darts r  par:  

[7~(co)](t)={it+Zt(~~ o ( l - u )  2 ( t < l )  

( t > l ) ,  

alors, on a: IE~o[F(o)] = 1E~o [F(?~(o))],  et la premiere partie du lemme d~coule 
de ce que, pour  tout  o s ~ e ,  l 'application: t12-+ ~e  est continue, f2 e 6tant 

z ~ ( c o )  

muni  de la topologie  de la convergence compacte.  
2) Supposons z o # 0. Alors, pour  tout  z # 0, l 'application 

Arg: 0 __~ 01 (co)_ 0o(0) =_ im ~ ~ du~ 

est d4finie sur l 'ouvert  O={o/Vte[O, 1],o)(t)=t=O} de f2c~ qui est, d'apr4s le 
lemme (2.8), de mesure pleine pour  IP2o; de plus, Arg est continue sur 0. La  
seconde partie du lemme d4coule donc  de la premihre. 

3. Parties radiale et angulaire du mouvement brownien complexe, sous IPo 

Dor6navant ,  z o est un nombre  complexe non nul. Ce paragraphe  est une suite de 
rappels succincts, extraits de [16] (voir aussi Ge toor -Sharpe  [1]). Une applica- 
t ion simple de la formule d ' I to mont re  que, sous IP~o: 

(3.1) Z,=Zoexp (i dZs~l 
Z~ / ' 

ce qui 6quivaut / t :  
t 

(3.2) logo,(Zt(co)) - l o g ~ ( Z o  (e))) = ,~ dZs 
0 Z s 

ol) logo, d6signe une d6terminat ion continue du logar i thme le long de la 
trajectoire Z.(o). 

Identifions respect ivement  les parties r6elle et imaginaire des deux membres  
de (3.2). I1 vient, en notan t  pt= ]Ztl: 

(3.3) log P t -  log Po = i dfls; 
o Ps 

(3.4) 0 t -  0o = i dTs, 
0 Ps 

Contrairement ~t ce qui peut sembler au premier abord, cette formule West pas vraie pour toute 
martingale complexe, continue (Zt), qui ne visite pas {0}; en fait, une telle martingale complexe (Z~) 
v6rifie (3.1) si, et seulement si, elle est conforme (c'est ~t dire: Z 2 est 6galement une martingale locale) 
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off 

~,. ( X # X ~ +  ~ d ~ )  ~,.(Xsd ~ -  ~dXs) 
J , et 7t = J 
o Ps o Ps 

sont, d'aprds la caract&isation de Paul L6vy, deux mouvements browniens rdels 
inddpendants, puisque: (fl, fi)~=(7, 7), =t ,  et (D, 7)t =0. 

D'autre part, une nouvelle application de la formule d'Ito it Pt =-( X2 + Yt2) 1/2 
montre que: 

(3.5) p, = po +/3~ + �89 i 
ds 

o Ps 

La fonction: x-~  1Ix 6tant diffdrentiable sur ]0, oo [, et (p,) ne s'annulant pas, on 
d6duit ais6ment de (3.5) que: 

(3.6) les processus (Pt) et (fit) ont m6me filtration. 

Ainsi, d'apr6s (3.4), et l'inddpendance de (fit) et (?,,), on a: 

(3.7) sous 1P~o , conditionnellement d p=(p,,t>O), le processus (0~-0o) est une 

i ds martingale gaussienne, centrOe, de processus croissant ~7. 
o Ps 

Nora bene: Le rdsultat prdcddent peut aussi atre obtenu en exprimant 
1{~2 ~2 ~ 

1d --~ ~-x2 +~5v2 ] en coordonn6es polaires (of., Ito-McKean [6], p. 270), mais la 

pr6sentation ci-dessus est coh6rente avec l'esprit de l'article, et sera encore utile 
par la suite. 

4. Fonct ions ,  et processus,  de Besse l  

Ce paragraphe est consacr6 h la ddmonstration des rdsultats (1.4) de Hartman, 
ainsi qu'h l'obtention de la formule (1.3). 

Introduisons tout d'abord quelques notations relatives aux processus de 
Bessel: on appelle processus de Bessel d'indice v(~IR), et on note BES(v), la 
diffusion/t valeurs dans [00 oo), de gdndrateur infinitdsimal: 

1 d 2 2v+1 d 
(4.1) 

A ~ - 2 d x 2  ~ 2x dx 

(pour une ddfinition plus compldte, voir J. Kent [10]). 
On ddsigne quelquefois d ~ - 2 ( v + l )  comme la <~dimension~> de BES(v): en 

effet, la partie radiale du mouvement brownien h valeurs dans IR a est le 

processus BES ( 2 - 1 ) .  Dans la suite, l'indice v=0, c'est it dire d~=2, joue un 

rdle fondamental. 
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Sur l'espace f2a+ = C(IR+,IR+), on note p~(co)=co(t), ~t=~{ps , s< t }  (t>O), et 
~=o-{ps,s>0}. Pour tout aE[0, oo), P] d6signe la distribution, sur (~2~+, ~), de 
BES(v), qui v6rifie P~, [po=a] = 1. 

Remarquons que, d'apr6s (4.1), pour tout a>O, et tout v>=0: 

2v+1 i d s  
(4.2) fi~- P t -Po  2 o Ps 

est un (P], ~,) mouvement brownien r6el; ce r6sultat g6n6ralise la formule (3.5), 
qui correspond au cas v = 0. 

Les r6sultats suivants, dfis/t J. Kent [10], jouent un r61e important dans le 
reste du paragraphe: 

- pour tout v > - 1 ,  x>0, t>0, la fonction de transition P~(x, dy) de BES(v) 
admet une densit6 p~(x, y) qui v6rifie: 

(4.3) p; (x ,Y )=te  2~ Iv y (y>0) 

.0~ v = ~ -  1, deN*, cette 6galit6 figure dans Ito-Mc Kean [-6], paragraphe 

(2.7)). 

- pour tout b>0, notons %=inf{t>0/p,=b}. Alors, pour tout 2>0; 

(4.4) E : [ e - ~ ] =  (~y p~'(a]/~) 
~ ( b l / ~ ) '  

or) ~=K,  si velR, 0 < b < a < o o ,  et t~=I si v > - l ,  0 < a < b < o c .  (Voir aussi 
Getoor-Sharpe [2], proposition (5.7).) 

La c16 des th6or~mes qui figurent dans ce paragraphe est le 

(4.5) Lemme. Soiem a un r&l strictement posi~if fix~, et T u n  (~s+) temps d'arr~t 
born& Alors, pour tout couple (li, v) d'indices positifs ou nuls, on a, pour route 
variable positive Y. ~r+-mesurable : 

(4.6) E~ [Yexp{-@~}~_~- (~a~)-~] =E: [Yexp (\-~-{~/~2T{ds~! (~aL)-~]. 

D4monstration. 1) D6montrons tout d'abord (4.6) pour g--0, et v>0. (4.6) 
6quivaut alors, g l'6vidence, ~t l'identit6: 

/ v 2 T d s \ l  
(*) E ~  

pour toute variable positive Y, (~T+) mesurable. 
2) Consid6rons la (pO, ~) martingale locale: 

'dfis v 2 ' .ds) 
/2'~-=exp v! P~ 2 0Ps~ 

= -  - - - J &  o-5 , d'apr6s (3.3). 
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L'in6galit6 6vidente: L~t< - -  , et l'in6galit6 de Doob  dans L P ( l < p < o o )  

entrMnent que, pour  tout  p E ] l , ~  [, et t > 0 :  

E [sup (L"s) p] <oQ. 
s < t  

pO En particulier, pour  tout  v > 0, (/~),=> o est une ( a ,  ~t) martingale. 
3) Soit cr une constante positive telle que: T_< or. D'apr6s 2), ~OV-L ~= ~. (P~~ 

est une probabili t6 sur (~2~. ,~) .  D'apr6s le th6or~me de Girsanov,  

~t==-flt-v ( t < a )  est u n  (Q~,(~t)t<=c;) mouvement  brownien rdel. 
0 Us 

On r66crit maintenant  l'6galit6 (3.5) en: 

. 2 ~ , + 1  ~ds + p, ! 

ce qui, d'apr6s (4.2), mont re  que, sous Q;, le processus (pt),<=~ est un processus de 
Bessel d'indice v. 

On a donc, pour  route variable positive IS,, (~r§ mesurable:  

(1) 0 "; 

=EQ~(Y)=E;(Y). 

(l'6galit6 (i) d6coule de ce que (L~)t__>o est une (p0, ~t) martingale). (.) est donc 
ddmontr6e. 

4) Enfin, (4.6) est une consaquence de (*), appliqu6e d 'abord  avec l 'indice 
/1 > 0, puis avec l 'indice v > 0. [ ]  

Remarque importante. Dans son article [8] (voir aussi, Kazamaki  et Sekiguchi 
[9]), Kazamaki  donne un exemple mont ran t  que son crit6re: 

exp{�89 sous-mart ingale]  pour  que exp{M~- �89  soit une martingale 

est meilleur que le crit6re, antdrieur, de Novikov  [13],/~ savoir: 

pour  tout  t, E ( e x p � 8 9  oo I 

Remarquons  que le crit6re de Novikov  ne s 'applique pas non plus /t la 
martingale (locale) Lt=exp{Mt-�89 qui figure dans la d6monstra t ion 
pr6c6dente, car: 

(M>~=v  2!  ~y2, et E~ - o e  (s>0).  
P, 

Par contre, le crit6re de Kazamaki  s 'applique fi l '6vidence car: 

exp = - -  . Autrement  dit, voici un autre exemple illustrant la puissance 
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du test de Kazamaki (qui, soulignons le, est loin d'avoir 6t6 utilis6 dans toute 
sa force. [] 

Les deux th6or6mes suivants constituent, ~ l'6vidence, lorsque l'on prend 
/J=0, une red6monstration probabiliste directe, respectivement du r6sultat de 
Hartman et Watson (voir l'introduction), et des r~sultats (1.4) de Hartman. 

(4.7) Th~or~me. Pour tout couple (#, v)~IR+ x IR, et ~>0, on a: 

I~,, +~2,1/, (~ff -)  ~ds 
( 4 . 8 )  E,[exp{-~!~s}/p.=pl= 

D~monstration. Appliquons (4.6), avec le couple d'indices (/~, 2), oO Z=(/~2 + re) 1/2, 
au temps T = r, et avec la variable: 

Y=f(p~)exp~#2i d.} Z~ , 
( 2 o p .  

f d6signant ici une fonction bor61ienne positive. I1 vient: 

E, [f(p,)exp ( - ~  - ' ds' 

= ~ dyf(y) exp +y2 Ix y (d'aprSs (4.3)). 
o 2z 

D6signons par G une version bor61ienne de E," exp j W ~ / P ~ = "  .I1 vient 
alors, en appliquant ~t nouveau (4.3): 

oo 1 a z 
! dyf(y)G(y);exp ( + y2 ,. i,.<), 
= ~ dyf(y) exp ~ l I x y, d'ofl (4.8). [] 

0 

Remarque. A l'aide de la propri~t6 de Markov, on peut 6crire la version 
sym6tris6e suivante de (4.8): pour tout couple (/~,v)eIR+ • IR, et 0 < a < - c < o o -  

E."[exp( vZ l ds\ / (p., p.) ] _ (" +""pj~- : -rj ) 

Le corollaire suivant d6coule imm~diatement de (3.7). 
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(4.7.1) Corollaire. Pour tout ~ I R ,  on a: 

�9 [ O~ 2 ~ dS / \ 
(4.9) ~.o(e"(~176176 ~ t e x p - ~ - ! ~ / p ~ = p ) =  

Remarque. Au d6but de ce travail, la formule <dnt6gr6e~: 

lE.o (e~.(o.-oo)) = ~ lp o(& ~d p) 

obtenue par I to-McKean ([6], p. 271), nous a sugg6r6 la formule (4.9). 
Rappelons que, & l'aide de cette formule ~dnt6gr6e)), Ito et McKean 

2(0,-0o) 
d6duisent tr6s rapidement le r6sultat de Spitzer [17]: sous IP~o, log t 

converge en loi vers la distribution de Cauchy de param6tre 1, lorsque (t ~ oo). 
Le corollaire suivant permet, en particulier, d'6tablir la jonction entre le 

th6or6me (4.7) et l'6tude mende par J. Pitman en [15]. 

=d__ 1 (4.7.2) Corollaire. Soit d e N ,  d> 2, et #a 2 . m dOsigne un point fixO, non 
nul, de IR a. 

(B,)u>=o est un mouvement brownien, d valeurs dans IRa, issu de O. Alors, pour 
tout t>0 ,  et v~IR, on a: 

,. / , . + .  r]'.,+..-Irm' 
E Lexp-  - _ Ilum+-B, I[ 2 I~d(r IImJl) 

(*) 

Ddrnonstration. On fait, dans l'int6grale entre t et o% le changement de variable 
# = 1/v; puis, utilisant le fait que le processus (vB1/v)v> o est encore un mouvement 
brownien ~t valeurs dans ira, tendant vers 0, lorsque v ~ 0 ,  on applique la 

r 
formule (4.8) avec #=#a ,  "c=l/t, p=-[, a= I[mll. 

(4.7.3) Remarque. Si l'on fait, dans l'int6grale figurant en (*), le changement de 
variable u = t + v ,  et que l'on utilise le fait que (B t+v -B  t, v>O) est un mouve- 
ment brownien /t valeurs dans iRa, issu de 0, on peut 6noncer, apr6s introduc- 
tion d'une variable gaussienne G(~t,0,/t valeurs dans IRe, de moyenne (mr) et de 
matrice de covariance tided, ind6pendante du mouvement brownien d- 
dimensionnel (B~),e o issu de 0, la version abstraite suivante de (*): 

E [exp ( - ~  o~llG(~t.t,+ urn+Bull 2) H G~'t'~ = 

_ I ( . ~ + . , ) , / . ( p  Ilmll) 
Iud(P]Imll) 
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(4.10) Th6or6me. Pour tout b > 0 ,  on note %=inf {t >O/pt=b }. Pour tout triplet 
(#,v, fi)MR+ x IR x IR*, on a: 

[ e x p f  v 2 L ~ ds ")1 (b]u !~(,2+,,) , , ,(al~fi) 
(4.11) 

off !~=K, si b<a; 9,=1, si a<b. 

D~monstration. Appl iquons  (4.6) pour  le couple d'indices (#, 2), off 2 = (#2+  v2)1/2, 
( # 2  vb ̂  t 

autemps r=zbAt(t>O),etaveclavariable g = e x p l ~  ! , ~ds 7-p(% A t)) g(p~ ~,), 
g d6signant une fonct ion bor61ienne positive. I1 vient: 

(4.12) 
_ z e x p ( -  

I1 nous faut maintenant  discuter selon les positions respectives de a et b. 

1) Supposons  b<a. Alors, p ~ > b ,  et donc:  On  peut doric 
~ ' b '  

faire tendre t vers + co dans l'6galit6 (4.12) 2, ce qui donne, avec g - 1 :  

b - .  rv.  ds+p _ (a) . [exp-~-! p: bjj 

= d.pr . 
K~(bl f~) '  

d'ofl le r6sultat cherch6. 

2) Supposons  a < b. Alors, p~ ~ t < b. 
De  mSme que pr6c6demment,  on peut faire tendre t v e r s + o o  dans l'6galit6 
(4.12), off Fon prend g(p)=pZ. On obtient  finalement (4.11). [ ]  

Le corollaire suivant d6coule de (3.7). 

(4.10.1). Corollaire. Avee les mSmes notations que dans le thdorOme, on a: 

(4.13) IE-o[exp {iv(O~--Oo)-- firb}] -p~l~l(al/~) 
- ~ l ~ l ( b ] / ~ ) '  

En faisant d6croitre fi vers 0+ dans l'6galit6 (4.11), on obtient le 

(4.10.2) Corollaire. Pour tout couple (#,v)elR+ x IR, et 0 < b < a < o o ,  on a: 

z I1 faut toutefois prendre garde au fait que, pour tout # > 0, et 0 < b < a, on a: P~"(% = oo)> 0. Voir, 
/tce sujet, le corollaire (4.10.2). Par contre, si b__>a>0, on a, pour tout/*__>0, P,U(%=oo )=0 
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En particulier, PU(Zb <OO) = (!)  2u. 

En conclusion de ce paragraphe, remarquons que, d'apr6s l'6galit6 (4.11), 

consid6r6e en #--0, l'application: (2, fi)~lR+xlR*--+ P'c~x(aV2/J) est la 
~ ( b ] / 2 f i )  

transform6e de Laplace d'une mesure de probabilit~ sur IR+ x IR+, ce qui ~tend 
& la fois les r6sultats (1.4) de P. Hartman, et (4.4) de J. Kent. 

Enfin, l'6nonc6 suivant permet d'introduire les principales notations du 
paragraphe 5. C'est un corollaire du th6or~me (4.7) (appliqu6 avec #=0),  
modulo un argument de continuit6, et de (3.7). 

(4.14) Proposition. Pour tout r>0 ,  il existe deux mesures de probabilitd #r et tb, 
appeldes respectivement distribution d~veloppde de yon M ises (sur IR) et distribution 
de Hartman-Watson (sur IR+) telles que: 

(4.15) pour tout v~lR, I!*l(r)- +o~ io(r ) - -~  ei~Xdp~(x), 

(4.16) pour tout 2>0,  IIr176 e-X"dq~(u). 
Io(r) o 

De plus, on a: 

oo ~ )  dx, (4.17) dp~(x)= ( !  dtb(u)e -x~/2" 1 
1/2~u 

~ ds\ 
et, sous lP~o, la loi conditionnelIe (sur IR~ x lR, +) du couple 0~-0 o; j ~  quand 

O P s  / 
p~=p est 6gale ~: 

pa 
1 e_X../Z, dtb(u)dx, off r = - - .  (4.18) 

5. Etude des densit6s respectives de/& et qr 

Soit r > 0, fix6 dans tout ce paragraphe, dont l'objet est d'obtenir une expression 
aussi explicite que possible de gr et qr. 

On se sert de faqon intensive de la repr6sentation int6grale suivante (cf. 
Petiau [14], p. 123) de Ix(r ) ( r>0;  2EIR): 

(5.1) I , ~ ( r ) = ~  1. f e(rch~176 
Z / g  C.  

off C, (uelR) d6signe le chemin indiqu~ par la 

iN 

t o 

-iTg 
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(La fonction: co---+e rch~176 6rant enti6re, l'int6grale qui figure en (5.1) ne d6pend 
6videmment pas de u). 

En int6grant le long des deux horizontales, et de la verticale qui constituent 
Co, on obtient: 

(5.2) I~(r) =-1 i e .... 0 cos (20) d 0 - - - - s i n  (2n) ~ e --rcht--)d, dt. 
n 0 7g 0 

I1 nous faut encore introduire, afin d'expliciter /~, la fonction 4~r: IR\{0}--+IR, 
d6finie par: 

x ~ e-rcht dt 
(5.3) ~r(X)=~ o t 2 + x  ~ (X~t_\{O}), 

(5.3)+ _1__ ~e_rch(xw) _ _ d w  (x >0). 
7Z o l @w2 

e r 
On d6duit imm6diatement de (5.3)+ que @r(0+)=~- ,  ce qui permet de prolon- 

e--r 
ger ~b~ en une fonction continue ~t droite sur tout JR, en posant ~b~(0)=~-. 

Introduisons encore les mesures: 

re(dO) = ~ 1~ . . . .  ~(0) dO; ~z~(dt) = e ~h, rsh t dt  (~z r est une mesure positive, d6finie 

t d x  
sur JR+, de masse totale e-r), et enfin c , ( d x ) = c ( t 2 + x Z  ) ( t>0) la mesure de 
Cauchy de param6tre t. 

On peut maintenant 6noncer le" 

(5.4) Th6or6me. Soit r > O. 

(i) #, se ddcompose en la somme pr+qr,  off: 

1 
- - - e  . . . .  ~ ~ t (O)dO est la distribution de (5.5) pr(dO) 2nlo(r  ) - ,  

paramOtre r. 

(5.6) qr(dO)= - e  r e + m *  ~ rcr(dt)c ~ , 
0 

1 
(5.6') - 27clo(r) {4~r(0- ~ ) -  4~r(0 + ~)} dO 

est une mesure bornde, de masse totale nulle. 
De plus, si l'on note fr la densitO de l~r, dOfinie par: 

1 1 
e re~ 1 ( ~  

(5.7) f~(O)-2rclo(r)  t . . . .  E,v, ~ 2~Io(r) 

la fonction f:  (IR+\{0}) x l R - . ~ +  est continue. 

Von Mises  de 

[~ , (0-  ~) -  ~,(0 + ~)}, 

(r, 0)-*L(0) 
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1 I" e ~/2~ O~(u)du, avec (ii) q~(du)=rc3/2(2u)l/2 io(r ~ 

t (5.8) O~(u)= ~ dxe  x2/2" e-~ch~(shx)sin -u 
0 

La fonction 0 ainsi dOfinie sur (IR+\{0}) 2 est continue. 

DOmonstration. (i) Remplagons,  en (5.2), 2 par  Ivl (v~lR). On a: 

! e .... o (vO)dO= 1- ~ e .... o eo+a_o_2 - cos < ; e i~" > dO. 
7g o 

85 

sin(b,[~) ~e_~chte_l~ltdt=Isin(vrc)](_l) ~e_~ch~{e_lVlt{vl}dt 
0 k I~lZ J 0 

expression qui se transforme, par int6gration par parties, en: 

sin(v~) [_e -~  + S rc~(dt)e j~lt]. 
~'7~ 0 

sin (vrc) 
La fonction: v--+-  - -  (prolong6e par 1 en v=0) ,  resp: v--~e-lVlt(t>O) est la 

v~ 
transform6e de Fourier  de m, resp: c r 

L'expression obtenue pr6c6demment  est donc, comme fonction de v, la 
transform6e de Fourier  de 

2 -  - e - ~ m + m  * ~ ~(dt) G, 
0 

d'oO la formule (5.6). 
La mesure 2 a pour  densit6: 

e ~ 1 += t 
2a  lt-~'  +~ [ (0 )+~-  ~.  dx 0 ~ Tg'r(dt)~t2-]-(O-- x) 2-]" 

Lorsque l 'on fait le changement  de variable t= lO-xJy  (en t) dans l 'int6grale 
double, celle-ci se t ransforme en: 

+~ S Y L(O) de=f ~ dx  dy  e-rch[l~ xlrlrsh [ l O -  x[y] r c ( l + y 2 )  
--re 0 

dy +~ 
o ~z(1 + yZ) -~ dx sgn (0 - x) e -  rcht<0-xlyl rsh [(0 - x) y] y. 

1 } e . . . .  0 cos(v0) d0 apparai t  donc comme la transform6e L'applicat ion:  v ~ re10 (~  

de Fourier  de la probabili t6 Pr donn6e par (5.5). 
D 'autre  part, 6crivons, pour  v + 0 :  
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Discutons maintenant les cas: 10l>~, et 10l<~; 

0 > ~  1 " a) 
| 

dy {e rch[(~ rch[(O+~)y]} L(O) ~z(1 + y~) 
o 

=~b~(O-rc)-~b,.(O+r~), d'apr6s la formule (5.3)+. 

b) 0 < - ~  �9 Pour t o u t x E ] - = , + T r [ , s g n ( O - x ) = - l .  

La formule (5.3)+ assure encore que L(O)= 4,~(0- rE)- q,~(O + M. 

c) IOl<= 

~ dy [ :  dxe_~hE~O_x)ylrsh[(O_x)y]y L(0)= 
o 7:(1 _~_ y2) 

- ~ dx  e ~h~(o ~)~1 rsh [ (0 -  x) y]y 
o 

~ dy [ e - ~ - e  rch[O+n)Yl__e_rCh[(O ~)y]+e_r] I 

6 7:(1 + y 2 )  

=e ~+ 05~(0-r0- 4~(0 +~), 

d'ofi la formule (5.6 9 en toute g6n6ralit6. 
La continuit6 de f, d6finie par (5.7), se v6rifie ais~ment (les seuls points de IR 

o~ la continuit6 en 0 n'est pas 6vidente a priori sont -re et + re, mais le choix 
que nous avons fait pour 4~(0) entraine le r6sultat cherch6). 

(ii) Rappelons la formule: pour tout x>0 ,  et 2>0,  

oo 1 

e-(ez:)x= o 5 e "Zu(2g,~3)l/2, x e  xg/2udu.  (5.10) 

Cette formule est classique: elle exprime la transform6e de Laplace du temps 
d'arret T~= inf {t/fl,> x}, off (/?,)re o d6signe le mouvement brownien r6el issu de 
0. 

D'autre part, pour tout e > 0, sur l'ouvert O~ = {z = x + i y/x  2 - yZ > g2, x > ~}, 
00 

l'application: z--+ ~ e -z" 1 e -z2/zu du est holomorphe, et l'~galit6 (5.10) est 
0 (2~ZU3)1/2 Z 

donc encore vraie lorsque l'on remplace x par zs0~. On peut doric 6crire, d'apres 
(5.1): 

co 

I,r = ~ 1  ~ d~176 5 e-a" 1 
2i~r c=+~ o (2~u3)1/2 o e  -",~/2~ du 

] o (2/Z~) 1 / 2  C~.,~+ ~ e ~cho' O e-~,~/2u d o  , 

l'application du th~or6me de Fubini 6tant licite. 
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La mesure ~b(du) est donc absolument continue par rapport ~ la mesure de 
1 1 

Lebesgue, et admet pour densit6: I0(r) (2nua)l/2 H(u), off 

dee  1 ~ do) e rch~ (De -C~ 1 y do) e rch~~ o ) e  eo2/2u, 
H ( u ) = 2 i n  c~+~ 2irC co 

la fonction int6gr6e 6tant enti6re. 
En int6grant sur les deux horizontales et la verticale qui constituent Co, il 

vient: 

H(u)=  dxe-~chx[(x+i~)e  2, --(x--iTr)e 2, ] 
o 

= - - ~  dxe -~h~e  2,(~-~2) [ - -2xs in  (~uX)+2rccos (~U~)] 
2~ 0 

=--ru e~2/2, ~ dxe__~,/2U e_,Ch~(shx)si n rex 
7r o 

par integration par parties. On a finalement obtenu la partie (ii) du th6or6me, la 
continuit~ de 0 sur (IR+\{0}) 2 6tant 6vidente. [] 

Remarque importante. On peut 6galement d6montrer la partie (i) du th6or~me en 
remarquant,/t  l'aide de la formule (5.1), 6crite en u>0,  que Ii.l(r)~L~(dv ). On en 
d6duit, par inversion de la transformation de Fourier, que: 

1 erchrol_l ~ +[~ e i ~ O e _ l V l ~ d v  
f~(O)=Zbzlo(r) ~ do) c,, 2 ~ _ % 

(5.11) 1 o) 
- ~ do) e rchm 

2irrlo(r) c~ ~(02 +o)2)" 

(I1 d6coule de cette formule que f est ind6finiment diff&entiable sur 
(~+\{0})  x IR). 

Si [0[>~, on peut prendre u=0 ,  puis constater, apr6s quelques calculs, que 
l'on a obtenu la formule (5.7). 

Si 101<~, on remplace C, par le domaine d'int6gration indiqu6 par la 

jg  -" 

iO 
Fig. 2 I~ 

-IO 

I 

ce qui,/t nouveau, permet de retrouver (5.7). 
Nous pr6f6rons ~t cette m6thode la premi6re d6monstration que nous avons 

donn6e de (5.7), car elle fait apparaitre diverses probabilit6s (cf.: la formule (5.6)) 
qui ont peut-atre une interpretation darts l'6tude du lacet brownien. (Voir d6j/t le 
corollaire suivant). 
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Notons encore une formule analogue ~t (5.11) pour la densit6 g,(t) de dq,(t) 
par rapport ~ dt (sur IR+), formule qui a 6t6 d6gag6e au cours de la 
d6monstration pr6c6dente: 

[me r176 
1 ~ &oe,ch~, [ ~ ]  

(5.11') g, (0 = 2 i ~ I 0 (r) c~ 

Ajoutons enfin quelques remarques compl6mentaires sur la fonction: 
x > 0 ~ , ( x )  

a) il est imm6diat, ~t partir de (5.3)+, que: 

1 ~/2 
(5.12) ~br(x)= 7 ! e-rCh~xtgY)dY (x>0). 

b) I1 est plus important de remarquer que la transform6e de Fourier de: 

x (x>0)  est: ~--,e -I~lx t--~�89 est: ~--~ K(i~)(r), et celle de: t---~7~(tz + x2 ] 
\ ! 

On obtient donc, en cons6quence du th6or6me de Plancherel3, et de (5.3): 

CO 

(5.13) e~(~)=~ S K.~(~)e-~d~ + 
7~ 0 

c) La formule (5.13) permet d'obtenir, gr~tce ~t la m6thode de Laplace, 
l'6quivalence suivante, lorsque xq" + oo: 

si u<v, d ~ ( x + u ) - ~ ( x + v ) ~ l K o ( r ) ( v - u ) x - 2 ;  en particulier, si 

I ) =  - - U = ~  o n  a :  

(5.14) ~b~(x-~)-~b~(x + ~) ~- 2Ko(r)x -2. 

Remarquons, pour atre complet, que l'on a imm6diatement, A partir de (5.13): 

�9 ~(x)~-l~go(r)x -1 (Ixl-' oo). 
7~ 

6. Loi de l'indice du lacet brownien 

Le lemme (6.1) permettra de ramener le calcul de la loi conditionnelle de 
(0~-0o), quand Z~=z, sous IPo, ~t celle de (0~-00), quand & = p  (cf., corollaire 
(4.7.1)). 

On emploie indiff6remment la notation complexe z=x+iy ,  ou bi- 
dimensionnelle (x, y); si zell2\{0}, 0~ d6signe la d6termination de l 'argument de z 
appartenant ~t [ - ~ ,  +~ [ ;  si z,z'~C, on note ( z , z ' )=xx '+yy '  le produit scalaire 
usuel de z et z'. 

3 Je remercie M. Barrucand qui m'a fait cette remarque 
4 On obtient une repr6sentation du meme type pour la fonction ~ (cf., formule (5.8)). Les calculs 
correspondants - inutiles ici - seront d6taill6s dans une Note s6par6e. 
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Soulignons que les hypoth6ses faites dans l'6nonc6 qui suit ne sont pas 
minimales, mais elles suffisent largement/t nos besoins. 

(6.1) Lemme. Soient R et 0 deux v.a. d~finies sur le m8me espace de probabilit#, 
respectivement ~ valeurs dans IR+, et IR. 

Soient U: IR+-*IR+, et V: IR+ x lR--+IR+ deux fonctions bor#liennes relies 
(p, u)--, V~(u) 

que: 

dPr(p)=dp p U(p) et dPo/r=p(O)=dO Vp(O). 

Alors, si l'on note Z = R e  ~~ on a: 

(i) dPz(x ,y )=dxdyp(z ) ,  ofa p ( z ) -  ~ U(lzl) Vl:j(O~+2nTr ) (z#O). 
n~2g 

(ii) dPo/z= = ~ U(lzl) Vl~[(O~-+ 2mt) 

Off) Si, de plus, les applications U, V et p (suppos~e identiquement finie, et 
strictement positive) sont continues, respectivement sur IR*, IR* • et II;\{0}, 
alors, pout" toute fonction continue, bornde et d support compact 49: IR---*IR, 
l' application 

I-q+: z-~ ~ U(lzl) Vl__l(0~+2n~z ) 49(0~+2nzc) 
,,~z p(z)  

est continue sur 112\{0}. 

D~monstration. (i) et (ii) ddcoulent simplement de la d6composition de l'int6grale 
+oc,  2 n ~ + ~ z  

(gdn6rique!) en dO, soit ~ dO[...] en ~ ~ dO[...], et du changement de 
- - ~  ne2~ 2 n ~ - -  ~z 

variable 0 = 2nTr + u dans l'int6grale correspondante. 
Pour d6montrer (iii), on commence par remarquer que l'on peut remplacer - 

~t l'6vidence - d a n s  la d6finition des fonctions p e t  [~+ la d6termination 
principale 0~ de l'argument de z~C\{0}  par n'importe quelle d6termination. 

L'assertion (iii) est alors une cons6quence imm6diate de l'existence, au 
voisinage de tout point u~C\{0},  d'une d6termination continue de l'argument. 

Remarque. Si U et V sont continues, respectivement sur IR*, et IR* • IR, et si 
Pz(dx • dy) admet une densit6 P0 continue (fitTie) par rapport /t dxdy,  alors la 
fonction p du lemme (6.1) est identiquement finie sur C\{0} (et 6gale dxdy  p.s. 

p0). 
Rappelons maintenant que, selon les notations du paragraphe 2, lPs (zz o # O) 

d6signe la loi du pont brownien complexe PB(zo,z  ) (entre 0 et r>0) ;  on avait 
pris, pour simplifier, z = 1 dans le paragraphe 2. 

tZ~Zol (6.2) Th~or/~me. Soit z~=l=O. On note r= et 0ro. 1)--0_l~e~. Pour toute 
72 
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fonction h: IR-+ IR bor~lienne, born~e, on a: 

<z~,zo) 

(6.3) lE~o(h(O~-Oo))=e ~ {2trio(r)} ~ f~(O(o, 1)+2nrc)h(O~o" 1)+2n~) s 
rift7/ 

( z l , z o )  

(6.4) =h(O(o, 1))+e ~ ~ [qb~(O(o, 1)+(2n-1)~z)-q~,(O(o, 11 
n~7[ 

+ (2n + 1) 70] h(O(o ' 11+ 2n7c) 

z o 
Dkmonstration, Posons Uo=l~A, z l = z u  o, et a=[zol. Avec ces nouvelles nota- 

tions, l'6galit6 (6.3) se transforme en' 

aN 

(6.3') lE~"o~ ~ 27zlo(r)e ~ f~(O~+ 2n~z)h(Oz+ 2nTz). 
n a ~  

I1 suffit, pour d6montrer (6.3'), d'appliquer le lemme (6.1) avec Z = Z , u o  1 et 
0 =  0~-0  o. Remarquons que R = p~, et que, avec les notations du lemme 

a) U(p)=l-e  - 2-G--1 o (d'apr6s (4.3), ou par un calcul direct). 
"c 

b) Vp(O)=fp(O). 
l --~-1 [-[Z[2 + a 2 ] ~  e ~-ax 

c) p(z)=2~ z e 

(Cette identit6 dhcoule, de faqon simple, du lemme (6.1), de la remarque qui le 
suit, et de la formule (5.7) explicitant f.) 

Les hypoth&es du lemme (6.1) (partie (iii)) sont bien v6rifi6es gr~tce au 
thhor6me (5.4). Ainsi, si h est une fonction continue, bornhe, ~t support compact, 
les deux membres de (6.3') sont des fonctions continues de z(~C\{0}) (le membre 
de gauche l'est d'apr& le lemme (2.12)), qui sont 6gales dz p.s., et donc 
identiques. L'6galit6 (6.4) dhcoule de (6.3), et de la formule (5.7). [] 

Le r&ultat suivant est une conshquence immhdiate de (5.14). 

(6.2.1) Corollaire. Avec les notations du th~or~me (6.2), on a: 

Ko(r ) < . . . .  o> 
IP~lo(0~- 0o = 0(o ' 1)+ 2n~z)l,l~ 2z~2n2 e 

Le th6or6me ci-dessous &end les r6sultats du th6or6me (6.2). 

(6.5) Th6or~me. Avec les notations du thOorkme prdc~dent, on a, pour tout z~ =h 0, 
et toute fonction H: ]R • ]R +--+ C, borklienne, bornde : 

z 6 

(6.6) < . . . . .  > ~ 9/-5T~ _ - ~ 2 (2nrz+ 0(o, 1)) 2 

=Io(r )e  ~ ~ dG(u) V S ~  - [ ~  e 2. H(O(o. 1)+2nrc;u) ] 
0 n ~  

s cf., la  formule  (5.7) off est dhfinie la fonct ion f 

6 R a p p e l o n s  que  la mesure  G a 6t6 dhfinie au  moyen  de la  formule  (4.16), et explicithe clans le 
th6or+me (5.4), ii) 
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Plus  particuliOrement,  pour toute  f onc t ion  K :  IR+ ~ C ,  bordlienne, born&,  et  tout  
2eiR, on a." 

(6.7) 
<z l,_zo ) ce r (n+).) 2 .~ q 

=Io(r) e ~ ~ dtb(u) [ ~ e-L--T--+,,o(o, ,u] K(u) ,  
0 ne~  

et enfin, on a, pour  tous 2, vMR:  

-v2/2~ ds/p 2 
IE~; (e i~(~ Oo) e ' o ~) 

(6.8) < . . . .  o) 
= e  ~ ~, e- i"~176 I[(,,+.~)2+~q,.2(r) 

nee 

D6monstration. 1) La d6monstration de la formule (6.6) est tout fi fait semblable 
~t celle de (6.3), la seule diff6rence consistant ~t faire usage maintenant de la 
formule (4.18). 

2) La formule (6.7) d6coule de (6.6), off l'on prend H ( O , u ) = d Z ~  via 
l'~galit6 (on note simplement ici 0 pour 0(o ' ~)): 

S e 2u eial~ ~ e 
n~7I neTl 

elle m~me consdquence imm6diate de la <(formule de Poisson>>: (cf, par exemple, 
[18], th6or5me 5, p. 153) 

e _  rc(n + z)Z a -  1 nna/a + 21~znz 

ne~Z neZ 

pour tout a>0 ,  et tout zeC. 

3) Enfin, remarquons que: 

zo (n + 212 u 

dt/~(u)[ E e 2 ]<oO, 
0 neT/ 

d'apr~s la formule (6.7), prise en 0(o ' ,)=0. On a doric, d'apr6s la m6me formule: 

_ ~,2/2 ~ ds/p ~, 
IE~I (ei~(o~ - oo) e o ) 

{ . . . . .  ) 4 ~ (I[(n~-/')2~-v2]l/2(r)') 
= I o ( r j e  ~ ~ e -i~~176 

, ~  ~ Io(r) J 

d'aprbs la d6finition de ~/r (formule (4.16)). [] 

Avant d'6tudier le cas particuli6rement int6ressant off Z o = Z , ,  donnons une 
autre version de certains des r6sultats du th6or6me (6.5): soit d > 2, et m, m' deux 
points non nuls de 1Re; si (Bt) ~ =>0 est un mouvement brownien ~t valeurs darts IRe, 

~" d u 
issu de 0, la distribution 2(,,:,,,) de .[ est sym6trique en m et m', 

[]m + m' u + Bu][ 2 0 
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c'est ~ dire: 2~.,,,)=2r ce qui se d6montre,  comme pour  le corollaire (4.7.2), 
en utilisant le fait que (vB~/~,)~ > o est encore un mouvemen t  brownien.  Pour  d = 2, 

la m6me propri6t6, appliqu6e au calcul de la loi condit ionnelle de 
1 Ilmu+B,,I] 2 

quand m+B~ =m', nous donne, d'apr~s la formule (6.7): pour  toute fonction K:  
IR+--. 112, bor~lienne, born6e, 

K(x) d2 C . . . .  ,)(X) 
rl2u . 

(6.9) =Io(r)e-<m'~'> j" d~/~(u)[~ e [~-+~0,o.~,]] K(u) 
0 n~7/  

off r =  [Im[] L/m'[I, et O(o. 1)=Om,m a. 

Les th6or6mes (6.2) et (6,5) permet tent  en particulier de calculer la loi du 

couple(N,:;ids) e,~r_ ~.o N~=~(O~-  , sous IP~*-IPzo, off l 'on note 0o) l'indice de 0 par  
o Ps 

rappor t  au lacet brownien (Z,((o), 0 <  u < z). On note  dor6navant  r = [z~ . 
"i7 

(6.10) Th6or~me. 1) Sous IP* la loi de l'indice (N,) est: 
zo~ 

(6.4*) e o ( d m ) + e - ~  [~b~((2n-1)rc)-Ob,.((2n+l)rc)]e,(dm) 
n~TZ 

21 SouslP*o, la loi du couple 
0 

est: ~ 2n2~2 
(6.6*) I0(r)e  "drl~(u ) [~ ,  e " e,(dm)]. 

n~7/ 

Pour  conclure, soulignons que la fonction caract&ist ique de N~, sous IP* ~ a la 
forme par t icul i&ement  simple suivante: 

(6.8*) IE* -~o ,(e2i'~;'Nq=e-"Y',, II,+,~l (r) 
n ~ Z  

7. Extension de certains r6sultats en dimension sup6rieure ~ 2 

Dans tout  ce paragraphe,  d d6signe un entier sup6rieur ~t 2, et pour  tout  mEIR e, 
IP m est la loi - d6finie, comme d'habitude,  sur l 'espace canonique C(IR+, IR e) - 
du mouvemen t  brownien ~t valeurs dans IRd issu de m e n  t = 0. 

> 0 6tant fix6, le but  du paragraphe  est de donner,  de faqon aussi explicite 

que possible, la loi de ~ds/][BsN 2, sous lP,,, condi t ionnel lement  /t (B~=m') 
0 

(m,m'=t=O; on note  encore IP~' la loi du pont  brownien ainsi d6fini entre 0 et r). 
Rappelons,  en pr61iminaire, les r6sultats classiques suivants '  

(7.1) Le processus (Bt) peut se repr6senter comme <<skew-product>> de sa partie 
radiale Pt = IlBt][, et de sa partie ,angulaire>~ a t -  0,, 2,,~t valeurs dans la sph&e 

t!d'/p~) 
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unit6 Sd_ 1, le processus (0t),=> o &ant un mouvement brownien standard /t 
valeurs dans S d_ 1, ind6pendant de p (cf. Ito-Mc Kean [6], p. 270) 

(7.2) La densit6, au temps t, du processus (00~>=o ~t valeurs dans S d_ 1, issu de 0 
en t=0 ,  par rapport / t  la mesure de surface da(~b) sur Sd_ 1 est donn6e par: 

,(,,+d-2), N(d; n) 
pld (0,4)= e 2 - - P o ( d ;  (0,4)) 

n=O COd 

(cf, I to-McKean [-6], p. 275, ou F. Perrin [19], formule (59), p. 25), off: 
N(d;  n) est le hombre d'harmoniques sphdriques lin6airement ind6pendantes, 

de degr6 n, en dimension d. 
co d est la surface de la sphare unit6 de IRe. 
Pn(d;.) est le polynome de Legendre de degr6 n, en dimension d. 
(0, qS) est le produit scalaire des points 0 et q5 de S d_ ~ ~IR d. 
On voit ais6ment, en cons6quence de l'6galit6: P , (d ;0)=l ,  que la sdrie 

d6finissant p(e~ est major6e, terme/~ terme, par: 

,(,+a- 2,  N(d;  n) 
e 2 

(o d 

et est donc uniformdment absolulnent eonvergente. On peut maintenant 6noncer 
le: 

d 
(7.3) Th6or~me. Notons / z a = ~ - l .  Soient m,m'~lR d, non nuIs; O=m/l]mll ; 

HmH IIm'l[ 
O'=m'/IPm'JI. On note encore t -  . Alors, pout" toute fonction bor(lienne 
qS:IR+--*IR+, on a z 

(7.4) 1E,,'m [q~ ( i  dp~S2)] = e  <"~'m'>(2nl " " ,.u~ ~ O(v)P~e'(O; 0') 

et, en particulier, pour tout vslR: 

r 

, ,  -~/2 ~ ds/p~ 
1E m (e o ) 

(7.5) <"'-~'> (2re) d/z F ~ , N(d;  n) ] 

= e ~ r 'e cod J 
DOmonstration. La formule (7.5) ddcoule imm6diatement de (7.4), off l'on prend 
O(v)=e - ~ / 2 ,  de (7.2), et enfin de la d6finition de q~ par sa transformde de 
Laplace (formule (4.16)). 

Afin de d6montrer la formule (7.4), supposons q5 born6e, et introduisons 
f: IRd~IR, bordlienne, born6e. 

On a alors, d'apr6s (7.1), en notant V~= i ds/p~: 
0 

IE m [f(B,) ~b (V~)] 

=~lPm(p~dp;  V,~dv)~(v) ~ da(~)p~d)(O; 4)) f (p~)  
S a -  1 

= ~ IP m ( p ~ d p )  ~ dtl~fl I~ II (v) dp (v) ~ da(~)p~)(0; dp)f(p(~), 
"c S d -  1 
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off, d'apr6s la formule (4.8), tl~a)(dv) d6signe la probabilit6 sur IR+, dont la 

transform6e de Laplace, au point est 6gale ~: l(u~+"2)~"~(r) On a, /t 
' Iu~(r )  

l'6vidence: d,,(a)~v ~ -  I~ d~lr(v) e ,~/2. ,t~ t ~ - I ~ ( r )  

On termine la d6monstration en explicitant la densit6 de lPm(p~edp) par 
rapport /l dp, puis en reprenant les coordonn6es cart6siennes ~ la place du 
couple (p, (o). [] 

Si l'on prend q5 = 1 dans la formule (7.4), on obtient le: 

(7.3.1) Corollaire (Hartman-Watson, [4], p. 594, identit6 (1.5)). Avec les m6mes 
notations que dans le thdordme, on a: 

<m. m'> r~e oo 

e ~ (2re) "/2=I~ J'o dq~(v)e u~'/2p~)(O;O'). 

Soulignons ici que, d'apr6s les arguments qui pr6c6dent l'6tablissement de la 
formule (6.9), on a, pour m, m'+ 0, et (Bt) mouvement brownien /L valeurs dans 
R e, issu de 0: 

du t 
E ( e  -v~/2 IIm+m'u+n.ll z ) _  m" -vZ/2~ds/p2 - IEm (~ o ) 

d 'of  l'obtention de la mesure 2(m,m, ) sur IR+, pour toutes les dimensions d >2. 

(7.6) Remarque. La formule (7.4) est, bien entendu, 6galement valable pour d = 2, 
et l'on retrouve alors (partiellement) les formules (6.6) et (6.7), respectivement 
pour H ne d6pendant pas de 0, et 2=0.  Le passage de (6.6) ~ (6.7) r6sulte 
d'ailleurs simplement de la repr6sentation du mouvement brownien standard sur 
S 1 comme l'image du mouvement brownien r6el par la congruence modulo 2rc. 
Cette remarque a d6j/t 6t6 faite par F. Perrin ([-19], p. 22). En dimension d>2,  le 
mSme auteur donne (formules (61), p. 26) une expression de p~td)(O; 0') diff6rente 
de (7.2), mais qu'il semble difficile d'interpr6ter du point de vue probabiliste. 

8. Remarques finales 

a) J. Pitman 6tudie, en [,15], certaines propri6t6s de la norme du mouvement 
brownien/~ valeurs dans IR e, avec drift constant. 

Apr6s lecture d'une version pr61iminaire de notre travail, il a d6duit la 
formule (,) (corollaire (4.7.2)) pour d = 2, du th6or6me (4.7). 

La d6monstration du corollaire (4.7.2) pr6sent6e ici est post6rieure/t celle de 
Pitman, mais nous semble plus imm6diate. 

b) Egalement apr6s la lecture de ce papier, J. Henry nous a appris que la loi 
de l'indice du lacet Brownien avait d6j~t 6t6 calcul6e par S.F. Edwards [-20] 
par une m6thode tout / t  fait diff6rente de la n6tre. 

c) La densit6 de la distribution de von Mises d6velopp6e (Th6orSme (5.4)) #r a 
6t6 obtenue initialement par D.G. Kendall, et figure (p. 212-219) dans la th6se de 
Ph.D. de J. Kent, intitul6e: <<Distributions, processes and statistics on spheres~ 

(University of Cambridge - Novembre 1976) 
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Toutefois, fi la connaissance de Kent, ce rbsultat ne semble pas avoir 6t6 publi6 
jusqu'fi prdsent. Nous n'avons pas trouv6 trace non plus, dans la litt6rature, du 
calcul de la densit6 de r/F (th6or6me (5.4) 6galement). 

Je profite de ces remarques pour remercier vivement J. Pitman, J. Henry et J. 
Kent de l'int6rat qu'ils ont port6/~ la r6alisation de ce travail. 
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