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Summary. Consid6rons la th6orie du potentiel d6finie par un noyau de Hunt :  
si F est uric fonction compl6tement additive de certaines mesures et croissante 
en ordre du balayage, il existe une (classe de) fonction bor61ienne repr6sentant 
F; c'est le r6sultat principal de ce travail, et il se r6vale extrSmement commode 
pour l'6tude des fonctions fortement surm6dianes. 

On en d6duit un th6or6me de convergence du type de Cartan-Brelot pour 
les families monotones  de fonctions fortement surm~dianes, et un critare de 
compacit~ relative inspirfi de celui de Dunford-Pettis.  On pr6cise les termes de 
la d6composition de Mertens /t l 'aide du c6ne C a des fonctions fortement 
surm6dianes quasi-s.c.s, mod6r6es. 

Comme application, on introduit et on 6tudie la ~quasi-topologie fine~ et 
les ensembles r6guliers. 

Toute cette 6tude repose presque uniquement sur deux propri&6s fonda- 
mentales, ~t savoir d'une part  le caract6re r6gularisant des op6rateurs de 
r6duction, et d 'autre part  la grande propri6t6 des ensembles semi-polaires qui 
se trouve originellement chez R.M. Herr6 [8] et dont nous donnons ici une 
version un peu plus forte. 

Dans un deuxi6me chapitrc, nous signalons les g6n6ralisations possiblcs, ct 
nous obtenons sans affaiblissement les m~mes 6nonc6s en th6orie des 
r6solvantes de Ray ou en th6orie des surmartingales. 

I. 

Nous nous donnons darts tout ce chapitre un espace localement compact  X 
~t base d6nombrable, V un noyau de Hunt, et 0 4 0  une mesure positive, born6e 
et d'ailleurs arbitraire. Dans tout ce travail, 0 ne varie pas: c'est la mesure 
de r6f6rence. 

Si ~0 est cont inue/ t  support  compact, on posera y(~o)=~ R(l~01)dO oil R~o est 
la ~r~duite excessive~ de (p, c'est 5~ dire la plus petite fonction excessive majo- 
rant q~. Elle existe, est continue et tend vers o fi l'infini. Cela permet de d~finir le 
compl6t6 fonctionnel Agl(7) de N(X) ,  et son s6par6 associ6 IL1(7) (cf. [5]). 
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V(.)V(X)):501(7). Si cp est s.c.s. >0  /t support compact, on 6crit que Cpo-( p 
= ~, (cp,-cp,+0 off les (p, forment une suite d6croissante de fonctions conti- 

n_>0 

nues fi support compact, on a donc 

[w,  o k -  v o] <__ S 9~ + 1) d 0 = (v ok - v o) d 0 
n>=k 

d'ofl il suit que Vcp appart ient / t  501(7 ) et 7(Vcp)=~ Vcp dO. Si maintenant f est 
bor61ienne >0, on 6crit f =  ~ cp, OV-p.p. off les cp, sont >0,  born6es/i  support 

n_>0 

compact et s.c.s, d'apr6s le th6or6me de Lusin (noter que OV est une mesure de 

Radon). On en d6duit 7 V f -  Vcp. < y, ~ Vq).dO: Vf est dans 501(7) d~s 
n-- n > k  

que Vf est 0-int6grable. Alors en g6n6ral, toute fonction excessive est quasi- 
s.c.i., et y(u)=O(u). De la marne mani6re, on voit que les noyaux r6solvants 2V z 
laissent y l(?) invariant et sont des contractions de IL 1(7). La continuit6 forte 
de la r6solvante a lieu dans ILl(y), car elle a lieu dans (go(X) dont l'image dans 
ILl(?) est un sous-espace partout dense avec une topologie plus fine. 

Si ~ et v sont deux mesures positives, la relation du balayage est la relation 
<~#(u)<v(u) pour toute excessive u>>. Le dual topologique dg~176 de ILl(?) est 
repr6sentable par l'ensemble des diff6rences de mesures positives dont chacune 
est balay6e d'un multiple de 0. (Cf. [-5-7] pour les propri6t6s de 5 ~ (7) qui se- 
rant d'ailleurs rappel6es an fur et/~ mesure des besoins.) I1 rdsulte des travaux 
de Mokobodzki  q u e / d  '~~ muni de ses deux relations d'ordre est un cSne de po- 
tentiels (cf. [13]). A noter que si # et v sont positives en ordre naturel, leur 
borne infdrieure en balayage est une mesure positive en ordre naturel. 

Consid6rons maintenant le cSne Z des formes lindaires sur  M ~ qui sont 
croissantes pour le balayage: FeZ si F(p)<F(v) pour #-<v. F sera dite 
<<surm6diane>>. Une telle F est aussi croissante en ordre naturel. On d6finit 
alors sur Z deux relations d'ordre: l'ordre naturel et l 'ordre sp6cifique qui sont 
respectivement duals de l'ordre naturel et de l'ordre du balayage des mesures. 
Toujours d'apr6s [13] Z e s t  un cSne de potentiels. A noter que cette fois le 
ph6nom6ne s'inverse: si F et G sont darts Z, leur borne inf6rieure naturelle ap- 
partient ~ Z, i.e. est positive en ordre sp6cifique. 

Par ailleurs, une forme lin6aire r sur ~,~o, positive en ordre nature1 (mais 
non n6cessairement darts Z - Z )  sera dite une <<fonctionnelle>> si l 'on a la 
relation: 

r  Y = 
n > 0  n ~ 0  

pour route s6rie ~ termes positifs de somme ~ # , ~ J d  ~176 Le cSne des fonction- 
n > 0  

nelles est, suivant la terminologie de Bourbaki [1] une <<bande>> darts le cSne 
des formes lin6aires > 0 sur//goo. (Notons provisoirement Y ce cSne: cela signi- 
fie que Y est un sous-c6ne h6r6ditaire dans le cSne des formes lin6aires positi- 
ves, et qu'il est stable par passage croissant ~ la borne sup6rieure.) 

Darts tout ce travail, le c6ne qui nous int6ressera est l'intersection de ces 
deux c6nes Yet Z: c'est le cSne des <<fonctionnelles surm6dianes>>; on le notera 
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S. On voit aussit6t qu'il h6rite les deux structures de Y e t  Z. Comme l 'ordre 
sp6cifique de Z est plus fort que son ordre naturel (qui coincide avec celui de 
Y), on voit no tamment  que S est une <<bande sp4cifique>> dans Z. R6sumons 
donc les propri@~s dont nous aurons besoin: 

- F est une fonctionnelle surm6diane si F est une forme lin4aire sur ~/d ~176 
croissante pour le balayage et v6rifiant de plus: 

n>O n>O 

pour toute s6rie ~t termes positifs de somme ~ # , e J ~ :  c'est la d6finition, S est 
le c6ne de ces fonctionnelles surm6dianes. ~__>o 

- si F et G sont deux fontionnelles surm6dianes, leur borne inf6rieure naturel- 
le est d6finie par: 

Inf(F,G)( /~)=Inf  F(~)+G(tl) O<rf/~=~+t/ pour # > 0 ,  

et c'est une fonctionnelle surm~diane, 
- S est compl~tement r@icul~ en ordre naturel et en ordre sp6cifique (not6 
<). 
- S a les  deux propri~t6s de d~composition de Riesz (cf. [1] et [13]). 
- Si ~b est une fonctionnelle (non n6cessairement surm~diane) mais naturelle- 
ment  major6e par un ~16ment d e  S, on d~finit la ~r~duite surm6diane>> de q~ 
par:  

Rq5 = Min {FeS/F > do} 

et l 'on a d'apr4s [13] (S est un c6ne de potentiels) 

RqS(/0=Su p {qS(v)/0<v et v<#}.  

- S est un c6ne de potentiels, i.e. R(q))MR@+F) pour q5 une fonctionnelle 
major4e par S, et F un 614ment de S. 

On d6finit notamment ,  si B est bor4lien ou quasi-bor61ien R~=R(1B.F): 
c'est la <<r6duite de F sur B>>. Si FeS et si geM/+ est concentr6e sur B, on a 
F(/~)=R~(/~), et l 'on dit que <<F et R~ coincident sur B>>. De plus, on a pour 
#e~+- 

R~(#)=Sup {F( le-v) /v>O,  v-K#}. 

Si l 'on d6compose alors v e n  une somme de mesures porthes par des 
compacts inclus dans B, on voit aussit6t que l 'on a du fait que F est une 
fonctionnelle: 

R~(/~) = Sup {F(1K. v)/O < v, v<#}  
soit: 

R~ = Sup {R~/K compact  inclus dans B}. 

Nous verrons plus loin (th4orhme 9 ~ que l 'on peut marne trouver une suite 
croissante K ,  incluse dans B e t  r6alisant la borne suphrieure. 

Si u est une fonction excessive ou quasi-excessive, il est clair que F(/~)=#(u) 
est une fonctionnelle surmhdiane d~s que u est 0-inthgrable. Nous disons alors 
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que F est <<repr6sentable>> par u: u est bien ddfinie ~t un ensemble polaire pr6s 
(thdor6me de capacitabilit6 de Choquet). Plus gdn6ralement, nous dirons que F 
est <<reprdsentable>> s'il existe une fonction bor61ienne f > 0  telle que 

F(#) = ~fd# 

pour toute /t~/d(+. La fonction f est dite 7-fortement surm6diane, ou encore 
0-fortement surm6diane. 

Nous dirons aussi que F est repr6sentable sur un ensemble quasi-bor61ien B 
si la relation ci-dessus a lieu pour toute mesure concentr6e sur B. 

Nous pouvons maintenant 6noncer notre th6or6me fondamental, sa 
d6monstration exigera encore quelques constructions. 

1% Th~orbme. Toute fonctionnelle surm~diane est reprdsentable (par une 
fonction). 

I1 faut remarquer que c'est une g6n&alisation potentialiste du th6or6me de 
Lebesgue-Radon-Nikodym (prendre le noyau de Hunt  Vf=f, auquel cas les 
fonctionnelles surm6dianes sont exactement les mesures born6es absolument 
continues par rappor t / t  0). 

II. R~gularisation excessive des fonctionneUes surm6dianes 

Si F est une fonctionnelle surm6diane, et si #~-MT, la mesure #otV t e s t  une 
balayde de #, donc F(#otVO<F(/~), et la fonction t~.F(#otVt) est croissante. 
Posons donc: 

if(#) = Sup F(# o tVt). 
t 

On vdrifie imm6diatement que ff est une fonctionnelle surm6diane major6e par 
F. 

2 ~ Proposition. f est reprSsentable par une fonction quasi-excessive. 

DSmonstration. OV est une mesure excessive: les noyaux tV~ laissent doric 
c~l(OV) invariant. Comme F est une fonctionnelle, il existe (thSorSme de 
Lebesgue-Nikodym) une fonction g bor61ienne > 0  telle que F(~)=~(g) pour 
toute ~ absolument continue par rapport  fi 0V.. Si ~ t e ~  2, ~tot V~ est absolument 
continue par rapport ~t 01/,,, donc 

F(po tV,)= ~ gd(# o tV,)= ~ tV~gd# 

pour toute ~t, et l 'on en d6duit que t~,tV~g est croissante quasi-partout. Soit h 
la borne sup&ieure des nV, g: ona h = g  0V-presque partout, donc aussi 
h=supnV, h quasi-partout: ainsi h est quasi-excessive. On a enfin/~(/~)=~hd/~ 

n 

pour toute p ~ ' + .  
D6sormais, la notation f d6signera la fonction excessive correspondante, 

ou plut6t sa classe modulo l'6galit6 quasi-partout. 
Rappelons (cf. [9]) qu'une mesure # ~ / g ~  est dite <<r6guli&e>> si la mesure 

# o tV~ converge quand t tend vers + oo vers # uniform6ment sur tout ensemble 
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de fonctions quasi-excessives domin6 par une fonction de la forme Vf( f>O,  et 
Vf born6e). Nous avons alors: 

3 ~ Proposition. on a F(#)= ~_Pd/2 pour route mesure/2 rOguliOre. 

D4monstrationl consid6rons la r6duite en balagage de la mesure # - # o t V t  (cf. 
[13]) d6finie par R(/2-/2otVt)(Vf)=Sup{/2(Vg)-#otVtVg/g>O, Vg<Vf} .  
Notre hypoth6se de r6gularit6 signifie que R(/2-/2otV~) tend v e r so  en topologie 
a(Jr176 1L1(7)). Donc si F est major+e par Vf: 

F(/2-/2 o tVt)<=F(R(#-#o tVt))<=R(/2-#o tV~)(Vf). 

En ce cas on a F(#)<LimF(/2otVt)<~f~d#<F(/2). Si F n'est pas major6e par 
t ~ o O  

une Vf, on 6crit F~ = Inf(F, n Vf), d'ofl F~(/2)= ~ F~ d# et (nS 4-~) :  F (# )=  ~ F d#. 
On a en effet F(#)=SupF,(/2) pour toute # car F est une fonctionnelle (donc 

n 

repr6sentable s6par6ment dans chaque IL 1(/2)). 

II | .  Propri~t~s  r6gularisantes  des n o y a u x  P~ 

Soit C le c6ne des u quasi-excessives appartenant A f~(7) .  Si K est ferm6 (ou 
plus g~n~ralement quasi-ferm6) dans X, on d6finit PK u 
=EssInf{v~C/v>u sur K}, ce qui a un sens (cf. [5]) et l 'on salt que PK est pro- 

longeable (de mani~re unique) en quasi-noyau 1. Si q5 est une fonctionnelle (non 
ndcessairement surm6diane) on pose PK q~(/2)= 4)(#PK): comme P~ est un quasi- 
noyau, on voit que P~b est une fonctionnelle. Si F est une fonctionnelle 
surm+diane, PKF l'est aussi car /2-<v implique/2PK<(vPK. 

4 ~ Lemme. On a PKF--R~ pour toute F~S. 
On a en effet P~F(#)=F(#) pour toute # concentr6e sur K puisqu'alors 

/2PK=#. Donc PKF>R~v. Or, si GeS et majore F sur K, on a G(/2)>G(#PK)> 
F(#PK) pour t ou t e /2e J /~ ,  soit G>PKF. 

5 ~ Proposition. On a PKF=PKF en dehors de K. De plus, si F est majorOe par 
un p~C, alors PK F est quasi-continue sur X \ K .  

DOmonstration. consid6rons le quasi-noyau Wf= V f -PK Vf: il a les propri6t6s 
suivantes: 
- il v6rifie le principe complet du maximum, 
- il est subordonn6 g V, 
- si cp est quasi-boralienne > 0, PK ~0 est W-surm6diane. 
Supposons en effet qu'une fonction de la forme a + V f +  Wg+PKcp (a constante 
>0) majore Wh quasi-partout sur l'ensemble (h>0). On peut supposer que h 
est s.c.s. > 0  et que (h>0) est un compact H. Cela s'acrit: a + V f + V g + V h  
+PKCp>Pr<(Vg+Vh) q.p. sur H. 

Or la marne relation a lieu sur K car q)>0. On peut alors appliquer aux 
deux membres l 'op6rateur PK,m, et l'on obtient en tenant compte du fait que 
PK~HPK=PK:a+Vf+Vg+Vh+P~:cp=PK(Vg+Vh) q.p., ce qui damontre les 
trois propri6t~s annoncaes. 

1 Comme Vest ici un noyau de Hunt, il est classique que PK est d6finissable en noyau 
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Soit alors (Wt) la famille r6solvante associ6e fi W: elle existe d'apr6s [16]. 
On a pour tout t: W~< V~: on veut en effet voir que pour f > 0 ,  Vtf majore WJ; 
cela s'6crit aussi PKVt f>tW(Vt f -Wt f  ) q.p. Or, il suffit de le v6rifier sur l'en- 
semble (VJ  > Wtf ) puisque nous avons vu que Pr~ V~f 6tait W-surm6diane: c'est 
justement l'hypoth6se. 

On en d6duit que pour toute mesure # e ~ y ,  #otW~P K est major6e en ordre 
naturel par/~Pn. Si ~b est une fonctionnelle on a donc tW~PK~<PK~. 

Maintenant, soient p e t  q deux 616ments de C tels que q<p et K=(p=q) (cf. 
[5], p. 96). La fonction p/x (q + Wf) pour f > 0  est V-surm6diane: on le v6rifie 
sans difficult6 comme plus haut en tenant compte de ce que cette fonction vaut 
p q.p. sur K. 

Si u est quasi-V-excessive, elle est quasi-W-surm6diane: soit ~ sa r6gularis6e 
quasi-W-excessive: p/x (q + ~) est quasi-V-surm6diane. Mais p/x (q + u) est quasi- 
V-excessive, de plus u et g coincident W-p.p. (i.e. W ( u - ~ ) = 0  q.p.) donc V-p.p. 
sur X \ K .  Comme p/x (q + u) et p/x (q + a) coincident aussi q.p. sur K, elles 
coincident finalement V-p.p. sur X: elles sont donc ~gales q.p. sur X car celle 
qui est quasi-V-excessive majore par hypoth6se celle qui est quasi-V- 
surm6diane. On obtient donc u = a  q.p. sur l'ensemble (p-q>u). En 
remplagant alors le couple (p, q) par le couple (np, nq) et en faisant tendre n 
vers + o% on obtient u = ~  q.p. sur X\K .  Par suite la r~gularis6e W-excessive 
de u est exactement lx\r~u. 

Si ~b est une fonctionnelle major6e par Vf(f>O) et ~VfdO fini, on a Vf 
= Wf + PK(Vf -(~) + P~ ~5. 

Comme on l'a vu, les trois termes de droite sont des fonctionnelles W- 
surm6dianes ~t ont comme au n ~ II des r6gularis6es W-excessive qui sont d'ail- 
leurs des fonctions quasi-s.c.i. D6signons par - la r6gularisation W-excessive: 

lX..K Vf = Vf = Wf + PK(VU--qb)+ PKc~ 

et par suite, P~ q~ et PK"~ coincident sur X \ K  et y sont quasi-continues. Si q~ est 

une fonctionnelle non major6e, on trouve que PKC~ et P~ ~b coincident sur X \ K  
mais n'y sont que quasi-s.c.i. 

Supposons que F soit une fonctionnelle surm6diane: donc PKF et PKF 
coincident sur X\K .  Comme on a aussi: 

tWtPKF <tV~PKF <PKF <PKF, 

A 

on voit que PKF, PK~F et PK F coincident route trois sur X \ K  et y sont 6videm- 
merit quasi-s.c.i., ce qui ach6ve la d6monstration de la proposition. 

Remarque. Si K est compact ainsi que H disjoint de K, nous avons incidem- 
merit montr6 que PK consid6r6 comme op6rateur de (g(K) dans 1Ll(y, H) (espa- 
ce des restrictions/~ H: cf. [6]) est un op6rateur faiblement compact. 

6 ~ Corollaire. Si Bes t  quasi-bordlien, et FeS, alors R~ et R@v coincident sur 
x \~ .  
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Cela r6sulte en effet de ce que RB=Sup {R~/K compact cB},  ainsi qu' on 
l'a dit plus haut. 

Comme nous l'avons annonc6 dans l 'introduction, ce corollaire est l'une des 
cl6s de ce travail, et c'6tait le but du n ~ 

IV. Sur les ensembles semi-polaires 

Si E est quasi-bor~lien, nous disons que E est <<0-fortement mince>> si la capa- 
cit6 Inf{SR~dO/G ouver t~A}=y(A)  y est fortement domin~e par une mesure, 
c'est g dire (cf. [15]): il existe une mesure /~>0  telle que si une suite A, incluse 
dans E v~rifie Lim/~(A,) = 0 alors aussi Lim y(A~)=0. 

I1 suffit d'apr~s les th~or~mes 3 ~ et [6] que E v~rifie la propri6t6 suivante: 
pour toute suite A, de quasi-bor61iens inclus dans E, d6croissante et d'intersec- 
tion polaire, la capacit6 y(A~) tend vers 0. 

Disons enfin qu'un ensemble E est <<uniform~ment effila>> si l 'on a: 
/ , .  

R~ < k q.p. sur E off k est une constante < 1. 

On peut remarquer queAla fonctionnelle surm6diane Rf est representable 
puisqu'elle vaut 1 sur E et Rf  en dehors de E. Alors: 

7 ~ Th6or6me. Tout ensemble uniformdment effil~ est O-fortement mince (cf aussi 
la remarque qui suit le th6or6me 12 ~ ci-dessous). 

Ddmonstration. Remarquons d 'abord que le c6ne C~ des (classes de) fonctions 
quasi-excessives est une bande sp6cifique dans S (cela anticipe sur l'6tude de la 
d6composition de Mertens). En effet, si F = t 0 =  G + H, on a aussi F = F = G + H, 
donc G = G  et H= /~ ,  de plus si des F~ vont en croissant sp6cifiquement, et 
v~rifient Fi=/~, soit F leur borne sup6rieure (sp6cifique ou naturelle, et 
suppos6e dans S); il existe une suite i x croissante pour laquelle F (0 )=Sup  F~,(O), 
donc (en prenant Fio = 0): 

F(0)= ~ (F/.+,-Fi.)(0) et aussi la mSme relation en remplagant 0 par une/~ 
balay6e de 0. On a donc F = ~ ( F i , + - F i . ) ,  d'ofi l 'on d6duit F = i  r 

Si E est notre ensemble uniform6ment effil6, soit R ~ = w + q  sa 
d~composition off w appartient ~ C~ et q 6trang~re ~ C~. On remarque que la 
fonctionnelle q est repr6sentable (par la fonction R ~ - w ) .  On a q=REq car la 
r6duction est additive sur S, puis q = ~ hors de E par le corollaire 6 ~ Comme w 
=!A), o n  a E ^ E _  R 1 - R  1 - q - 4 .  

Soit A inclus dans E. On a q<R~+R~q \a  car S est un c6ne de potentiels, et 
m~me x E, A q-<qJ',Rq +qA, Rq car S est sp6cifiquement r6ticul6 (A est le symbole 
de la borne inf6rieure sp6cifique. I1 existe alors u et yeS tels que q = u + v ,  u 
-<qAR A et v-<qA, R~ "A. On a v=~  sur A (corollaire 6~ et u=~i sur X \ A ,  
doric: 

1A �9 (R~ - iR~) = 1A( q -- q) = U -- a. 

Cela prouve en passant que u est repr6sentable. 



190 D. Feyel 

Alors la rdduite R(1A(R~-Rf))=R(u-z~ ) est sp6cifiquement major6e  pa r  u, 
puis par  q,AR A, et elle ma jo re  na ture l lement  ( 1 -  k)R~. On  a f inalement:  

(1 -k)R~<=q~R~. 

D'au t r e  part ,  on v~rifie imm~dia tement  que q2~Rg est en ordre  sp6cifique la 
plus grande mino ran t e  de q valant  sa p ropre  r6duite sur A (autor6duite sur A), 
donc  si A, est une suite d6croissante, la suite p , = q  Z, RqA- d6croit 
sp6cif iquement vers une fonctionnelle  surm~diane p v6rifiant p = R ~  ~ pour  tout  
n, Si de plus l ' intersection ~ A,  est polaire,  on a p=i~  sur X ;  mais  p-<q est 

n 

~trang~re/ t  C~, doric p = 0 .  Ainsi R~ ~ tend vers 0. Or, on a d 'apr~s Choque t :  

7 (A~) = Sup {7 (K)/K compac t  c A,} -- Sup {R~(O)/K compac t  c A,} 

soit 7(A~)=R~(O), et 7(A~) tend vers 0. c.q.f.d. 

8 ~ Corollaire. Toute fonctionnelle fortement surm~diane F est representable sur 
tout ensemble semi-polaire. 

En effet, un semi-polai re  est union d6nombrab le  d 'ensembles  un i fo rm6ment  
effil6s donc  for tement  minces. I1 existe alors une mesure  # concentr6e sur E et 
ne n6gligeant dans E que les sous ensembles  polaires:  toute  mesure  v 
concentr6e sur E est donc  abso lumen t  cont inue par  r appor t  /t #. Soit g une 
fonct ion bor61ienne =>0 sur E et telle que F (v )=v(g )  pou r  toute  v sur E:  g exis- 
te par  le th6or~me de Lebesgue -Nikodym,  donc  F est repr6sentable  sur E. 

Nous  sommes  ma in tenan t  en mesure  de d6mont re r  le th6or~me I ~ 

V. D6monstrat ion du th6or~me I ~ 

Nous  mon t r e rons  que le sous-c6ne S O des F~S qui sont repr6sentables est une 
bande  sp6cifique dans S, puis nous mon t r e rons  que tout  616ment 6tranger  /t 
cette bande  est nul: le th6or6me sera d6montr& 

M o n t r o n s  donc  que S o est une bande.  Si F = G + H  et F est representable  
par  une fonct ion f, on v6rifie sans peine, et de mani~re classique que l 'ensemble  
E = {f4~ if} est semi-polaire  (les ensembles  U s = ( f  > t > s >_F) sont  
un i form6ment  effil6s), et l 'on a f = F  q.p. sur X\E.  O n  a donc  G=G et H = / ~  
sur X\E:  G et H sont repr6sentables  sur X\E.  Le corollaire 8 ~ nous dit que G 
et H sont repr6sentables sur E aussi: D o n c  G e t  H sont dans S o. Si ma in t enan t  
des F i dans S o vont  en croissant  sp6cif iquement vers un F~S, on remplace  
c o m m e  dans  la d6mons t ra t ion  du th6or6me 7 ~ l 'ensemble des Fi par  une suite 
F/n sp6cifiquement croissante,  avec F = ~ (Fin+l -IV/.): on en d6duit 
imm6dia temen t  que F est repr6sentable.  

Soit ma in t enan t  FeS et F 6trangare /t So: on a bien stir F + F ,  et il existe 
une mesure  #~d/ t+  telle que F(#)+~t(/7): la mesure  # n'est pas r6guli6re (prop- 
osit ion 3~ On  sait par  ailleurs (cf. [93) qu 'une  mesure  v e s t  r6guli6re si et seu- 
lement  si elle n6glige tous les ensembles  semi-polaires:  la mesure  # a donc  une 
par t ie  concentr6e sur un ensemble  semi-polaire  E, Consid6rons F,A,R~: elle est 
autor6dui te  sur E et vaut  hors  de E sa r6gularis6s quasi-excessive, mais  E est 



Repr6sentation des fonctionnelles surm6dianes 191 

semi-polaire: elle est donc repr6sentable aussi sur E, puis sur X. Comme F est 
6trang6re A So, sa minorante repr6sentable FA.Rf est nulle. Or, on a toujours 
F-<F ARev+F,h.R x\E, et par suite F = R  xkE puisque le premier terme du se- 
cond membre est nul. Cela entraine que F et F coincident sur E, contrairement 
/~ l'hypoth~se F(#)4=/~(F). Ainsi S O n'a pas d'61~ment 6tranger non nul. c.q.f.d. 

D6sormais, nous parlerons donc de fonctions <<fortement surm6dianes>> (rela- 
t ivement/ t  0), ce qui est la terminologie consacr6e, et nous pourrons utiliser les 
notations #(f) ,  f(#),  F(/~), ou encore /~(f), avec une pr~f6rence pour #(f) .  
Rappelons encore une lois que, d'apr6s le th6or6me de capacitabilit6 de 
Choquet, c'est la classe de f modulo l'~galit~ quasi-partout qui est uniquement 
d6termin6e par F. Noter  que f est 0-int~grable. 

VI. Families monotones 

9 ~ Th~or~me. Soit (fi)id une famille fihrante croissante en ordre naturel de fonc- 
tions fortement surmddianes, et bornde dans ILl(O). Alors fi converge en topologie 
a(S, Jg ~176 vers une fonction f fortement surm~diane, et il existe un ensemble 
d~nombrable J c I  pour lequel on a f = S u p f j  q.p. On a de plus f > f i  q.P. pour 
tout ieI. s~s 

On pourra donc noter f =  EssSupf/. 

Enoncd analogue pour les ensembles filtrants d~croissanrs. 

D~monstration. Posons F(/~)=Lim/~(f/), qui existe et est finie. 
I 

Comme on a F (g )=Sup  g(fi), on voit aussit6t que F est une fonctionneile 

surm6diane: s o i t f  l'un de ses repr~sentants: on a f > f i  q.p. pour tout i d'apr6s 
le th6or~me de capacitabilit6 de Choquet. Soit # ~ / ~  une mesure associ6e A 
l'ensemble semi-polaire E = {f4=f}. I1 existe une suite croissante i n pour laquel- 
le f~, converge vers f dans l'espace IL~(II§ Posons g = S u p f i /  on a g = f  

n 

OV-p.p. donc ~ = f q . p . ,  d'ofi f < g < f  q.p. Mais g = f  #-p.p. donc q.p. sur E, et 
finalement g = f  q.p. sur X. 

Si la famille est d~croissante, F est une fonctionelle car elle est domin6e par 
rune quelconque des f/, et f < f /  q.p. comme cidessus. Posons maintenent g 
= I n f f /  on a cette fois ~ , = f < f N g  q.p., ce n'est pas suffisant pour conclure, 
mais soit v u n e  mesure singuliare associ~e au semi-polaire {g 4 = ~}: il existe une 
deuxi6me suite j_ d~croissante extraite de I, r~our laauelle i < i  et telle oue f. 
converge vers f dans ~ l (#+v+OV) .  Soit h = I n f f j  : on a h = ~ , = f < f < h < g ,  

n 

et h = f  v-p.p, donc q.p. sur (g4=~), et finalement h = f  q.p. 

VII. Crit~re de compacit~ 

Mokobodzki  a d~montr6 [-14] que les segments naturels [ 0 , f ]  de S sont 
compacts en topologie a ( S , J ~ ) ,  ce qui est ici 6vident, et il a montr6 une 
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propridt6 d'extraction pour les suites domin6es en g6n6ralisant le th6or6me de 
Helly relatif ~ la convergence des suites de fonctions d6croissantes. Cela 
sugg&e aussi une autre gdn6ralisation, englobant le cas des segments de S, et 
du type crit6re de compacit6 de Dunford-Pettis. 

10 ~ Th~or~me. Si A cS,  les conditions a), b), c) sont ~quivalentes: 

a) A est relativement compact dans S, 
b) A est uniformOment int6grable pour route mesure pcJg~, 
c) de toute suite f ,  cA, on peut extraire une sous-suite convergente. 

D~monstration. c ) ~  b): on applique le crit6re usuel de Dunford-Pettis pour cha- 
que mesure #~Jg~.  

b )~a ) :  fixons # et appliquons le crit&e de Dunford-Pettis: A est relativement 
compact dans ILl(#). Soit (f/) une famille ultrafiltr6e extraite de A, sa limite 
existe dans lLl(#) affaibli: notons la gu et posons plus g6n6ralement F(#) 
=~gud#: il est clair que F est une fonctionelle surm6diane, et que F est limite 
des fl en topologie a(S, J/g~). 

a) ~ c): Soit f ,  une suite relativement compacte. On voit aussit6t que l'ensem- 
ble de ses valeurs d'adh6rence est inductif en ordre naturel. Soit donc h une va- 
leur d'adh6rence maximale: l'ensemble E =  {h+h ~} est semi-polaire, soit # une 
mesure c./g~ qui n'y n6glige que les polaires. Or f ,  est relativement compacte 
dans ILI(p+0V~) affaibli et il existe une suite extraite f"  qui y converge vers 
h. Soit h' une valeur d'adh6rence de la suite f~' dans S. On a h'=h (#+OV)- 
presque partout, donc h' >~,, et h' =h  q.p. sur {h :# h"}, d'ofi h'_> h q.p. Mais h est 
maximale, donc h'--h, et h = L i m f , '  puisque f"  est relativement compacte. 

n 

VIII. Le e6ne C a et la d6composition de Mertens 

Une fonction sera dite C-major6e si elle est major6e par un 616ment de C. On 
note alors C o le c6ne des f qui sont fortement surm6dianes, quasi-s.c.s., et C- 
major6es. I1 est 6quivalent de dire que f est borne inf6rieure d'une suite f ,  
d6croissante d'dl6ments de C. 

Lemme. Le c6ne C a est stable par sommations (Ia somme Otant supposde dans 
S). 

En effet, soit u = ~ u ,  avec u, cCa, et O(u)<co, posons 
n 

=EssInf{vcC/v>u}. Soit #cJg+,  et soit e>0,  il existe une suite v,~C, v,>u net 
(O+#)(v,)<(O+#)(u,)+e2-". Alors v = ~ v ,  appartient /t C car 0(v)<oo et la 
s6rie ~ v ,  converge normalement, de plus v>u, donc v>g;  enfin, on a 
#(u)<p(v)<#(u)+e. Comme # et e sont arbitraires, on a g = u  q.p. par le 
th6or6me de capacitabilit6 de Choquet, donc uc C a. 

_ _  K Lemme. Si u est C-majorde, et u=RH,-Ru oCt H et K sont deux quasi-ferm& 
disjoints, u est nulle. 

Consid6rons en effet la suite de quasi-noyaux d6finie par Q0=Id,  Qzn+a 
~-PIt Q2n, Qzn+ 2 =PK Q2n+l; si pc C, la suite Q, p converge en d6croissant, on en 
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d6duit que la mesure 0Q, converge faiblement vers une mesure /~ v6rifiant # 
=/~P~=/~PK, donc /~---0, car H e t  K sont disjoints. Par suite, L imQ,  p=0 .  Or, 
on a par r6currence u<Q,p pour un p convenable, doric u=0 .  

11 ~ Proposition. Soit f ~S. Alors f ~C a si et seulement s'il existe un quasi-noyau 
S I tel que SI(H)=f,Z,R~ (borne inf&ieure sp~cifique) pour tout quasi-fermO H. 

DOmonstration. Si f~Ca ,  et si H nest  une suite d6croissante de quasi-ferm6s et 
H=(~ H,, RI/n tend vers R~, car t o u s l e s  termes consid&6s sont dans 

n 

Ca:/~ (InfR~ n) = Sup Inf v (1/~ n f )  = Sup v (1~ f )  =/~(R}~). Fixons maintenant 

U e ~ + ;  et posons ~(K)=u(fJkR~j) �9 ~ est sous-additive, /~(X)=/~(f); si H et 
K sont deux quasi-ferm6s disjoints, f JvR  f] et f A R  ~) sont 6trang6res d'apr6s le 
lemme: soit g leur somme, on a g-<f, et g=Rg u~K, donc g<fA,  R7 uK, et /~ est 
additive sur les quasi-ferm6s disjoints. Soit H u n  quasi-ferm6: la propri6t6 de 
passage ~ la limite sur les suites d6croissantes entraine pour tout e>0,  l'exis- 
tence d'un quasi-ferm6 K tel que H e / (  (quasi interieur) et [,(K)<~(H)+e. 
En d6finitive, l'application H~@(H) est la restriction d'une mesure int&ieure 
de Carath6odory rendant les quasi-ferm6s, puis les quasi-bor61iens int6grables, 
et les polaires n6gligeables. Notons la encore/~. 

Si E est quasi-bor61ien, l 'application #~,/~(E) est une fonctionnelle 
surm6diane major6e par f Elle est doric de la forme 12(E)= ~ S~(E)dt~ off SS(E) 
est fortement surm6diane. E~,SI(E) est 6videmment un quasi-noyau, unique- 
ment d6termin6 par sa restriction aux quasi-ferm6s. 

R6ciproquement, consid6rons la mesure OSZ: elle n6glige les polaires; il 
existe donc une suite de quasi-compacts K,, disjoints sur chacun desquels f est 
quasi-continue et major6e par un 616merit de C, et telle que X= U K, OS z- 

n 

presque partout. Soit f ,=S f (K , )=fAR~n .  Pour mq=n, f~=J~ q.p. sur K,, 
(proposition 5~ et f = ~ f ,  est quasi-continue, donc f,~ est quasi-s.c.s, sur Km. 
On en d6duit que f~ = R~Z appartient ~t C a. I1 en est de marne de f d'apr6s le 
premier lemme. 

La th6or6me suivant est li6 ~t la d6composition de Mertens [10, 11] 

12 ~ Th6or6me. C a est une bande sp~cifique dans S, et l'on a: 

S = C~ + C~, C = C~ c~ C a. 

D~monstration. Soit u une minorante sp6cifique de f sCo.  La suite K,  de la 
d6monstration pr6c6dente peut 6tre choisie de sorte que u aussi soit quasi- 
continue sur chaque K,.  De plus, la d6composition f = ~ , f ,  engendre une 
d6composition u = ~ u ,  avec u ,~ f , .  On voit alors comme ci-dessus que u 
= ~ u, appartient ~t C a. Alors C a est une bande grfice au premier lemme. 

La relation C = C a c~ C~ est 6vidente. I1 reste ~t prouver que S = C~ + C a. Soit 
donc f ~S  6trang6re ~t Co+C~. Si f est non nulle, l'ensemble E={f4=f} est 
semi-polaire et non polaire, sans quoi f ~  C~. Soit une m e s u r e / ~ / / ~  concentr6e 
sur E et n'y n6gligeant que les polaires, il existe par le th6or6me de Lusin, une 
suite de quasi-compacts K ,  disjoints darts E, telle que E = ~) K,/~-presque par- 

r l  

tout, donc quasi-partout, et telle que f soit quasi-continue sur K,  et flK, soit 
C-major6e. On a f = u + v  avec u < R f  ~ et v<R~ "K", donc f - f = u - a  sur K,,  
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et u - ~  est quasi-s.c.s, sur X; on en d6duit R(u-a)eC6 et R ( u - ~ ) ~ u ~ f  puis 
R(u-a)=O, car f est 6trangbre /t C 0. Alors on a pour tout n: f = R f  "K", donc 
f = f  sur K, ,  puis f = f  sur E: une contradiction. Ainsi f = 0 .  

Corollaire. - toute fonction fortement surmddiane est de premiere classe de Baire 
en quasi-topologie, 
- le c6ne S est l'adhdrence sOquentielle de C. 

Remarquons aussi ici que S est sdquentiellement complet en structure uni- 
forme a(S, dg~176 En effet, si f ,  est une suite de Cauchy, posons F(l~)=Limp(f,). 

n 

Dans chaque IL~(#) F est repr6sentable grfice au th6or6me de Vitali-Hahn-Saks, 
on en d6duit que F est une fonctionelle 6videmment surm6diane, et c'est bien 
la limite des f, .  

Remarque sur les ensembles uniformdment effilds 

A 

Nous avons vu que si R e < k  < 1 q.p. sur E, E 6tait fortement mince. Or, on re- 
trouve maintenant  cela bien simplement: reprenons la d6composition de 
Mertens R~=w+q avec wEC~ et q 6trang6re /t C~. Nous savons donc que q 
est quasi-s.c.s, et mSme qeC6. De plus on peut 6crire E={q-gt  > 1 - k } ,  donc E 
est quasi-compact ainsi que tous ses sous-ensembles bor61iens: cela suffit 
d'apr~s ([6], th. 3~ 2 

IX. Applications 

Remarques sur la rddui~e 

A c6t6 de l 'enveloppe ~de Snel l ,  Rcp=Min  {f~S/f>qo q.p.} on peut songer 
la rdduite <<de Bre lo t ,  R ~  = Essinf{ue CJu > (p q.p.}. Ces deux r6duites coincident 
(q.p.) car le thdor6me 12 ~ nous dit aussi que toute f e S  est borne inf6rieure 
d'une suite d6croissante d'616ments de C,. 

Rappelons aussi que le prolongement de Lebesgue de 7 6tait d6fini par  

7((P) = Inf{~ RfdO/f  quasi-s.c.i. > (p} 

=Inf{S udO/ueC ~ u> ~o q.p.}. 

On a donc 7(~o)=,fRcpdO d'ofi l 'on d6duit que (p~-7(cp) est une capacit6 fonc- 
tionelle de Choquet: on ne le savait jusque-Ft que pour  la capacit6 E~*y(E), en 
raison de la sous-additiv6 forte. /... 

D'autre part, nous avons la formule de Mertens [11]: Rq0=Max(~0, Rcp) 
qu'il suffit de montrer  pour (p quasi-s.c.s, major6e par un 616ment de C. Or, 
nous avons la formule de Mokobodzki  [13]: #(R~0)=Max {v(rp)/v~p}. Si ve s t  
une mesure qui r6alise le maximum, alors (p =Rcp v-p.p.; doncK,v est concentr6e 
sur E =  {(p=Rcp}, on en d6duit Rcp=R~Rcp, on a donc Rcp=R~o q.p. hors de E, 
d'ofi la formule de Mertens. 

z On en d6duit alors Rf=q: donc Rf 6trang~re/t C~. 
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I3 ~. Quasi-topologie fine 

Cela permet de d6finir la quasi-topologie fine: un ensemble A est <<quasi- 
ouvert fin>~ s'il est de la forme {u>v} avec u et v quasi-excessives. (Rappelons 
qu'il est quasi-ouvert ordinaire si u et v sont dans C). Cette notion est 6videm- 
ment stable par r6unions d6nombrables et intersections finies. On a les deux 
propri6t6s de LindelSf: d'abord, s i p  est un potentiel strict, on volt facilement 

A e que tout quasi-ouvert fin A s'exprime sous la forme A={p>Rp }, et 
r~ciproquement, vu ce qui pr6cSde immediatement. 

Si des A t vont en croissant, les RpX~ vont en d6croissant et convergent en to- 
pologie o-(S, ~ )  vers ueS: on voit aussit6t que A = {p >u} est quasi-ouvert fin, 
contient q.p. t o u s l e s  A t et s'obtient comme r6union d'une sous-famille 
d6nombrable par le th6or6me 9 ~ 

Si des A~ vont en d6croissant, tes R~f vont en croissant et convergent vers 
yes en topologie a(S, d ~ ) .  L'ensemble A = {p > v} est un quasi-ouvert fin (rioter 
que v=  R~ ~) contenu q.p. dans chaque A~, et contenant q.p. tout quasi-ouvert G 
contenu q.p. dans chaque A~: or it existe par le th6or+me 9 ~ une sous-famille 
d6nombrable (A~,) telte que A soit l'int6rieur (fin) de Fintersection ~ At,, lequel 
existe d'apr~s la premiSre propri~t~ de LindelSf. 

Nous avions signal6 dans un pr6c6dent article ([6] n~ que la quasi- 
topologie <<fine)> consid6r6e ~habituellement>) en th6orie du potentiel v6rifiait 
un certain nombre de propri6t6s qui la rendaient compatible avec la quasi- 
topologie donn6e. Pour 8tre complet, il faut donc montrer ici que: 

- les quasi-ouverts fins sont des quasi-F~ ordinaires, 
- si A est quasi-ouvert fin, il existe B non polaire et quasi-ouvert fin tel que/~ 
(quasi-adh6rence ordinaire) soit inclus dans A, 
- tout quasi-bor61ien E a mSme "pcapacit~ que sa quasi-adherence fine. 

Les deux premi6res propri6t6s r6suttent imm6diatement de la d6finition des 
quasi-ouverts fins et de ce que les quasi-excessives sont quasi-s.c.i.; la derniSre 
provient de la formule 1,(E)=~R~dO (fin de la d6monstration du th6or6me 7~ 

E _  ~E et de la relation R t - R ~ .  

14 ~ Ensembles rOguliers 

Si E est quasi-bor6tien, E est dit r6gulier si R, E est quasi-excessive pour toute u 
quasi-excessive. La r6union de deux ensembles rSgutiers est r6guli6re, grace ~ la 
formule R~B~,R~4,+R~. I1 est clair que tout quasi-ouvert fin est r6gulier. 

Si E est quasi-bor61ien, soit (A~)t~ I la famille de tous ses sous-ensembles 
quasi-bor61iens r6guliers, soit p u n  potentiel strict (par exemple p de la forme 
Vf), posons u=EssSuppR~'  et A={p=u}. On v6rifie aussit6t que A est 

r6gulier et contient tousles  A~: c'est le plus gros ensemble r6gulier inclus dans 
E, ou encore le <<noyau r6gulier~) R(E) de E: il est quasi-ferm6 fin relativement 

E. Posons maintenant E ' =  {p = R~p}, et par r6currence pour ~ <N t E ~+ 1 =(E~) ' 
E "=  ~ E ~- si ~1 est un ordinal timite, puis B = E s s I n f E  ~ B e s t  6videmment 

~<~t ~<~l 
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r6gulier, donc B =R(E). Mais par r6currence, on a R(E)~E ~ pour tout ~., donc 
B=R(E). Finalement E est r6union de R(E) et d'un ensemble semi-polaire: c'est 
une forine du th6or6me de Cantor-Bendixon. (cf. I-6]) 

15 ~ G6n6ralisation 

Plagons nous d'embl6e dans des hypoth6ses suffisamment g6n6rales. X est 
un ensemble, Y1(7) est un espace vectoriel de fonctions sur X, stable par 
l 'opdration f ~ , ( f  A 1) +, muni d'une semi-norme ~ v6rifiant 
] f l<]g l~7( f )<=7(g)  et I n f y ( f , ) = 0  pour toute suite d6croissante f ,  tendant 
vers 0. n 

On suppose qu'il existe une suite f ,~5~ telle que Sup f ,___+~ et que 
l'espace s6par6 associ6 IL~(7) est complet. 

On note ~ la tribu engendr6e par 5el(y): c'est la tribu quasi-bor61ienne. Le 
dual ~ / ~  de/L~(7) est repr6sentable par un espace de mesures sur ~ (cf. [6]). 

On a en outre une famille r6solvante (Vt)t> o d'op6rateurs positifs A contrac- 
tion dans ILl(7). On ne suppose pas la continuit6 forte de la r6solvante mais 
seulement que Vt(5~l(~)) (ind6pendant de t) engendre la tribu ~.  

On suppose que 7 et (V~)t> o sont compatibles au sens suivant: y(q~) 
=~R([~oJ) dO pour toute (pes162 off R@) d6signe la rdduite excessive de ~o, et 
off 0 est une mesure ~ J#+. 

C~ d6signera encore le c6ne des quasi-excessives 0-int6grables. Une mesure 
#erie'+ est dite ~<de non branchement>> si #@)=Lim#(tVtcp) pour toute 

Supposons pour finir que ILa(y) soit s6parable. On montre comrne en 
th6orie des r6solvantes de Ray l'existence d'un ensemble Xo, appel6 
<d'ensemble de non branchement>), qui est un quasi-G~ et qui est caract6ris6 
par la propri6t6 suivante: 

une mesure # ~ J ~  est de non branchement si et seulement si elle est 
concentr6e sur Xo. 

La relation du balayage est seulement un pr6ordre sur d /~ ,  mais c'est un or- 
dre sur le sous-espace des mesures de non branchement ff/oo. 

Dans un premier temps, on remplacera donc darts toutes les d6finitions et 
les 6nonc6s du chapitre I X par X0, ~/g~ par ~ ,  et compact par quasi-compact 
(cf. [6]). 

On prendra pour C le c6ne des u~C~ qui sont quasi-continus sur X o et qui 
s'6crivent u=~u,  ofa chaque u,,EC,~ et est major6 par un Vf avec ~VfdO< 
-boo. n 

L'existence du couple (p,q) dans la d6monstration de la proposition 5 ~ 
r6sulte de ce que pour toute mesure #~rh~ et toute q~cs on a: 

#((p)=Inf{#(p-q)/p, q~C, p-q>=(p q.p. sur Xo}. 

Au n ~ VIII, il faudra modifier la d6finition de Sf: on posera 

SY(H) = Ess lnf{f  .AR~ ~X~ quasi-ouvert ~ H} 
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pour H quasi-ferm6 dans X. On en d6duira que p=f-SS(Xo) est quasi- 
continu sur X o et appartient ~ C, et les r6sultats seront inchang~s. D'ailleurs, 
dans la d6composition de Mertens f=w+q avec weC~ et q 6trang6re ~ C~, on 
a n6cessairement q = sq(Xo). 

Comme on a obtenu ainsi que des r6sultats sur X o, le probl~me reste de sa- 
voir si une fonctionelle surm6diane est repr6sentable par une fonction d6finie 
sur X tout entier. D'ailleurs le probl6me ne se pose que pour u~C6: soit unEC 
une suite d6croissante vers u q.p. sur Xo, et soit fin le prolongement quasi- 

G c~ excessif canonique de G. Posons f i= In f  G. Comme toute mesure # d//+ est 
n 

6quivalente en balayage ~t une unique mesure de non branchement /~, on voit 
par le thbor6me de capacitabilit6 que fi Me depend pas de la suite u, choisie. 

16 ~ Consid6rons (f2, P) un espace probabilis6 s~parable, f2x [0, + oc[ muni 
d'une tribu optionelle N v6rifiant les conditions habituelles ([4], p. 183). Soit 
= P | 2, off 2 est la mesure de Lebesgue sur [0, oo [. Si f(w, t) est N-mesurable 

oo 

>0, et r-int6grable, le processus ~ f(w, s)ds est p.s. fi trajectoires continues. On 
t 

note Vf sa projection optionnelle. On d6finit pareillement Vxf: c'est la projec- 

tion optionnelle de S e-ZSf(w, t+s)ds. Soit .~ l'espace vectoriel rbticul~ stable 
o 

par l 'op6ration q0~(q0/x 1) + engendr6 par les Vf, et pour q o ~  7(q0)=E(Z0) off 
Z est la r6duite V-excessive, donc l'enveloppe de Snell de [~o[. Soit ~ ( V )  le 
compl6t6 fonctionnel de ~ :  on voit ais6ment que toutes les conditions sont 
r6alis6es, saul peut-6tre la condition de Daniell de d6croissance vers 0 sur les 
suites 6vanescentes. Mais comme 2,e~(7) est s6pareble, on sait le transporter en 
espace fonctionnel sur un espace X localement compact ~t base d~nombrable, 
de sorte que (go(X) en soit un sous-espace dense. L'espace f2xlR + devient 
quasi-isomorphe ~t une partie quasi-bor61ienne Xz de X (cf. [-7]). On salt par 
ailleurs [4] que toute forme lin6aire positive sur IL~(~/) est repr6sentable de 
mani6re unique par une mesure dite ~optionnelle~ sur f2 x IR +. Cela entraine 
que X~=X o q.p., et par suite, f2xlR + avec sa tribu optionnelle s'identifie 
l'ensemble de non branchement de la r6solvante. Les fonctions fortement 
surm4dianes sont donc les surmartingales fortes sp6cialement 6tudi6es par 
Mertens. Noter  que les 616ments de C6 sont des processus de la classe (D). 

17 ~ On peut encore g6n6raliser en supprimant la condition de s6parabilit6, et 
en la rempla~ant par la condition suivante dite ~(premier axiome de Lindel6f~ 
pour toute famille (f~)~ extraite de ~ ( 7 ) ,  il existe une sous-famille 
d6nombrable (f~)~j dont l 'enveloppe sup6rieure majore q.p. toute fonction f~. 
T o u s l e s  r6sultats du chapitre I s'6tendent alors sans changement dans le cas 
off la r~solvante est fortement continue (marne l'extraction de sous-suite au 
th6or~me 10~ 

Dans le cas off la r6solvante n'est pas fortement continue, on est extr~me- 
ment g~n6 par l'inexistence a priori de l'ensemble de non branchement, c'est 
pourquoi nous n'avons pas pouss4 l'analyse dans cette direction, bien que les 
probabilistes aient l 'habitude de ne pas faire d'hypothhse de s6parabilit6 sur 
l'exemple du n ~ 16. 
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