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1. Einfiihrung und Zusammenfassung

Viele in der Mathematischen Statistik grundlegende Existenzaussagen wie
z.B. das Lemma von NeyMAN und PEARSoON, das Theorem von HunT und STEIN,
sowie (im dominierten Fall) die Existenz eines Minimax-, Maximin-, strengsten
(most stringent) Tests oder eines optimalen Tests (im Sinne von NEYMAN und
Prarsox) bei einfacher Gegenhypothese lassen sich mit Hilfe des Satzes iiber die
schwache Folgenkompaktheit von Testfunktionen (vgl. LEHMANN [4], S.354)

beweisen.
Es sollen zwei verschiedene Beweise dafiir angegeben werden, dafl dieser Satz

ohne die iibliche Separabilitdtsannahme richtig ist. Bezeichnet (¥, B) einen
mefibaren Raum, yu ein o-finites Maf tber (X, B), (¥, B, u) die Menge der
reellwertigen, B-melibaren und p-integrablen Funktionen, und erklirt man eine
Testfunktion ¢ als reellwertige, B-melbare Funktion mit 0 < ¢ (z) < 1 fiir jedes
z € X, so wird bewiesen:

Satz. Zu jeder Folge {@u}tn=1,2,... von Testfunktionen gibt es eine Teilfolge
{(pnv}yzl,z’m und eine Testfunktion ¢* mit

[@n fdu—[@*fdu fir jedes [eQi(¥, B, u).

2. Beweis des Satzes

Bewets 1. Wenn der o-Korper B tber X ein abzéhlbares Erzeugendensystem
hat, ist der Satz eine bekannte Aussage (vgl. LEHMANN [4], 8. 354). Ist nun ¥ ein
beliebiger ¢-Kérper iiber ¥ und u (ohne Einschrinkung der Allgemeinheit) ein
normiertes Maf}, so betrachte man den kleinsten ¢-Kérper B’ iiber ¥ mit der
Eigenschaft, daB alle Testfunktionen ¢, der gegebenen Folge {@n}a-1,3,...
B’-meBbar sind. Dieser ist separabel, denn er wird erzeugt durch die Mengen
{x: @n(x) < r}, r rational, n = 1,2, ..., und es gilt B’ c B. Bezeichnet u’' die
Restriktion von p auf B, so gibt es also eine Teilfolge {(pnv},,:l,g,m von
{@n}n=1,2,... und eine reellwertige, B'-meBbare Funktion ¢* mit 0 =< ¢* (x) <1
fir jedes x € X, so daB gilt

(1) f(pnvf’ dw — [@*f dy firjedes feQi(¥, 9, u).

Bezeichnet Z (f| ¥’) den bedingten Erwartungswert von f € 21 (X, B, u) unter ¥’,
sogilt gE(f| By e (X, B, @) firg = g, n = 1,2, ..., bzw. g = ¢* und damit
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nach Doos [2], S. 22 und wegen (1)

Jon,fdu=[@n B(f|®)dy — [¢*E({|¥)du' = [¢*fdu

fiir jedes fe Q1 (X, B, u). |

Beweis I1. Sei y wiederum ohne Einschrinkung der Allgemeinheit ein normiertes
MaB. Wie iiblich bezeichne Ly(X, B, 4) den Raum der Aquivalenzklassen f
quadratisch u-integrabler, reellwertiger, B-meBbarer Funktionen f mit der
Aquivalenzrelation f; ~ f3 genau dann, wenn f1(z) = fa(2) p-f.ii.. Der Raum
Ly (X, B, p) ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (f, g) = f fgdp und der
Norm Hf” = (f, N f, g € Ly (¥, B, p).

Fir eine beliebige Folge {@u}n=1,2,... von Tests gilt ¢, € Lo (¥, B, u) und
[@n] =1,n=1,2,.... Da eine beschrinkte Menge im Hilbertraum schwach
kompakt ist (vgl. ACHIESER-GLASMANN [1], S. 49), existiert eine Teilfolge
{gn }r=1,2,... von {@n}n-1,2,... und ein Element @* € Ly (X, B, p) mit

(2) (¢ )= (3%, 1) fiir jedes fe La(X, B, p).

Da die den Indikatorfunktionen Iz mit B e B zugeordneten Aquivalenzklassen

in Lg(X, B, u) liegen und wegen 0 = @n, < 1 fiir jedes reXundy=1,2, ...,

gilt insbesondere 0 < f Pn, dy — f p* dp < u(B) fir jedes B e B. Hieraus folgt
B B

zunéichst 0 < ¢*(2) < 1 p-f.ii., so dal p* als Testfunktion gewihlt werden kann,
AuBlerdem ergibt sich auns (2)

3) fqonppd,u%_f(p*pdy

3

fir jede primitive Funktion p = >¢; I, mit ;e B, B;e®B, i=1,..., k.
i=1

Da die Gesamtheit B der primitiven Funktionen aufgrund der Definition des

u-Integrals dicht in £y (X, B, ) liegt, kann man zu beliebigem fe 2, (%, B, u)

und ¢ > 0 ein p € P wihlen mit f |f — p| du < &/3. Wegen

| Jon,fdu— [o*fdu| <|[on (f—p)du| + | fo* (@ — Ndu] + | [P(pa,— ¢*) du
=Fe+|[ploa,— ¢*) du|

folgt nun die Behauptung aus (3). |

Bemerkungen. 1. Der angegebene Satz kann auch aus Theorem IV. 8.9
bei DuNFoORD-SCEWARTZ [3], S. 292, hergeleitet werden.

2. Der obige Satz gilt nicht fiir beliebige Mafle u iiber (X, B), wie folgendes
Beispiel zeigt:

Es sei X =1[0,1], B der ¢-Korper der Borelschen Mengen B des Intervalls
{0, 1] und g, das ,,abzéhlende” MaB der Menge [0, 1], d.h.
Anzahl der Elemente von B, falls B endlich ist
oo,  sonst.

Ha (B) :{

Das MaB u, ist nicht o-finit.
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Teilt man nun fir » = 1, 2, ... das Intervall [0, 1] in 107 gleiche Teilintervalle
und definiert ¢, auf jedem dieser Teilintervalle als lineare Funktion, die von 0
auf 1 anwiéichst, so hat gy, die Darstellung @y, (2) = 10 3 a,/107, wobei z = > a,/10

y>n vz0
diejenige dekadische Entwicklung von z € [0, 1] darstellt, in der nicht von einem
Index ab stets @, = 9 ist.

Wiire nun der obige Satz fiir nicht ¢-finite Mafle richtig, so miiite speziell fir
die Folge {@pn}n=y,e,... eine Teilfolge {¢”v}”=l’ 2,... und eine Testfunktion ¢*
existieren mit

_f(pnvfd,ua ~ [@*fdps fir jedes feQi(X,B, pa).

Wihlt man hier speziell fiir f € 81 (X, B, pq) die Indikatorfunktion Iy, mit z<[0, 1],
so wiirde gy, (z) — ¢* (z) fir jedes z € [0, 1] gelten; dies ist aber nicht mdglich,

denn fiir jede Zahl « = a,/10’ mit0 < x <1 und Ian’+l — @n, 41| =2 fir
v=0

v=2,3, ... ist |gn, (@) — @n @] = 110 fir v=2,3, ...

Herrn Professor Dr. H. Wirrive (Miinster/Westf.) danken wir fiir Ratschlige und Hin-
weise bei der Fertigstellung dieser Arbeit.
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