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1. Einfiihrung und Zusammenfassung 

Viele ~n der Mathematischen Statistik grundlegende Existenzaussagen wie 
z.B. das Lemma yon NEYMA~ und PEARSOn, das Theorem yon ItU~T und ST~IN, 
sowie (ira dominierten Fall) die Existenz eines Minimax-, Maximin-, strengsten 
(most stringent) Tests oder eines optimalen Tests (im Sinne yon N~YM~ und 
PwARso~) bei einfacher Gegenhypothese lassen sich mit Hilfe des Satzes fiber die 
schwache Folgenkompaktheit von Testfunktionen (vgl. L]~H~AN~ [4], S. 354) 
beweisen. 

Es sollen zwei versehiedene Beweise daffir angegeben werden, dal~ dieser Satz 
ohne die fibliche Sepambilit~tsannahme richtig ist. Bezeichnet (~, !~) einen 
mel~baren l~aum, # ein a-finites M~I~ fiber (~, ~), ~1(~, ~, #) die Menge der 
reellwertigen, ~-me~baren und #-integrablen Funktionen, und erkls man eine 
Testfunktion ~ als reellwertige, ~-me~bare Funktion mit 0 ~ ~ (x) ~ 1 ffir jedes 
x e ~, so wird bewiesen: 

Satz. Zu ]eder Folge { ( ~ n } n = l ,  2 . . . .  VO~ Test/unktionen gibt es eine Teil/olge 
{q~%}~=l, 2 . . . .  uncl eine Test]unktion q~* mit 

2. Beweis des Satzes 

Beweis I. Wenn der a-K6rper !~ fiber 3~ ein abzghlbares Erzeugendensystem 
hat, ist der Satz eine bekannte Aussage (vgl. L]~a~IA~X [4], S. 354). Ist  nun ~ ein 
beliebiger a-KSrper fiber ~ und ~ (ohne Einschr~nkung der Allgemeinheit) ein 
normiertes Mal~, so betrachte man den kleinsten a-K6rper ~ '  fiber ~ mit der 
Eigensehaft, da$ alle Testfunktionen ~n der gegebenen Folge {~n}n=l,2 . . . .  
~'-meBbar s~nd. Dieser ist separabel, denn er wird erzeugt dureh die Mengen 
{x: qn (x) ~ r}, r rational, n = l, 2 . . . . .  und es gilt ~ ' c  ~. Bezeichnet # '  die 
Restriktion yon tt auf ~ ' ,  so gibt es also eine Teilfolge {~%}v=1,2 . . . .  yon 
{Fn}n=l, 2 . . . .  und eine reellwertige, ~ ' -meBbareFunktion 9"  mit 0 ~ ~* (x) ~ 1 
ffir jedes x c ~, so dab gilt 

(1) S~,,/'d~'-> S~*/'d~' ffir jeaes /'e s ~', #) .  

Bezeichnet E (/] ~')  den bedingten Erwartungswert yon / ~ s (~, ~,  #) unter ~ ' ,  
so g i l t gE( f  I ~ ' )  ~ s ~ ' , / t ' )  ffirg = ~n, n ~ 1, 2 . . . . .  bzw. g ~ ~* und damit 



Zur schwachen Folgenkomp~ktheit von Testfunktionen 183 

nach DooB [2], S. 22 und wegen (1) 

f ~%/d/z = f ~% E(/] ~')dlt'-+ f q~* E(/I ~')d#' = f q~*/dlt 

ffir jedes / e ~l(~, ~, if). J 
Beweis II. Sei # wiederum ohne Einschr/inkung der Allgemeinheit ein normiertes 

Mal~. Wie iiblich bezeichne L2(~, ~, fl) den Raum der J~quivalenzklassen 
qu~dratisch fl-integrabler, reellwertiger, ~-mel]barer Funktionen ] mit der 
s /1 ~ / 2  genau dann, wenn /1 (x) : / 2  (x) ff-f.ii.. Der Raum 

L2 (~, ~, if) ist ein Hilbertraum mit gem Skalarprodukt ([, g~) ---- ] ]gdff und der 

N o r m  11 }11 = (/-/') ~'~, }, .~ ~ L~ (~, ~, t'). 
Ffir eine beliebige Folge {~0n}n=l,2 . . . .  yon Tests gilt ~)n~L2(~,9,/.t) und 

II ~n  I] --~ l ,  % = l ,  2~ . . . .  Da eine besehr•lukte Menge im Hilbertraum schwach 
kompakt ist (vgl. AC~I]~Sm~-GLAS~A~ [1], S. 49), existiert eine Teilfolge 
(F%}~=l, 2 . . . .  yon {~n}n=l, 2 . . . .  und ein Element ~* e L2 (~, ~, if) mit 

(2) (~n,])--->(~*,/) ffirjedes ] e L 2 ( ~ , ~ , f f ) .  

Da die den Indikatorfunktionen IB mit B ~ ~ zugeordneten ~quivalenzklassen 
in L2(~, ~,  if) liegen und wegen 0 =< ~0n~ ~ 1 ffir jedes x a ~ und v = l, 2 . . . . .  
gilt insbesondere 0 <= f ~% d/.t --~ f of* d# <= if(B) ftir jedes B ~ !~. ttieraus folgt 

B B 
zuni~chst 0 ~ ~0" (x) ~ 1 ff-f. ft., so da6 ~* als Testfunktion gew~hlt werden kann. 
Aul~erdem ergibt sieh aus (2) 

k 
ffir jede primitive Funktion p = ~ C i l B ,  mit c i r r i ,  B i a S ,  i =  1 . . . . .  /c. 

i=1 
Da die Gesamtheit ~ der primitiven Funktionen aufgrund der Definition des 
if-Integrals dicht in ~ (~, !~, if) liegt, kann man zu beliebigem / e ~ (~, 9~, if) 
und s > 0 ein p e ~ wghlen mit f ]1 -- P l dfl < s/3. Uegen 

I f ~ , . j a t ,  - f ~ *  la/~l < I f ~ , , , ( / -  ~)dt, I + I f ~ *  (P - t)d,~l + I f : " (~, ,~-  v*)a,~l 
2 

folgt nun die Behauptung aus (3)._j 

B e m e r k u n g e n .  1. Der ~ngegebene Satz kann aueh aus Theorem IV. 8.9 
bei DU~Onn-Sc~wA~TZ [3], S. 292, hergeleitet werden. 

2. Der obige Satz gilt nieht ffir beliebige Ma6e ff fiber (~, '~), wie ~olgendes 
Beispiel zeigt : 

Es sei ~ = [0, 1], ~ der a-KSrper der Borelschen Mengen B des Intervalls 
[0, 1] und ffa das ,,abzdhlende" Mal~ der Menge [0, 1], d.h. 

]Anzahl der Elemente yon B, falls B endlich ist 
#a (B) = / [oo, sonst. 

Das M~I~ #a ist nicht a-finit. 
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Tei l t  m a n  nun  ffir n - -  1, 2, . . .  das  In t e rva l l  [0, 1] in I0  n gleiehe Tefl interval le  
und  definier t  Cfn au f  j e d e m  dieser Tei l in terval le  als l ineare Funk t ion ,  die yon  0 
auf  1 anw/iehst,  so h a t  ~n die Dars te l lung  ~n (x) = 10 n ~ a~/lO~, wobei  x = ~ a~/lO~ 

~'>n ~ 0  

diejenige dekadische  En twick lung  yon  x ~ [0, 1] dars te l l t ,  in der  n ich t  yon  e inem 
I n d e x  ab  s te ts  a~ = 9 ist.  

W/~re nun  der  obige Sa~z fiir  n ieh t  a-f ini te MaBe riehtig,  so miiBte speziell  ffir 
die Folge  {~n}n=l,  2 . . . .  eine Teilfolge {~n,},=l, 2 . . . .  und  eine Tes t funk t ion  ~v* 
exist ieren mi t  

~q)%/d,ua-->~q)*/djua f i i r j e d e s  / e ~ l ( ~ , ~ , # a ) .  

W/~hlt m a n  hier  speziell  ffir ] e ~1 (~, !8, #a) die I n d i k a t o r f u n k t i o n  I(x} m i t  x e [0, 1], 
so wfirde ~n,(X)--* q~*(x) ffir jedes x e [0, 1] gel ten;  dies is t  aber  n ich t  m6glich, 

denn  ffir jede Zahl  x = ~a~,/lOv mitO _< x _< 1 und  [an+l --  an~_,+ll > 2 ffir 
v>O 

v -~ 2, 3, . . .  i s t  ]Cfn~_~(x) --  ~%(x)[ > 1/10 ffir v = 2, 3 . . . . .  

Herrn Professor Dr. H. WITTING (Miinster/Westf.) danken wir ffir Ratschl~ge und Hin- 
weise bei der Fertigstellung dieser Arbeit. 
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