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Summary. We give weak invariance principles for the empirical measure of  a 
1 " 

stationary strongly mixing sequence (~k)k ~ o, X, (f) = ~n  k~=l ( f  (~k) -- Ef (~k)). 
v -- 

F o r  the case where feBs, the unit ball of  the Sobolev space Hs(X ) of  a 
riemannian compact manifold, and f is a Lip~ function (�89 < e < 1) we obtain 
logarithmic rates of  convergence e, such that, for a stationary sequence of 

gaussian processes Y,, lP(sup IX, ( / )  - Y, ( f )  I > e,) < e,. We also prove, for the 
f 

case of  kernel estimates ~,, the existence ofa  gaussian non stationary sequence of 
random processes (I1, (x)) x ~ K indexed be a compact subset K of  IR d and constants 
a, b, c > 0 such that 

lP(sup[(nha")l/2(g"(x)-g(x))-,,:,~r Y"(x) l>cn-a) <--cn-a if h.:n-b; 

finally we give estimates of  the kind: 

E sup (~.(x) - g(x)) 2 <= cn-" if 
x ~ K  

Here h. is the window of  the kernel estimate ~.. 

hn= n -b. 

I.  I n t r o d u c t i o n  

L' objet de ce travail est de montrer  des principes d'invariance faible pour la mesure 

empirique ( X , ( f ) = - ~ =  ~, [f(r f e ~ )  d'une suite (~k)k~O de 
vn k = l  

variables al6atoires strictement stationnaire et fortement m61angeante (cf. [7])/t 
valeurs dans un espace (E, N (E), p) topologique mesur6 par une mesure tr-finie et 
positive sur ses bor61iens. La famille ~- est ici une famille compacte de L 2 (E, fl) 
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d'entropie finie. Un lemme dfi/t Dudley permettra la construction d'une suite de 
processus gaussiens (Yn (f) ;  f s  o~) v6rifiant: 

IP (sup {IX. ( f )  - Y. ( f )  1: f e  ~ }  > e.) < ~.. 

Pour cela nous 6valuons la distance de Prohorov dans (C(~-), 11" lion) des 
processus X. ~i un processus gaussien I1.. La m&hode de travail, d6crite au w II, 
consiste /t ~valuer d'une part la distance de Prohorov des r6partitions fini- 
dimensionnelles de ces processus et d'autre part l'oscillation des processus. Pour ce 
qui concerne l'6valuation de l'oscillation du processus empirique nous d6veloppons 
une m~thode originale bas6e sur un calcul de 

Esup {IX, (f)[2: f e  o~_ ~, S f2 dp < t~2}. 

Les cas 6tudi6s sont les suivants. 
Nous g6n6ralisons d'abord un travail de Gin6 [12] qui construit des tests 

d'uniformit6 bas6s sur des normes de Sobolev dans le cas de variables al6atoires fi 
valeurs dans une vari6t6 ri6mannienne compacte; nous donnons de plus des 
6valuations de la vitesse de convergence de la mesure empirique associ6e. Nous 
montrons aussi des applications de notre m6thode au cercle associ6/t l'6tude des 
fonctions c~-lipschitziennes sur un intervalle, comme l'a fait Beran [2] dans le cas 
ind6pendant. Marcus et Philipp [19] donnent des principes forts dans le cas 
ind6pendant sur des classes de fonctions continues; ils remplacent notre calcul 
d'osciUation par des 6valuations pour des projections fini-dimensionnelles. Nos 
vitesses de convergence semblent pr6f6rables aux leurs, toutefois ces r6sultats sont 
de nature diff6rente done difficilement comparables. 

L'objet essentiel de ce travail est d'obtenir des principes d'invariance faible pour 
des estimateurs/t noyau dans les cas de l'estimation d'une densit6 marginale et de la 
fonction de r6gression pour des 6chantillons multivari6s. De tels r6sultats sont 
importants car ils permettent d'obtenir des r6gions de confiance au sens de la norme 
uniforme analogues au r6sultat donn6 par Bickel et Rosenblatt [4]; toutefois on ne 
dispose pas dans des cas m61angeants de r6sultats optimaux comme celui de Komlos 
et al. [16] dans le cas ind6pendant, les seuls r6sultats connus donnent, pour un 7 
petit, des vitesses faibles en n-~ dans le cas de variables fortement m61angeantes [9]. 
C'est en raison de la faiblesse relative d'un tel r6sultat que nous envisageons ici une 
m6thode directe. Notons pour finir que l'hypoth6se de stationnarit6 de la suite 
(~k)k_-_0 pourrait ~tre remplac6e par l'ergodicit6 de la suite, toutefois les hypotheses/t 
faire dans ce cas sont tr6s techniques; nous nous sommes ainsi plac6s dans un cadre 
stationnaire afin d'6viter d'alourdir encore les hypoth6ses. Nos r6sultats donnent 
des 6valuations de vitesses de convergence dans des principes d'invariance faibles; 
ces vitesses ne sont pas n6cessairement optimales et des contre-exemples les 
concernant semblent d61icats /t construire toutefois les applications des tests 
d'uniformit~ donn6s par Gin6 s'6tendent imm6diatement aux cas m61angeants et 
sont d6taill6es dans [12]. 

Afin de mieux situer notre travail, nous rappelons les notions de m61ange 
utilis6es ici. Le processus (~k)k~z, stationnaire, est dit e-m6tangeant (resp. q~- 
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m61angeant) lorsque lim. e. = 0 (resp. lim. ~b n --~-0) Off, si jgb d6signe la a-alg6bre 
engendr6e par {~k; a < k < b}: 

~b. = Sup {I IP(B/A) - IP(B)1; A eJ/g ~ oo, B ~Jg+ ~} 

e . = S u p { l l P ( A c ~ B ) -  IP(A)IP(B)]; A~Jg~ B e ~  '+~} 

Des exemples de processus m61angeants sont issus de trois domaines des 
statistiques. Un processus gaussien stationnaire est 7-m61angeant lorsque sa 
covariance tend vers 0; de plus Ibragimov et Rozanov [15] explicitent la vitesse de 
convergence vers 0 de e. selon les propri6t6s analytiques de la densit6 spectrale du 
processus. D'autre part les processus markoviens donnent lieu ~i des m61anges; 
d'une part un processus Doeblin r6current est q%m61angeant et son m61ange d6croit 
g6om6triquement et d'autre part l'ergodicit6 g6om6trique d'un tel processus 
implique un c~-m61ange de d6croissance geom6trique, Nummelin et Tuominen [23] 
donnent des conditions explicitables d'ergodicit6 g6om6trique des processus de 
Markov qui sont appliqu6es par Mokkadem [22] fi une classe de processus non 
lin6aire autor6gressifs. Une derni6re categorie de processus dont le 7-m61ange est 
contr61able est la classe des processus lin6aires &udi6e par Gorodetski [13]. Dans 
les cas 6nonc6s nos r6sultats peuvent s'6noncer avec des hypotheses simples portant 
sur des modules explicites. 

II. M6thode g6n~rale 

La m6thode de base consiste ~ diviser le probl6me de l'6valuation de la distance de 
Prohorov de variables al6atoires ~t valeurs dans un espace de fonctions continues 
sur un compact en un calcul de distance de Prohorov pour des r6partitions fini- 
dimensionnelles (cf. w II. 1) et d'autre part un calcul d'oscillations des processus mis 
en oeuvre (cf. w II.2). Cela d6coule du Th6or~me II. 1. pour lequel nous introduisons 
les notations suivantes: 

Ici T c C ( ~ )  est une partie de cardinal k telle que les boules de rayon 6 centr6es 
sur les 616ments de T recouvrent C ( ~ )  et rcr: C ( ~ ) ~  IR k d6signe la projection 
canonique. De plus ez(6 ) = Inf{e > 0; IP(wz(6 ) _-> e) _-- e} pour un processus Z sur 
C ( ~ )  off Wz(6) = Sup {IZ(f )  - Z(g)I;  d(f,  g) < 6, f ,  g e ~ } .  

Th~orbme d'approximation ILl .  Soient (f2, d ,  IP) un espace probabilisb, (~-, d) un 
espace mbtrique compact et ( X ( f ) ) f j ,  ( Y ( f ) ) f ~  deux processus sbparables sur 
C ( ~ )  dbfinis sur (f2, d ,  IP), nous notons IPx (res p. lPr) la loi du processus X (resp. Y) 
et 0 la distance de Prohorov dans C ( ~ )  (resp. dans IRk muni de la norme du sup.), 
alors: 

Ce r6sultat est d6montr6 dans [9] pour le cas de processus h valeurs dans 
D([0,1]a); ici la dbmonstration en est identique. Massart [20] donne une 
d6monstration diff6rente de ce r6sultat pour le cas de processus non s6parables. 

Dans la suite de ce travail nous consid6rons l'espace ~ comme une partie 
compacte d'un espace L 2 (E, Ft) off (E, ~ (E),/z) d6signe un espace mesur6 par une 
mesure/2 positive et a-finie sur ~ (E). Nous supposons de plus l'espace E m6trique. 



54 P. Doukhan et al. 

1. Distance de Prohorov de rkpartitions fini-dimensionnelles et reconstruction 

Soit (4k)k>=O u n e  suite de variables al6atoires gt valeurs dans E nous d6finissons le 
processus empirique (X, ( f ) ) / ~  par: 

1 
( f (4k ) - -E f (4k ) ) ,  f ~  X , ( f )  = G k=l 

La suite (G)k g o est suppos6e fortement m61angeante strictement stationnaire et 
telle que la loi de 4o soit absolument continue par rapport ~i/x et de densit6 born6e. 
Ces hypoth6ses et notations seront conserv6es dans la suite. Nous consid6rons aussi 
{Y(f); f ~  ~ }  la famille de variables al6atoires gaussiennes centr6es que nous 
6tudions au w II.2. telle que, si f ,  g ~ ~ et f =  Ef(~o),  g = E g  (40): 

EY( f )  r(g) = Ef(~o) g(4o) - fg ,  + ~ E(f(4o) g (4k) -- fg) + (f(4k) g(40) --fg)} 
k = l  

La s6rie correspondante converge (cf. [7]) lorsque le m61ange fort v6rifie: 

~ ak ~<oo pourun0<6__<�89 
k = 0  

Nous notons v, et v les lois des projections dans IR k de X. et Ysur une partie Tde 
C ( f f )  de cardinal k, et M,  = Sup {E ]f(~l)la; f ~  i f} .  

Th60r4me II.2. [11]. Pour toute partie T de ~ ,  de cardinal k(n), la distance de 
Prohorov 0(v,, v) calculke sur IRk(.) relativement fi la norme uniforme se majore 

a) dans le cas fortement mblangeant, si ~ n 2 a ~ <  oo,_ M4a/(x_a) < (X3 et 
sup {~, n ~ k(n)} < oo pour un a ~ ]0, ~] et un b ~ ]0, �88 avec v = ~(1 _ 1) par." 

0 (v,, v) <= C k  5Is (n) n (b- 1)/12 (10gl/2 k(n) + log 1/2 n). 

b) dans le cas qb-mklangeant, (cf. [5]), si Z n2 @~/2 < oo et sup {~b. n 3/4 (l/b- 1)} 
< oo pour un b ~ ]0, �88 et M 4 < oo, par." 

Q (v,, v) < C k 5/s (n) n <b- 1)/12 (logl/2 k (n) + log 1/2 n). 

c) dans le cas c~-mklangeant gkomktrique, (c' est-d-dire." 3u, v > O, v < 1 tels que 
(o, < uv") par: 

Q (v., v) < C k  5/8 (n) n -  1/a2 logl/12 (n) (log 1/2 n + log 1/2 k(n)).  

La constante C ne d6pend que du m61ange utilis6, en particulier elle est 
ind6pendente de l'ensemble T de cardinal k (n) utilis6. 

Afin de pouvoir d6duire un r6sultat de convergence en probabilit6 de 
l'6valuation de la distance de Prohorov nous utilisons le r6sultat de reconstruction 
suivant. Ce lemme, montr6 dans [9] repose sur un r6sultat dfi ~i Dudley et permettra 
de construire des processus gaussiens Y, de m~me loi que Y. Pour des raisons 
techniques nous supposons de plus ~ partir de maintenant que l'espace ((2, ~ ,  IP) est 
suffisamment fiche pour que l'on puisse y d6finir une variable uniforme sur [0, 1] 
ind6pendante de la suite (4k)k>=O. 
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Lemme II.3. Soit (X,),  >__ o une suite de processus ~ valeurs dans C ( ~ )  convergeant en 
loi vers un processus gaussien Y, ddfini sur (0, ~r IP) et telle que: 

(IP~o, IP~) < u, .  

Alors il existe une suite de processus gaussiens I1, de m~me loi que Y ddfinis sur 
(~, ~r IP) et telle que: 

]P [llX,, - Y. Iloo >___ u.]  < u . .  

2. Calculs d'oscillations des processus 

Nous consid6rons une partie f f  de L 2 (E,/x) form6e de fonctions ~t support dans 
F ~  E et une base orthonormale (fk)k~ d6nombrable de L 2 (F,/z) v6rifiant: 

Sup {I (f, fk)[; f ~  if} = c, < o0. 

1 
= ~,  [f(r - E f (~ ) ] ,  f ~  ft .  Evaluons l'osciUation du processus X, (f)  ~nn 

Pour cela nous majorons Esup {X 2 (f);  f ~  ff~}, off ~% = {f~ ~ - -  F; [[f[[2 < 6}; 
alors nous remarquons que IP(sup {X, z (f);  f ~  ~ }  > x(6) ~/~) < x(6) ~/3 si x(6) est 
le majorant obtenu pour la quantit6 pr6c6dente. Pour obtenir ce majorant, nous 
utilisons d'abord le: 

Lemme II.4. Dans les deux cas suivants, il existe une suite (N~)j>=o croissante de 
parties finies de IK telles que: 

V f E ~ ,  X , ( f ) ~ l i m X , ( S j ( f ) )  o~ S j ( f ) =  ~, (f, fk)fk. 
j~co k~Nj 

2 
(i) Si (r est une suite (9-mblangeante vbrifient ~ ,ze'~l/2 < ~ et ~ e k < oo. 

1> 0 k ~  

(ii) Si (~)e>=o est une suite fortement mblangeante vkrifiant ~ a~ < c~ 
l>O 

pour un 0 < a < � 8 9  et si il existe une suite (Ok; k elK), positive telle que 

Sup ~0k(~,fk)2; f ~ "  <co est telle que T = I { ~ o : a f k 2 ( X ) ]  #(dx)<~. 

D~monstration. (i) Posons Szv( f )= ~ (f, fk)fk, nOUS avons: 
k e N  

d'apr~s l'in6galit6 [8] de m61ange, en notant L la loi de r Nous consid6rons alors 
/ \ 

une suite Nj croissante telle que ~, ( ~, ck 2) < ~ pour appliquer le lemme de 
j>O \ k ~ N j  / 

Borel-Cantelli qui conclut. 
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(ii) L'in6galit6 de Schwarz montre que: 

} _ 0k X~ (fk) Sup 0k(f, fk)2; f e ~  
k,N 

L'in6galit6 de m61ange fort [7] dans l'espace de Hilbert H =  {(Uk)k~\N; 
~ 0 [  1 Uk z < Oe} montre que 

g 2 0 ; 1 X : ( f k ) ~  Cl~>OO~ ~ ~ hk-lfk2(X) d~l(X) 
keN = 

On conclut alors comme en (i). Passons A pr+sent A l'6valuation de x(6). 

E sup {X 2 (f); f e  ~ }  __< 2Esup {X, 2 (Sj (f)), f e  ~ }  + 2Esup {X, z ( f -  Sj (f)); fE ~ }  

<= 2 (Eaj + Ebj) 

L'in6galit6 de Schwarz montre que, pour toute suite (Ok)k~ ~ positive: 

aJ=< Sup {k~N~(f'fk)2} X ~  . k~Nj ~ Xn2 (fk); 

bj=<Sup E 0k(f,A) 2• ~ O[~X2.(fk)  

Posant Bj= Sup ~ Ok(f, fk) 2, nOUS obtenus: 
~% k~Nj 

aj < ~2 2 EX2 (fk) et bj < Bj Z X2 (fk) 
keNj kC.Nj 

Pour 6valuer ces deux expressions nous utilisons l'in~galite de m~lange dans un 
espace de Hilbert [7] respectivement pour H =  IRIgjl et 

h = (Uk)k~\uj; Z 0[  1Uk < OO 
k~Nj 

/ / \1/(1 -a) \ l -~-  

dL oo 
2 EX2.(A)<41~od)l/a N IN jl kem~ 

(i) 

De m~me: 

et (ii) 

20~1 2 1~>__0~)~/2 ~ EXa (fk) <= 4 2 0 [  ~ 
kC2V~ _ kCNj 

20CIEXZ( fk )<=90~o~162 dL ~ O;afk2 ) d#) 
k r ~V j _ oo 

Le th6or6me suivant en d6coule: 
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Th~or~me 11.5. Supposons rbaliskes les hypotheses du lemme 11.4. et soit (Ok)k~ une 
suite strictement positive, si on note 

B j = S u p  ~ 0k(f, fk) 2 e ts i  Sup ~ 0k(f, fk)2<o% ona." 
-~ k~Nj f e  ,-r162 k~N. 

(i) Si (r est ~-melangeante E s u p X ~ ( f ) < C ( f Z I N ~ I + ( ~ O : I ~ B ~  
\ \ k * N j  /' ,] 

lorsque ~ A 1/2 we < ~ ,  pour une constante ne dbpendant que de (r 
1>_0 

0 1 (ii) Si (~)E>_o est fortement mblangeante et vbrifie 3a ~ ] , ~], S c~ < oo alors si: 

Esup x:  (f) < c(,~ ~ v~ + B~ 5) 

Dans ce eas les expressions de Uj et Vj peuvent ~tre remplacb~es par 

u;= Z IIAll~, 5 '= Y~ o; 111AIl~. 
keNj k~:N~ 

Remarques. La derni~re ~valuation utilisant Uj et Vj' n'a d'int~r~t que lorsque 
]~(E)= + ~ .  Ce r6stfltat donne aussi une 6valuation de Esup{X~( f ) ;  f e f f }  
dans tousles cas. 

Apr~s avoir montr6 un r6sultat concernant le processus empirique, X,, nous 
6tudions l'oscillation du gaussien limite. Pour cela, nous montrons la convergence 
en loi dans C( f f )  du processus (X,(f) ,  f e  i f )  vers le processus gaussien (Y(f);  
f e  i f )  d~fini au d6but du w 

Tout d'abord, sous les hypotheses du lemmeII.40 F(f ,g )  est une s6rie 
convergente. Ainsi le th6or~me central limite multidimensionnel [6] s'applique 
aux r6partitions finies, il reste donc fi montrer la tension de la suite de processus 
(x.; n > 1). 

Nous utilisons le r6sultat de De Acosta [1 ], il suffit de voir que X, est platement 
concentr6. Nous supposons ~ compact dans L 2 (E, r si (0k)k ~ est la suite donn6e 
par l'6nonc6 du th6or6me II.5., ~ est une partie born6e de l'espace de Hilbert Ho, 
sous-espace de L 2 (F,/t): H o = { f e L  2 (F,/2); ~ 0k (f, fk) ~ < 00}, nous notons aussi 

/ 2"~1/2 k ~ R',;: 
[Ifll~ ~ k ~  0k ( f ' f k ) )  la norme hilbertienne de cet espace. Nous d~finissons: 

Fu = {A e C(~-); A lin6aire sur 1t0, A (f~) = 0 si kdgN} pour N ~  IK, fini. 
F~ = {A e C ( ~ ) ;  d(A, Fu) < ~}, d d6signe la distance uniforme sur C ( ~ ) .  
M} = {A e C ( ~ ) ;  A lin6aire sur H 0 et ~ 0[  1 (A (f~))2 < e2}, L = Sup {llfl[o, 

f e  ~ } .  k~N 
NOUS voyons alors comme Gin6 [12] que M~ ~ F~ L-~ ainsi: 

) 1P(X, eF}L-')>=IP(X, eM})>= 1 - I P  Ok n (fk) ~'~2 
\k~:Nkd~N 

>=~ -~-~ Z Z o;-1EX~(X) =~ -~-~T.,N 
kdiNkdgN 
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Sous l'hypoth6se ~ ~b, 1/2 < 0% nous obtenons la tension de X. dans le cas 
n=0 

~b-m6langeant grace ~t la convergence de la s6rie Z Ok 1. 
Dans le cas d 'un m61ange fort, notons d 'abord que la condition T < ~ ,  entra~ne 

~ 0 k  1 < ~ car [[fkl[2 = i. 
k 

T.N= Y, O~ -12"-~ - ~ (n--j)EUo, kUj, k Off Uj, k=fk(~i)--Efk(~j)  , ke lK,  j>=O. 
' k e n  n j=o 

Pour intervertir l'esp6rance et la somme en k nous utilisons le th6or6me de 
converge domin6e dont les hypoth6ses sont r6alis+es: 

0k 1 E[ Uo, k Uj, k[ < ~ Ok- 1 , j  = 0 . . . . .  n -- 1 off c est la borne sup6rieure de la 
k~N k ~  

densit6 de la loi de 4o par rapport  ~t #. 
Ainsi: 

T,, N <= n2 "- l ( n - j )  E (  ,k~N Ok l u~ uJ' k) 

L'in6galit6 de Dehling et Philipp [7] dans l'espace de Hilbert g :  (rE 
= {(Uk)keiK\N. ~ ~_, Ok 1 2 u k < ~})  montre que 

(~----0 ) (  (k~N 1 2  )l/(1--a))1-a T,, N < 180 cr E Ok fk (40) 
n 

K,N_-_< 180 OklA 2 (x) ~(ax) 

Le membre de droite de cette in6galit6 converge vers 0 quand N tend vers IK, 
uniform6ment en n, ce qui montre la tension de la suite X, et la continuit6 du 
processus Y. 

Th6or~me I1.6. Sous les hypothkses du th~or~me 11.5 er si f f  est prbcompacte dans 
L ~ (E, #) Ia suite (X, ( f ) ;  f ~  ~ )  converge en loi dans C ( ~ )  vers leprocessus (Y(f ) ;  
f E ~ ) .  En particulier Esup { y2 ( f ) ;  f E ~ }  < C(62 U~ + Bj Vj). 

L'hypoth6se additionnelle de compacit6 dans L ~176 (E,/,t) entra~ne la s6parabilit6 
de C ( ~ )  qui nous permet d'utiliser le crit~re de tension de [1] et d'6viter de la sorte 
les probl6mes de mesurabilit6 (voir, par exemple [20]). Apr6s un changement 
d'espace nous obtenus la convergence en probabilit6 des processus le lemme de 
Fatou permet donc de conclure la preuve du th6or6me II.6.. 

Le th6or~me II.6. r6glant le probl~me de l'oscillation du processus gaussien Y, 
nous pourrons dans la suite des applications donn6es dans ce travail 6viter d'y faire 
allusion. Des m6thodes comme celle de Dudley-Fernique, d6velopp6es par exemple 
par Massart [20], permettraient d 'obtenir des oscillations bien meilleures pour la 
partie gaussienne mais n'am61ioreraient pas globalement nos r6sultats. 

Remarques. Lorsque les fonctions de base ( fk)k~ sont uniform6ment born6es 
par c: 

Uj < c 2" Card Nj, Vj < c 2" Z Ok ~ " 
kCNj 
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Ce cas sera celui des estimations fi noyaux. 
Le thbor6me II.6 montre que seule l'oscillation des processus X, intervient dans 

l'in6galit6 du th6or6me II.1. 

III. Tests d'uniformit6 sur une vari6t6 riemannienne eompacte 

Notre object est ici d'6tendre au cas d'une suite de variables stationnaire et 
fortement m61angeant [8] les tests donn6s par Gin6 [12], dans le cas ind6pendant, 
bas6s sur des normes de Sobolev d'une vari&6 riemannienne compacte, X; les tests 
consid6r6s rejettent l 'hypoth6se d'uniformit6 de la loi v de la suite de variables 
al~atoires ~o,~1,.- . ,  ~ . . . . .  que nous supposons stationnaire et fortement 
m61angeante pour de grandes valeurs de la statistique: 

T. (s) ({ak}) (CO) = n 11 (S a k 0-~/2 ~k) (Yn (0)) --  ]./) 112 s Ol~l Yn (0)) = ~-- ~ 6~k(~0) , ( a k )  
H k=l  

d6signe une suite telle que Sup ]a k O-~/2 } < oo, (O'k) est la suite des valeurs propres, 
k 

rang~es par ordre croissant, de l 'op&ateur de Laplace-Beltrami A, ]]. ]] _~ d~signe la 
norme de Sobolev d'indice n6gatif tel que s > (dimX)/2, enfin gk d6signe la 
projection orthogonale de L 2 (X, ~) sur le sous-espace propre E k associ6 fi la valeur 
propre O-k pour  l 'op6rateur A. Rappelons que si ( f ;  i t / )  d6signe une base de 
L2(X, ~) form6e de fonctions propres pour A, nous pouvons 6crire: 

. 

k=l  f~sE~ 

Pour obtenir un test d'uniformit6, nous consid&erons dans le w 2 le processus 
d6fini sur la boule unit~ ferm~e B~ de l'espace de Sobolev H~(X) d'indice s par: 

Z~ ( f )  = I f a ( v ,  @o) - v) ]l-n, 
X 

qui correspond au cas d 'une loi marginale v pour la suite (~k)~___o. 
Nous montrerons la convergence de Z,  ~ vers un processus gaussien Z ~ sur la 

boule B~ qui est un compact de C(X). Nous renvoyons fi Gin6 [12] et ~t Helgason 
[14] pour les r6sultats et d6finitions concernant les espaces de Sobolev H,(X) et 
H_,(X). 

1. ThkorOme limite pour la loi empirique 

Nous consid6rons le processus gaussien Z ~ sur B s, centre et de covariance: 

F (f, g) = ~ ( f -  ~fdv) (g - ~ gdv)dv + ~ E( ( f (~o  ) - Ef(r  
k=l  

- Eg(~k)) + ( f(r  -- Ef(r (g(r -- Eg(~o))) 

Les r6partitions fini-dimensionnelles du processus Z~ convergent lorsque: 
3o- s]O,�89 s  < oo (resp. ZqS, 1/2 < oe dans le cas ~b-m61angeant). 
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Pour montrer  la convergence de Z~ vers Z '  , il reste fi montrer  sa tension. 
D'apr~s [1], il suffit de voir que Z ,  est platement concentr6: 

F, = {A e C(B~); A lin6aire sur H~(X), A f =  0 s i f  ~ E  k pour k = 0 ou k > n} 
F, ~ = {A e C(B~); d(A, F,) < e et A est lin~aire sur H~(X)} 

M,  ~= {AeC(B~); A linbaire sur H~(X), (Afo) 2 +  ~ Z (AJ~) 2 < 0% 

fi = ~k~/2f, s i f  e ek  } ,+ l~e~  
Alors M,  ~ c F, ~ et donc: 

IP (Z ~e F~ ,>I P( Z T e M~,>I - I P  ~ (ZT(J~))2 > e ~ 
n + l s  

>_ a - Z o;" Z 
n + l  f e E  k 

Ainsi l'in6galit8 de m61ange montre,  comme l'a fait Gin~ dans le cas 
ind6pendant, la tension du processus dans le cas ~o-m61angeant. Dans le cas 
fortement mSlangeant, 

r 

]P(Z;eF~)>= 1 _~-2  /_.,~ a-s ~ ( r - j )  ~ E ( f ( ~ o ) - E f ( r  
k = n + i  r j = o  f~Ek 

La s6rie donn6e darts le membre  de droite est le reste de celle d6finissant: 

2 
( r - j )E(6eo-E6eo,  6~ - E6~)_~ 

r j=o 

L'interversion des limites est justifi6e par  le th6or+me de convergence domin6e 
et l'in6galit6 

crf ~ ~ g l f ( ~ o ) - g f ( ~ o ) l  I f / ( ~ j ) - g f ( ~ j ) l  ~g[16r 
k = n + l  f~eE~ 

De plus Gin~ montre  que x ~  116xl[_ s est une application born6e. Enfin, 
l'in6galit6 de m61ange fort dans un espace de Hilbert [7] montre  qu 'un majorant  de 

- -  ~ /7,~ 1 1 2 / ( 1 - ~ ) ~ l - a  l 'expression est 90 ,., (r - j )  c~ (E [16~0 - ~ o , - ~  J �9 
r j = o  

La s~rie consid~r~e est donc convergente, cela assure que lim IP(Z~ e F, ~) = 1, 
uniform~ment par rapport  fi r. ,~ ~o 

Remarque. La famille de processus (Z/) est en fait tendue lorsqu'elle est index6e par 
net  par l 'ensemble des lois de suites de variables al6atoires stationnaires de loi v telle 

dv ~ " < a .  
que ~ ~/ l ,  ~-p < b e t  fortement m61angeantes telles que ~, = 

n ~ 0  

Th6or6me III.1. La suite de processus ( Z~ ( f )  )f ~ converge vers le processus gaussien 
( Z~ (f))f~B, centrk et de covariance F lorsqu'il existe 0 < cr <= �89 tel que ~ ~ < oo. 

n=O 
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2. Tests d' uniformitk 

Les statistiques T (s) s'~crivent sous la forme II~u(na/2(v.-v))I]2_~ off ~u d6signe 
l 'op6rateur lin~aire continu sur H ~ ( X )  d6fini par ~l(a~/zf)=ak~7~f pour f 
dans E~. 

La norme de cet op6rateur est major6e par Sup l aka~/z [ < ~ mais cet op6rateur 
k 

est aussi continu sur H~(X). Consid6rons, avec Gin6, l 'application h continue 
sur C(B~) et d6finie par h(A) - Sup {]A o ~u(f) ]; f ~  Bs}; nous remarquons que 
h 2 (Z~)= T~ ~) ({ak}). Ainsi, le th60r+me de Prohorov entra~ne, grace au th60r6me 
III.l ,  a: 

PropositionIII.2. Si Supk[ak(TSk/2[ < o0, alors, sous les hypothdses du th~orOme 

= ~  III.1., la statistique T}S)({ak}) converge en loivers T (~) a k ~ (Z~(f))  2, sous 
l'hypoth~se v = #. k = ~ I,~E~ 

Ce r~sultat peut ~tre pr~cisk de la manidre suivante lorsque le mklange est de type 
gkomktrique, pour un champ fortement m~langeant [10], 

]P(T~ ~) > t) - IP(T (~) > t) = 0 (n~- 1/12). 

Ici e > 0 est arbitrairement petit�9 

Corollaire III.3. Les tests bas~s sur le rejet de I'hypothOse d'uniformit~ pour de 
grandes valeurs de T~ ~) ({ak}) sont consistants contre toute alternative v telle que v n' est 
pas orthogonale d tout E k tel que ak :~ O. 

Pour obtenir la loi limite de T, (~) lorsque la loi n'est pas uniforme, nous en 
consid6rons l'expression suivante: 

1 

off g(x ,y )  = Z ak Z f ( x ) f ( y ) .  

D6finissant r (u) = ~ g (u, v) v (dr) off v d6signe la loi marginale commune aux ~j, 
il vient x 

n-~/~(TJ~({ak}) - nSr~(x)u(dx) )  = I n -1/2 F~ (g(x, ~ j ) - E g ( x ,  r 
j=0  

) �9 ~ g(x, ~j) + r (x) ~(dx) 
j=0  

= ~ s .  (x) (R. (x) + r (x)) ~ (dx) 

Ici S, est un 616ment de L 2 (X, #) vSrifiant les conditions du th6orbme de 
limite centrale dans un espace de Hilbett [7] lorsque le m61ange v6rifie 3e > 0, 
~. = O ( n -  3-~). 
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La loi limite de S. est une gaussienne centr6e, et II R . -  r 11 = n-  1/2 IIS. II --+ 0 en 
probabilit6. La loi limite de l'expression consid6r6e plus haut est donc la gaussienne 
N(O, o -2) off o.z = 4S (r, r) et 2 est la covariance de la gaussienne limite de S.; en fait: 

o -2 = 4 (~ (~ g (x, y) r (x)/~ (dx)) 2 v (dy) - (~ r z (x) IX (dx)) 2 

+ 2 ~ ~s(x)s(y)(v~(dx, dy) - v(dx) v(dy)) 
j=l 

off vj d6signe la loi marginale du couple ({o, {j) et s(x)= ~g(x, y)r(y)I* (dy). 

Proposition III.4. Siv dksigne le loi marginale de la suite (~j) et v&ifie qu'il existe k 
avec ak ~=O et ZCk(V) ~= 0, alors si (3e > 0), ~ , =  O(n -3-~) quand n-+ o0) la loi de 
n-  1/2 (T~)({ak}) _ ETCh)({ak}) ) converge vers une gaussienne centr~e de variance o.2. 

Pour condure ce r6sultat, il reste gt remarquer que le terme de centrage choisi est 
convenable car 

,~ - ~/2 ( E r .  ~s~ - n S r~ (x) /~ (dx)) = E S S .  (x) (R .  (x) + r (x)) It (dx) . 

3. Principe d' invariance faible 

Nous supposons dans ce w la vari6t6 X homog6ne. 
Nous utilisons la m6thode d6crite au w II pour montrer un principe d'invariance 

faible pour le processus (Z, (f) ;  f ~  Bs); nous supposons que la densit6 de la loi v de 
4o par rapport fi/~ est born6e. Utilisons le th6or6me II.5 pour 6valuer l'oscillation de 
ce processus. Dans le cadre de ce r6sultat nous avons ici E =  F =  X, ~ - B s  et 

f 

IK= U { i ; f e E j ) d e  plus Sup 4 ~ a~ ~ (f , f )2;  f e B s ~ =  1 par d6finition de la 
j = l  [ j = l  f~Ej ) 

norme de H~(X) ainsi o.js ci2 =< 1 s i f  ~Ej, de plus nous posons Oi = aj~ s i f  ~Ej. 
V6rifions d'abord les hypoth&es du lemme 11.4: 

2 - dimEj < oe (cf. [12]). (i) ~ c k < oe car 2 o) s 

(ii) T ~ ( j = ~ o . f s ( f ~ f 2  "~'~ 1/(1 - a) 

STP(k~( f ,~ )2Ok):Sup( , ] f l ,2 ;  f e B ~ )  = 1 

de plus [12] donne le r6sultat suivant sur les fonctions zonales: 

oo _ /1/(1-tr) 
f E ( x ) = d i m E j  ainsi T_< ~ ~jSdimEj  <o% pour s>(d imX)/2 .  

Ainsi Nj -- ~) {i;f ~ Ee} v6rifie les conditions du lemme II.4 sous ]es hypoth&es 
~=1 

de m61ange. Eva]uons fi pr6sente les quantit~s intervenant dans l'~nonc6 du 
th6or6me II.5 

L(j) 

Bj <= diam ~-~ __< 2, Uj -- ~ dim Ee, Vj = o.7 s dim E e . 
~'=1 ~=L(j)+I 
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Les 6valuations du moment d'ordre 2 sont donc dans les deux cas: 

x ( L ' 6 ) = C @ 2 e ~ =  d i m E e + 2 ~  e=r+~ ~" (r[~dimEe) ' off L = L ( j ) .  

Dans le cas de la sphfire S d, Berger et al. [3] donnent des valeurs explicites: 
�9 /d+k-,) 

~ k = k ( d + k - 1 )  e td lmEk=~ ,  k ) - ~ ,  k - 1  cequipermetd 'Ovaluer :  

d i m E e = (  ~ ) - ' - ~ .  ~ L d 1 L 2 S - a  
d L et a T S d i m E e - d ! ( 2 s _ d + l )  

e = l  E = L §  

Ainsi l n f x (6 ,L )=O(62-d /S ) ,dep lusN2(Bs ,6 )=O exp 6-e/S(log2-10g6) ; 
L 

en effet on peut voir que N2(B~,6)--- off D ( 6 ) =  ~. d i m e  e et L(6) 
4 1 

%rifle a}~(~) > ~ .  

Ce r&ultat peut toutefois &re g6n6ralis6, bien que le cas des sph6res semble 
devoir satisfaire la majorit6 des besoins en statistiques. 

R6ordonnant les valeurs propres {2k, k >  1} de sorte que chacune soit 
compt6e avec son ordre de multiplicit6 (dim Ei), un r6sultat de Minakshisundaram 
et Pleijel [21] montre que 2kk -2/d converge lorsque k tend vers l'infini. Posant 

L 

k =  ~ d i m e  e, nous voyons que l'expression fi optimiser devient 
~ = l  

x (L, 6) = C (32 k + k 1 - 2 s/e), ainsi E sup XZ, ( f )  < Cte 62 - dis. 

Pour montrer un principe d'invariance il nous fait g pr6sent 6valuer l'entropie 
L 2 de B~. Celle-ci est de la forrne Nz(6, Bs)= 0((2/6) k(~)) off k(6) est le plus petit 
entier k tel que 2~> 46-2;  d'apr6s [21], k ( 6 ) =  O(6-dl~). 

Theor+me III.5. Supposons la suite (~t)e>=o fortement mDlangeante et telle qu'il 
8 2 

existe 0 < b < �88 0 < ~ < �89 tels que Z n 2 ~, < oo et Sup, n ~ ~,~ < oo pour v = - ~ -+ 3 b 

alors on peut reconstruire une suite (Y, (f) ;  f ~ Bs) de proeessus gaussiens de m~me loi 
que Z dbfini au w et telle que." 

IP (sup,,s~ ,Z.(f)-  Y. ( f )  l > e,)  < e, 

off e, = C (log n) - (2 s - -  d)/(3 d) (log log l'l) s/d . 

Notons que l'exposant de (logn)-~ tend vers l'infini avec la r6gularit6, s, du 
probl~me. Une vitesse de type logarithmique n'6tait pas inattendue compte tenu de 
la nature exponentielle de l'entropie L 2 (X', fl) de B~. 

Remarque. Enfin nous voyons avec Dehling (proposition 9.1, [6]) qu'une loi du 
F x.(f) 

logarithme it6r6 born6e a lieu lorsque s >  2d: L "-~lim --]//2~log--n :<c p.s.; ~qfeB~, 

Ici c est une constante qui ne d6pend que de H~(X) et du m61ange, en effet 
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Dehling 6crit cette constante sous la forme e = 4ct o" off o.2= sup E sup X 2 ( f )  et 
O . 2  est 6valu~ grfice au th6or~me II.5. , ,~B~ 

4. Principe d'Invariance dans le cas du cercle 

Dans le cas du cercle, Beran [2] a propos6 des tests bas6s sur des processus du type 
1 

s ( f ( x +  ~k) -- 1), o f i f e s t  liptschitzienne. X.(x)  = 7~. 
k = l  g , -  

1 n 

Nous pouvons +tudier le cas du processus X . ( f ) =  -~kl~= ( f (~k ) -  Ef(~k)) 

2g 

lo r squef6  Lip~ ([0, 2 re]) pour 1 > e > �89 a v e c f  (0) = f ( 2  ~), ~ f (t) dt = 0 et (~k)k ~ 0 est 
o 

une suite de variables al~atoires/t valeurs dans [0, 2zc] strictement stationnaire et 
telle que la loi de ~o soit domin6e par la mesure de Lebesgue sur [0, 2r~] de sorte que 
sa densit~ soit born~e. 

Utilisons le th6or~me II.5 avec E =  F =  [0, 2~], 

~ =  = [ 0 , 2 ~ ] - ~ l R ; f ( 0 ) = f ( l ) ,  ~f( t )dt=O, Vx, y, l f ( x ) - f ( y ) l < [ x - y l  ~ , 
0 

cos kx sin kx 
f o ( x ) = ( 2 r 0 - 1 / 2 ;  fzk(X)-- l/~- ; f g k + l ( X ) = - l / 7  

Dans ce cas Dehling [6] montre en utilisant [24] que: V f 6  ~-=, Vx 6 [0, 2=] 

f ( x ) =  ~ (f ,A)fk(x),  ~, Ok((f, fzk)Z+(f, fzk+a)2)<C N~/2-~ Off Ok=k ~+*/2. 
k = l  k = N  

Les hypoth6ses du th6or6me II.5 (i) sont alors r6alis6es avec: 

Bi < CN)/2-~, Sup Vj < o% Uj= Nj si ~ c ~ < o o  
J n = 0  

ainsi E sup X 2 ( f )  < 6 2 N + N 1/2 - a expression optimis~e par E sup X, 2 ( f )  = O (6 P) 

avec fi = 2 ( 2 e -  1)/(2e + 1); de plus Lorentz [18] montre que l'entropie en norme 
infinie de o j  est O (exp c 6 - 1/~). Nous obtenons ainsi le: 

Th/~or+meIII.6. Supposons la suite (~k)k>=O strietement stationnaire fortement 
mklangeante gl valeurs dans [0, 2zt] et de Ioi h densitd born& telle que: 

2 8 
0 1 /,/2 o sup n ~ e~ < oo Off v . . . .  . 3b6]0,�88 3o '6]  , ~ - ] ,  % < 0 0 ,  

,=o " 3b 15 

Alors on peut reeonstruire une suite Y, de processus gaussiens de m~me loi 
que Y telle que lP(sup { [ X . ( f ) -  Y,(f)[; f 6  ~ }  > e,) =< e, oti e, = O((logn)-~), 

2c~(2e- 1) 

~ -  3(2c~+ 1) 
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Remarquons que la vitesse de convergence obtenue peut paraftre modeste (elle 
est de l 'ordre de (logn) -~2/9 pour e = 1); elle est toutefois d 'un ordre sup6rieur fi celle 
obtenue par Dehling [6] qui n'obtient que des majorations de l 'ordre de 
(loglogn) 1/2. 

Toutefois les r6sultats de Dehling 6tant des principes forts, ils ne peuvent ~tre 
directement compar6s aux n6trcs. 

Dans le m~me cadre nous nous int6ressons comme Kuelbs et Philipp [17] fi 
l'espace S: 

Nous remarquons que la convergence de la s~rie a lieu pour tout x de [0, 2re] et 

que S = U ~'~ off ~ est d6fini plus haut. 
c~> 1/2 

L'6nonc6 du thdor6me II.5 donne dans le cas d 'un m61ange fort 

ESup  X ff ( f )  < C log si il existe a e ]0, �89 tel que c~ < oo. 
S~ n=0 

L'entropie L 2 de S se calcule comme celle de B s au w 
N2 (6, S) = O(exp cb -2 (logS)-3) quand fi ~ 0, pour un r6el c > 0. Des calculs 

analogues aux pr~c6dents montrent le: 

Theor~me III.7. Sous les hypotheses du th~or~me III .6 nous pouvons reconstruire 
une suite Yn gaussienne telle que: IP(Sup{lX,(f )  - Y,(f)  l; f s S }  > e,) <= ~, avec 
e, = O ((log log n) - 1). 

Remarquons que Kuelbs et Philipp [17] n'obtenaient, dans le cas ~-m61angeant, 
qu'une majoration presque sfire de l 'ordre de (log logn) 1/2 au lieu de (log logn)-1 
pour notre rdsultat. Encore une fois si ces r6sultats peuvent ais6ment ~tre mis en 
parall61e ils ne sauraient ~tre compar6s car Kuelbs et Philipp donnent un r6sultat 
fort. 

Notant  que les vitesses obtenues darts les th6or~mes 7 et 8 6tant d 'un ordre 
logarithmique en raison de l 'entropie importante des classes ff~ et S, nous nous 
int6ressons ~i des classes d'entropie plus raisonnable; Lorentz [1 8] donne d'autres 
exemples de calculs d'entropie, les espaces Ap~ de fonctions diff6rentiables donnent 
elles aussi des vitesses logarithmiques (O((logn)-~) et les espaces de fonctions 
analytiques ont, en g6n6ral, une entropie de l 'ordre de exp2 (log l/6) 2. Dans ces 
deux cas nous ne pouvons atteindre de vitesse en n-~ c'est pourquoi il ne semble pas 
utile d'ajouter de tels 6nonc6s. Par contre si nous fixons f ~  ~-~ nous pouvons 
consid6rer la classe ~ - ( f )  des translat6es de la fonction obtenue fi partir de f 
prolong6e avec une p6riodicit6 de 2re qui admet pour entropie en norme infinie: 

N(6, Y ( f ) )  = 0 (6 - ~/~) 

f f ( x + t ) ,  si x +  te[0,2rc] 
~ - ( f )  = {f~; x e [0, 2rt[} off fx (t) = [ f ( x  + t - 2~z), sinon, pour t e [0, 2~] 
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Th6or~me 111.8. Sous  les hypo th&es  du thdorOme III.6,  nous pouvons  reconstruire 
une suite Y, gaussienne telle que 

l P ( s u p { I X . ( L )  - Y . ( L ) I ;  x ~ [0, 2re]} > ~.) < ~. 

off 

5(1 - b) e ( 2 e -  1) 
gn = O (n-~ log */2 r/) avec 7 = 12(10c~2 -k 19c~ + 12) 

N o t o n s  ici que: 

1 ~ (g(x+ ~k)-- Eg(x+ r Off X.(L) = ~ k:~ 

Si, de plus, f ~ C ; ( [ 0 , 2 ~ ] )  
4 (1 - b) (2p - 1). 

notons  
7 3 62p - 1 ' 

= 1, 7 -~ (1 - b)/86, 

(Exl) g ( x ) = f  x - 2 r e  f ~  . 

nous ob tenons  la vitesse n-ylogZ/Zn avec 

que l i m y = 4 ( 1 - b ) / 9 3 - ~ ( 1 - b ) / 2 3  et pou r  
p-+oO 

IV. Estimation non param6trique h noyau 

Soit u une fonct ion fi suppor t  compac t  Ko, de classe C pe t  d'int6grale 1 d6finie sur 
IR e, nous  es t imons la densit6 g de la loi margina le  d 'une  suite (~k)k~=O str ictement 
s tat ionnaire  et for tement  m61angeante fi l 'aide de ~.: 

~ . ( x )  = h~ .  k=~ u 

Nous  introduisons,  avec les no ta t ions  du pa rag raphe  II,  la classe ~ h  = {Uh, x; 
X ~ K} off Uh, x (t)  = U ((X -- t) /h) h -  d/2 et K est un compac t  de IRa. Si K et K o sont des 
parall61ipip+des de IRa le suppor t  h K  o + K d e  Uh, yen  est aussi un;  nous consid6rons 
la base t r igonom&rique  (fh, k )k~"  de L 2 (F, t )  Of.l F--= h K  o + K et # est la mesure  de 
Lebesgue. 

Alors  (Uh,~, fh, 2 k)L~(F~ < Cph -atev-a) llkll 2p off I l k l l = s u p { k l  . . . .  ,ke} si 
k = ( k z  . . . .  , ke). Posons  Ok= Ilkll a dans le th6or~meII .5 ,  sous les condit ions 
d + 1 < a < 2p - d - 1 nous  obtenons :  Uj <<_ CL] si 

N j =  [0, L y  ~ I N  e, C =  sup {[fh, k(X)l; 0 < h <  1, k e I N  a, x e l R  e} 

Vj < Cte CL]  + ~ - 2 p, Bj < Cte Cp h -e(2p - 1)/(2p - d - 1). 

Ainsi E s u p X  2 ( f )  __< Cte(32 LJ + cvh-d(2v-~)LJ  +~ -2 ; )  Oti % = Cp/(2p - d -  1). 
~ 

Cette expression est optimishe par  

d - s  

Cp ~52(t-~ -d~ 0~1 e - - 2 p _ l ,  

[[ u(p)[[za (2 re) - 2 dp ~ ( h K  o + K)  2 (p- 1) (2p - d -  1) - 1 cv=c (2re~ 
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off c est une constante  ind6pendante de u, h, p e t  2 (hK o + K)  est la mesure de 
Lesbesgue de cet ensemble. 

L 'ent ropie  de ~h est O(h -(1 +e/2)~-d) uni form6ment  en h ce qui conduit  
l '6valuation de la distance de P r o h o r o v  P,,  sous les hypoth+ses du th6or+me II.2. a.: 

7 

_}_ C~/3 h_a2/3 62(1 -e)/3[, 

Th+or6me IV.1. Soit (~k) une suite fo r t emen t  m~langeante stationnaire ~ valeurs 
2 8 

dans IR d telle que n 2 ~. " < co et sup c~ ~ n v < oo pour v - 3 b 15 pour un couple 
n ~ O  n 

b, a > 0 avec b < �88 a < �89 Soit d' autre part  u un noyau de classe C p ~t support compact 
comme dbfini plus haut. On peut  reconstruire une suite de processus gaussiens 
{ Y,,h (X), X ~ K} telle que 

off 

e, = O(( logn)  1/z n -w) pour 

w = (4(1 - ~) (1 - b) - a(15d ~ + (1 - ~) ( 3 2 d  ~ + 15(d+ 2))) / (45 a +  48(1  - ~)), 

d 4(1 - b) (1 - e) 
e -- 2p - 1 lorsque h = h. = 0 (n-")  pour a < 15 d 3 + (1 - e) (32 d 2 + 15 ( d +  2)) = a~ 

Remarquons  que X.,h.(x ) = 1/nh~ ( d . ( x ) -  Ed. (x) ) ,  par  cons6quent si de plus 
~ P ( x ) u ( x ) d x = O  pour  tout  po lyn6me P de degr6 < p  tel que P ( 0 ) = 0  nous 

obtenons Sup [Ed. (x) - g (x) I = O (hD. Ainsi si: X ~ h. (x) = (nh~.) z/2 (~. (x) - g (x)) 
x ~ K  

0 H1/2 hP+d/2 v6rifie le m~me principe d ' invariance faible que X,,h. avec ~, = ~, + .., , 
l ' approximat ion  est donc  convergente lorsque a o > 1/2p + d. 

Notons  de plus que Y,, h est un processus gaussien d6fini dans w II  index6 par  
K c IR e dont  la loi ne d6pend que de h e t  non pas de n. Cette loi ne converge pas 
lorsque h ~ 0. 

La  m6thode de calcul de l 'oscillation conduit  aussi au: 

Th6or6me IV.2. Soit (~k)k>=O une suite fo r t emen t  mHangeante telle que X ~  < ov 
< L  pour un 0 < a = 3, et u un noyau d support compact  tel que ~ P ( x) u ( x) dx = P ( O ) pour 

tout polyn6me de degrb ( p -  1) sur IRa; alors si la suite (r est strictement 
stationnaire et si la densit~ g de 4o est de classe C p sur un voisinage d' un compact K de 
IRa alors: 

E s u p  {Ig.(x) - Eg,(x)12; x e K} <= Cpn -1 hn (d~+d) 

E sup {I a (x)  - g (x) I Z; x ~ K} < C~ n -  2~/~2~ + ~=+ ~) si h. = cn-~/(2e + d = + d) 

Off Cp et C~ sont des constantes dkpendant de u, g et du mblange. 
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Dans [8] nous 6valuons supE(~, (x ) -g(x) )  2, la vitesse obtenue pour 
hn= cn -1/(2p+cl) est n -2p/(2p+d), pour p = 2 ,  d =  1 le th60r6me IV.2 donne une 
vitesse de l 'ordre de n-1/3 alors que le risque quadratique est de l 'ordre de n-2/3 

Consid&ons /t pr6sent le cas suivant: soit ~k= (~k, qk) une suite fortement 
m61angeante et stationnaire v6rifiant les conditions du th60r6me IV.1. Nous 

posons: si ~k ~ IR, ~k~lR a, D,(x)  = ~ k = ~  1U 

k = 1 ' D, (x) si D, (x) # 0, ( =  0 sinon). 

Nous supposons la densit6 D de la loi de q0 de classe C p sur un voisinage d'un 
H compact K de m~me que r (x) = E(~o/tlo = x), qui est suppos6e exister. Nous 

supposons aussi 2 b = Inf {D (x); x ~ K} > 0, E j ~014/(i - ~) < co 

Alors: lP (Inf  lD,, < 6) < ~ O(h,,n), off O(h,n)= n- l h-(e2+e) + h 2p, d'apr6s le 
\ / 

thaor~me 2. 
Consid&ons les classes suivantes associ6es/t E = IR e x IR a, F =  r(K) x (hK o + K) 

et les families orthonormales {~0~} suivantes: 
/ x 

 our ~ h  - -  {Sx ,  h,  X @ x,  

{~o 2} = {Id |  } ~{1 | k; k}- 

Ces classes admettent les m~mes propri&6s que ffh ce qui conduit fi des r6sultats 
analogues aux th6or6mes I e t  2, associ6s /t des processus Y~h et I12 h gaussiens 
v6rifiant: 

IP (Sup [(nh~)l/2 (g . (x ) -  Eg. (x) ) -  Y1 ) .,~.(x) I > ~. < ~ . .  
\ x e K  

Les valeurs de ~ sont les m~mes que celles donn~es dans le th6or~me IV.1. 
Notons & pr6sent que: 

1 
r, - r = - -  ((g, - g) (D -- D,) + rD (D, - D) 2) + z, .  

DD, 

Nous en d6duisons que: 

IP Sup I(nha,)t/2(r.- r ) -  Y~h.(x)[>~, <e~, off Y~h.(X) = - D ~  
\ x ~ K  

et off d . = ~ J ( 2 6 ) +  3 c/20(h.,n). 
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Les covariances F. / de Yi.h" sont donn6es par: 

F ~ ( x , y ) = ( D ( x ) D ( y ) ) - l / 2 F . 2 ( x , y )  off, pour i = 1  et i = 2 ,  

r .  ~ (x, y)  = 1(c.~ (x  + y, x + y) - r d  (x, x)  - r .  ~ (y, y) ) ,  

r . '  (x, x) = e ( s x , , d ~ o )  - Es 'x ,h , , ( r  2 

i i i i Es~,h. (~k))  (sx,~.(~k) - + E ( S x , ~ o ( ~ o )  - E S x , , . ( ~ o ) )  
k=l  

Thbor+me IV.3. Sous les hypothOses du thkorkme IV.I., si les conditions prbckdentes 
H, sont rkalisbes on peut construire des processus Ynih~ (i = 1, 3) tels que 

P ( s ?  l(nh~)l/2 ( g , -  g) - JL~h,' > e,)  < e, 

P(sup l(nh.) l /2(r .-r)-  3yn, hnl~8n)'<en= 

off 5, est donnd dans le th~or~me 1V.1 avec, de plus a > (2p + d)-  1. 

Th6or~me IV.4. Sous les hypotheses du thkorkme IV.2. nous obtenons une kvaluation 
analogue du moment d' ordre 2 du sup sur K de g, - Eg, et g, - g. 

Notons que la division par D, qui n'est pas n6cessairement positif exclut de 
conclure pour le cas de r,. Remarquons de plus que le syst6me orthonormal {p~} 
utilis6 n'est pas complet dans L 2 ( ~ ,  p) mais que toutefois l'espace qu'il engendre 
contient ~ ,  i = 1 ou 2 ainsi les 6valuations d'oscillations des th6or+mes II.5 et II.6 
s'6tendent ipso facto. 

Remarques. La m~me m&hode permet d'obtenir un principe d'invariance faible 
pour l'estimation de la fonction caract6ristique ~i l'aide de la fonction caract6risti- 
que empirique. 

Au lieu de consid6rer le d6veloppement en s6rie de Fourier de fnous  aurions pu 
consid6rer des troncatures de son int6grale de Fourier; de cette facon des noyaux 
support non compacts tels que le noyau gaussien aurient pu ~tre utilis6s. Pour cela il 
faut 6crire des analogues continus, c'est-fi-dire portant sur des int6grales, du 
lemme II.4 et des th6orbmes II.5 et II.6, qui s'6crivent ais6ment. 
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