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Summary. The existence of a joint asymptotic distribution for the windings 
of a three-dimensional Brownian motion around a finite number  of straight 
lines is obtained. This complements the recent studies, by Pitman-Yor, and 
the authors, of the joint asymptotic distribution for the windings of planar 
Brownian motion around a finite number  of points. 

The following principle governs the passage from results in the plane to 
results in space: 

Let B be a three-dimensional Brownian motion, and P1,.--, Pk, k planes 
which intersect two by two. Then, the convergences in distribution con- 
cerning the planar Brownian motions B i ( l < i < k ) ,  defined respectively as 
the orthogonal projections of B on P~ ( l < i < k ) ,  take place jointly, and the 
corresponding limit variables are independent. 

1. Introduction 

Dans tout ce travail, B ddsigne un mouvement  brownien ~ valeurs dans 
l 'espace euclidien orient6 ~ 3  et chacune des droites D que l 'on consid6re ne 
contient presque sfirement pas B o. 

(1.1) Si D est une droite orient6e, tout plan P orthogonal /t D est muni d'une 
orientation naturelle. On d6finit alors l 'enlacement de B autour de la droite 
orient6e D e n  choisissant une d6termination continue de l'angle r6alis6 par la 
projection orthogonale de B sur le plan P autour du point off la droite D perce 
le plan P. Dans la suite, nous ne consid6rerons que des droites orient6es, et, en 
cons6quence, nous omettrons l'adjectif <<orient6es>). En outre, nous ferons la 
convention suivante: lorsque nous consid6rerons plusieurs droites parall6les, 
nous supposerons toujours qu'elles ont la m6me orientation. 

En r6ponse ~ une question de L. Dubins, nous 6tudions ici la distribution 
asymptotique du p-uplet (0~, ..., 0t p) des enlacements de B autour de p droites 
D 1, ..., D p. 
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(1.2) Les 6tudes asympto t iques  des nombres  de tours  d 'un m o u v e m e n t  brow- 
nien p lan  au tour  de p points  (cf: Spitzer [8] pour  p = l ,  et P i tman-Yor  [7], 
Le Ga l l -Yor  [4], pour  p quelconque)  se t raduisent  imm6dia t emen t  c o m m e  suit 
en termes  d 'en lacements  au tour  de droites:  

�9 si (0t, t > 0 )  d6signe l ' en lacement  de B au tour  d 'une droi te  D fix6e, on a: 

2 ilol) 
(1.a) - -  0~ , C 

log t  ~ o  

off C est une var iable  qui suit la loi de Cauchy  de pa ram6t re  1; 

�9 plus g6n6ralement,  si Da, ..., D v sont  p droites parall61es, on a: 

2 . < (toi) ~ _ 
( 1 . b )  - - ( 0 ~ ;  1 <--t =p) ~ ~p-=(WT + LT(U) CI; 1 < i <=p) 

log t -- = 

off C ~, ..., C p sont  p variables  de Cauchy  de pa ram6t re  1; 
W e s t  un m o u v e m e n t  b rownien  r6el issu de 0; 
U est un m o u v e m e n t  brownien  r6fl6chi issu de 0; 
T = i n f { t :  Ut= 1}, et L r ( U  ) est le t emps  local en 0 de U jusqu'~t l ' instant  T; 
enfin, Ca,. . . ,  C p, W e t  U sont ind6pendants.  

(1.3) Par  contre,  dans le cas g6n6ral off (D ~ . . . . .  D p) ne sont pas parall61es, il 
est n6cessaire de proc6der  ~t une nouvelle 6tude, que nous r6sumons par  le 
th6or6me suivant,  lequel const i tue le r6sultat  pr incipal  de ce travail. 

T h ~ o r ~ m e l .  Soient {~ i=(D~; j<pi ) ;  i< k}  k ensembles de droites parall~les, 
correspondant d k directions distinctes, c'est-d-dire: 
- pour tout i, et tous j , j '  <Pi, Di et D i' sont paralldles; 
- pour tous i, i', avec i=~i', et tousj ,  f ,  D i e t  D~; ne sont pas paralldles. 
On note, pour tout i<k ,  O~'=(Ot~ j<p~). Alors: 

2 0e,. .<  0oi) 
- - (  t , 1 <  ( ~ , , ;  l<=i<=k), (1.c) z= k) 
log t = 

le vecteur limite ~tant distribu~ comme suit: 

�9 les variables (~,)i~k sont ind@endantes; 
�9 pour tout i, ~i m est distribude comme la variable ~v~ introduite en (1.b). 

Soulignons en part icul ier  que, si (D . . . .  , D p) sont  d e u x / t  deux non parall61es, 
on a alors, en cons6quence de (1.c): 

(1.c') log t (0t ' " "  Or~ (C ' , . . . ,  C v) 

les variables  (C)i=<v 6rant ind6pendantes,  et suivant  chacune une loi de Cauchy  
de pa ram6t re  1. 

(1.4) La  c16 de not re  d6mons t ra t ion  de (1.c) r6side dans l 'appl icat ion d 'une 
version a sympto t ique  du th6or6me de Knigh t  sur les mart ingales  continues 
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orthogonales (Knight [2]); pour justifier l'application de ce r6sultat, nous 
montrons que, ~ u n  terme n6gligeable devant (log t) pr6s, les enlacements de B 
autour d'une droite D donn6e ont lieu /t l'int6rieur d'un c6ne de r6volution 
d'axe D, et d'ouverture 8(>0) pouvant 8tre choisie aussi petite que possible. 

D'une certaine mani+re, les c6nes jouent, dans l 'obtention du r6sultat (1.c), 
un r61e assez comparable/~ celui jou6 par les disques dans l 'obtention de (1.b). 

(1.5) En compl6ment ~ notre 6tude principale, r6sum6e dans le th6or6me 1, 
nous 6tudions: 

- d'une part, la distribution asymptotique des enlacements autour de droites,/~ 
l'ext6rieur de c6nes ax6s sur ces droites; 

- d ' a u t r e  part, la distribution asymptotique des enlacements autour d'une 
droite, qui ont l ieu/t  l'int6rieur de certaines surfaces (comprenant en particulier 
les c6nes). 

En outre, les arguments d6veloppds dans la d6monstration du th6orSme 1 
permettent de d6montrer sensiblement plus que ce th6orSme, et en particulier 
d'6noncer (cf: paragraphe (2.5)) un principe g6n6ral d'ind6pendance des lois 
limites relatives aux mouvements browniens plans B ~ (1 <=iNk), projections 
orthogonales respectives de B sur P~ (l<=i<k), k plans deux /~ deux non 
parall~les. 

Pour fixer les id6es, ~iisons que les th6orSmes limites pour un mouvement 
brownien plan auxquels il est fait allusion dans l'6nonc6 de ce principe sont 
ceux 6tudi6s en [7] et [4]. 

(1.6) Comme le lecteur peut s'en douter, ce travail 6tant dans le prolongement 
de [7] et [4], divers points de nos d6monstrations empruntent /t [7] et [4] 
certains de leurs arguments. N6anmoins, de fagon /t ne pas pr6supposer une 
trop grande familiarit6 du lecteur avec [7] et [4], nous avons pr6sent6 de fagon 
autonome et en d6tail les arguments n6cessaires pour d6montrer nos r6sultats 
dans le cas de droites 2 /~ 2 non parall~les, puis indiqu6 succinctement la 
d6monstration dans le cas g6n6ral en renvoyant alors le lecteur & [7] et [4]. 

2. D~monstration du th~or~me 1 

(2.1) Nous raisons tout d 'abord quelques remarques importantes concernant 
l'6tude asymptotique de l'enlacement de B autour d'une droite D. 

On peut supposer en toute g6n6ralit6 que D est la droite {x = y = 0}. 
(0~, t>0 )  d6signant toujours l'enlacement de B autour de D, nous introdui- 

sons, pour tout e > 0, les processus: 

t t 

(2.a) 0t(e )=  ~ dO el(Bs~r~ ) et Or(e) = ~ dO slw~r 
0 0 

oil Y - { ( x , y , z ) ~ 3 :  (x2+y2)a/2<slzl} est le cSne de r6volution d'axe D, de 
sommet (0, 0, 0) et d'ouverture 8. 

Nora bene. Dans la suite, nous ferons fr6quemment l'abus de notation consis- 
tant ~t toujours d6signer par 0~(8), resp: 6t(e), les enlacements partiels fi 
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l'int6rieur, resp: A l'ext6rieur, d'un c6ne de r6volution d'axe D et d'ouverture ~, 
mais dont on ne pr6cise pas le sommet. [] 

La proposition t ci-dessous donne de nombreuses informations sup- 
pl6mentaires par rapport A l'assertion assez grossi6re, quoique tr6s utile, 
suivante: 

A l'ordre de (log t), les enlacements de B autonr de D ont lieu A l'int6rieur 
du c6ne F~, c'est-A-dire: 

1 (e) 
(2.b) pour tout e>0,  lo~gt (O~-Ot(e)) t~o ' O. 

1 -- p.s. 
Proposition 1. 1) Pour tout e > 0, ~ (0(e)) t ~ O ( e )  =-�89 (1 + e2)1/2 + 1 

(1  + e2)  1/2 - -  1 ; 

olt (tl(h),h>O) est un mouvement brownien rdel issu de O, et (d.f.) indique la 
convergence dtroite des marginales de rang fini (en la variable e > 0). 

(2.2) La proposition 1 jouant un r61e fondamental dans la d~monstration du 
th~or~me 1, il nous a paru important de pr6senter l'6nonc6 g~n6ral suivant, 
dont d~coule imm~diatement la proposition 1. Auparavant, rappelons que par 
hypoth~se la droite D ne contient pas B 0, donc en particulier B o 4:0 p.s. 

Proposition 2. On note ~(d#) la probabilit~ uniforme sur la sph&e unit~ 

X = {# = (#1, #2, #3) elR3" #12 + P~ + #~ = 1}. 

Soit f:  X ~ ]R  telle que ~ tr(d#)If(/~)l < ~-Alors :  

(2.c) log t ~ ~ f ~ f a(d/ l ) f  (#). 

Remarque. On pent d6duire de (2.c) que: 

l t ~ d s  ( B s )  p.s. 

A condition que l'int6grale de 0 A 1 soit bien d6finie, i.e.: 

C e t t e  derni~re condition sera clairement satisfaite dans nos applications mais 
peut atre en d6faut pour certaines fonctions satisfaisant seulement 
~a(d#)lf(#)l< oo: voir Pitman-Yor [9]. 

D~monstration. (i) Nous montrons tout d'abord (2.c) pour f-= 1. 
On se ram6ne ais~ment A montrer que, si (B ~ est un mouvement brownien 

1 ~ d s  p.s. 
dans N3 issu de 0, alors: 7 ~ ( )  1. 

IB~ ~ l o g t l  t~o~  
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Soit a > 1. On peut appliquer le th6or6me ergodique A l'expression: 

1 ~' ds 1 N-1 ! N l B ~  2 N k=o ~' C~ 

_~f ds o 1 o 
o6 C -  jllBs I,~5~-, et Bs(TcO)-a~7~Bas/lx(s>=O), ce qui entraine (2.c) pour f = l ,  

lorsque l'on a v6rifi6 l'6galit6: E (,~@,~} = 1. 
XlO[i - , 

(ii) Le m~me argument, appliqu6 maintenant A C I = j 1 ~ B s  [ f \18o I ] permet 
d'obtenir: 

1 r ds ( B s )  p.s. [ 1 [B~ ~] 
, . o o  t l B O l / J  �9 

B ~ B7 
Or, les variables IBl~ et ~ sont ind6pendantes, et ~ est uniform6ment 

distribu6e sur la sphere. La convergence (2.o') ~quivaut dono ~l (2.o). 

(iii) Une seconde d~monstration possible de (2.c) oonsiste A faire le change- 

i d, ment de temps inverse de Ct= o I-B~I 2' et ~t utiliser la factorisation de B e n  

skew-product: 
nt = IB, I%<, 

off (q4, t > 0) est un mouvement brownien standard sur la sph&e. 
On a alors: , c t  

et on obtient (2.c) en utilisant conjointement le r6sultat (i) et le th~orTme 
ergodique pour le mouvement brownien sur la sphhre. [] 

Appliquons maintenant la proposition 2 ~t l'6tude asymptotique de l'enlace- 
ment (Or, t>=O) autour de la droite D={x=y=O}.  Rappelons tout d'abord que 
si l'on note X, Yet  Z les trois composantes de B dans le rep6re Oxyz, on a: 

dOt=(X~ + Yt2)- ll2 dWt, 

off (Wt, t > 0) d6signe un mouvement brownien r6el, et donc: 

d (0)t  = (X 2 + Yt 2) -1 dr. 
a 

D'autre part, si a=(x,y,z)EF,3\{O}, et # = 7 7 - - ( # >  #2, #3 ), on a, pour toute 

fonction h: Z-+lit :  
It*l 

1 1 1 
(X 2 +22) h(#) = la12 (#~ _t_#2) h(#). 

_ a(d#) On a alors, pour toute fonction f~l_?(m) Notons re(d#) #2+#2" 

1 i { B , ~ )  @ Sm(d.)f2(#), (2.d) log~ ( dOsf \IB~I] ' 
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d'od l'on d6duit, en 6crivant la martingale ! dOsf B~ comme mouvement 
brownien chang6 de temps: 

(2.e) I~/71 ~ ~ [IUllL~(m)'G, 

off G ddsigne une variable gaussienne, centr6e, r6duite. 
Par lin6arit6, on obtient le r6sultat multidimensionnel: 

(2.1) 1 ;feL2(m) ~ ( G " ( f ) ' f e L 2 ( m ) )  

off (G~(f), feL2(rn)) d&igne la mesure gaussienne, centr6e, d'intensit6 m, sur (z) 
S. Lorsque l'on se restreint aux fonctions f a --~b r ' off a=(x,y,z), r--  

du 
(x 2 +y2)1/2, avec 4~L2(n), et n(du)=2(1 + u2) 1/2' les r6sultats (2.d) et (2.1) devien- 

nent, si l 'on note B = (X, Y, Z) et R = (X 2 + y2)~/2: 

1 
(2.d') - -  (i  dOsO (Z~]),: logt  \ ~ !  t~oo f F/(du) q~2 (u)' 

et 

, ~ (G.(~),  q~L2(n)) 

oti (G,(qS), ~beL2(n)) d&igne la mesure gaussienne, centr6e, d'intensit6 n, sur IR. 
La proposition 1 apparait maintenant comme une cons6quence des conver- 

gences (2.d') et (2.f'), une fois remarqu6e l'identit& 

i < <  (Zs , avec q~(u)= l(l,l<} )- 
o \Rs ]  

(2.3) Nous entreprenons maintenant la d6monstration du th6or6me 1 dans le 
cas off chacune des familles ~z est compos6e d'un seul 616ment. 

Autrement (lit, dans ce paragraphe, nous allons seulement d6montrer 
l'assertion: 

(1.c') 2 01" (1oi) - -  _ _ p ) , ~  ( C ; 1 _  __<p) logt  ( t,l-<i--< ~ -<i 

od (01) d6signe l'enlacement de B autour de D i, lorsque les droites D i sont deux 
& deux non parall61es. 

Les variables (C i) qui figurent en (1.c') sont ind6pendantes et suivent cha- 
cune une loi de Cauchy de param6tre 1. 

I1 a sembl6 judicieux de faire tout d'abord la d6monstration de (1.c') au lieu 
de celle de l'assertion g6n6rale (1.c), la dSmonstration compl&e de (1.c) 
n6cessitant l ' introduction des <<petits angles>> et <<grands angles>> qui jouent un 
r61e important dans la d6monstration du r6sultat multidimensionnel (1.b) (voir 
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Messulam-Yor [6], P i tman-Yor  [7], LeGal l -Yor  [4]), alors que la 
d6monstra t ion de (1.c') peut se faire en s 'appuyant  essentiellement sur les 
arguments  plus 616mentaires de scaling et changement  de temps qui permet tent  
de d6montrer  s implement  le r6sultat unidimensionnel  (1.a) (voir 6galement [7, 
4]). 

Pour  d6montrer  l 'assertion (1.c'), nous avons besoin des notat ions suivantes: 
pour  tout  i<=p, choisissons un plan P~ or thogonal  & D i, et soit (R I, t ~ 0 )  la 
partie radiale de la project ion or thogonale  de B sur Pi, l 'origine choisie dans Pi 
6tant le point  off D ~ perce P~. 

I1 existe alors deux mouvements  browniens r6els ind6pendants co ~ et p~ tels 
que: 

t - -  
i - -  (Di ( H i ) ,  logRi  = p (Ht) , avec H t -  J i 2" 

o (R~) 

I1 nous faut encore introduire  l 'op6rateur de scaling, de param6tre  c > 0 ,  agis- 
sant sur un processus g6n&ique (Ut, t > 0): 

pour  c > 0 ,  on pose: Uff)= 1 Uc~ ~ (t>O). 
C 

Enfin, on d6finit: T ( U ) = i n f { t > O :  U t = l  }. I1 a 6t6 remarqu6 en [7] et [4J que 
l 'on a: 

(2.g) 2 i _ co~, (P) log t - - 0  t (c)(r(pi'(~ ,0 ,  avec c - - - .  
log t t~ ~ 2 

Ce r6sultat jouan t  un r61e impor tan t  par  la suite, nous rappelons sa 

d6monstra t ion:  par d6finition de co ', on a: 01=co ~'(~) H i et la 
d~monstra t ion de (2.g) se r am6ne / t  celle de: 

1 (p) 
i _ T(pi, (~)) __ > O. (2.g') c ~ -  Ht (~  o0) 

On a, en ne faisant plus apparai t re  l 'indice i, et en notant  S S(c)-- sup (p,(C)'). 
u<=s 

c ~ - H t = ~ - i n f  u: i ds exp (2ps )> t  = i n f  u: log(c 2 i ds exp(2cp~C)))>logt  
o 0 

1 ,. log c) 
= i n f  u: ~-cc log i o exp (2cp]C~)ds > 1 - - ~ - ~ .  

1 i (m On conclut alors en remarquant  que" 2~-c log exp(2cp~C))ds-S( ,  ~) ) 0. (2.g) 
0 c ~  

mont re  que l 'assertion (1.c') est une cons6quence du r6sultat plus g6n&al 
suivant:  

�9 ( d )  

(2.h) (pi,(c); co ~'(~)', 1 < i < p ) ~  (t5i; co,-i" l < i < p )  

les (2p) mouvements  browniens r6els (/5~; cSi; l < i < p )  6tant ind6pendants  et 
satisfaisant po-i =c5~=0.  (d) indique ici la convergence 6troite des lois sur 
C(IR+, IRe), muni  de la topologie de la convergence compacte.  
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Pour d6montrer (2.h), n0us nous appuierons essentiellement sur une version 
asymptotique du th6or6me de Knight sur les martingales continues orthogona- 
les [2]. La version pr6sent6e darts le lemme i ci-dessous est un cas particulier 
des 6nonc6s figurant en [7] et I-4]. 

Rappelons tout d'abord que, si (M~, t > 0) est une martingale locale continue 
telle que M o = 0  , et ( M } ~ = o %  il existe un mouvement brownien r~el 
(fit, t>0),  que nous dirons associ6 ~t (Mr), tel que: Mt=fl<M> ~ (t>O). 

Lemmel .  Soient (M 1 . . . .  , M  k) k martingales locales continues, nulles en O, 
d~finies sur un espace de probabilit~ filtrd, et telles que : ( M1} ~ = . . . =  ( Mk} o~ = oe. 
On note ill, ..., fik les mouvements browniens associ~s respectivement dces  martin- 
gales. Alors, s'il existe une fonction p: ]1, oo[ ~ ] 0 ,  co[ telle que: 

1 (e) 
(a) pour tout i<k,  p (~  (Mi} ,  , ~  , ~ ,  

1 i i j (P) (b) pour tous i,j, avec i# j ,  P(~ o [ d ( M , M  > , [ ~ 0 ,  

les mouvements browniens (ill; l <i<=k) sont asymptotiquement ind@endants, au 
(d) 

sens suivant: (fli,(c); l < i < = k ) ~  7 off 7 dksigne un mouvement brownien d 
valeurs clans N k, issu de O. 

Nous montrons maintenant (2.h) en appliquant le lemme 1 aux martingales 
locales 01, ..., 0 v, logR 1, ..., logR v avec p(t) =(log t) l+m, pour � 89  1. Par sou- 
ci de concision, nous nous restreindrons ~t la famille des martingales locales 
(0~; l < i < p ) ,  les v6rifications de (a) et (b) pour la famille compl6te (Oi; logR~; 
1 < i < p) 6tant tout ~ fait semblables. 

1 (e) 1 
,0% car ~ (Oi)~ converge Remarquons tout d'abord que: ~ ( O i } t  

t ~ o o  

en loi vers une variable strictement positive (voir (2.g') ci-dessus). 
I1 nous reste ~t montrer: 

1 
(2.i) pour i#:j, p(O ! ]d(O~' oJ)s]--~t~ 03 O. 

On utilise pour cela la d6composition: Oi=Oi(~)+~(e); OJ=OJ(e)+OJ(s), intro- 
duite en (2.a), et relative /t un ensemble (F~; i<p) de c6nes de r6volution, 
d'ouverture e, et d'axes respectifs D~; les droites D ~ et D j 6tant non parall6les, 
on choisit e suffisament petit pour que F~ et Fj soient disjoints. On a alors: 
(Oi(g), 0J(~)} =0, et donc: 

(o', o~L = ( O~(~), o~(~) L + ( g(~), o'(~) L + ( 0'(~), g(~) )~. 

Par sym6trie, il nous suffit de consid6rer: 

1 t 

f {Id(Oi(e), oa(e)},l + Id(Oi(e), OJ(e)),l} 
p( t )  o 

plt).( {(Oi(g))~/2 ( Oj(~) ) ~/2 + (~(e))~/2 (~j(g)))/2}. 
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D'apr6s la proposition 1, l'expression: 

t( 1 ~/2 1 (0J(e))~) p(t~ (0;(8))~/2 (gj(~))~/2 ~ (O~(8))t P ~  

tend vers 0 en probabilit6. 
I1 nous reste ~t montrer, pour prouver (2.i), que: 

1 (P) 
(2.i') p(t)z (~7~(e))~(O~(e))t ( t ~ '  O. 

Or, le membre de gauche de (2.i') peut atre 6crit sous la forme: 

((lo~ (Oi(e))t) ((logtil + 2m (OJ(e))t)" 
Le premier facteur converge p.s., tandis que le second est major6 par 

1 
(log 01+2~ (OJ)t, expression qui, avec le choix de m >�89 converge en probabilit6 

vers 0 (voir (2.g')). 
Les convergences (2.i') et (2.i) sont finalement d6montrees. 

Remarque. Dans le cas particulier off les p droites D i sont concourantes, par 
exemple en l'origine, on peut d6duire (1.c') d'un r6sultat concernant le mouve- 
ment brownien sur la sph6re. 

En effet, la factorisation en skew-product du mouvement brownien B mon- 
tre alors que les angles 01 sont aussi, /~ un changement de temps pr6s, les angles 
r6alis6s par un mouvement brownien sur la sphere unit6, autour de p axes 
distincts de la sph6re. D'apr6s [4], ces derniers angles, convenablement 
normalis6s, convergent en distribution vers p variables de Cauchy 
ind6pendantes. Ce point de vue conduit /~ l'interpr6tation suivante du fait que 
l'angle /~ l'ext6rieur d'un c6ne est n6gligeable: dans l'6tude asymptotique de 
l'angle d'un mouvement brownien sur la sph6re autour d'un axe, on peut 
n6gliger la contribution des tours effectu6s fl l'ext6rieur de deux ~<petits~ 
disques centr6s aux points de contact de l'axe avec la sph6re (voir [4] pour une 
preuve directe de cette propri6t6). 

(2.4) Nous sommes maintenant en mesure de d6montrer le th6or6me 1 darts 
toute sa g6n6ralit6. 

Rappelons tout d'abord qu'un grand nombre de th6or6mes limites concer- 
nant certaines fonctionnelles d'un mouvement brownien complexe (Wt, t>0 )  - 
et, en particulier, les th6or6mes limites sur les angles de W autour d'un nombre 
fini de points (zl, ...,zp) - sont des cons6quences du r6sultat g~n~ral (2.j) ci- 
dessous : 

soit, pour tout j<p, (~, t>O) le mouvement brownien complexe obtenu par 
changement de temps fl partir de la martingale conforme: 
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Alors: 

(2.j) j N p) ~ (~S,(~ j N p) ~f  ~(~ 

et la loi de ((o~)(p) est caract6ris6e en ([-73, theorem 6.2). 
Retournons maintenant  ~t la d6monstrat ion du th6or6me 1. 
Soit, pour tout  i, un plan P~ orthogonal  /t la direction commune des droites 

parall61es (D[,j<pi) de l 'ensemble @i. On pent associer /t chacun de ces plans, 
et aux points off les droites D~ percent P~ un processus _ s. ~i--(~i, J<=Pi) relat if / t  la 
projection or thogonale  B ~ du mouvement  brownien B sur P~. A l'aide des 
arguments d6velopp6s en (2.3), et de ceux d6velopp6s en [-7] pour d6montrer 
(2.j), on obtient ais6ment: 

(d) 
(2.k) ,~(n~. i < k ) ~  . ..., , _ ( k ) ,  

les processus (-~i; 1 < i < k )  &ant ind4pendants, et pour tout  i, (~ 6tant distribu6 
comme ((~ 

Le rdsultat (2.k) englobe d'ailleurs (2.h), et sa ddmonstrat ion est tout / t fa i t  
semblable. 

2 
Or, comme il est montr6 en [7] et [43, la convergence en loi de ~ 0~ ~ 

vers ~ip~ est une cons4quence de celle de ~I h' vers (i, et, le vecteur limite ~ipi 
s 'exprimant de fagon mesurable en fonction de ~i, les vecteurs ((ip) sont 
ind6pendants. Le th6or4me 1 est compl4tement d4montr6. [~ 

(2.5) Au cours de la d6monstrat ion du th6orhme 1, nons avons montr6 le 
r6sultat g6n6ral (2.k), qui nous permet maintenant  d'6noncer le ~principe 
g6n6ral ,  suivant: 

Soient P1, .-., Pk k plans deux d deux non parall~les; les convergences en loi 
relatives aux mouvements browniens plans B i (1 < i <k), projections orthogonales 
respectives de B sur P,. (1 <iNk)  ont lieu conjointement, et les variables limites 
correspondantes sont ind@endantes. 

Nous illustrons ce principe g6n~ral au moyen de l'4nonc4 precis suivant, qui 
est une cons6quence facile de (2.k). 

Th6or6me2. (On conserve les notat ions Pi,B~, ... ci-dessus.) 1) Soit, pour tout 
i<k,  fi: PI--+IR fonction born~e, d support compact. Alors: 

1 ( i  ) " ( 1  f e l ; i < k )  (2.1) dsf~(B'~); i<k  ~ 
log t t~ oo 

O~ fi d~signe l'int~grale de fl par rapport d la mesure de Lebesgue sur Pi, et les 
variables (el) sont des variables exponentielles ind@endantes de param~tre 1. 

2) Soit, pour tout i<k,  dpi: Pi-+Pi, fonction bor~lienne born~e d support 
compact. Alors: 

(2.m) \ ~ 1  ( i  4i(B:)'dB:; ~ o  ( ( ~ )  t/2'l~ill2"Ni; 
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off les variables N i sont gaussiennes, centr~es, rdduites et ind@endantes, les 
variables e~ sont exponentielles, de paramOtre 1, et ind@endames, les variables (q) 
et (N~) sont ind@endantes. 

En outre, les convergences en loi (2.1) et (2.m) ont lieu conjointement, et les 
variables (el) ont la m6me signification en (2.1) et (2.m). 

3. Compl6ments 

(3.i) Un premier  type de complhments aux rdsultats obtenus dans le chapitre 
2, et dans le paragraphe  (2.1) en particulier, consiste /t 6tudier la distr ibution 
asymptot ique  des enlacements  partiels 0~t (e), d6finis en (2.a), lorsque t---,oo, et 
que le c6ne F~ qui figure dans la d6finition de O:(e) varie, ainsi que la droite D 
par rappor t  ~ laquelle on considhre l 'enlacement de B. 

Le lemme suivant nous permet t ra  par la suite de ne considdrer que des 
droites passant par 0. 

L e m m e 2 .  Soient D et D' deux droites parall~les. Alors, pour tout ~>0,  la 
difference 

& - 

des enlacements partiels de B autour de D d'une part, et de D' d'autre part, qui 
ont lieu respectivement d l'extOrieur de c6nes de r~volution F~ et F~ d'axes D et 
D', et de m~me ouverture ~, converge p.s. torsque t ~ ~ .  

D~monstration. L'assertion du lemme 6quivaut h: 

( j .u (e )_  O'q. ' (e)) ~ < oo P-p.s. 

Par sym6trie, il suffit de montrer :  

•ld(O~162 D, 0D')s l(Bs~r~r~)l < ~ ,  
0 

ce qui 6quivaut /t: 

(3.a) S dfOD)s l~B~r'~ r~ < o0, 
0 

et' 

(3.b) ~ td ( OD)s - d  ( O ~ O~ l(Bsr ) < o0. 
0 

On peut  supposer,  sans perte de g6n6ralit6, que: 

D = { x = y = O } ;  D ' = { x = l ;  y = 0 } ;  

F~={(x,y,z): x2+y2<=e2z2}; F~'={(x,y,z): (x-1)2+yZ<=~2(z-a)2}. 
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Pour  mon t r e r  (3.a), r emarquons  que l 'on a alors: 

ds 
d(OD)~ 

- x ~  + ~ '  
et 

(BseF~\F~)c {~12=1 <(Xs 2 + Ys2) 1/2 ~ 1 +ela]  + e l l ,  I}. 

On en d6duit, & l 'aide d 'un  calcul facile: 

E o x f q _ ~ 2  I(B,~G..r,)I(IB~I>I) <oO, 

ce qui, compte  tenu de la t ransience de B, entraine (3.a). 
Pour  mon t r e r  (3.b), r emarquons  que l 'on a: 

I X s - l l d s  
Id(~ - d (~ ~ =(Xs ~ + ~ )  I-(X~ - 1) 2 + ~ 

ds ds 
<= (x~ + g2)((x~- 1) 2 + ~2)~/2 <= G IB f ' 

la derni6re in6galit6 6tant valable  seulement  sur l ' ensemble  {IB~l > 2; B~r vo F[}, 
pour  une certaine cons tante  C~. 

Finalement ,  (3.b) d6coule de la t ransience de B, et de ce que , ~ 7 <  ov P- 
o IBsl p.s. [ ]  

Consid6rons  ma in tenan t  le cas g6n6ral o 6 / ) ~  . . . . .  D v sont p droites quelcon- 
ques de l 'espace. On veut mon t r e r  la convergence en dis t r ibut ion de: 

1 q--Di 

Grfice au l e m m e 2 ,  on peut  remplacer  chaque droite D i par  la droite D '~ 
parall61e ~ D ~ et passant  par  0, et le c6ne F~/, par  le c6ne translat6 Fj i, de 
s o m m e t  0, d 'axe D", et d 'ouver tu re  % 

Nous  allons ma in tenan t  r amene r  le p rob l6me ~ u n  prob l6me 6quivalent sur 
la sph6re Z ~ {(x, y, z): x 2 + yZ + z 2 = 1}. Rappe lons  qu'il  existe un m o u v e m e n t  
brownien  s tandard  (q4, t > 0 )  sur la sph6re tel que:  

t ds 
Bt=lBt[dd[ct, Of.1 Ct= ! 

It~sl 2 

(on garde les nota t ions  utilis6es dans la d6mons t ra t ion  de la p ropos i t ion  2). De  
plus, si (c~D"(t), t>O) d6signe l 'angle de ( ~ ,  t > 0 )  au tour  de l 'axe D 'i, on a: 

(3.c) 0~"=  D'' (G). 
I1 existe en outre, pou r  tout  axe D' de la sph6re, un champ  de vecteurs 
(hD,(I.t), I.t~X\U') tel que:  

(3.d) c~D'(t) = c~u'(0) + i hD'(~)'dql~. 
o 
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Par  exemple,  si D' = {x = y = 0}, on a, pour  # = (x, y, z): 

y x O) 
h o ' ( # ) =  X2 q_ y2  ' X 2 q - y  2 '  " 

On peut  ma in t enan t  6noncer  et d6mont re r  la 

Proposi t ion 3. Soient D 1, .. . ,  D p p droites de l'espace, et D '~, ..., D 'p les axes de la 
sphOre respectivement parallOles d D ~, ..., D p. 

i /i " Pour tout e > 0 ,  on note: A~=Zc~Fs , off F2 ~ est le cdne d'axe D '~ et d'ouver- 
ture e, centrO en O. On a alors: 

(loi)  
1 (@'(e~); l<_i<=p)-------~(G~; l<=i<=p) 

off (G/; 1 <i < p) est un vecteur gaussien centrO dont la covariance est donnOe par: 

E [Gj G~] = y a (d#) he,, (#). ho,j (#). 

DOmonstration. A l 'aide des relat ions (3.c) et (3.d), on obt ient :  

Ct Ct 

= dc~ 1 ( ~ . ) =  ~ d~.ho,~(:#~)l(qz~r ). 
0 ~ 0 

p . s .  
C ~ 1, et donc, l '6tude D 'apr6s  la par t ie  (i) de la p ropos i t i on2 ,  on a: ~ , t-~, 

1 ~ - . , /  . 
asympto t ique  de: ~ ( 0  t (~), 1 < i < p )  est ramen6e ~t celle de: 

1 i d~162 �9 l/~o 
La fonct ion hD,~ 6tant born6e sur le compl6menta i re  de A ~ le r appor t :  

1 t 

t ! dsho' i (~) 'hD'~(~) l ( ~ r  

converge p.s., en appl ica t ion  du th6or~me ergodique pour  le m o u v e m e n t  brow-  
nien sur la sph6re, vers: 

S a(d#) ho, i(# ) �9 hD,,(# ) 1 ( ~ r  

L'6nonc6 de la p ropos i t ion  en d6coule ais&ment. [ ]  

(3.2) Consid6rons  5. nouveau  (Or, t > 0 )  l ' en lacement  de B au tour  de la droite 
D: { x = y = 0 } .  U n  second type de compl6ments  aux r6sultats obtenus en (2.1) 
consiste 5. 6tudier la dis t r ibut ion asympto t ique  de: 

t 

Or(I'f) =-- S dOs l(Bser:), 
0 
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off Ff={(x,y,z)'(x2+y2)a/2<=f(lz])}, et f :  N + ~ I R +  est une fonct ion 
bordlienne. 

(3.2.1) No t r e  objectif  initial 6tait de d6terminer  sous quelle condi t ion por t an t  
sur f les enlacements  de B au tour  de D ont lieu, ~t l 'ordre  de (log t), ~t 
l ' int6rieur de l 'ensemble  F f, c'est-/l-dire: 

__1 (Or_Or(F/)) (F) ,0 .  
log t t~ oo 

La  propos i t ion  suivante  mon t r e  en part icul ier  qu 'une  condi t ion suffisante est: 

(3.e) l im log f ( 2 )  > 1. 
z~oo log2  - 

Proposition 4. Soit f: ~ +  ~IR+ fonction bor~lienne telle que : - -  
Alors " 

2 ti o log t l(B~rs); o 

(t~ ~) I (lot) 

(idTul(~<=ass~);idT. l(fl~>=oys~)) 

log f(2) 
log2  z ~  ) a f .  

off fi et 7 d~signent deux mouvements browniens r~els ind@endants, issus de O, 
S , = s u p  fls, et a = i n f { u :  f t ,=  1}. 

s~<u 

D~monstration. 1) Pour  simplifier l '4criture, nous 6tudions seulement  la conver-  
2 

i dOs l(B~rs~" Pour  obteni r  le r6sultat gdn~raI, il suffit gence en loi de: l ~ g t  0 

d'effectuer les manipu la t ions  ci-dessous en changeant  le signe < qui figure 
dans: i s < f  (INs]) en > ,  et en faisant s imul tan6ment  les t rans format ions  pour  
les deux expressions. 

2) C o m m e  cela a d6j/t 4t6 rappel6 et utilis6 en (2.3), il existe deux mouve-  
ments  browniens  r6els ind6pendants  p e t  ? tels que: 

ds 
O,=7(Ht); logRt=fl(Ht), off Ht= ~ w~2_. R~ o 

log t .  
On obt ient  alors, en no tan t  c = 

2 

2 O~(F/) 1 m 
log t c ~ l(&<=l~ 0 

off % = i n f { u :  H , ,> t}  = ds exp(2fl~). 
0 
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Avec les notations de scaling d6jA introduites en (2.3), on peut 6crire: 
i 

2 ~-H< 
- -  o ' d '(~) logtOt(FY) = ~ l(~'__<~logf(Iz~o:,l))Y~" 

I1 nous suffit de montrer, pour terminer la d6monstration de la proposition, 
que: 

1 (P) 
(3.t) U H , -  T(fl u)) c-.~o ' 0 

(3.g) pour tout s, -1 logf(lZ,~:~l) 
(P) 

- -" f  ~ (c~)) O, 
c 

( c ) _  U (c) en notant Ss - s  p (flu). 
u <=s 

La d6monstration de (3.0 a ddjA 6t6 faite en (2.g'). 
Montrons maintenant (3.g); on a: 

(3.h) - l o g f  (IZ~:s[) = - - l o g  tZ~:,[ +-1 (log Im~=~sl) ~! ~ 
c c c ( loglZ~:~ 1 af  . 

On obtient ais6ment, en effectuant l'op6ration de scaling sur Z: 

(3.i) -llogjZ,~:~l-2~-log('cc~s) (P) ,0.  
C c--+ ~176 

D'autre part, on a: 

1 1 c:s 1 
S du exp(2flu)= log i du ~c l~ = ~ c  l~ o o exp (2cfi~ c)) + - -  

log c 

c 

d'ofl: 

(3.j) l log(zc : s )_S]C ~ (e) ,0. 
Z;C c~ce 

En utilisant conjointement (3.i) et (3.j), on obtient (3.g), A l'aide de l'identit~ 
(3.h) et de l'hypothSse fare s u r f  [] 

(3.2.2) En nous appuyant sur la proposition 4, nous pouvons maintenant, dans 
le cas off la fonction f est croissante, r6soudre complStement le problSme pos6 
au d6but du sous-paragraphe (3.2.1). 

Proposition 5. Supposons f :  IR + --, IR + croissante. 
1 

I2 express ion  ~ (0 t -O t (F f ) )  converge vers 0 en probabilitd lorsque t ~ o o  

si, et seulement si, on a: 

(3.e') lira inf l~ f(2)- > 1. 
~ log2 - 
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D~monstration. 1) Le fait que la condition (3.e') soit suffisante d6coule ais6ment 
des arguments utilis6s dans la d6monstration de la proposition 4. 

2) Montrons maintenant que la condition est n6cessaire. Remarquons tout 
d'abord que, pour tout t, on a: 

l(B~r = ~T l(B~crs)] .N, 
o Rs 

i d s  1 off N e s t  une variable gaussienne, centr6e r6duite, ind6pendante de ~ -  (8~r177 
1 0 R~ 

L'expression ~27.+(Ot-Ot(Ff)) converge donc vers 0 en probabilit6 si, et seule- 
1 ' ds 

ment si, il e ne s t  de marne de ~ ! ~ -  l(B~r ce qui 6quivaut, en utilisant 
R~ 

les mSmes notations et transformations que dans la d6monstration de la 
proposition 4,/t: 

T ( f l  (e))  ( p )  

(3.k) u~= [. d u ~  ,, ~ ~ - , 0 .  
0 tfl~ ~ >clogf(lZ~c2.[)] (c~c~) 

3) Raisonnons maintenant par l'absurde. Supposons lim inf log f (2)  = a < 1. 
~ ~ log 2 

I1 existe alors b tel que a < b <  1, et une suite (2,) croissant vers + co telle que: 
log f (2,) < b (log 2.), c'est-/t-dire: f (2,) < 2b.. 

Choisissons maintenant b' tel que b < b ' < l ,  et posons, pour tout n: 
t t t /  , = b  (log 2,). Remarquons ensuite que l'on a: U c >  Ui, ) -  U~,), off: 

T(p(~.)) 
ui".>= [. dul(iz(~o~.)l>~~ 

0 

1 b b 
Par d6finition de G, on a : -  log 2~ = ~ ; <  1, si bien que la suite (UI',) converge 

C n 

en loi vers une variable non nulle. 
Pour conclure, il snffit donc de montrer  que U~") ( ' ~ 0 .  Or, la 

n o c o  

d6monstration de la proposi t ion4 montre que U~") converge en loi vers: 

i d u l ( ~ s ~ ) ,  off ~ - l i m  
log2, 1 

0 ,~ o~ c~ = b : >  1, ce qui entraine que la variable ci-dessus 

est nulle. 

(3.2.3) La proposition 5 montre que, sous l'hypothbse (3.e'), lo- l t (ot-Ot(FI))  

converge en probabilit6 vers O. Si l'in6galit6 large dans (3.e') est remplac6e par 
une in6galit6 stricte, on a l e  r6sultat plus pr6cis suivant: 

Proposition 6. Soit f :  ~..+ --*~.+ fonction bordlienne telle que : 

lira inf l~ f (2)  > 1. 
~ co log 2 

Alors, le processus (0 t - Ot(FI), t >0) converge p.s. lorsque t --* oo. 
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DOmonstration. I1 suffit de mont re r  que:  

( 0 .  -- O . ( f f f ) ) ~  = ~ l(Rs>=f(iZ~l) ) < 00. 
0 Rs 

Choisissons a > 1 et r > 0  tels que, pour  tout  2 > r ,  f ( 2 ) > 2  a. Alors, 

l(Rs>=f(fz~l)) <= ~ -  I(IZ~Io_-<R,)+ W~- l(Iz~l-<,)l(R~=<r=)' 
0 Rs o Rs R s 

Le second terme du membre  de droite ci-dessus est fini fi cause de la transience 
de B. Pour  voir que le premier  terme est fini, on se ram6ne /t mont re r  que, si 
(R' t, t > 0 )  est la norme d 'un mouvemen t  brownien plan issu de 0, et (Z~, t > 0 )  
est un m ouvemen t  brownien r6el issu de 0, ind6pendent  de R', on a: 

1 ~2s2 I([Z;Pa=<R~) < OO' p.s. 

Or, en utilisant un argument  de scaling et l'in6galit6 grossi~re P [IZ'll =< x] __< Cx, 
on trouve:  

ds 1 ] ~ ds 1 1 

= { E < oo. [ ]  

(3.2.4) Nous  terminons ce paragraphe  par  les remarques  suivantes: 
a) Dans le cas off F s est un c6ne, c'est-dire: f ( 2 ) = e 2 ,  on a remarqu6 en 

(2.b) que, /t l 'ordre de (logt), les enlacements de B au tour  de D ont lieu 
l ' int6rieur de F z. I1 n'en est pas de m~me lorsque F z e s t  la r6gion associ6e ~t 
une fonction f telle que a i <  1, par  exemple:  f ( 2 ) = e - 2  a, pour  laquelle: a z = a .  

En ce sens, le choix du c6ne est, d 'une certaine fagon, optimal. 
b) Dans le cas ol] f ( 2 ) = e ,  on a: a~=0 ,  et le r6sultat de la p ropos i t ion4  

devient:  

;.0sl...) 
log t o 

| 

(3.1) ~loil ] ( t ~ )  
4, 

(3.1) met  en 6vidence la d6composi t ion en <<grand angle>> et <<petit angle~> 
observ6e par  Messulam-Yor  [6], et utilis6e systdmatiquement  en [7] et [4]. 

c) Par  ailleurs, Messulam-Yor  [6] donnent  une expression explicite de la 
transform6e de Four ie r  conjointe  de: 

6 

W_ =J" dy~ 1(r , W+ =j" dy~ l(e >__o~ 
0 0 
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et, plus g6n6ralement, de la transform6e de Fourier-Laplace conjointe de 
( W ,  W+, l~), off l~ d6signe le temps local en 0 de fl, jusqu'~t l'intant or. On a: 

(3.m) 

off 

E [-exp { -2 l~  + i(# W_ + v W+)}I = f ( v ;  I#1 ~-2~), 

f (v, h)= (chv +!  shv) -1 

A ce sujet, on pourra consulter le chapitre 7 de Pitman-Yor [-7] dans lequel 
figurent de nombreuses consid6rations sur la loi du vecteur limite Cp introduit 
en (1.b), la fonction caract6ristique de ~p s'exprimant tr6s simplement ~t l'aide 
de f 

On obtient une extension remarquablement simple de la formule (3.m) en 
explicitant la transform6e de Fourier-Laplace conjointe de (W_(a), W+(a), l(~ ")) 
off: 

G ff 

W (a) = SdTs l(a,<=,s,), W+ (a) = ~ d?s l(ps>_ass ) 
0 0 

et l~ ") est le temps local en 0 de (flu -aS, ;  u>O) jusqu'/t l'instant a. 
En utilisant les techniques de calculs de Knight [-3] ou Jeulin-Yor [1] ou 

encore la th6orie d'It6 des excursions, on obtient l'expression suivante: 
si 6 = 1 - a > 0 ,  

(3.n) E[-exp{-2l~a)+i(#W(a)+vW+(a))}]=f(v6; (r#[ +22)a--) 1/n. 

La forme tr6s simple de la formule (3.n) a sugg6r4 certains des r6sultats de la 
note [-5b]. De marne que dans le cas a=0 ,  on d4duit de cette formule que, 
pour a fix6, conditionnellement gt wr (~), les variables W_(a) et W+(a) sont 
ind@endantes. Ces calculs seront d4taill6s dans un article ulthrieur [-5a] o6 
nous 6tudions plus g4n6ralement le processus (l~), W(a),  W+(a); a < l ) .  Les 
deux derni~res composantes de ce processus, ou du moins leurs composantes 
finidimensionnelles, apparaissent bien stir comme lois limites dans la proposi- 
tion 4, lorsque l'on consid6re un hombre fini de fonctions f correspondant /t 
des constantes ay diff6rentes. 

d) De m6me, il existe une version de la proposition 4 correspondant /t un 
nombre fini de droites D. 
�9 Lorsque les droites D ~ . . . . .  D p sont deux ~t deux non parall~les, les processus 
(IV_'(.), W+(.), i<p) sont indhpendants. 
�9 Lorsque les droites D 1, ...,D p sont parallhles, le processus (l/V(i)(.), W+(.); 
i<p) est une fonctionnelle mesurable par rapport au processus ( d6j/~ 4voqu4 
en (2.4). 
�9 Enfin, lorsque l'on consid6re des familles @i=(D{; J<Pi) (i<k) de droites 
parall~les, correspondant ~t k directions distinctes, les processus (W+e'(.); i<k) 
sont indhpendants, en cons6quence de l'indhpendance des processus ((~, i<k) 
obtenue en (2.4). 

(3.3) Signalons enfin que l'on peut ais6ment g6n6raliser le r4sultat (1.c') 
d'ind6pendance asymptotique au mouvement brownien en dimension d 
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sup6r ieure  ~t 3. E n  effet, so ien t  B u n  m o u v e m e n t  b r o w n i e n  ~ va leurs  dans  IR d, 

et F t ,  . . . ,  Fp p sous-var i6 t6s  affines de N e, de d i m e n s i o n  d - 2 .  O n  p e u t  d6finir  ~t 
n o u v e a u ,  p o u r  t ou t  1 <i<__p, l ' e n l a c e m e n t  (01, t > 0 )  de B a u t o u r  de F i. Alors ,  
l o r sque  F1, . . . ,  Fp son t  deux /~  deux  n o n  parall61es, le r6su l ta t  (1.c') reste vrai.  Le 
p r inc ipe  de la d 6 m o n s t r a t i o n  est e x a c t e m e n t  le m a rne  que  p o u r  d = 3 ,  le r61e 
j ou6  alors  pa r  les c6nes  F~ 6 tan t  m a i n t e n a n t  t e n u  pa r  les e n s e m b l e s  G~ d6finis 
c o m m e  sui t :  si F est la  sous-var i6 t6  affine {x 1 = x  2 = 0 } ,  G~ ( e > 0 )  est l ' e n s e m b l e  

G~ = {(xl, . . . ,  xe): (x f + xZ~) 1/2 < e i n f  {Ixil; 3 < i __< d} }. 

U n e  au t re  e x t en s i o n  des r6sul ta ts  du  p r6sen t  ar t ic le  est d6velopp6e  d a n s  
[5c] ,  off l ' on  6 tudie  en  pa r t i cu l i e r  la loi  a s y m p t o t i q u e  j o i n t e  des e n l a c e m e n t s  
d u  m o u v e m e n t  b r o w n i e n  a u t o u r  d ' u n e  d ro i t e  et d ' u n e  c o u r b e  a s y m p t o t e  g cette 
droi te .  Ce t te  6 tude  a s y m p t o t i q u e  fait /t n o u v e a u  i n t e r v e n i r  la  loi  du  t r ip le t  
(I~ "), W_ (a), W§ (a)), d o n t  la t r ans fo rm6e  de F o u r i e r - L a p l a c e  est explici t6e en  (3.n). 
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