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Sommaire. Nous définissons les lois de Cauchy sur espace des bouts d’'un
arbre homogeéne comme les probabilités invariantes par les sous-groupes com-
pacts maximaux (dé&ja caractérisés par J. Tits) du groupe des automorphismes
de T'arbre. L’article donne alors les analogues pour ces lois des résultats de
Knight-Meyer et de Letac sur les lois de Cauchy dans R

Summary. We define the Cauchy distributions on the set of ends of the homo-
geneous tree as the probabilities invariant by the maximal compact subgroups
of the automorphism group of the tree (the maximal subgroups have already
been described by J. Tits). The paper proves the statements about these laws
which are analogous to the Knight-Meyer and Letac’s results on the Cauchy
distributions in R?.

Introduction

L’arbre homogéne tel qu’il est décrit dans la conférence de P. Cartier [5] est
la source de nombreux problémes en probabilité, qui sont des analogues de
problémes classiques sur Z¢ ou IR“. Par exemple, Cartier [5, 6] considérait les
promenades aléatoires dans les arbres et les frontiéres de Martin correspondan-
tes; ce point de vue est aussi celui de Sawyer [22] et Derriennic [9]. Dans
[107], Dunau examine les lois indéfiniment divisibles sur I'arbre et met en lumiére
le role de certains polyndmes également considérés sous d’autres formes par
Cartier [5, 7] et Sawyer [22]. Ces polynémes permettent aussi d’étudier les
promenades duales sur 'arbre [18]; ainsi que les séries chronologiques [3].
Mentionnons également toute une école italienne [14, 207 qui s’intéresse a I'arbre
homogéne du point de vue de l'analyse de Fourier classique, et d’inégalités
de normes. L’intérét de cette école se concentre souvent sur le cas particulier
d’un arbre homogeéne de degré g impair dont I'ensemble des sommets s’interpréte
comme un groupe libre non abélien a (gq+1)/2 générateurs. A cette école on
peut aussi rattacher les travaux de Pytlik [21] et de Chao [8].

Le fait que nombre de problémes classiques puisse s’étudier sur Parbre est
di au fait que c’est associé a un couple de Gelfand (un fait mis en lumiére
par Arnaud [2], aprés Cartier [7]).
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Cet article s'inscrit donc dans cette tradition probabiliste. Cependant I'arbre
homogéne est aussi un sujet d’étude pour les analystes, qui le considérent comme
une sorte d’espace hyperbolique discret, trés analogue au disque unité du plan
complexe muni de sa métrique hyperbolique, ou a son modé¢le équivalent qui
est le demi plan complexe de Poincaré [13].

Avant de les transposer dans I’arbre homogéne, décrivons d’abord un certain
nombre de résultats sur les lois de Cauchy dans IR et R? qui figurent dans
la littérature des quinze derniéres anneées.

Un résultat tres frappant est celui de Knight:

Théoréme A. Soit G le groupe des homographies positives de R, ¢’est-d-dire V'en-
semble des fonctions g: R — R telles qu'il existe a, b, ¢, d dans R avec ad—bc>0
avec g(x)=(ax+b)/(cx+d), et A le groupe affine de R, c’est-a-dire l'ensemble
des fonctions f: R - IR telles qu’il existe (a, b) dans R* xR avec f(x)=ax+b,
et soit:

o(dx)=(n(1+x?) 1dx

la loi de Cauchy dans R. Alors si u est une probabilité sur R sans atome, on
a G u=A,p siet seulement sila probabilité u est dans A, 0.

(On note fou Uimage de p par f; A.p est donc Iensemble des images de
# par les éléments de A).

11 est intéressant de donner la version du théoréme de Knight sur la frontic¢re
oD du disque unité D= {zeC; |z|<1}. On désigne par G le groupe des homogra-
phies qui préservent D (=automorphismes de D pour la métrique hyperbolique);
on choisit arbitrairement sur ¢D un point z,, qui joue le rble de point a I'infini;
on désigne par 4 le sous groupe de G qu1 préserve z,. Observons que si m
est la mesure de Lebesgue de masse 1 et si g est dans G alors (g, m)(d0) n'est
autre que la mesure de Poisson B, ,(6) d0 ou

1—72

’em(g)—ﬁl 27 cos(f—a)+r?

La version dans D du théoréme de Knight est la réciproque de observation
suivante G*mzﬁ*m, c’est-a-dire que si u est une probabilité sans atome sur
aD telle que G, pu=A, u, alors il existe z dans D tel que u(d6)=PR,(0)d6. Dans
cette version, il semble, d’aprés les remarques d’un referee, que ce résultat appar-
tienne au folkore des analystes.

Le résultat de Knight a été généralisé a R? dans différentes directions:

— Par Meyer et Knight avec 6(dx) =K (1 + | x||?)~“* V"2 dx, G=groupe des pro-
jectivités (c’est—é-dire 'ensemble des fonctions g: R?—IR? avec g(x)=(Ax+b)/

c d

— Par Dunau et Sénateur avec o(dx)=K'(1 +|/x||?)~?dx, G=groupe conforme
Mob(d) (c’est-a-dire le groupe engendré par les inversions et les symeétries de
RY), 4 =groupe des homothéties-translations ou bien 4 = groupe des similitudes-
translations.

A
(cx+d)ou ( b)e GL(]R"“)), et A=groupe affine [16].
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Mentionnons également une généralisation sur le groupe d’Heisenberg
[11, 12].

On s’est également pos¢ le probléme inverse de trouver les fonctions F:
R - R qui préservent 'ensemble de toutes les lois de Cauchy; d’aprés le théo-
reme A, ces fonctions comprennent déja toutes les homographies.

Une réponse compléte est donnée dans Letac [17].

Si on considere la version sur le disque, le résultat de Letac revient a affirmer:

St F: 0D —0D est mesurable et telle qu'il existe f: D—D tel que, pour
tout zeD, F, B(0){(d0)=F;,,(0) d0, alors z—[(z) ou z—f(—z) est une fonction
intérieure (au sens de Rudin) et F(e') est la limite presque partout de f(re')
pour r — 1.

Cependant, la généralisation du probléme a IR?, dans un des cas particuliers
cite ci-dessus, donne une classe plus réduite que pour d=1. Plus précisément:

Théoréme B. Si d=2, si G est le groupe conforme, si A est le groupe affine et
si F: R~ 1RY est telle que F (A, 0)c Ao, alors il existe [ dans G telle que
F = f presque partout.

Nous allons dans cet article donner ’analogue des théorémes A et B ci-dessus
pour P’arbre homogeéne.

Ce qui va jouer le r6le de R, éD ou RY est maintenant I'ensemble des
bouts de I'arbre (déja rencontré dans [7, 3, 14]). Ce qui joue le rdle de R2%
dans [15] et [6], de D ou de R%"! dans [19] est ensemble des sommets de
Tarbre. Ce qui joue le rdle de G groupe conforme ou G groupe des automorphis-
mes du disque D est le groupe des automorphismes de Parbre; ce qui joue
le rdle du groupe affine 4 sur R ou R? ou de A4 sur D est le sous groupe
des automorphismes de P'arbre que préservent un bout fixé w . Ici on retrouve,
comme dans la version sur le disque du théoréme de Knight une certaine artificia-
lité, puisqu’on choisit arbitrairement un point a I'infini sur la frontiére. Enfin,
ce qui joue le réle du groupe des rotations dans [11] a maintenant deux titulai-
res: soit le stabilisateur d’'un sommet, soit le stabilisateur d’une aréte qui sont
essentiellement (c’est-a-dire 4 conjugaison prés) les deux sous groupes compacts
maximaux du groupe des automorphismes de 'arbre. Ce phénoméne expliquera
que sur l'arbre nous aurons de notre point de vue, deux candidats au titre
de loi de Cauchy sur I’espace des bouts (définitions (a) et (b) du I).

Puisqu’on va montrer un analogue pour larbre du théoréme B et non du
resultat de Letac [17], on peut dire que, du point de vue du théoréme B,
'arbre homogéne ressemble plus au demi espace R4"! muni de sa métrique
hyperbolique [1] avec d=2, quau demi espace R%, ou, si on veut, plus a
la boule B={xeR%; x| <1} quau disque D.

Enfin il est 4 noter que les démonsirations sont de nature élémentaires et
n’utilisent pas les fonctions sphériques de I'arbre [2].

I. Définitions et notations

Soit (T; A(T)) un arbre homogene de degré g =2, c’est-a-dire un graphe d’ensem-
ble de sommets T et d’ensemble d’arétes A(T), non orienté, connexe, sans cycle,
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tel que chaque sommet appartient a ¢+ 1 arétes. On définit sur T une distance
en posant:

pour tout couple (s, t)e T?, d(s, t)=nombre d’arétes du chemin allant de s a
L.

1. L'ensemble des bouts de l’arbre

Soit ¢ I'ensemble des chaines (une chaine est 'image d’une application injective
de N={0, 1, ...} dans T, n—t1,, telle que, pour tout neN, {t,, £, ;}eA(T) (voir
[23]).

On définit sur € une relation d’équivalence par: C~C’ si et seulement si
Cn(C'e%.

Un bout est une classe d’équivalence pour cette relation; I'ensemble des
bouts, c’est-a-dire I'ensemble quotient 4/~ sera noté Q. Remarquons que pour
tout w de Q et tout s de T, il existe une chaine et une seule (£,);%, dans %
telle que t,=s et w=classe(t,);= . On notera {t,}>_,=[s, w] et on pourra identi-
fier les bouts et leur représentant issu d’un point fixé s=0 que I'on prendra
pour origine.

L’ensemble Q est muni de sa structure naturelle d’espace compact, issue
de la convergence simple sur T

On notera par £, I'ensemble des bouts w dont de représentant issu de 0
passe par t. En d’autres termes, Q, ={we£; te[0, wl}.

2. Groupes d’automorphismes de T

Soit G le groupe des automorphismes de T (bijections de T sur lui-méme préser-
vant la distance). Tout automorphisme f de 7T induit sur Q une application
(que I'on notera encore f) définie par: f (classe(t,).% o) =classe(f (z,))=0-

Si teT, on pose K,={feG; f(t)=t}; si on munit G de la topologie de la
convergence simple, K, est un sous-groupe compact de G qui opere transitive-
ment sur £2.

Définition (a). Si te T, on note a, et on appelle loi de Cauchy (a) de paramétre
t, Punique probabilité sur Q invariante par K,.

De méme, si a={t,,t,} est une aréte; K,={f€G; f(a)=a} est un groupe
compact qui opére transitivement sur .

Définition (b). Si acA(T), on note o, et on appelle loi de Cauchy (b) de parameétre
a, Punique probabilité sur  invariante par K,.

Si f: 20 est measurable et si u st une probabilité sur € on note par
f. 1t Vimage de u par f; de méme si H est un ensemble de fonctions mesurables
de Q, H, u est alors 'ensemble des h, u pour he H.
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On a alors I'analogue de la préservation des lois de Cauchy dans IR? par
le groupe conforme [11]. (Voir Proposition 2 dans [19]). Rappelons que si feG,
alors f a une action naturelle non seulement sur 7T, mais aussi sur Q et sur
I'ensemble A(T).

Proposition 1. Si feG, alors pour tout teT, f,0,=0, et pour toute acA(T),
J40a=0s@-

Démonstration. Si g(t)=t alors f(¢) est fixe sous fgf '; dot K;,=fK, f™*
et Kzzf_le(,)f. Dong, pour tout h de Ky (f "' hf),0,=0,; cest-a-dire
hy(fy0)=f,0:; dol, comme 6, est la seule probabilité invariante par K,
0r=fs 0, On montre de méme que, pour toute aréte a, o,y =f, 0, O

Remarque. Si a={t,, t,}, on déduit de la Proposition [ que:

0,=% (O-to + th)-

II. Caractérisation du type de Canchy sur Parbre homogéne

Par analogie avec le cas IR, on introduit un groupe affine en fixant w,, dans
Q (qui joue le rdle de point a I'infini) et en définissant A={feG; f(we)=w,}.
Si p est une probabilité sur Q, 4, i est appelé le type de p.

Voici 'analogue du Théoréme A de I'introduction:

Théoréme 1. Soit p une probabilité sans atome sur Q: alors G pu=A,u si et
seulement si u est une loi de Cauchy (a) ou (b).

Démonstration. (1) Si p est une loi de Cauchy (a) ou (b) alors G,u=A, pu: On
a G,0,={0}per €t Go0,={0,}scar) car G opére transitivement sur T et sur
A(T). (Plus généralement, d’aprés [10], II, si P et P’ sont deux parties de T
et f une bijection de P sur P’ préservant la distance, alors il existe f dans
G dont la restriction a P vaut f).

(a) Si p=o,, il suffit de montrer que pour tout t'eT, il existe feA telle que
JO=0. 81ty o=[t; w,] et (tp)=o=[t, w,], on pose, pour tout n, f(t,)=t,
et on prolonge f en un automorphisme; on a alors f{f)=t et f(w, ) =w,,.

(b) Sip=ga,,soient a={ty, t,} et a’'={ry, t}}.
On choisit un représentant (u,);-, de w,, de la fagon suivante: si t;€[ty, Wy, ],
(U)n=o="Lto, W] et si 11¢[to, Wy, ], (U=o=[t1, W,]; on choisit de méme
{uy}n= o un représentant de w,, tel que {up, u}}={to, t1}.

Comme pour a) on pose f(u,)=u, et on prolonge f en un automorphisme;
on a alors f(w,)=w, et f(a)=a.
(2) 5i Gyu= A, p alors p est une loi de Cauchy (a) ou (b): On pose K,={feG;
fest=u}. Nous avons alors besoin de deux lemmes.

Lemme 1. Si u est une probabilité sans atome sur Q et si ¢,= max u{Q)

alors lim ¢,=0. {;d(0.0)=n}
n—w

Lemme 2. L'ensemble K, est compact.
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Démonstration du Lemme 1. La suite {c,},>, étant décroissante, posons 0=k
= lim ¢, et supposons k> 0.

n— o
Soit D,={teT; d(0,t)=n et u(Q)=k} et F,= | Q,. La suite {F,},5, est
{teDp} ©
une suite décroissante de fermés non vides; donc, comme € est compact, ﬂ E,
n=0

+0. Soit we () F, et soit (s,);% o= [0, w].
n=0 ©
On a, pour tout n, u(Q, )=k et {w}= [ Q,; donc p{w})= lim u(, )=k,

n=0 n= 0

ce qui contredit le fait que u est sans atome. [

Démonstration du Lemme 2. L’ensemble K, est fermé et, d’apres [23] ou [5],
on a équivalence entre: (i) K, relativement compact; (i) toute orbite K,,-s est
finie; (iii) I'orbite K- 0 est finie. Supposons alors 'orbite K ,-0 infinie.

Posons E,={teT; d(0,t)=n et {feK,; Q;0<Q,} infini} et posons G,
= J @; la suite {G,},>, est une suite décroissante de fermés non vides de

{teE,}
S

Q; il existe donc w, dans ﬂ G, et une suite infinie (t);Z, de K,-0 telle que
7n=0
les t, = f,(0) soient des points de [0, wy]. (On ordonne les ¢, de fagon a ce
que la suite (d(0, ;) » o Soit croissante.)
On montre alors que:
pour tout teT, si wy¢Q,, alors f7 ' (Q)cQ,-, , pour tout k. En effet, soit
wef, 1(Q,); alors f,(w)eL,. Si W¢Qf,;1(x) alors ],1:“ ﬁt(t)c;é[O, w] donce t¢[t,, fi{w)].
Le schéma suivant traduit les deux conditions &[0, f(w)] et t¢ [, fr(w)]:

few)

T

Mais alors t€[0, t;,] < [0, wy], ce qui contredit w,¢€,. Donc, pour tout teT]
si wo¢Q,, alors, pour tout keIN

HUR @) =)= (@, )

(=2 4

iy

d’aprés le Lemme 1:

.LL(Qf; 1(,)) = Caqo, £ty = Cdit,u-

Donc, par passage 4 la limite quand k tend vers I'infini:

Pour tout teT, si woé, alors u(Q)=0. Donc p=¢,, (mesure de Dirac en wy),
ce qui contredit le fait que u est sans atome. Donc K,-0 est finie et K, est
compact. []

Fin de la démonstration du Théoréme 1. D’aprés [23] ou [5], le groupe compact
K, est inclus dans le stabilisateur d’'un sommet ou d’une aréte. La suite de
la démonstration est alors calquée sur [11].
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(a) 11 existe teT tel que K,=K,. Soit heA tel que h(0)=t; h™ 'K, h=K,. On
pose alors v=h_"pu; v est du type de p; K, est un sous groups compact de
K,; pour tout geG, g, v est du type de v. (guv=gh ' u=h,u=hh,vcar G, pu
= A, ). Montrons alors que Ko=K,-(K,nA): Si uekK,, il existe feA tel que
u,v=f,v donc f *ueK,=Ky; donc feKonA et u=ff"'ue(KonA)-K, et,
comme K, et K, A4 sont des groupes K,-(K,nA)=(K,nA4)-K,.

Or Ky-w,=Q; comme A-w,=w,, Kog-wo=K,-w,=0 donc K, est un
compact qui opére transitivement sur Q; il existe donc une unique probabilité
sur Q invariante par K,. (voir [11]). Or v est une probabilité sur Q invariante
par K, et, comme g, est aussi invariante par K,cK,, v=0,=h;'u et donc
U=0,.

(b) II existe acA(T) telle que K,=K,. La démonstration est analogue a celle
du (a). On trouve u=o0,. []

III. Etude des fonctions préservant le type de Cauchy

Ayant caractérisé au II les lois de Cauchy comme les seules dont le type est
invariant par G, nous résolvons le probléme inverse: quelles fonctions de Q
dans Q préservent les deux types de Cauchy? Voici I'analogue du Théoréme B:

Théoréme 2. Soit F: Q — Q une application mesurable borélienne. Si F préserve
le type de Cauchy (a) (resp. (b)), alors il existe feG telle que pour tout teT,
F,0,=04; (resp. il existe feG telle que pour toute {to,t,}eA(T), Fy04y.0n
=07, Fay) € F est égale, ay-presque sirement, a application induite par f
sur Q (resp. par 7).

Démonstration. Nous partageons la démonstration en deux parties, suivant que
F préserve le type de Cauchy (a) ou le type Cauchy (b).

(1) Soit F: Q— Q mesurable, préservant le type de Cauchy (a)

Il existe une application f: T— T telle que, pour tout teT,
Fyo=0;4

donc, pour toute fonction k borélienne bornée:

fhw)o s (dw)= | h(F(w))o,(dw) 1)
Q 2]

Si 0,,(s, t) = lim (d(u, s)—d(u, 1)), (voir par exemple [3]), on a le résultat suivant:

u—-w

do,
do,

(W) =™
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Donc (1) s’écrit aussi:

J hw) g7 D 0y(dw)= [ hFO) ¢ 7o(dw) )
0 Q

pour toute fonction A borélienne bornée sur Q.
Définissons maintenant Popérateur 4 sur R” qui a tout ¢: T—IR associe
A¢ défini par:

1
A¢(t)=q+‘1 Y )

{s;d(s,)=1}

Appliquons 4 a la fonction ¢,, définie par ¢, (f) =g*~(%?;

1
A, [B)=——— gD Y g9 = ghw(0D)
q+1 {s;d(s,t)=1}

En effet, 0,,(t, s)=1 si se[t, w] et J,,(t, s)= — 1 pour les g autres voisins de ¢.
Donc, si on applique 'opérateur 4 aux deux membres de (1) ou (1), on
obtient:

1
— = 2 j h(w) af(s)(dw)— f h(w) 6 ¢ (dw)
+1 (sid(s,0)=1} @

En particulier, si h=1,, :

Z Ors) (th) =(q+1) Or) (on) 2
{s;d(s,t)=1}

Calculons alors explicitement o,(€2,,) pour t,¢[0, £]

o A/g)ro
\ o

t

[==]

11 existe un sommet unique ue[0, ¢] tel que [0,£]1N[0, t,]=[0, u]. On a u=t,
car to¢[0,¢]. On a alors pour tout weQ,, 5W‘°”)—qd(“’°’_d(“”) et a,(Q,)

=g @04 g(Q,). Or il est facile de voir [3] que: 64(R,)=—— q*®%.

q
+ 1
Comme d(0, ty)—d(u, 0)+d (u, =d(t, t,), on a alors Pexpression sunple suivante:
pour t0¢ [0 t]) O-I(th) + 1 q

posons, pour te T fixé: A,= () {f(9}U{0, f(t)} et 4, 'enveloppe convexe

{s;d(s,t)= 1}

~4t1) Revenons ensuite 4 la formule (2) et

de A,, c’est-a-dire:

A,=U{[a,b];actbed,} (voir [11]).
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On obtient:

Pour tout to¢d,, Y VO UG =441 On utilise alors le lemme arith-
{s;d(s,t)=1}

métique suivant:

Lemme 3. Soit g un entier 22 et ny, ..., 0, €Z; n 2 ... 2Ny, . Alors g™+ ...

+q"*'=qg+1 a deux solutions: ou bien n;=...=n,,;=0; ou bien n;=1, n,

=---=nq+1=: _1-

Démonstration du Lemme 3
— Sin, =2, ¢q""=¢*22g>q+1 impossible, donc n; 1.
— Sin;=n,=1, g"+q"=2q>q+1 impossible, donc n, <0.
— Siny=1 et n,=0, g"'+¢g">=q-+1 impossible car g+1=3 donc si n,; =1,
alors n, <0.
— ny=1,n,=...=n,,,; = —1 vérifient bien '¢quation.
— Sin;=1etsin<—1pourunk>2, alors ) ¢g""<q+ 1 impossible.
7
— Sin;=...=n,., =0, alors I'équation est évidemment vérifiée.
— Sin; £0 et si n,<0 pour un k alors Y, ¢ <g-+1 impossible. []
J

Revenons a la démonstration du (1) du Théoréme 2. On a donc, dans tous
les cas, pour s voisin de ¢: d(f (1), to)—d(f(s), to)e{—1,0, 1}. Nous allons en
déduire que:

Pour tout teT, si to¢A,, alors d(f(¢), to)—d(f(s), to)e{—1, 1}

pour tout s voisin de t. (3)

En effet, si (3) est faux alors: il existe te T et 1,¢4, tels que, pour tout s voisin
de t, d(f (t), to)=d(f (s), to). Alors, pour tout s voisin de ¢, f(s)= f(1).
En effet, sinon il existe s, voisin de t tel que f(sq) =+ f (1)

1@ u to
rf(so)

s Lo

Il existe un unique sommet ue[t,, f(t)] tel que:

[thf(t)] N [thf(Soj = [toa u]

— u=ty car sinon to€[ (), f (so)]

— u=f (1) car f(so)=+ 1 (2).

Prenons t;, tel que f(sg)elty, f(©)]:

on a alors d(ty, f{t))—d(ty, f(sg)) =2 et on obtient une contradiction.
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Ceci montre donc, par une récurrence évidente sur n=d(t, t'), que pour tout

reT f()=f()=c.

Faisons alors sous forme de lemme la remarque suivante:

Lemme 4. Soit (t,),=, définissant le bout wy, telle que t,=0. Alors o, — ¢, étroite-
ment.

Démonstration du Lemme 4. Remarquons d’abord que deux probabilités sur £
sont égales si elles coincident sur {Q,; ueT}. Ceci se déduit du théoréme des
classes monotones [4]. En effet, 'ensemble des boreliens de Q sur lesquels les
deux probabilités coincident est une classe monotone qui contient {Q,; ueT},
classe stable par intersection finie.

Or, si u¢ [0, wy], pour tout nelN, o, (2,) =—q—1— g~ %t et donc, si u¢[0, wel,

q+
lim o, (2,)=0; on en déduit alors que, pour tout borélien B de Q, lim g, (B)
=g, (B). [

Une conséquence du Lemme 4 est alors que F, 0,= 0, pour tout ¢ est impossi-
ble. (En effet, comme F est mesurable borélienne, on aurait lim o, (F~!(B))

n—©
=&, (F 1 (B))=¢pwy(B); or o, west pas une mesure de Dirac) Ceci achéve
la démonstration de (3). Montrons ensuite que:

Il existe une permutation t de {1, ..., q+1} telle que pour tout

Je{l, ..., g+ 1}, 55=f(s.(;) otk les §; sont les voisins de f(t). “4)

Ceci montrera, par récurrence sur n=d(t, t') que d(f(t), f(t))=d(t, ¢') et donc
que f est un automorphisme.

Si (4) est faux, il existe s; voisin de f(¢) tel que: pour tout s; voisin de
£, f(S]):’:S:,

Soit t, fixé tel que sie[ f(1), tol-

Soit s, le voisin de ¢ tel que d(f(t), to) —d(f (sy), to)=1.

f@® 5 u to
s

1l existe un unique sommet ue[s;, t,] tel que [to, sl [to, f(s)]=[tc, ul

— usto car to¢[ f (s, f(1)]
— u=s; car f(s)=Fsi.
Soit ty tel que f(sp)e[u, tp]. On a d(ty, £ (t)—d(ty, f(s))=3, ce qui est contradic-
toire.
Ceci achéve la démonstration de (4).
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Soit enfin we @ et (¢,)& =[0, w]. Comme f est un automorphisme, (f(t,)i=0
est le représentant de f(w) issu de f(0). D’aprés le Lemme 4 o, —¢,, et .,
— &7y Par passage a la limite dans I'égalit¢ F, 0, =0, quand n—+o00, on
obtient enfin F(w)= f(w) p.s.

(2) Soit F: Q— Q mesurable, préservant le type de Cauchy (b)

11 existe f: A(T)— A(T) telle que F,0,=, 6., pour toute acA(T). Soient a
={to,t,} et a;={0, 1}. Calculons explicitement la densité de o, par rapport
a0,

qﬁw(0510)+qdw(0sh)

do, (W)=
do,, T 14 gD

On utilise alors I'additivité de d,, et on obtient:

da, (W) = g G010+ o (L12) = 3 Gw(0.12) +80u(1,10))
do,,
Considérons maintenant Popérateur 4 sur R4 qui a tout ¢: A(T)— R associe
s . do,
A¢p défini par Ap(a)=(29)"" > ¢(a). On montre que, si ¢(a)= P
T O_a
a]OI'S A d) (a) — ¢ (a) {as voisine de a} 0

Ona F, 0,=0;,, donc, pour toute fonction s borélienne bornée sur Q:

FHEW) d(@)w) o, (dw)= | h(w) (f (@) (W) 7, (dW).

On applique alors I'opérateur 4 dans le cas particulier ot la fonction A vaut
1, et on obtient:

(2q9)” ! Z af(a')(gt) = O'f(a)(Qt)-

{arvoisine de a}

On pose ensuite pour teT et acA(T), d(t, a)=1(d(t, ;) +d(t, t;)—1) qui S'inter-
préte géométriquement comme la d_istance de t 4 a. Soient, comme dans 1),
A= Y, {f@RUQ f@}et A,=U{[t,t'];tett'ed,).

{ar voisine de a}
Le calcul donne:
pour tout t¢A4,, > gt/ @mdel@) =24 On utilise alors, comme dans

{a’ voisine de a}

le II1, (1), le résultat arithmétique suivant:

Lemme 5. Soit g un entier 22 et n,2...2zn,,€Z. Alors ¢ +...+q"1=2q a
deux solutions: ou bien n,=...=n,,=0; ou bien n,=1, ny=...=hn,=0, n
=...=ny,=—1

Démonstration du Lemme 5. Elle est analogue a celle du Lemme 3 et nous ne
la détaillons pas. [J
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On a donc, pour toute aréte a et pour tout 1¢A4,:

— Soit pour toute a' aréte voisine de a, d(t, f (a))=d(t, f (') 5)
(1 voisine de a; d(t, f(a)=d(t, f(a))+1

— Soit il existe{ g—1  voisines... d(t, f(a))=d(t, f(a) (6)
q voisines... d(t, f(a)=d(t, f(a)—1

On établit maintenant le résultat suivant:
Si a et a' sont des arétes voisines, f(a) et f(a') ont au moins un sommet en
commun,

En effet sinon, prenons t¢A4, de fagon a ce que f(a) soit incluse dans le
plus petit segment contenant t et f(a') (f(a)e[t, f(a')] enveloppe convexe de
t et de f(a).

: 19 £

On a alors d(t, f (@) —d(t, f(a)) =2, ce qui est contradictoire. On montre ensuite
que:

pour tout acA(T), il existe t¢ A, tel que a et t vérifient (6). (7

En effet, si (7) est faux, il existe acA(T) tel que a vérifie (5) pour tout t¢A,;
et alors, pour toute aréte a' voisine de a, f(a)=f(a).

(Sinon, comme a et a' sont voisines, f(a’) et f(a) ont un point en commun
et si on prend t¢A4, de fagon a ce que f(a)¢[t, f(a’)] (enveloppe convexe de
tet de f(a')),

; S f@)

d(t, f(@))—d(t, f(a)>0, et a et t ne vérifient pas (5)). Mais alors les arétes a’
ont au moins ¢ voisines a” telles que f(a”)=f(a’); donc les arétes a’ vérifient
(5) pour tout t¢A4,, et on montre par récurrence sur n=d(t,, t,) que f est con-
stante. Comme dans le TTI1.1) on aboutit a une contradiction car, si wo=(t,): %0,
alors oy ., ,=%(0,,+0,,,,) > ¢&,, étroitement; ce qui achéve la démonstration
de (7).

Prouvons maintenant qu’on ne peut pas avoir f(a)=f(ap) pour une aréte
ay voisine de a.

Posons a={t, t,} et f(a)={t,, t1}.

Si f(a)=f(ay), il existe s; voisin de ¢} (i=0 ou 1) tel que, pour toute aréte
a’ voisine de a, on ait f(a')*{t}, si}

¢ 4 t

4

t

L8

Mais alors, si on prend t¢ A, tel que s;e[t}, ], on a nécessairement a et t qui
vérifient (5). Mais si on prend ¢'¢A4, tel que tje[t’, t], on a alors 24 arétes
voisines de a telles que d(t, f(@)—d(t, f(a))e{0, —1}, et au moins une telle
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que d(t, f(a@)—d(t,f(@)=—1 (sinon, pour toute aréte ¢ voisine de g,
f(a)=f(d) et a vérifie (5) pour tout t¢A4,). On aboutit donc 4 une absurdité.
Posons 7 (t,)= \ f{te,so}-

{so; d(sq,t0}) =1}

- ]‘(to)c{t/oa tll} car d.(tO) tl)zl etf{t0> tl}: {tl()a t,l}
— F(to)={to, ty} car sinon f{ty, so} = f {to, t;} pour so=+1,
— Flto)*® sinon il existerait s, et s, voisins de t, distincts de f; tels que

F{to, so} 0 f{to, t}={to} et f{to, o} nf{ts, t;}={t\} mais alors {t,,so} et
{to, so} sont des arétes voisines telles que [ {tq, So} N f {to, 5o} =0, ce qui est
absurde. L’ensemble f(t,) est donc réduit a un point que I'on notera encore
f(t,) par abus de notation.
— J(to)*+f(t,) sinon J(to)=F(t,)=t; et si s; est un voisin de ¢} (j=i), pour
toute aréte a’ voisine de a, f(a')+ {s}, t;} ce qui, on I'a vu, est impossible.

Donc f{to, t,}={F(to) J (1)} et d(F(to), J(t2)=1.
— Si t, est un voisin de ¢, distinct de t,, f(¢,)% f (to), car sinon {f(to), £ (t;)}
={J(t,), f(t)} et donc f {ty, t;} = £ {t,, t,}, ce qui est contradictoire.

Donc d(f(to), f(t,))=2 et montre par récurrence sur n=d(t,, t,) que f est
un automorphisme.

Enfin, comme pour le IIL.1), on vérifie que F est égale, o,-presque slirement
a lapplication induite par f sur Q. [
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