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Sommaire. Nous d6finissons les lois de Cauchy sur l'espace des bouts d'un 
arbre homog~ne comme les probabilit6s invariantes par les sous-groupes com- 
pacts maximaux (d6jA caract6ris6s par J. Tits) du groupe des automorphismes 
de l'arbre. L'article donne alors les analogues pour ces lois des r6sultats de 
Knight-Meyer et de Letac sur les lois de Cauchy dans IR d. 

Summary. We defne the Cauchy distributions on the set of ends of the homo- 
geneous tree as the probabilities invariant by the maximal compact subgroups 
of the automorphism group of the tree (the maximal subgroups have already 
been described by J. Tits). The paper proves the statements about these laws 
which are analogous to the Knight-Meyer and Letac's results on the Cauchy 
distributions in IR d. 

Introduction 

L'arbre homog6ne tel qu'il est d6crit dans la conf6rence de P. Cartier [5] est 
la source de nombreux probl6mes en probabilit6, qui sont des analogues de 
probl6mes classiques sur 2g e ou R e. Par exemple, Cartier [5, 6] consid6rait les 
promenades al6atoires dans les arbres et les fronti6res de Martin correspondan- 
tes; ce point de vue est aussi celui de Sawyer [22] et Derriennic [9]. Darts 
[10], Dunau examine les lois ind~finiment divisibles sur l'arbre et met en lumi6re 
le r61e de certains polyn6mes 6galement consid@6s sous d'autres formes par 
Cartier [5, 7] et Sawyer [22]. Ces polyn6mes permettent aussi d'6tudier les 
promenades duales sur l'arbre [18]; ainsi que les s6ries chronologiques [3]. 
Mentionnons 6galement toute une 6cole italienne [14, 20] qui s'int6resse/t l'arbre 
homog6ne du point de vue de l'analyse de Fourier classique, et d'in6galit6s 
de normes. L'int6rat de cette 6cole se concentre souvent sur le cas particulier 
d'un arbre homog6ne de degr6 q impair dont l'ensemble des sommets s'interpr~te 
comme un groupe libre non ab61ien fi (q+ 1)/2 g6n6rateurs. A cette 6cole on 
peut aussi rattacher les travaux de Pytlik [21] et de Chao [8]. 

Le fait que nombre de probl6mes classiques puisse s'6tudier sur l'arbre est 
dfi au fait que c'est associ6 /i un couple de Gelfand (un fait mis en lumi6re 
par Arnaud [2], apr6s Cartier [7]). 
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Cet article s'inscrit donc dans cette tradition probabiliste. Cependant l'arbre 
homog6ne est aussi un sujet d'6tude pour les analystes, qui le consid6rent comme 
une sorte d'espace hyperbolique discret, trbs analogue au disque unit6 du plan 
complexe muni de sa m6trique hyperbolique, ou fi son mod61e 6quivalent qui 
est le demi plan complexe de Poincar6 [13]. 

Avant de les transposer dans l'arbre homogbne, d6crivons d'abord un certain 
hombre de r6sultats sur les lois de Cauchy dans IR et IR d qui figurent dans 
la litt6rature des quinze derni~res armies. 

Un r6sultat trbs frappant est celui de Knight: 

Th6arbme A. Soit G le groupe des homographies positives de IR, c'est-gl-dire l'en- 
semble des fonctions g: N ~ IR telles qu'il existe a, b, c, d dans N avec a d - b c  >O 
avec g (x )=(ax  +b)/(cx+d),  et A l e  groupe affine de IR, c'est-gl-dire l'ensemble 
des fonctions f:  IR-~IR telles qu'il existe (a, b) dans IR* x lR  avec f ( x ) = a x  +b, 
et soit : 

a(dx)=(n(1 -~- x2))  - 1  dx 

la loi de Cauchy dans IR. Alors si # est une probabilit~ sur IR sans atome, on 
a G, # = A ,  # si et seulement si ta probabilitd # est dans A ,  a. 

(On note f , #  l'image de # par f;  A , #  est donc l'ensemble des images de 
# par tes ~tOments de A). 

I1 est int6ressant de donner la version du th6or6me de Knight sur la frontiere 
QD du disque unit6 O = {zet]~; I z l<  1 }. On d&igne par G le groupe des homogra- 
phies qui pr6servent D (=  automorphismes de D pour la m6trique hyperbolique); 
on choisit arbitrairement sur aD un point Zoo qui joue le r61e de point fi l'infini; 
on d&igne par A l e  sous groupe de G qui pr6serve zoo. Observons que s i m  
est la mesure de Lebesgue de masse 1 et si g est dans G alors (g,m)(dO) n'est 
autre que la mesure de Poisson P~o)(0)dO off 

1 1 - r  z 
Pre,~(O) = 2~ l - - 2 r c o s ( O - - ~ ) + r  2 

La version dans D du th6or6me de Knight est la r6ciproque de l'observation 
suivante G , m = A , m ,  c'est-/t-dire que si # est une probabilit6 sans atome sur 
0D telle que ~ , # = A , # ,  alors il existe z dans D tel que #(dO)=P~(O)dO. Dans 
cette version, il semble, d'apr& les remarques d'un referee, que ce r&ultat appar- 
tienne au folkore des analystes. 

Le r&ultat de Knight a 6t4 g6n6ralis6 ~t IR d dans diff6rentes directions: 

-- Par Meyer e t / K n i g h t a v e c a ( d x ) = K ( l +  ]lxHZ)-(d; 1)/2 d / ,  G=groupe  des pro- 

jectivit6s ~c est-fi-dire 1 ensemble des fonctions g: IR ~ IR avec g(x)=(Ax + b)/ 

(cx+d)  ofl(Ac : ) eGL( iRd+l ) ) , e tA=groupea f f i ne  [16] �9 

- Par Dunau et S6nateur avec a (d x) = K'  (1 + H x]l 2)- e d x, G = groupe conforme 
Mob(d) (c'est-/t-dire le groupe engendr6 par les inversions et les sym6tries de 
IRa), A = groupe des homoth6ties-translations ou bien A = groupe des similitudes- 
translations. 
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Mentionnons 6galement une g6n6ralisation sur le groupe d'Heisenberg 
[11, 12]. 

On s'est 6galement pos6 le probl6me inverse de trouver les fonctions F: 
IR ~ IR qui pr6servent l'ensemble de toutes les lois de Cauchy; d'apr6s le th~o- 
r+me A, ces fonctions comprennent d6j/t toutes les homographies. 

Une r6ponse compl6te est donn6e dans Letac [17]. 
Si on consid6re la version sur le disque, le r6sultat de Letac revient fi affirmer: 
Si F: ~?D~#D est mesurable et telle qu'il existe f:  D--+D tel que, pour 

tout z~D, F,P~(O)(dO)=P:lz)(O)dO , alors z~-*f(z) ou z ~ - , f ( - z )  est une fonction 
int6rieure (au sens de Rudin) et F(e ~~ est la limite presque partout de f ( r e  ~~ 
pour r ~ 1. 

Cependant, la g6n6ralisation du probl6me fi IR a, darts un des cas particuliers 
cit6 ci-dessus, donne une classe plus r6duite que pour d =  1. Plus pr6cis6ment: 

Th6or6me B. Si d> 2, si G est le groupe conforme, si A est le groupe affine et 
si F: IRa~IRd est teIIe que F, (A,~r)cA,~r ,  alors iI exis~e f dans G telIe que 
F = f  presque partout. 

Nous allons dans cet article donner l'analogue des th+or6mes A et B ci-dessus 
pour l'arbre homog6ne. 

Ce qui va jouer le rSle de IR, 0D ou IRd est maintenant l'ensemble des 
bouts de l'arbre (d6jfi rencontr6 dans [7, 3, 14]). Ce qui joue le rSle de IR 2 
dans [15] et [6], de D ou de IRd++l dans [19] est l'ensemble des sommets de 
l'arbre. Ce qui joue le rNe de G groupe conforme ou G groupe des automorphis- 
rues du disque D est le groupe des automorphismes de l'arbre; ce qui joue 
le rSle du groupe affine A sur I R o u  IR d o u  de A sur D est le sous groupe 
des automorphismes de l'arbre que pr6servent un bout fix6 w~. Ici on retrouve, 
comme dans la version sur le disque du th6or6me de Knight une certaine artificia- 
lit6, puisqu'on choisit arbitrairement un point fi l'infini sur la fronti6re. Enfin, 
ce qui joue le r61e du groupe des rotations dans [11] a maintenant deux titulai- 
res: soit le stabilisateur d'un sommet, soit ie stabilisateur d'une ar~te qui sont 
essentiellement (c'est-/t-dire fi conjugaison pr6s) les deux sous groupes compacts 
maximaux du groupe des automorphismes de l'arbre. Ce ph6nom6ne expliquera 
que sur l'arbre nous aurons de notre point de rue, deux candidats au titre 
de loi de Cauchy sur l'espace des bouts (d6finitions (a) et (b) du I). 

Puisqu'on va montrer un analogue pour l'arbre du th6or6me B e t  non du 
resultat de Letac [17J, on peut dire que, du point de vue du th~or~me B, 
l'arbre homog~ne ressemble plus au demi espace IRd++l muni de sa m6trique 
hyperbolique [1] avec d>2 ,  qu'au demi espace IR2, ou, si on veut, plus 
la boule B =  {x~iRd; Hx][ < 1} qu'au disque D. 

Enfin il est /t noter que les d6monstrations sont de nature 616mentaires et 
n'utilisent pas les fonctions sph6riques de l'arbre [2]. 

I. D6finitions et notations 

Soit (T, A (T)) un arbre homog~ne de degr6 q > 2, c'est-h-dire un graphe d'ensem- 
ble de sommets T et d'ensemble d'ar~tes A(T), non orient6, connexe, sans cycle, 
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tel que chaque sommet appartient fi q + 1 ar4tes. On dhfinit sur T u n e  distance 
en posant: 
pour  tout couple (s, t)eT z, d(s, t )=nombre  d'ar4tes du chernin allant de s 
t. 

I. L'ensemble des bouts de l'arbre 

Soit cg l'ensemble des chatnes (une chalne est l'image d'une application injective 
de N = { 0 ,  1, ...} dans T, n~-+t,, tetle que, pour  tout hEN, {t,, t,+I}~A(T) (voir 
[233). 

On d6finit sur cg une relation d'6quivalence par: C~C' si et seulement si 
C c~ C' ~Cg. 

Un bout est une classe d'6quivalence pour  cette relation; l'ensemble des 
bouts, c'est-~-dire l'ensemble quotient cg/~ sera not6 f2. Remarquons que pour  
tout w de (2 et tout s de T, il existe une chalne et une seule (t,),%0 dans ~q 
telle que to = se t  w = classe(t,),% 0- On notera {t,},% o = [s, w] et on pourra  identi- 
fier les bouts et leur repr6sentant issu d'un point fix6 s = 0  que l'on prendra 
pour origine. 

L'ensemble f2 est muni de sa structure naturelle d'espace compact, issue 
de la convergence simple sur 77. 

On notera par f2 t l 'ensemble des bouts w dont  de repr6sentant issu de 0 
passe par t. En d'autres termes, (2 t = {w~g2; t~[0, w]}. 

2. Groupes d'autornorphismes de T 

Soit G le groupe des automorphismes de T (bijections de T sur lui-mame pr6ser- 
vant la distance). Tout  automorphisme f de T induit sur f~ une application 
(que l'on notera encore f )  d6finie par: f(classe (t,)2= 0)= classe(f(t,))~= 0. 

Si teT, on pose K,={feG;  f(t)=t}; si on munit G de la topologie de la 
convergence simple, K, est un sous-groupe compact de G qui op6re transitive- 
ment sur (2. 

D6finition (a). SitE T, on note a, et on appelle loi de Cauchy (a) de param6tre 
t, l 'unique probabilit6 sur f2 invariante par K,. 

De m~me, si a={ t0 ,  tl} est une ar~te; Ka={feG; f(a)=a} est un groupe 
compact qui op6re transitivement sur g2. 

D6finition (b). Si a~A(T), on note aa et on appelle loi de Cauchy (b) de param6tre 
a, l 'unique probabilit6 sur f2 invariante par K, .  

Si f :  ~2~ ~ est measurable et si # est une probabilit6 sur f2 on note par 
f . #  l'image de # par  f ;  de marne si H est un ensemble de fonctions mesurables 
de f2, H . #  est alors l'ensemble des h . #  pour  h~H. 
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On a alors l 'analogue de la pr6servation des lois de Cauchy dans Nd par 
le groupe conforme [111. (Voir Proposition 2 dans 1-191). Rappelons que si f e  G, 
alors f a une action naturelle non seulement sur T, mais aussi sur f2 et sur 
l'ensemble A (T). 

Proposition 1. Si f e G ,  alors pour tout teT, f ,  at=af(t) et pour toute aeA(T) ,  

f , a  a = af(a). 

Ddmonstration. Si g(t)= t alors f ( t )  est fixe sous f g f - 1 ;  d'ofl K s t t ) = f K ,  f - 1  
et K , = f - l K y ( o f .  Donc, pour  tout h de KI(0: ( f - l h f ) , a t = a t ;  c'est-fi-dire 
h , ( f ,  a t ) = f ,  a,; d'ofl, comme as(t ) est la seule probabilit6 invariante par Kf~o, 
alto) = f ,  a,. On montre de marne que, pour  toute ar~te a, ay~,)= f ,  a, .  [] 

Remarque. Si a ~  {to, t~}, on d6duit de ta Proposition 1 que: 

~o=�89 

II. Caract6risation du type de Cauchy sur rarbre homog6ne 

Par analogie avec le cas IR, on introduit un groupe affine en fixant woo dans 
f2 (qui joue le r61e de po in t / t  l'infini) et en d6finissant A =  { f e G ;  f(w~o)=woo}. 
Si # est une probabilit~ sur f2, A ,  p est appel6 le type de #. 

Voici l 'analogue du Th6or~me A de l ' introduction: 

Th6or~me 1. Soit p une probabilit~ sans atome sur f2: alors G , # = A , #  si et 
seulement si # est une loi de Cauchy (a) ou (b). 

DOmonstration. (1) Si # est une loi de Cauchy (a) ou (b) alors G , # = A , # :  On 
a G,  a t=  {at,}r~r et G, aa= {aa'}a'~A(w,, car G opare transitivement sur r et sur 
A(T).  (Plus g~n6ralement, d'apr6s [10], II, si P et P' sont deux parties de T 
et f une bijection de P sur P' pr~servant la distance, alors il existe 3 7 dans 
G dont la restriction/t P vaut f ) .  

(a) Si #=at ,  il suffit de montrer  que pour tout t'~T, il existe f e A  telle que 
f ( t )= t ' .  Si ( t , ) ~ 0 = [ t  , woo] et (t',)~=o=[t' , woo], on pose, pour tout n, f ( t , )=t ' ,  
et on prolonge f e n  nn automorphisme; on a a l o r s f ( t ) =  t' etf(woo)= woo. 

(b) Si #=aa,  soient a={ to ,  tl} et a'= {t'o, t'~}. 
u oo de woo de la fa~on suivante: si t i e [ t o ,  woo], On choisit un repr6sentant ( n)n=0 

U oo (un),=o oo = [ to ,  W~] et si t l~[ to ,  woo], (~) ,=o=[-t l ,woo];  on choisit de mame 
{u',}~= o un repr6sentant de woo tel que {u~, u'l} = {t~, t'l}. 

Comme pour a) on pose f(u~)=u', et on prolonge f e n  un automorphisme; 
on a alors f (w~)= woo et f (a)= a'. 

(2) Si G , p = A , #  alors g est une toi de Cauchy (a) ou (b): On pose K , = { f e G ;  
f , # = # } .  Nous avons alors besoin de deux lemmes. 

Lemme 1. Si # est une probabilitd sans atome sur Y2 et s i c , =  max g(~2t) 
alors lim c. = 0. {t;d(O.t) =n} 

~1 - +  OO 

Lemme 2. L'ensemble K~ est compact. 
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DOmonstration du Lemme 1. La suite {c,}n~ o 6tant d6croissante, posons 0=_<k 
= l imc ,  et supposons k > 0. 

Soit D.={tET; d(O, t)=n et fi(Qt)>k} et F .=  U (2t" La suite {F.}._> o est 
{~eDn} cc  

une suite d6croissante de ferm~s non vides; done, comme f2 est compact, n F~ 
cc  n~0  

40.  Soit we n F, et soit (s,)~=o=[O, w]. 
n=0 f l  

On a, pour tout n, #((J~.)>k et {w}= gJ~~ donc p{w})= lim #(fJ~,)>k, 
n=O /'I--+o3 

ce qui contredit le fait que # est sans atome. [] 

DOmonstration du Lemme 2. L'ensemble Ku est ferm~ et, d'apr6s [23] ou [51, 
on a 6quivalence entre: (i) Ku relativement compact; (ii) toute orbite K u.s est 
finie; (iii) l'orbite K u �9 0 est finie. Supposons alors l'orbite Ku. 0 infinie. 

Posons E.={teT; d(O, t)=n et { f eK . ;  f2s(o)Cf2~} infini} et posons G. 
= ~ f2t; la suite {G.}.>o est une suite d6croissante de ferm6s non vides de 

{t~En} 

~2; il existe donc w o dans f l  G, et une suite infinie (tk)~=o de Ku.0 telle que 
n=0  

les tk=fk(0) soient des points de [0, w0]. (On ordonne les tk de fagon fi ce 
que la suite (d(0, t~))k ~ o soit croissante.) 

On montre alors que: 
pour tout t~T, si Wo6s alors fk-l(f2t)Cg2S-~ ) pour tout k. En effet, soit 
w ~fk- 1 (Q~); alors fk (W) ~ Or" Si w r PS i""  alors ~ -  f(t) r [0, w] done t r [tk, fk (W)]. 

Le sch6ma suivant traduit les deux tgonditions t ~ [-0, fk (W)] et t r Irk, fk (W)] : 

A(w) / 

�9 

tk 

Mais alors te l0 ,  tk]c[-0, W0], ce qui contredit WoCOt. Doric, pour tout teT, 
si Wor alors, pour tout k ~ N  

d'apr6s le Lemme 1: 

~(A -~ (~3) = ~(~,)_-< ~(~s;  ~.)); 

(~'~fff 1(0) mR--- Cd(o' ft~ 1(0) = Cd(t, tk)" 

Done, par passage/t la limite quand k tend vers l'infini: 
Pour tout t~T, si Wor alors #(fJ~)=0. Doric #=~,~o (mesure de Dirac en wo), 
ce qui contredit le fait que # est sans atome. Donc K , . 0  est finie et K ,  est 
compact. [] 

Fin de la ddmonstration du ThdorOrne 1. D'apr~s [23] ou [5], le groupe compact 
K u est inclus dans le stabilisateur d'un sommet ou d'une arate. La suite de 
la d6monstration est alors calqu6e sur [111. 
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(a) Il existe t~T  tel que K u c K t .  Soit heA tel que h(0)=t;  h - ~ K u h c K o  . On 
pose alors v=h,~/~;  v est du type de /~; Kv est un sous groups compact de 
Ko; pour tout geG, g .v  est du type de v, ( g . v = g h ,  1 # = h , # = h ' h , v  car G . #  
--A.#).  Montrons alors que Ko=K~.(Koc~A): Si ueKo, il existe f E A  tel que 
u . v = f . v  donc f - l u ~ K ~ K o ;  donc f eKoc~A et u = f f - l u e ( K o c ~ A ) . K ~  et, 
comme K~ et Ko r~A sont des groupes K~.(Ko c~A)=(Ko c~A).K~. 

Or Ko-wo~=f2; comme A . w ~ = w ~ ,  Ko.w~o=K,.wo~=t2 donc K~ est un 
compact qui op6re transitivement sur f2; il existe donc une unique probabilit6 
sur ~ invariante par K~. (voir [11]). Or v est une probabilit6 sur ~ invariante 
par K~ et, comme ~o est aussi invariante par K~cKo ,  v = % = h , l #  et donc 
# =  O t . 

(b) Il existe a~A(T) telle que KucK~.  La d6monstration est analogue /t celle 
du (a). On trouve #=a~ .  [] 

III. Etude des fonctions pr6servant le type de Cauchy 

Ayant caract6ris6 au II les lois de Cauchy comme les seules dont le type est 
invariant par G, nous r6solvons le probl6me inverse: quelles fonctions de f2 
dans Q pr6servent les deux types de Cauchy? Voici l'analogue du Th6or6me B: 

Th6or6me 2. Soit F: f2-+E2 une application mesurable bordlienne. Si F preserve 
le type de Cauchy (a) (resp. (b)), alors il existe f ~ G  telIe que pour tout teT, 
F, at=af(t); (resp. il existe f ~ G  telle que pour toute {to, tI}~A(T), F,a{to.t, } 
=a{;~(to),Yf(t~)}) et F est ~gale, ao-presque s~rement, ~ l'application induite par f 
sur f2 (resp. par ~). 

DOmonstration. Nous partageons la d6monstration en deux parties, suivant que 
F pr6serve le type de Cauchy (a) ou le type Cauchy (b). 

(1) Soit F: f2 ---, f2 mesurable, prdservant le type de Cauchy (a) 

I1 existe une application f:  T ~  T telle que, pour tout t~ T, 

F .  o 5 = o-f (t) 

donc, pour toute fonction h bor61ienne born6e: 

I h(w)~I(~)(dw)= ~ h(F(w))a,(dw) (1) 
D ~2 

Si 6~(s, t)= lim (d(u, s ) - d  (u, t)), (voir par exemple [-3]), on a le  r6sultat suivant: 
U--+W 

d t7 t 
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D o n c  (1) s'6crit aussi: 

h(w) q~(o,f(o) ao(dw)=_ ~ h(F(w))q'~=(~ ao(dw ) 
.Q f2 

(1') 

pour  toute  fonct ion h bor61ienne born6e sur f2. 
D6finissons ma in tenan t  l 'op6rateur  A sur IR r qui ~ tou t  ~b: 

A q~ d6fini par :  

1 
Aq (O= 

q+ 1 (s;a(s,t)=l} 

T ~ I R  associe 

Appl iquons  A fi la fonct ion ~bw d6finie par  Ow(t)=qO'~(~ 

1 

{s;d(s,t) = 13 

En effet, 6,~(t, s )=  1 si se[t, w] et 6w(t, s )=  - 1  pou r  les q autres voisins de t. 
Donc,  si on  appl ique l 'op6rateur  A aux deux membres  de (1) ou (1'), on 

obtient :  

1 
Z ~ h(w)ai(~)(dw)= ~ h(w)af(o(dw ) 

q + l  (s;~(s,t)= 1} ~ a 

En particulier, si h =] la t  ~ 

ag(~)(g2to) = (q + 1) Gyto(Oto ) 
{s; d(s,t) = l}  

(2) 

Calculons alors explici tement at(Oto) pour  t0q~[0, t] 

�9 

0 

I1 existe un sommet  unique u e [0, t] tel que [0, t] c~ [0, to] = [0, u]. On a u 4= to 
car tor  t]. On a alors pour  tou t  weOto, qa.~(o,O=qd(U,O)-a(u,t) et o-t(f2to) 

=qd("'~ ). Or  il est facile de voir  [3] que: ~o(OtO)=a~q a(~176 

C o m m e  d(0, t o ) -  d(u, 0)+ d(u, t)= d(t, to), on a alors l 'expression simple suivante:  

-~ - q _-ditto)  pour  toni0 ,  t], oS (~ tO)=q~ i -q  ' . Revenons  ensuite fi la formule (2) et 

posons,  pour  t e  T fix& A t =  U {f(s)} U{0, f ( t )}  et -'It l 'enveloppe convexe 

de At, c'est-/t-dire: (s; a (s, t) = 1} 

At = U { [a, b] ; a et b eat} (voir [11]). 
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On  obt ient :  
Pour  tou t  to ,At ,  ~, qa{f(O~o)-d(f(s)ro) = q + 1. On  utilise alors le lemme arith- 

{s; d(s,t) = 1} 

m6tique suivant:  

L e m m e  3. Soit q un entier >2 et nl . . . .  , nq+xeZ;  nl>=...~=nr 1. Alors q , l+ . . .  
+ q " , + ' = q + l  a deux solutions: ou bien nl . . . . .  n q + l = O ;  ou bien n l = l ,  n2 
~ . . . ~ n q + l ~ -  - - 1 .  

D~monstration du Lemme 3 
- Si n~ >= 2, q"l => q2 => 2 q > q + 1 impossible, doric n 1 < 1. 
- S i n  I = n 2  = 1, q'~ + q ' ~ = 2 q > q +  1 impossible, donc  n 2 < 0 .  
- Si n l = l  et n 2 = 0 ,  q"*+q"2=q+l  impossible car q + l ~ 3  donc  si h a = l ,  
alors n 2 < 0. 

- na = 1, n2 . . . . .  nq+l = - 1 vhrifient bien l '6quation. 
- Si nl = 1 et si nk< - 1  pour  un k ~ 2 ,  alors ~ q " ~ < q +  1 impossible. 

J 
- Si n l . . . . .  nq + 1 = 0, alors l '6quat ion est 6videmment  v6rifihe. 
- Si nl ~ 0 et s i n  k < 0 pour  un k alors ~ q'J < q + 1 impossible. [ ]  

J 

Revenons  ~t la dhmons t ra t ion  du (1) du Thhorhme 2. On  a doric, dans tous 
les cas, pour  s voisin de t: d(f(t) ,  t o ) -d ( f ( s ) ,  t o ) e { - 1 , 0 ,  1}. N o u s  allons en 
dhduire que:  

Pour tout te T, si toCA,, alors d ( f  (t), t o ) - d ( f  (s), to)e { - 1 ,  1} 

pour tout s voisin de t. (3) 

En effet, si (3) est faux alors" il existe te  T et toCX t tels que, pour  tou t  s voisin 
de t, d(f( t) ,  to)=d(f(s) ,  to). Alors,  pour  tout  s voisin de t, f ( s ) = f ( t ) .  

En effet, s inon il existe So voisin de t tel que f (so) q= f (t) 

fit) U tO 

f(so) 

I1 existe un unique sommet  ue  [to, f ( t ) ]  tel que" 

[ to , f  (t)] m [ to , f  (sol = [to, uJ 

-- uq=to car sinon toe[ f ( t ) , f ( so)J  
- u # f ( t )  car f (so)q=f( t  ). 
Prenons  t ;  tel que f (so)~ [t'o, f ( t ) ]  : 
on  a alors d(to, f ( t ) ) - d ( t o ,  f (so))= 2 et on  obt ient  une contradict ion.  
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Ceci montre donc, par une r6currence 6vidente sur n=d( t ,  t'), que pour  tout 
t' e T, f ( t ' ) = / ( t )  = c. 

Faisons alors sous forme de lemme la remarque suivante: 

Lemme 4. Soit (t,),% o d#finissant le bout Wo telle que to = O. Alors at, --+ Swo #troite- 
ment. 

D#monstration du Lemme 4. Remarquons d 'abord que deux probabilit6s sur 
sont 6gales si elles coincident sur {~u; u e T } .  Ceci se d6duit du th6or6me des 
classes monotones [4]. En effet, l'ensemble des bor61iens de /2 sur lesquels les 
deux probabilit6s co'incident est une classe monotone  qui contient {#,;  u e T } ,  
classe stable par intersection finie. 

Or, si uCE0, Wo], pour  tout n e N ,  o-t.(~2,) = ~ q-d(,,t,) et done, si ur Wo], 

lira o-t.(t~,)=0; on en d6duit alors que, pour  tout bor61ien B de #, lira o-t.(B ) 

= e .o (B) .  [ ]  

Une cons6quence du Lemme 4 est alors que F,  a t = a c pour tout tes t  impossi- 
ble. (En effet, comme F est mesurable bor61ienne, on aurait l i m  at . (F-X(B))  

t t  ---+ oo  

=ewo(F-l(B))=eF(wo)(B); or a~ n'est pas une mesure de Dirac.) Ceci ach6ve 
la d6monstration de (3). Montrons  ensuite que: 

Il existe une permutation ~ de {1, ..., q + 1} telle que pour tout 

j e { 1 . . . .  , q + 1 }, s~ = f (s~(~)) off tes s~ sont les voisins de f (t). (4) 

Ceci montrera,  par r6currence sur n = d ( t ,  t') que d ( f ( t ) , f ( t ' ) ) = d ( t ,  t') et donc 
que f est un automorphisme. 

Si (4) est faux, il existe s'i voisin de f ( t )  tel que: pour tout sj voisin de 
t, f (s j) ~ s'~. 

Soit to fix6 tel que s l e [ f ( t ) ,  to]. 
Soit Sk le voisin de t tel que d( f ( t ) ,  t o ) - d ( f ( s k ) ,  to)= 1. 

f~0 s; Iu ~o 
f(sk) 

T to 

I1 existe un unique sommet ue [s'i, to] tel que [t o, sl] c~ [to, f(Sk)] = [to, U] 

-- U + to car t o C [ f  (sk), f (t)] 
-- u +- S'i car f (Sk) + S'~. 
Soit t~ tel que f (Sk)e  [U, t'o]. On a d(t'o, f ( t ) ) - d ( t ' o ,  f(Sk)) > 3, ce qui est contradic- 
toire. 

Ceci ach6ve la d6monstration de (4). 
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Soit enfin wef2 et (t,)~ = [0, w]. Comme f est un automorphisme, (f(t,)),~=o 
est le repr6sentant de f(w) issu de f(0). D'apr6s le Lemme 4 at. ~ ew et al(t=) 

ei(~ ). Par passage /t la limite dans l'6galit6 F .  a ~ =  as~t= ) quand n ~ + oo, on 
obtient enfin F(w)=f(w) p.s. 

(2) Soit F: f2 ~ f2 mesurable, prdservant le type de Cauchy (b) 

I1 existe f :  A ( T ) ~ A ( T )  telle que F , a , = ,  aj.(~) pour  toute a~A(T). Soient a 
={to,  t~} et ao={O, 1}. Calculons explicitement la densit6 de o-~ par rapport  
~t O'ao : 

d a a q&~(0,to) + qa=(o,t~) 

da~o (w) -  1 -I-q &~(O' 1) 

On utilise alors l'additivit6 de 6w et on obtient: 

da. (w)=q~(~(o,to)+~(~,t,))=@(~.~(o,t~)+o,~X,,o)) 
d aao 

Consid6rons maintenant l 'op6rateur A s u r  ~A(T) qui fi tout q): A ( T ) ~ N  associe 
da~ 

Aq) d6fini par A4)(a)=-(2q) -1 ~ q)(a'). On montre que, si (a(a)-daao, 
alors A q5 (a) = 4) (a). ( . . . .  isine de a} 

On a F .  o-. = ay(.), donc, pour  toute [onction h bor61ienne born6e sur Q: 

h(F(w)) ~(a)(w) a=o(dw)= ~ h(w) 4(f  (a))(w) a~o(dw). 

On applique alors l 'op6rateur A dans le cas particulier 06 la fonction h vaut 
~et et on obtient: 

(2 q)-I ~ a:~a.~ (~)  = ~:~o)(~). 
{at voisine de a} 

On pose ensuite pour t~ T et a6A(T), d(t, a)=�89 to)+d(t , t l ) -1)  qui s'inter- 
prate g6om6triquement comme la distance de t fi a. Soient, comme dans 1), 
Aa= ~ {f(a')} U{O,f(a)} et Aa = U{[t, t ']; t et t'~A.}. 

{at voisine de a} 

Le calcul donne: 
pour tout t~A~, ~ qa(t'f(~))-a(t'z(~'))=2q. On utilise alors, comme dans 

{al voisine de a} 

le III, (1), le r6sultat arithm6tique suivant: 

Lemme 5. Soit q un entier >=2 et nl>...>=naq~2L AIors q , l+ . . .+q  . . . .  2q a 
deux solutions: ou bien nl . . . . .  n2q=0; ou bien n t = l  , n2 . . . . .  nq=O, nq+ 1 

. . ,  n 2 q =  - -  1. 

Ddmonstration du Lemme 5. Elle est analogue /t celle du Lemme 3 et nous ne 
la d&aillons pas. []  
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On a donc, p o u r  toute  ar~te a e t  p o u r  tout  tCA~: 

-- Soit pour route a' arOte voisine de a, d(t, f (a ) )=  d(t, f(a')) (5) 

Soit il existe - 

voisine de a; d(t, f(a)) = d(t, f(a')) + 1 

1 voisines ... d( t , f (a ) )=d( t , f (a ' ) )  (6) 

vois ines . . ,  d (t, f (a)) = d (t, f(a')) - 1 

On 6tablit  m a i n t e n a n t  le r6sultat  suivant :  
Si a e t  a' sont  des arates voisines, f (a )  et f (a ' )  ont  au moins  un s o m m e t  en 
commun .  

En  effet sinon, p renons  t r  de fa~on / t c e  que f (a )  soit incluse dans  le 
plus peti t  segment  con tenan t  t et f (a ' )  ( f (a )e[ t , f (a ' ) ]  enveloppe  convexe de 
t et de f(a')). 

t f (a)  f(a') 

On a alors d(t, f ( a ' ) ) - d ( t ,  f (a ) )>  2, ce qui est contradictoire .  On m o n t r e  ensuite 
que: 

pour tout a e A ( r ) ,  il existe tr  tel que a e t  t vdrifient (6). (7) 

En  effet, si (7) est faux, il existe aEA(T)  tel que a v6rifie (5) p o u r  tou t  tq~A~; 
et alors, p o u r  toute  arate  a' voisine de a, f ( a ) = f ( a ' ) .  

(Sinon, c o m m e  a e t  a '  sont  voisines, f (a ' )  et f (a )  ont  un poin t  en c o m m u n  
et si on p rend  t~A~ de fagon ~i ce que f ( a ) r  (enveloppe convexe de 
t et de f(a')), 

t f (a)  f(a')  
�9 �9 �9 �9 

d ( t , f ( a ' ) ) - d ( t , f ( a ) ) > O ,  et a e t  t n e  v6rifient pas  (5)). Mais  alors les arates a '  
ont  au moins  q voisines a" telles que f (a" )=f (a ' ) ;  donc  les ar~tes a '  v6rifient 
(5) p o u r  tou t  tr et on m o n t r e  pa r  r6currence sur n=d( to ,  t.) que f est con- 
stante.  C o m m e  dans  le III .1) on  about i t  fi une cont rad ic t ion  car, si Wo = (t.).~-o, 
alors _ 1 act.t.+ ~ -  ~(at. + at.+ 1)--* ~,~o &roi tement ;  ce qui ach6ve la d6mons t ra t ion  
de (7). 

P r o u v o n s  m a i n t e n a n t  qu 'on  ne peut  pas  avoi r  f (a )=f (a 'o )  pour  une ar~te 
t a o voisine de a. 

Posons  a = {to, tl} et f ( a ) =  {t'o, tl}. 
Si f (a)=f(a 'o) ,  il existe s'i voisin de t'i ( i = 0  ou  1) tel que, p o u r  toute  arate 

a '  voisine de a, on  ait f (a ' )  * {t' i, s'i} 

Mais  alors, si on p rend  t r  tel que s'~[t'~, t], on a n6cessairement  a et t qui 
v6rifient (5). Mais  si on prend  t ' r  tel que t)e[t',  t'J, on a alors 2q  arates 
voisines de a telles que d ( t ' , f ( a ) ) - d ( t ' , f ( a ' ) ) e { O , - 1 } ,  et au moins  une telle 
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que d(t ' , f (a))-d( t ' , f (a ' ) )=-i  (sinon, pour toute ar~te a' voisine de 
f(a)=f(a')  et a v6rifie (5) pour tout tq~Aa). On aboutit donc fi une absurdit6. 

Posons ]`(to)= (~ f {to, So}. 
{so; d(so ,  to) = 1 } 

a~ 

- f ( to)c {t'o, t'l} car d(to, t l )=  1 et f { t  o, tl} = {t;, t'l} 
- ]'(to)* {t;, t'~} car sinon f{ to ,  So} = f { t o ,  tl} pour So=t=tl 
- -  ]'(to)'t:O sinon it existerait so et s• voisins de t o distincts de tt tels que 
f{to, So}C~f{to, t l}={t ;}  et f{ to ,  S'o}c~f{to, h } = { t l }  mais alors {to, So} et 
{t o, s~} sont des ar~tes voisines telles que f{to, So} c~f{to, s ;}=0,  ce qui est 
absurde. L'ensemble f(to) est donc r6duit fi un point que l'on notera encore 
]`(to) par abus de notation. 

- ]`(to)=l=]`(tl) sinon ]'(to)=]`(tl)=t' ie t  si s) est un voisin de t) ( j . i ) ,  pour 
toute ar~te a' voisine de a,f(a')~ s'., t'. ce qui, on l'a vu, { j j} est impossible. 

Donc f{to, tl} = {]'(to), ]'(tt)} et d(]`(to), ]`(tl))= 1. 
- Si t2 est un voisin de t, distinct de to, ]`(t2)+-]`(to), car sinon {f(to),]`(t~)} 
= {]'(t2), ]'(tl)} et donc f{to, tl} = f{ t l ,  t2}, ce qui est contradictoire. 

Donc d(f(to),]'(t2))=2 et montre par r6currence sur n=d(to, t,) que f e s t  
un automorphisme. 

Enfin, comme pour le III.1), on v6rifie que F est 6gale, o-o-presque sfirement 
g l'application induite par )7 sur f2. [] 

B i b l i o g r a p h i e  

1. Ahlfors, L.V.: M6bius transformations in several dimensions. Ordway Professorship Lectures 
in Mathematics, University of Minnesota 198i 

2. Arnaud, J.P.: Fonctions sph6riques et fonctions d6finies positives sur l'arbre homog6ne, C.R. 
Acad. Sci. S6r. I 290, 99-101 (1980) 

3. Arnaud, J.P., Letac, G.: Formule de repr6sentation spectrale d'un processus gaussien stationnaire 
sur un arbre homog6ne. Publication du Laboratoire de Statistique de l'Universit6 Paul Sabatier, 
n ~ 01-85, Juin 1985. Journ6es S.M.F. >>Probabilit6s sur les structures g6om6triques<<, Toulouse, 
Juin 1984 

4. Billingsley, P.: Probability and measure. New York: Wiley-Interscience (1979) 
5. Cartier, P.: G6om6trie et analyse sur les arbres. S6minaire Bourbaki, 24~me ann6e, 1971/1972 
6. Cartier, P.: Fonctions harmoniques sur un arbre. Symp. Math. 9, 619-626 (1972) 
7. Cartier, P.: Harmonic Analysis on trees. Harmonic analysis on homogeneous spaces. Proc. Am. 

Math. Soc. 26, 419-424 (1973) 
8. Chao, J.A.: Conjugate harmonic functions on trees. Probab. Th. Harmonic Anal. 31-44 (1986) 
9. Deriennic, Y.: Marche al6atoire sur le groupe libre et fronti6re de Martin. Z. Wahrscheinlichkeits- 

theor. Verw. Geb. 32, 261-276 (1976) 
10. Dunau, J.L.: Etude d'une classe de marches al6atoires sur l'arbre homog6ne. R~imprim~ dans 

Publications du Laboratoire de Statistique de l'Universit6 Paul Sabatier, n ~ 02-83, Toulouse, 1983 
11. Dunau, J i . ,  Senateur, H.: Sur diff6rentes lois de Cauchy dans R n caract6ris6es comme invariantes 

par certains groupes de transformations. Th6se de 3+me cycle, Laboratoire de Statistique de 
l'Universit6 Paul Sabatier, Toulouse, Octobre 1985 

12. Dunau, J i .  Senateur, H.: Une caract&isation du type de la loi de Cauchy-Heisenberg, A paraitre 
dans Lectures Notes Probability measures on groups, Oberwolfach 

13. Eymard, P.: Le noyau de Poisson et la th6orie des groupes. Symp. Math. 22, 107-132 (1977) 
14. Figa Talamanca, A., Picardello, M.A.: Harmonic analysis on free groups. Lect. Notes Pure Appl. 

Math., Marcel Dekker, New York, 1983 
15. Knight, F.B.: A characterization of the Cauchy type. Proc. Am. Math. Soc. 55, 130-135 (1976) 



616 C. Hassenforder 

16. Knight, F.B., Myer, P.A.: Une caract6risation de la loi de Cauchy. Z. Wahrscheinlichkeitstheor. 
Verw. Geb. 34, 129-134 (1976) 

17. Letac, G.: Which functions preserve Cauchy laws? Proc. Am. Math. Soc. 67, 277-286 (1977) 
18. Letac, G.: Dual random walks and special functions on the homogeneous trees. Journ~es S.M.F. 

sur les Marches A16atoires, Nancy 1981, Publications de l'institut E. Cartan, Nancy n ~ 7, Janvier 
1983 

19. Letac, G.: Seul le groupe des similitudes-inversions pr6serve le type de la loi de Cauchy-conforme 
de P," pour n > 1. A paraltre dans Journal of Functional Analysis 

20. Nebbia, C.: Groups of isometries of a homogeneous tree and the Kunse-Stein phenomenon. 
Publication de l'Institut de Recherche Math6matiques Avanc6es, Strasbourg 

21. Pytlik, T.: An analytic family of uniformly bounded representation of free group. Mathematical 
University of Wroclaw, Preprint 1984 

22. Sawyer, S.: Isotropic random walks in a tree. Z. Wahrscheinlichkeitstheor. Verw. Geb. 42, 279-292 
(1984) 

23. Tits, J.: Sur le groupe des automorphismes d'un arbre. Dans >rM6moires d6dibs fi Georges de 
Rham% Berlin Heidelberg New York: Springer, pp. 188-211 1970 

Received June 6, 1986; received in revised form December 12, 1987 


