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Summary. We give a decomposition of the two-parameter real Wiener
process (W(x, y), (x, y)e(R")?) by using the Fourier transform defined on
the group which leave it invariant. Then we use this decomposition to
obtain some prediction results for this process, which allow us to give
upper and lower bounds for the correlation coefficient of the vector-spaces
respectively generated by the two families {W(x, y), xy*<s} and {W(x, y),
xy*2t}, O<s<t, ee{—1,1}

1. Introduction

Le processus de Wiener 4 deux paramétres (W(x, y), (x, y)e(R *)?) est le proces-
sus gaussien réel centré qui vérifie:

E(W(x, y) WX, y)) =(x Ax)y AY). (1)

Ce processus a €té asscz largement étudié ces derniéres années en liaison avec
la théorie des distributions empiriques [2] aussi bien au niveau des propriétés
des trajectoires [4] que de l'intégration stochastique [12]. Dans tous les cas, la
démarche consiste a introduire la mesure de Wiener sur les rectangles du quart
de plan (R *)? dont I'étude est facilitée du fait de ses propriétés d’indépendance.
Les résultats qui suivent s’obtiennent d’'une fagon différente; I'idée est de faire
appel a4 Tlanalyse harmonique sur les groupes élémentaires, soit plus
précisement a la décomposition spectrale d’'un opérateur au moyen de ses
invariants. Ainsi, on utilise la structure géométrique du processus pour établir
au paragraphe 2 une décomposition analogue a celle obtenue par H.P.
McKean [8] pour le mouvement brownien & plusieurs paramétres au sens de
P. Lévy. La sphére euclidienne qui intervient dans ce dernier cas est remplacée
ici par T'hyperbole; la sommation discréte de H.P. McKean devient une
intégration (stochastique) puisque le groupe associé est localement compact. 11
est intéressant de noter, dans cette optique, que le processus de Wiener 4 deux
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paramétres restreint & Phyperbole H' ={(x, y)e(R*)?, xy=1} coincide avec le
processus d’Ornstein-Uhlenbeck (voir [9], p. 156).

Le paragraphe 3 est principalement consacré & lapplication de notre
décomposition pour obtenir, en suivant A.Goldman [6], des estimations
précises du coefficient de corrélation des espaces vectoriels engendrés respecti-
vement par les familles de variables aléatoires {W(x,y), xy=<s} et {W(x,y),
xy=t}, o s et t sont deux réels fixés, O<s<t. On en déduit des résultats

. . . X
analogues pour les espaces vectoriels engendrés par les familles {W(x, ) —gs}
: y
X . \ .
et <Wix, y), —=t,. Cette partie s’achéve en démontrant que le processus de
y

Wiener 2 deux paramétres est Markovien d’ordre deux (au sens de McKean)
pour des domaines limités par une hyperbole.
Des difficultés notables (au niveau du calcul) apparaissent lorsque Pon veut
effectuer une démarche similaire pour le processus de Wiener a N parametres.
Cependant, on établit au paragraphe 4 une représentation intégrale de la
covariance du processus de Wiener a N parametres adaptée 4 la structure
géométrique de ce dernier.

2. Décomposition spectrale

Le processus de Wiener 4 deux paramétres est invariant sous laction du
groupe SH(2) des rotations hyperboliques du quadrant (R*)?, propriété qui se
traduit par I'identité en loi des deux processus

W0, (@) et (W fox, 2). (x ppeR ),

pour tout scalaire «>0. Il est alors naturel de chercher 4 décomposer ce
processus sur le groupe SH(2); on obtient ainsi:

Théoréeme 1. Soient (W}!), g+ et (W )r+ deux mouvements browniens
indépendants. Pour tout uclR** et tout ie{l,2}, on considére le mouvement

brownien (W), .~ défini par:

. . 1 .
W == 2 140) (W= W)

puis, pour tout couple (u, r) de R** xR ™, on introduit I'intégrale stochastique:
20 £y , oo
X4=={sin(uLog—)d'W* si u#0, X)=0.
Uy r
Le processus (‘X"),.p+ étant adapté au mouvement brownien (W}),.z., on peut
poser, pour tout (x, y)e(R*)?:
+ + 0

W(x, y)= | cos (u Log 2);) 'Xe, AW} + | sin (u Log %) XL dwr ()

0 0
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Alors, le processus (W(x, y); (x, y)e(R*)?) ainsi défini coincide avec le processus
de Wiener a deux parameétres.

Preuve. Le processus (W(x,y), (x, y)e(IR*)?) défini par la formule (2) est un
processus gaussien centré; il suffit donc de voir qu’il satisfait a I'identité (1).

On désigne par H' I'’hyperbole {(x, y)e(R™*)?, xy=1} qui est munie canoni-
quement d'une structure de groupe. Considérons alors I'isomorphisme de grou-
pes ¢ défini par:

o:(x,y)eH'—Log XeR.
y
Ce dernier nous permet de définir la transformation de Fourier sur 'hyperbole
ot
Introduisons la bijection:
i, R * xR (e, )/re ) e * *)2.

Avec ces notations, si (r, )=y~ (x,y) et (v,t)=y~*(x, ), la covariance du
processus de Wiener & deux paramétres s’exprime selon:

(t+Logr)/\(t’+Logr’)) . ((——t+Logr)/\(—t’+Logr’))
xp

(x AX)yAy)=exp ( > >

1
=€Xp [Z (t+LOgr+t/+L0g7”—*lt—t'+Log I;‘

,
t—t'—Log 7‘)]

—t+Logr—t'+Logr —

rex [ ! ( t—t'+L r t—t'—L 4 )]
= s —_—— —_ — - _ -
formule qu’on peut écrire sous la forme:
xAXYyAy) =1, (=1). (3)

La fonction f, - est réelle et paire; elle s’écrit donc:

+ @

foo(ty= | costu(Ff, ,Mu)du
0

ou & désigne la transformation de Fourier usuelle sur R.
Evaluons alors la transformée de Fourier de f, ..
.
;

+o 1
(ﬁfrr)(u) ZZW@e[ j e exp { —Z (
V)
. 1 ¥ + ) ¢
:2]/ rr g?e[ f ot 67_2’|L°g7|dt+ j‘ s e_Ed[]

|Logi,
¥
0
r )

r
t+Log I7l+

[
|L°g7|

. r
-$in (u Log —

1 r
w21/r7 e 21t

infLog 2|
e 4
+2%e < 1—-2iu )
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ce qui fournit la relation:

A/
(gfr, )W) :u—(li—{gu_z)

. [2u cos (u

le probléme est alors de trouver une famille de fonctions (f*,ueR*, relR™),

verifiant:
[ RO fEQ de=(F S, ) (w). )

)

Log ;‘ +sin (u

1 r
exp (—E Log 7

Log }\)] @

La recherche formelle d’une telle famille de fonctions peut se baser sur Uexpres-
sion du processus de Wiener 4 deux parameétres a I'aide du bruit blanc de
Chentsov. Ainsi, si on pose:

2
1H @) = sin (u Log ;) Lo, (1) (6)

identite (5) s’établit de maniére élémentaire:
Sir<r, on a les égalités:

4 7 t t
[FAGIAG dtz;i | sin (u Log ;) sin (u Log ?> dt
R 0
2 v v tz
=— [cos (u Log 1,) fdt—{cos (u Log ;,> dt]
vy o rr

U

2 [reos (utog ) - [ () ar)]
- cos( g e(o -

cos (u Log %) +2usin (u Log ;i,)

2r ¥
=7 [00s (u Log ?) -~ T4
=;‘—f-r—— [2u coS (u Log i) —sin (u Log 1)]
u(l+4u?) g r

=(Z 1., .
Le processus (‘X¥) s’exprime & I'aide des fonctions £* selon:
Xr={fr@md W (7
et la covariance du processus (W(x, y), (x, y)e(R)?) défini par la formule (1)
s’écrit comme suit:

+ 0 ’
E(W(x, y) W(x',y))= | cos (u Log %) cos (u Log ;i,) EC' X%, X% ) du
0
+ o0

+ | sin (u Log %) sin (u Log x_{) E(XY.2X% Ydu
0 y



Problémes de prediction pour le processus de Wiener 623

O'—a

(Log%—Log;—ﬁ))jf;y()f (@) de du

oo
0s (u (Log %—Log ;—:)) (F fry, xy) (W) du

O'——:

X x'
:fxy, x'y LOg ;_Log ?)
=(xAXWyAY).

On a utilisé dans Pordre les formules (7), (5) et (3).

3. Résultats de prédiction

Pour tout ge{~1,1} et tout seR™, on note B,(s), S,(s), C.(s) les espaces
vectoriels respectivement engendrés par les familles de variables aléatoires

{(Wix,y); xy* s}, {W(x,p), xy*=s}, {W(x,y),xy =s}.

La proposition qui suit fournit 'un des outils clés nécessaires tout au long
de ce paragraphe.

Proposition 1. Soient o, s, t, trois réels fixés, 0<s<t. On considére la variable
aléatoire suivante:

+ dWl
X = | cos(un) jsm (uLog )dl Wy —*
0 0 u
+ s dW2
+ | sin(uo) {sin (uLog >d2 W u“
0 0

Alors X appartient d Pespace B (s).
Preyve. On décompose X sous la forme X =X, + X ,, avec:
+ oo

X, = | cos(uajcos (u Log ) { sin (u Log ) dt we

0

aw;}

+ 0 s dWZ
+ [ sin(ua) cos (u Log - ) { sin (u Log ) d2wr —*
0 0 u

+ 0 dW
X,= | cos(ua)sin (u Log ) cos (u Log ) ar wr —*

0

1

fc

0
+ s sz
+ | sin(ua)sin (uLog )Icos (uLog )d2 we u"
0

¢l

Le vecteur X, s’exprime comme suit:

X, =5 W@/, () ) +4 W (@) 2, s(e) 1),
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Le cas du vecteur X, est plus délicat a examiner; on établit dans un premier
temps d’une fagon analogue Iidentité suivante:

1 s 1 s
X, ) X, (oc—i—Log ?,s) -3 X, (cx—Log ;,s)
ou I'on a posé:
+

X56.9= | sm(uﬂ)jcos (uLog )dl e

+ o0 dW}?
+ ([ —cos(uﬁ)]fcos (u Log i) A2 we —2
a 0 s u
Définissons alors un vecteur auxiliaire X (B, s) selon:

aw!
X, (B, 5= j iuﬁ) fsin (aLog >d1 we u”

+® 1 —cos(up) @ dW2

+

j" sin (uLog ) dEwy —+

On montre dans un premier temps que X ,(f, s) appartient a B(s); en effet, on
a:

8

[W((sem)'?, (se=")"?) da

0

+ o0
j[ [ cos(uo) ' X*dW}+ § sin(uoc)zdeV[{f] da
o

+§0 (j cos(uoc)dcx) IXEdWE+ E’O (E sin(uoc)) ZX4dW?
=X (P, ).

L’interversion des signes d’intégration se justifie en notant que, par conti-
nuité des trajectoires du processus de Wiener a deux parametres, I'expression
intégrale est limite presque sire des sommes de Riemann associ¢es; comme
d’autre part, il est facile de voir que ces derniéres convergent dans I[*(Q, X, P)
vers X ,(f, s), on en déduit I'identité voulue.

Montrons alors que le vecteur X ,(B, s) est lié a X, (B, s) par la formule:

X3(B.5)= —S— Xo(p,s) (8)

la dérivation étant a considérer dans I'espace [*(2, X, P).

Rappelons a cet effet que la formule de Ito appliquée 4 une fonction u du
type u(s, x)=f(s)x établit de fagon rigoureuse la formule d’intégration par
parties stochastiques:

f(sjs"e )dW, = jf(x)je(ydex—i—jf(x)e(x)dW
0
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Elle permet ici d’obtenir I'identité:
s x\ 5 x AN dx
{ sin (uLog —) dWe=—u| [cos (uLog —) dwy—
0 S 00 X X
d’ou 'on déduit:
X4(B,s) =X, (P, 5)
Log(s/s’)

m (f) sin (u) f (fcos (uLog )dl we

~(j)cos (u Log —) d* Wy“)

1
+L—og_(§/5— g [1— cos(uﬁ)]j(jcos(uLog )dl W

X3(ﬁ9 S)_

dx dw}!
X U

dx dW?
—jcos (uLog )d1 W")—;i “

u

ce qui nous ameéne, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, & I'évaluation

suivante:
—|hSL TOE i (ji cos (u Log X) atwe
(Log(s/s)* o L § g

LoV dX | du
jcos(uLog )d W, ) . } 7z
et le théoréme de convergence dominée permet de conclure.
Venons-en aux résultats de prédiction annoncés.
Si F est un sous-espace vectoriel de I*(Q, 2, P) et X une variable aléatoire
de carré intégrable, on désigne par d(X, F) la distance, dans I*(Q, X, P) de X a
I’espace vectoriel F.

Xo(B, ) =X 4(B,9) |2
Log(s/s')

X5(p,8)

n
Théoréme 2. Pour toute combinaison linéaire finie W= A, W(x;, y) ou AR,
Xy, =t>s,i=1,...,n, I'inégalité suivante est satisfaite: i=!

d(W, B, (5)*2 [1 S (1 ~Log+5 (Log ) )] W ©)
De plus, si la variable aléatoire W se limite au singleton W=W(x, y), on a alors:
AW B, = 1= (1-Log ¥ | 1w12 (10)

Preuve. Soit X la variable aléatoire définie par:

+o n dWl
X = j Z 2 cos (u Log V ) {sin (u Log ) d* wy —ML
+lo; n l N
+ | Z/lsm(uLog )fs (uLog )de”
0 Yil o

i=1

aw?



626 L. Carraro

le vecteur W—X est orthogonal, dans [*(Q, X, P), 4 Pespace vectoriel B, (s) et,
en vertu de la proposition 1, la variable aléatoire X appartient & B,(s). Ainsi,
X =E(W/B,(s)) et on obtient I'identité:

d(W, B, (s))* :ifo [(ié cos (u Log ;%))z—i— (ii sin (u Log %))z]
jsi

sin (u Log ) dx @
Soit r un rée] fixé de I'intervalle 0, 1]; évaluons la quantité:

[smz(u Logx)d fdx Ly fcos(2u Logx)dx

_1=r 11-rcosQuLogr)—2ursin(2u Logr)
T2 2 1+ 4u?

_4u*(1 —r)+2ursin(2u Logr)+r(cos(2u Logr) ~1)
- 2(1 +4u?)

d’ou I'on tire la minoration:

} . g 4u2 1 r 5
)_—_.. pa— 14 —_
rs1n (uLogx)dx= 0+ ( r+rLogr 2(Ilogr) )

Par suite, on a:

¢ X 2\ ¢ x
[ sin? (u Log t) dxz= [1 - (1 ——Log += (Log ) )] | sin? (u Log ?) dx
N / 0
ce qui suffit pour affirmer la validit¢ de la formule (9) en remarquant que
d(W, B, (0)=W|.

L’identité (10) s’établit elle aussi de facon élémentaire; il suffit d’évaluer la
quantité ci-dessous:

et du s\ T® 2du s **sin(QuLog(s/t)) du
dx —=|{1—= bl
g gsm (uLOg ) x [( t) g At g - o
cos(2uLog )
+§ _f ]t
% (1+4u2)

=[(1—%)+§ (a1+§)+§ (1—§+Log ;)] W2,

Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de Iespace I*(Q, X, P), on
désigne par c(F, G) le coefficient de corrélation assocté:

e XY .
(k. O=Suw gy U ol 461 1)

YeG HXH_l
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Corollaire 1. Pour tout t>5>0 et tout ee{—1, 1}, les inégalités suivantes sont
satisfaites:

B (1—Log;)]l/2<c(5 (t)B(s))<[ (1——Log +; (Log?)z)]m. (12)

Preuve. Si ¢=1, la double inégalité (12) est simple conséquence des formules (9)
et (10) et de la relation (11).
Si e= —1, il suffit de remarquer, I'identité en loi des deux processus

(W(x, y), (x, y)e@®*)?) et (yW(x,y~ 1), (x, )e(R)?).

Remarque. Le processus de Wiener a deux paramétres restreint & une droite
passant par l'origine coincide (a un changement de temps prés) avec le mouve-
ment brownien classique alors que on aboutit dans le cas d’'une hyperbole au
processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Or, les propriétés des trajectoires de ce der-
nier sont beaucoup moins connues que celles du mouvement brownien, ce qui
explique l'intérét de Pestimation (12) pour e= —1 par rapport & e=1.

Il est plus difficile d’évaluer la distance d(W, B,(s)) lorsque W est un vecteur
quelconque de lespace C,(f); cependant, la minoration qui suit est presque
aussi précise que (9):

Théoréme 3. Pour toute combinaison linéaire finie W= 1, W(x;, y;) oi ,,€R et
X;y;2t>s, i=1,...,n, on a la minoration suivante: i=1

AW B,z (1" ¢ (Log?) ) IW)? (13)

ou la fonction g est définie par:
1/2 x2
g(x)=1— (1+ 4) —|—-2~, xeR~. (14)
Preuve. Du fait de 'homogénéité du processus de Wiener & deux paramétres,
on peut supposer que t=1. On écrit le vecteur W sous la forme:

W=W, +W,+W,+W,

avec:

+or on dWl
W= 1> 4 (u Log —) | sin (u Log —) d! W“]

o L= Vi X Vi

+oor n dw2
Wy= [ | 4sin (u Log ) {sin (u Log —) d? W"] et

0 Li=1 yi xl i u

+ ’— n ; XiVi dWl
W= | Z 4; cos (u Log ) | sin (u Log ——) d' W”] )

0 Li= Yi X Vi

+ n . o\ Xiyi sz
W,={ [Z J;sin (u Log xl) | sin (u Log —) d? W“]

oLich Vi Xi Vi u
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Comme les quatre vecteurs ci-dessus sont indépendants, un raisonnement simi-
laire & celui effectué¢ lors de la preuve du théoréme 2 permet d’obtenir la
minoration:

d(W, B, s))2>+joO } [i 24 cos (u Log ) sin (u Log L)]de i—f

s Li=1 xiyi

+ n 2
+ f[Z) sm(uLogy)sm(uLogL)] dxi—?

0 sli=1 iJi

W12+ W12

Tout le probléme est donc d’obtenir une minoration précise d’'une expression
du type:

E [Z u; sin (u Log ;—y—)]zdx

i=1 7

qui peut encore s’écrire sous la forme:

Q,..(4,B) =jl" [A sin(u Log x)+ B cos (u Log x)]* d x.

S

Ainsi, il suffit de savoir comparer, uniformément en u, les deux formes quadra-
tiques Q; , et Q, , définies sur R On recherche donc une fonction réelle f,
définie sur [0, 1], qui vérifie:

Q,,.(4, B)2f () Qy,,(4, B).
En supposant B=1 (ce qui est licite), on peut expliciter cette condition selon
a(s) A%+ B(s) A+7(s) =0 (15)

pour tout choix du couple (4, s)eR x [0, 1] avec les notations:
o(s) jsm (uLogx)dx—f(s jsm (uLogx)dx
B(s) :j sin(2u Log x) dx —f(s) f sin(2u Logx) dx
N 0
1 1
y(s)=1—s—1(s)— [ sin®(u Log x) dx +f(s) | sin? (u Log x) dx
s 0

ou, pour alléger I'écriture, on a partout omis 'indice u.
L’inégalité (15) est satisfaite dés que les deux conditions suivantes sont
vérifées:
a(s)=0 (16)
pour tout se[0, 1]
B(s)> <4u(s) y(s). (17

On va sintéresser pour linstant & la condition (17). Pour cela, explicitons
les fonctions «, B et y; des calculs élémentaires conduisent aux expressions
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suivantes:

a(s)

4u(1—f(s) —s[4u”* + 1 —cos (2u Log s) —2u sin (2u Log s)]

B 2(1+4u?) ’
_2u(f(s) —1)+s[2u cos 2u Log s) —sin (2u Log s)]

- 1+4u? ’

_2+4u?)(1 —f(s) —s[4u>+14-cos (2u Logs)+2usin (2u Logs)]
B 2(1 +4u?)

B(s)

V(s)
On pose alors:
A(s)y=2(1+4u?) a(s),
B(s)=(1+4u?) B(s),
C(s)=2(1+4u?) y(s)

et la condition (17) est équivalente a:

B(s)>< A(s) C(s). (18)

Explicitons a nouveau:

B(5)2=4u*(f(s)—1)2+4us(f(s)— 1)[2u(cos 2u Log s) —sin (2u Log s)]
+4u?s% cos?(2u Log s)+ s> sin?(2u Log s)
—4us*sin(2u Logs) cos(2u Log s),
A(s) C(s)=4u> 2 +4u)(f(5) —1)* +25(f(s) = D [(4u* + 1)
—cos(2uLogs)—2usin(2u Logs)]
+s%(4u? +1)* —s? cos? (2u Log s) —4u? s* sin*(2u Log s)
—4us? sin(2u Log s) cos(2u Log s).

La condition (18) est donc vérifiée si 'on a:

dut(@u + D(F(5) — D2 +2s(f(s) — D[(4u* +1)> —(4u*+ 1) cos(2u Log s)]
+s2(du?+1)> —s2(4u? + 1) = 0.

1—f(s),
-

Soit, en posant f(s) =

2u? f(s)2 —[4u? +1—cos(2u Logs)] f(s) +2u* = 0. (19)
Cette derniére inégalité est satisfaite dés que:
f(sY —[2+(Logs)*1 f(s)+120. (20)

La minoration effectuée ici est la meilleure possible, uniformément en u,
puisque les conditions (19) et (20) deviennent équivalentes lorsque « tend vers
Z€ro.

Si on pose f(s) =g(Logs), Vinégalité (20) est remplacée par:

g(x)*~(2+x*g(x)+1=20 pour tout xe R~ (21)
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qui est satisfaite dés que P'une des deux conditions suivantes est réalisée:

2 3
g(x)§1+x-+x|/1+x—, 22)

2 4

x? x?

>4 — I/ ol
g(x)zl—i—2 x|/ 1+ i (23)

Exprimons a présent I'inégalité (16); celle-ci traduit la conclusion du théoréme
2; elle est donc vérifiée dés que 'on a:
2

2021 +—Xz~—x. (24)

Par suite, si on impose a la fonction g de satisfaire a linégalité (23), la
condition (15) est réalisée et le théoréme 3 en découle immédiatement.

Remarque. La minoration du théoréme 3 n’est jamais triviale puisque la fonc-
tion g définie par (14) vérifie: g(x) <e™* pour tout xeR .

Ce théoréme méne la encore a des encadrements du coefficient de
corrélation c¢(C,(t), B,(s)):

Corollaire 2. Pour tout t>s5>0 et tout ec{—1,1}, on a:

E (1 —Log ;)]1/2 <c(C, (1), B,(s) < [; g (Log s)]l/z

t
ou la fonction g est définie par (14).

Pour établir le caractére Markovien du processus de Wiener a deux
parameétres, nous aurons besoin de quelques notations:
Pour tout réel positif s, on pose:

B_()=B({W(x,y), xy=s}),
B, (5)=B{W(x, ), xy>s})

ol #(A) désigne la tribu engendrée par la partie A.

On note également %,(s) la plus petite tribu conditionnellement a laquelle
les deux tribus # _(s) et &, (s) sont indépendantes.

On désire donner un sens a la quantité dW{x, y), ou & désigne la dérivation
selon la normale & Ihyperbole (normale pour la géométrie hyperbolique du
quadrant).

Pour toute fonction f appartenant a &, espace des fonctions C* a support
compact dans IR, la quantité:

S W((se)'?, (se=)"?) du

existe et est dérivable en tant que fonction de s dans lespace I7(Q, Z, P). 11
suffit en effet pour établir ceci de procéder comme pour la fin de la
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démonstration de la proposition 1. On pose donc:
er 0 ‘
[ aW((se)' 2, (se7)!) du™ = [ S W(s€)'?, (se ™) D) da (29)

puis on introduit en suivant McKean [8] la tribu suivante:
0B(s)=B{[ f() 0" W((se)''?, (se=)*) da, fe D, n=0, 1}).

Théoréme 4. Le processus de Wiener a deux paramétres est Markovien d’ordre
deux pour des domaines limités par une hyperbole au sens suivant:

pour tout s>0, on a: B,(s) =0%(s).

Preuve. On fixe s>0 et on note P lopérateur de projection orthogonale sur
I'espace B((s). Il est classique que la plus petite tribu séparante %,(s) peut
sidentifier a #(PB,(s)).
Si I'on reprend en détail la démonstration de la proposition 1, on aboutit a
l'identité suivante:
si xy>s,on a:
1 1 Log%
PW(x, y)—z W(y )+ W( ;) —-% [ aw(sem)? (se= ") da. (26)

Log —
y2

Ainsi, PW(x, y) appartient & 0%(s) et &,(s)cdH(s). Pour voir que le processus
de Wiener a deux paramétres ne peut pas étre Markovien d’ordre 1, il suffit
par exemple d’examiner les coefficients de la décomposition (2) du théoréme 1:

pour tout ie{l,2} et tout uelR™*, on considére le processus (‘Y;*),, défini

par: . )
IYtu:e—ttXZZt' (27)

Exprimons ce dernier sous la forme d’une intégrale stochastique:

—~1 e2t

) .
iy = ‘; { sinu(Logy—248) ' W
[¢]

2Y2 ¢ -
=—1:— | sinQu(t—x)) e d'W

elx
ou ' Wr=— | ——d "W est un nouveau mouvement brownien.
1 12y
On se raméne ainsi au cas d’'un processus gaussien stationnaire pour lequel
il existe des critéres simples portant sur la densité spectrale de celui-ci. Dans la
situation présente, la densité spectrale f, du processus (‘YY) est facile &

trouver:
+oo
en posant g, (y f "sin(Qut)e ' di
41/5

SOl &) = e
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on a:

L) =lg.0*

1 . .
Le polynéme P, =— est de degré deux, et ses racines sont situées dans le
u

demi-plan inférieur; en conséquence, le processus (‘Y"), est un processus de
Markov d’ordre deux (voir [3], p. 105) et le processus de Wiener est Mar-
kovien d’ordre 2.

Remarque. 11 est intéressant de noter 'analogie frappante entre la formule (26)
et la résolution élémentaire du probléme de Cauchy pour ’équation des ondes
a une dimension.

4. Le cas N-paramétrique

Rappelons que le processus de Wiener réel a8 N paramétres
(W (s eens Xp)y (X5 onns, Xy)E@ TN

est le processus gaussien réel centré vérifiant:
n
EW (X, s X)) W(yg, oo, vw) ﬂ X; A V) (28)

le groupe des invariants de ce processus est simplement le groupe des matrices
diagonales, a coefficients positifs, dont le déterminant est 1. La transformation
de Fourier sur ce groupe est facile & définir puisque ce dernier est isomorphe a
Pespace euclidien RY~!. On introduit alors la bijection:

it by, e, bty ) RT*F xRN

' 1 NSl WF
- ((re“)N, e, (re™-n)N, <r exp (— > ti>) )e(]R**)N.
i=1
La encore, en posant (1, ¢y, ...,¢y_ =¥ '(x,,...,xy) et (¢, ¢, ..., th_,)
=y~ '(y,, ..., vy, la covariance du processus de Wiener & N paramétres
s’exprime sous la forme:

N

H ¢ A V)=V [t —ts ooy by — Ly 1)

Une décomposition analogue & la formule (2) est donc théoriquement possible,
mais des difficultés, pour I'instant insurmontables, au niveau du calcul, ne nous
permettent pas d’obtenir le théoréme voulu.

On donne néanmoins dans la suite une représentation intégrale de la
covariance du processus de Wiener a N paramétres analogue a Iécriture
intégrale de LJ. Schoenberg [11] dans le cadre du mouvement brownien &
plusieurs paramétres. Cette derniére s’étant avérée efficace pour 'étude du
processus associé (voir par exemple [5], [7] et [10]), on peut avoir quelques
espoirs quant aux applications possibles de notre formule.
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Proposition 2. Lidentité suivante est satisfaite:

1SiEN

N
_[[(x Ay)=C [ j (l—eXp{l[Mm Oty ooty DIV
(1 —exp{—i[ Min Wity sty NIV DAy L dy g (29)

avec la notation: Yr=0y, ..., ¥y

Remarque. L’intégration sur R¥~' représente en fait une intégration sur
I'«hyperbole»

HN-! ={(x1, s Xy e(@® W, [NI x,:l}

i=1
Preuve. On définit le noyau K((x,,...,xy), (¥1,...,¥y) par la formule (29).
Remarquons alors que la fonction y s’écrit:
1

Yty s ) =N @ (Eyy oy By ooy @plEys oees Ty))

ce qui fournit:

K((x17 .. XN) (yl’ 7yN))
=Cy | [r° 1(1~exp{zr[Mm (i @itys sty IV

]RN R
1—exp{—1r[ Min (ylgo {ty sty ) drde, .. dty_,.

1=ZiEN

Appliquant la relation de Bessel-Parseval, on obtient:

K((xp .- xN) (yl’ ""yN))
- C I j 1[0 { Min (x @it - v Y] (7')

]RN IR 1sic
I[O{Mm o rN,l))}”](' Ydrde, ... dty_,

1SiEN

que l'on peut encore écrire:

K{lxy, vvs X5)s 015 -5 V)

=Cy | j1[0{Mm(z<p( G

IRN 'R 15isN

. 1[0 { Min ( z(pi(tl,...,rN_l))}N](r) drdt,...dty_,

L£iEN

ol (zl., e Z) = (X AV o Xy A V)
Ainsi le noyau K vérifie la relation fonctionnelle:

K((Xla '-'7XN)7 (y1a "'7yN)):K((x1/\y17 "'va/\yN)s (xl/\yla -'°7xN/\yN))‘
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Il suffit donc, afin d’achever la démonstration, de vérifier que I'on a:

K((ey, ooy xp) (g, o xy) =[] xis

i=1

K((xl’ e XN)7 (x1= ceey xN))

=cyf [ I1—exp{ir[ Min (6 @ultys sty NIV ity dy_
R RN -1 1SisN r

Effectuons le changement de variables:

N
ti=t;+Log (xf‘/ﬂ xi).

On obtient alors:

K((xy, e xp)s (X, s xy)=cx | f
R

]RN—I‘
N-1
‘Min e, ..., eV exp(— Y ¢ ary iy Y
9 ety > p ti tl e tN 1;,2
=1

N
qui fournit, avec le changement de variables 7' =r (H xi>, le résultat désire si on
a choisi pour constante ¢y la quantité: i=1

N-1
l—exp{ir Min [e“, e, €V71exp (— Y ti)]}
i=1

Remarque. 11 est possible, dans le cas du processus de Wiener a deux
parametres, de démontrer la proposition 2 & l'aide de la décomposition ob-
tenue au théoréme 1; les deux écritures s’avérent d’ailleurs duales T'une de
lautre, au sens de la transformation de Fourier sur R x H'. On peut donc
espérer, en effectuant la démarche inverse, obtenir une généralisation des
résultats des paragraphes 2 et 3 au cas N-paramétrique qui soit basée sur la
proposition 2.

CN=<,[ §

]R]RN—I

2 d -1
dtl...dtN_l—r) .

7'2
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