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Summary. We give a decomposition of the two-parameter real Wiener 
process (W(x, y), (x, y)~(]R+)  2) by using the Fourier transform defined on 
the group which leave it invariant. Then we use this decomposition to 
obtain some prediction results for this process, which allow us to give 
upper and lower bounds for the correlation coefficient of the vector-spaces 
respectively generated by the two families {W(x,y), xy~<s} and {W(x,y), 
xy~>t}, O < s < t ,  e ~ { - 1 ,  1}. 

1. Introduction 

Le processus de Wiener/ t  deux param6tres (W(x, y), (x, y)~(IR+) 2) est  le proces- 
sus gaussien r6el centr6 qui v6rifie: 

E(w(x, y) W(x', y')) =(x/ ,  x')(y A y'). (1) 

Ce processus a 6t6 assez largement 6tudi6 ces derni6res anndes en liaison avec 
la th6orie des distributions empiriques [2] aussi bien au niveau des propri6t6s 
des trajectoires [4] que de l'int6gration stochastique [12]. Dans tous les  cas, la 
d6marche consiste fi introduire la mesure de Wiener sur les rectangles du quart 
de plan (IR+) 2 dont l'6tude est facilit6e du fair de ses propridt6s d'ind6pendance. 
Les r6sultats qui suivent s'obtiennent d'une fa~on diff6rente; l'id6e est de faire 
appel /t l'analyse harmonique sur les groupes 616mentaires, soit plus 
pr6cis6ment fl la d6composition spectrale d'un op6rateur au moyen de ses 
invariants. Ainsi, on utilise la structure g6omdtrique du processus pour 6tablir 
au paragraphe 2 une ddcomposition analogue fl celle obtenue par H.P. 
McKean [-8] pour le mouvement brownien /t plusieurs param+tres au sens de 
P. L6vy. La sph6re euclidienne qui intervient dans ce dernier cas est remplac~e 
ici par l 'hyperbole; la sommation discrete de H.P. McKean devient une 
intdgration (stochastique) puisque le groupe associ6 est localement compact. I1 
est int6ressant de noter, dans cette optique, que le processus de Wiener / t  deux 
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param6tres restreint /~ l'hyperbole H 1 ={(x, y)e(IR+) 2, xy  =1} coincide avec le 
processus d'Ornstein-Uhlenbeck (voir I-9], p. 156). 

Le paragraphe 3 est principalement consacr6 ~t l'application de notre 
d6composition pour obtenir, en suivant A. Goldman [-6], des estimations 
pr6cises du coefficient de corr61ation des espaces vectoriels engendr6s respecti- 
vement par les familles de variables al6atoires {W(x,y), x y<s}  et {W(x,y), 
xy>t} ,  ofa s e t  t sont deux r6els fix6s, 0 < s < t .  On en d6duit des r6sultats 

analogues pour les espaces vectoriels engendr6s par les familles W(x, y), T.<__s 

{ } et W(x,y), x > t  . Cette partie s'ach6ve en d6montrant que le processus de 
Y 

Wiener  ~t deux paramStres est Markovien d'ordre deux (au sens de McKean) 
pour des domaines limit6s par une hyperbole. 

Des difficult6s notables (au niveau du calcul) apparaissent lorsque l'on veut 
effectuer une d6marche similaire pour le processus de Wiener ~t N param~tres. 

Cependant, on 6tablit au paragraphe 4 une repr6sentation int6grale de la 
covariance du processus de Wiener /t N param~tres adapt6e 5. la structure 
g6om6trique de ce dernier. 

2. D6composition spectrale 

Le processus de Wiener /t deux param~tres est invariant sous Faction du 
groupe SH(2) des rotations hyperboliques du quadrant (p +)z, propri6t6 qui se 
traduit par l'identit6 en loi des deux processus 

(W(x,y) , (x ,y)~(N+) 2) et (W(c~x ,Y) , (x  y)e(lR+)Z), 

pour tout scalaire c~>0. I1 est alors naturel de chercher /~ d6composer ce 
processus sur le groupe SH(2); on obtient ainsi: 

Th~or+me 1. Soient (W,1),~+ et (wuZ)u~R+ deux mouvements browniens 
ind@endants. Pour tout u6IR +* et tout i~{1,2}, on eonsidOre le mouvement 
brownien (iWt")t~a+ dOfini par: 

iWt"=u-1/z(1-t-t) Wti"/(l+t) l +t Wi 

puis, pour tout couple (u, r) de ~ + * x ~+,  on introduit l'intOgrale stochastique: 

_~___! i 0 iXr, u2 sin uLog diWt" si u:t=0, X r = 0 .  

(w.).~,~+, on Le processus ( " dtant adapt~ au mouvement brownien ~ peut 
poser, pour tout (x, y)~(lR+)2: 

W(x ,y )=  ~ cos uLog 1X"xydW, l+ si n uLog Xxy 
0 
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Alors, le processus (W(x, y); (x, y)r z) ainsi ddfini cogncide avec le processus 
de Wiener d deux paramOtres. 

Preuve. Le processus (W(x, y), (x, y)r 2) d6fini par la formule (2) est un 
processus gaussien centr6; il suffit donc de voir qu'il satisfait ~ l'identit6 (1). 

On d6signe par H 1 l'hyperbole {(x, y)r 2, x y = l }  qui est munie canoni- 
quement d'une structure de groupe. Consid6rons alors l'isomorphisme de grou- 
pes (p d6fini par: 

(p: (x, y)~Hl~---~Log XMR. 
Y 

Ce dernier nous permet de d6finir la transformation de Fourier sur l'hyperbole 
H 1" 

Introduisons la bijection: 

~: (r, t)~]R +* x lRr--*( r ~ ,  ] /~e- ' )~(N + ,)2 

Avec ces notations, si (r, t )=O- l (x ,  y) et (r', t ' )=~ - l (x ' ,  y'), la covariance du 
processus de Wiener/t  deux param6tres s'exprime selon: 

(!t+ Log r) A (t' + Log r') ~ ( ( - t+  Log r ) / , ( - t '+  Log r')_) (X A X')(y A y')=exp 2 / e x p ,  2 \ I 

t]; 
= ] / r / e x p [ - 4  ( t - t ' + L o g ~ +  t - t ' - L o g ~  ) ] 

tormule qu'on peut 6crire sous la forme: 

(x A X')(y A y') =f~, r,(t --t'). (3) 

La fonction f~,r, est r6elle et paire; elle s'6crit donc: 

+ o o  

s  = ~ cos tu(Yfr,,.,)(u ) du 
0 

off ~,~ d6signe la transformation de Fourier usuelle sur IR. 
Evaluons alors la transform& de Fourier de f~, ~," 

[~fo { 1 (  ~ + t - L o g ~ ) }  ] ( 2 f r , / ) ( u ) = 2 ] / ~ e  eiUtexp - ~  t + L o g  dt 
k 0 

1 =21/777 N e C j u t  r e 2 ;;[dt+ ~ ei"~e--idt 
i_ 0 Log  v,  

r 

= 2 1 ~  _L [Log_" I r v e ," 
e 2 ,.' - ~-2~e 1 - ~ u  
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ce qui fournit la relation: 

4]/~r' ( 1 Log r )  
(fff~, /) (u) =-u(1 +4U 2) exp - ~  r; 

�9 [2ucos (u Log rr7 +sin (u Logr~)]  (4) 

le problhme est alors de trouver une famille de fonctions (fU, u~R+, teN+), 
v4rifiant: 

f~u(t)f~(t) dt = (fff~,/)(u). (5) 

La recherche formelle d'une telle famille de fonctions peut se baser sur l'expres- 
sion du processus de Wiener ~t deux param6tres fi l'aide du bruit blanc de 
Chentsov. Ainsi, si on pose: 

2 sin (uLog t )  lE0,~,(t ) (6) s u 

l'identit6 (5) s'6tablit de mani6re 616mentaire: 
Sir < r', on ales 6galit6s: 

u t  ut  dt=u4--fisin Log~)s in  t 

=~ [~os (u~o~) i~-!cos (u~o~) ~1 u~ o 
r t 2 iu ~2 [~co~ (u~o~)~( i  (~)"O] 

2r r cos uLog 7 +2usin uLog~; 
= f i  cos uLog~  l + 4 u  2 

_ 4r [ 2 u c o s ( u L o g ~ ) - s i n ( u L o g ~ ) ]  
U(1 + 4U 2) 

= (Yfr, r')(u) �9 

Le processus (ix~') s'exprime/t l'aide des fonctions f u selon: 

iX~ = ~ fr"(t) d i Wt" (7) 

et la covariance du processus (W(x, y), (x, y)e(lR+) 2) d6fini par la formule (1) 
s'6crit comme suit: 

E(W(x, y) W(x',y')) ! cos uLog x cos uLog 1 = E( X~y 1X~,y,) du 
Y 

+ sin uLog x sin uLog 2 u E(  Xxy  2XU, y,) du 
o Y 
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! cos u L o g X - - L o g  5f ,~y() f~, / ( t )dtdu = u t u 

y 7 

= ~ cos u Log x - L o g  (~-fxy,~,y,)(u) du 
o y 7 

x - L o g  =Jxy, x'/ Log Y 

=(x / ,  x')(y A y'). 

On a utilis6 dans l'ordre les formules (7), (5) et (3). 

3. R6sultats de pr6diction 

Pour tout e ~ { - 1 ,  1} et tout s t iR + , on note B(s), S~(s), C~(s) les espaces 
vectoriels respectivement engendr6s par les familles de variables al6atoires 

{W(x ,y) ;xy~<s} ,  {W(x,y) ,xy~=s} ,  {W(x,y) ,xy~>s}.  

La proposition qui suit fournit l'un des outils cl6s n6cessaires tout au long 
de ce paragraphe. 

Proposition 1. Soient c~, s, t, trois rdels fixes, 0 < s < t .  On consid~re la variable 
aldatoire suivante : 

X =  ~ cos(uc 0 sin u Log dlW~ " -  
0 0 b/ 

+ S sin(u~)!sin uLog  d2W2 
0 U 

Alors X appartient ~ l'espace Bl(s ). 

Preuve. On d6compose X sous la forme X = X  1 +X2,  avec: 

x l  = S cos( .~)cos uLog sin ~Log a 1 G" d-w"1 
0 0 U 

+ ~ sin(uc0cos uLog sin uLog  d2W2 , 
0 0 U 

X 2 =  ~ cos(uc~)sin uLog  cos uLog  d lW2  - 
0 0 /d 

+ ~ sin(uc~)sin uLog  cos uLog  d 2 ~  " 
0 0 U 

Le vecteur X1 s'exprime comme suit: 

X1 =�89 W(s(e~/O1/2, (e~/t)- 1/;) +�89 W((e ~ t)i/2, s(e ~ t)- i/2). 
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Le cas du vecteur X 2 est plus d61icat/i examiner; on 6tablit dans un premier 
temps d'une fa?on analogue l'identit~ suivante: 

S S x2=E x3 x3 7,s) 
off l'on a pos4: 

X3(fl, s )=  ~ sin (ufl) .[ cos uLog dlW2 - 
0 U 

+ ~ [1 -cos (u f i ) ]~cos  uLog  d2W~ " 
0 

D6finissons alors un vecteur auxiliaire X4(fi, s) selon: 

X4(fi, s ) :  +~ sin (ufi)_ i s in  (u Log x )d 'W~"  dW~' 
0 /2 0 U 

+ S 1 - c ~  sin uLog  
0 U U 

On montre dans un premier temps que X4( fi, s) appartient A B(s); en effet, on 
a: 

W ((se~) 1/2, (se-~) 1/2) de 
0 

=o c~ lX~ dllV, 1+ de 
o 0 

= ! cos(ue)de  ~X'~dW"l++f~ sin(ue) 2X'~dW,2 

s). 

L'interversion des signes d'int~gration se justifie en notant que, par conti- 
nuit6 des trajectoires du processus de Wiener /i deux paramStres, l'expression 
int6grale est limite presque sfire des sommes de Riemann assocides; comme 
d'autre part, il est facile de voir que ces derniSres convergent dans L2(f2, 27, P) 
vers X4(fi, s), on en d6duit l'identit~ voulue. 

Montrons alors que le vecteur X3(fl, s) est li6/t X4(fl, s) par la formule: 

0 
s) = - s  Yss (8) 

la d~rivation 6tant A consid6rer dans l'espace L2(f2, Z, P). 
Rappelons /t cet effet que la formule de Ito appliqu6e ~i une fonction u du 

type u(s,x)=f(s)x 6tablit de fa?on rigoureuse la formule d'int~gration par 
parties stochastiques: 

0 0 0 0 



Prob16mes  de  p r e d i c t i o n  p o u r  le p r o c e s s u s  de W i e n e r  625 

Elle permet ici d'obtenir l'identit6: 

sin uLog d i g / ~ " = - u ~ c o s  uLog d~Wy " -  
0 0 0 

dx  
X 

d'ofl l'on d6duit: 

x~(/~, s ')-x~(~, s) 
X3(~,s) 

Log (s/s') 

-Log(s / s ' )  o ~ sin(ufl) cos uLog W~ 

x( 
- ! c o s  uLog dl WY" x u 

-t Log(s/s)  ~ [1-cos(uf i ) ] !  cos uLog d 1W~ 
0 

- ! c o s  uLog d l w ;  x u 

ce qui nous am6ne, en utilisant l'in6galit6 de Cauchy-Schwarz, /t l'6valuation 
suivante: 

Log (s/s') (Log (s/s')) 2 o ~s' 

et le th~or6me de convergence domin6e permet de conclure. 
Venons-en aux r6sultats de prediction annonc6s. 
Si F est un sous-espace vectoriel de L2(O, S, P) et X une variable aldatoire 

de carr6 int6grable, on d6signe par d(X,  F) la distance, dans L2(O, 22, P) de X / t  
l'espace vectoriel F. 

Th~or~me 2. Pour route combinaison lin~aire finie W =  ~, 2 i W(x  i, yi) off 21~N, 
xly  i =t  > s, i=1, ..., n, l'indgalitd suivante est satisfaite: ~= 1 

d(W, B 1 (S))2~ [1--IS (1 S 1 (Log _ - L o g  )- -}- ~ t / 2 / j l ]Wl ,  2. (9) qtl 

De plus, si la variable aldatoire W se limite au singleton W =  W(x,  y), on a alors: 

d(W, B l ( s ) )2=[1 -~ -  ( 1 - L o g  ~)]  []Wll 2. (10) 

Preuve. Soit X la variable aldatoire d6finie par: 

X =  ~ ~ 2  icos uLog sin uLog W ~ " - -  
0 i = 1  U 

+ ~ 2 isin uLog sin uLog W2 u 
0 i = l  
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le vecteur W - X  est orthogonal, dans L2(f2, Z, P), /t l'espace vectoriel Bl(s ) et, 
en vertu de la proposition 1, la variable alhatoire X appartient /~ B~(s). Ainsi, 
X =E(W/BI(s)) et on obtient l'identit6: 

d(W,,Bl(s))2= ! ~ c o s  u Log -X!] ]2 + ~ s i n  u L o g X i l t  2] 
i=1 Yi//  i=1 Yill  3 

�9 y uLog  dx ,,~. 
S 

Soit r u n  rdel fix6 de l'intervalle ]0, lJ;  6valuons la quantit6: 

li ysin2(uLogx)dx=~ d x - ~  cos(2uLogx)dx 
r r F 

1 - r  1 1 - r  cos(2u L o g r ) - 2 u r  sin(2u Logr) 
2 2 l + 4 u  a 

4u 2(1 - r )  + 2ur sin (2u Log r) + r(cos (2u Log r) - 1) 
2(1 + 4u 2) 

d"ofi l'on tire la minoration:  

1 4U2 ( r 2) 
sin s (u Log x) d x > - -  1 - r  + r Log r - ~  (Log r) . 

r =2(1 +4u 2) 

Par suite, on a: 

s s l ( L o g  i s in  2 Log t )  dx 

ce qui suffit pour affirmer la validit6 de la formule (9) en remarquant  que 
d ( ~  B 1 (0))= 71Wll. 

L'identit6 (10) s'&ablit elle aussi de fa~on 616mentaire; il suffit d'6valuer la 
quantit6 ci-dessous: 

+o~ t ( t )  du [(  t )  +~ 2du s +~ sin(2uLog(s/t)) du 
i sins u Log dx u2 = 1 - + t  

o ~ o 1+ 4u2 o u 1 + 4 u  2 

s +~ c~ (2u L~ t ) - i  du 

+ t  ! u 2 2(1+4u2)]  t 

Si F et G sont deux 

= 1 s + t  s + s  

sous-espaces vectoriels de l'espace L2(s 2;, P), on 
ddsigne par c(F, G) le coefficient de corr61ation associ6: 

c(F, G)=Sup (X, Y) =(1 - Inf d(X, G)2) 1/2. 
x~F IlXll  IIY/I x ~  
Ye~ IIXIL = 1 

(11) 
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Corollaire 1. Pour tout t > s > O  et tout s e { - 1 ,  1}, les indgalitds suivantes sont 
satisfaites: 

S S 1 ( L o g t ) 2 ) l  1/2. 
I t  ( 1 - L o g  t)]l/2<=c(S~(t),B~(s))~[t ( 1 - L o g  t + ~  (12) 

Preuve. Sie  = 1, la double in6galit6 (12) est simple cons6quence des formules (9) 
et (10) et de la relation (11). 

Sie  = - 1 ,  il suffit de remarquer, l'identit6 en loi des deux processus 

(W(x, y), (x, y)E(~+) 2) et (yW(x,  y -  1), (x, y)6(~+)2). 

Remarque. Le processus de Wiener ~t deux param6tres restreint ~t une droite 
passant par l'origine coincide (fi un changement de temps pr6s) avec le mouve- 
ment brownien classique alors que l'on aboutit dans le cas d'une hyperbole au 
processus d'Ornstein-Uhlenbeck. Or, les propri6t6s des trajectoires de ce der- 
nier sont beaucoup moins connues que celles du mouvement brownien, ce qui 
explique l'int6r~t de l'estimation (12) pour e = - 1  par rapport fi e = 1. 

I1 est plus difficile d'6valuer la distance d(W, B~(s)) lorsque West  un vecteur 
quelconque de l'espace Cl(t); cependant, la minoration qui suit est presque 
aussi pr6cise que (9): 

Th~or~me 3. Pour route combinaison lin~aire finie W =  ~, 2 i W(xi, Yl) off )LI~IR et 
x~ y~ > t > s, i=1,  ..., n, on a la minoration suivante : ~_1 

d(W,B,(s))2>= 1 - t g  Log IIWl/2 (13) 

off Ia fonction g est d~finie par: 

/ X2\1/2 X 2 
g ( x ) = l - x [ l + 7 )  + ~ ,  x~lR- .  (14) 

Preuve. Du fait de l'homog6ndit6 du processus de Wiener /t deux param&res, 
on peut supposer que t = l .  On 6crit le vecteur W sous la forme: 

W = W l - ~ - W 2 ~ - W 3 - v W  4 

avec 

WI= )~ic~ uLog  sin uLog  W 2 - - ,  
Ui= 1 Xl Yi U 

W~ = ~ ).~ sin u Log xi sin u Log W~ - 
t-i = 1 0 Xi Yi U 

W 3 = 2 i cos u Log sin u Log W~' - 
0 t-i = 1 Xi Yi u 

W 4 = 2 i sin u Log xi sin u Log W~" 
0 i =  x l y  i U 
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Comme les quatre vecteurs ci-dessus sont ind6pendants, un raisonnement simi- 
laire /t celui effectu6 lors de la preuve du th6or6me 2 permet d'obtenir la 
minoration: 

d(W"Bl(s))2>+~o ![~Li=121c~ u L o g ~  sin u Log x iYi l  J x~ 

X i X 2 dx + 2 isin uLog  sin uLog  - -  
0 s i -  X i  f l i  U2 

+ I I w 3 i i 2 +  I[W~ll 2 . 

Tout  le probl6me est donc d'obtenir une minoration pr6cise d'une expression 
du type: 

n 

qui peut encore s'~crire sous la forme: 

1 

Qs, ~ (A, B) = ~ [A sin (u Log x) + B cos (u Log x)] 2 d x. 
s 

Ainsi, il suffit de savoir comparer, uniform6ment en u, les deux formes quadra- 
tiques Qs, u et Qo, u d~finies sur IR 2. On recherche donc une fonction r~elle f, 
d6finie sur [0, 1], qui v~rifie: 

Qs,.(A, B)>=f(s) Qo, .(A, B). 

En supposant B = 1 (ce qui est licite), on peut expliciter cette condition selon 

~(s) A 2 + fi(s) A + 7(s) -> 0 (15) 

pour tout choix du couple (A, s ) ~  • [0, 1] avec les notations: 

1 1 

~(s) = ~ sin 2 (u Log x) dx  - f ( s )  ~ sin 2 (u Log x) dx 
s 0 

1 1 

fl(s) = ~ sin (2u Log x) dx  - f ( s )  ~ sin (2u Log x) dx 
s 0 

1 1 

y(s) = 1 - s - f  (s) - ~ sin 2 (u Log x) dx + f (s) ~ sin 2 (u Log x) dx 
s 0 

off, pour all6ger l'6criture, on a partout omis l'indice u. 
L'in6galit6 (15) est satisfaite d6s que les deux conditions suivantes sont 

v6rif6es: 
c~(s) > 0 (16) 

pour tout se[O, 1] 
fi(s) 2 < 4c~(s) y(s). (17) 

On va s'int6resser pour l'instant h la condition (17). Pour cela, explicitons 
les fonctions ~, fl et y; des calculs 816mentaires conduisent aux expressions 
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suivantes:  

4 u2 (1 - f ( s ) )  - s [4 u2 + 1 - cos (2 u Log  s) - 2 u sin (2 u Log  s)] 
~ ( s )  - 

2(I  + 4u 2) 

2 u ( f ( s )  - 1) + s [2u cos (2u Log  s) - sin (2 u Log  s)] 
f i ( s ) -  l + 4 u  2 , 

(2 + 4uZ)(1 - f ( s ) )  - s  [4u 2 + 1 + cos (2u Log  s) + 2u sin (2u Log  s)] 
y ( s ) -  2(1 +4u2)  

629 

On pose alors:  
A(s) =2(1 +4~ 2) ~(s), 
B(s) =(1 + 4u 2) fl(s), 

C(s) =2(1 + 4u z) ~ 

et la condi t ion (17) est 4quivalente / t :  

B(s) 2 < A(s)  C(s). (18) 

Explici tons h nouveau :  

B(s)  2 = 4U 2 ( f ( s )  - 1) 2 + 4 u s ( f  (s) - 1) [2u(cos 2u Log s) - sin (2u Log s)] 

+ 4 u  2 s 2 cos2 (2u Logs)  + s  ~ sin2 (2u Logs )  

- 4u s 2 sin (2 u Log  s) cos (2u Log  s), 

A(s)  C(s) =4u2(2  + 4u2)(f(s)  - 1) 2 + 2 s ( f ( s ) -  1) [(4u 2 + 1) 2 

- cos (2u Log  s) - 2u sin (2u Log  s)] 

+s2 (4u  2 + 1) 2 - s  z cos 2 (2u Log  s) - 4 u  2 s 2 sin 2 (2u Log  s) 

- 4 u s  2 sin (2u Log  s) cos(2u Logs) .  

La  condi t ion (18) est donc  v6rifi6e si l 'on a: 

4u2(4u 2 + 1)(f(s) - 1) 2 + 2 s ( f ( s )  - 1) [(4u 2 + 1) 2 - ( 4 u  2 + 1) cos(2u Log  s)J 

+ sZ(4u 2 + 1) 2 - s 2 ( 4 u  2 -}- 1) > O. 

Soit, en posan t  f ( s )  - 1 - f ( s ) .  
s 

2 u 2 f ( s ) :  - [4u 2 + 1 - cos (2u Log  s)] f ( s )  + 2 u 2 > O. (19) 

Cette derni6re in6galit6 est satisfaite dSs que: 

/ ( s )  2 - [2 + (Log s) 2] f ( s )  + 1 _--> O. (20) 

La  minora t ion  effectu4e ici est la meil leure possible, un i form6ment  en u, 
puisque les condi t ions (19) et (20) deviennent  6quivalentes lorsque u tend vers 
z6ro. 

Si on pose f ( s ) = g ( L o g s ) ,  l 'in6galit~ (20) est remplac6e par :  

g ( x ) 2 - ( 2 + x 2 ) g ( x ) + l > O  pour  tout  x E I R -  (21) 
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qui est satisfaite d6s que l'une des deux conditions suivantes est r6alis6e: 

x2 / x~ 
g ( x ) < l  + T + x  q 4 '  (22) 

X2 ~ X2 
g(x)> l + ~ - - x  4 '  (23) 

Exprimons ~t pr6sent l'in6galit6 (16); celle-ci traduit la conclusion du th6or6me 
2; elle est donc v6rifi6e d6s que l'on a: 

X 2 
g(x) > 1 + ~ -  - x .  (24) 

Par suite, si on impose /t la fonction g de satisfaire ~t l'in6galit6 (23), la 
condition (15) est r6alis6e et le th6or6me 3 en d6coule imm6diatement. 

Remarque. La minoration du th6or6me 3 n'est jamais triviale puisque la fonc- 
tion g d6finie par (14) v6rifie: g(x )<e  -x pour tout xEIR-. 

Ce th6or6me m6ne l~t encore ~t des encadrements du coefficient de 
corr61ation c(C~(t), B~(s)): 

CorollMre 2. Pour tout t > s > 0  et tout e E { - 1 ,  1}, on a: 

[~ (1--Log ~)]l/2~c(Cr,(t), B g ( s ) )  ~ - [~g (Log ~)]1/2 

off la fonction g est d~finie par (14). 

Pour 6tablir le caract6re Markovien du processus de Wiener ~t deux 
param6tres, nous aurons besoin de quelques notations: 

Pour tout r6el positif s, on pose: 

N_is) =N({W(x, y), xy<=s}), 
N+(s)=N({W(x, y), xy>s}) 

off N(A) d6signe la tribu engendr6e par la partie A. 
On note 6galement No(S ) la plus petite tribu conditionnellement fi laquelle 

les deux tribus N_  (s) et N+ (s) sont ind6pendantes. 
On d6sire donner un sens/t  la quantit6 OW(x, y), o0, 0 d6signe la d6rivation 

selon la normale fi l 'hyperbole (normale pour la g6om6trie hyperbolique du 
quadrant). 

Pour route fonction f appartenant/ i  ~ ,  espace des fonctions C oO 5, support 
compact dans 1R, la quantit6: 

if(o:) W ((se~) 1/2, (se-=) 1/2) do: 

existe et est d6rivable en tant que fonction de s dans l'espace La(Y2, Z, P). I1 
suffit en effet pour 6tablir ceci de proc6der comme pour la fin de la 
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d6monstration de la proposition l. On pose donc: 

0 
[~ f (c~) O W((se=) 1/2, (se-~) 1/2) do~ d2-f ~s [" f (c~) W((se~) 1/2, (se-~) 1/2) dc~ (25) 

puis on introduit en suivant McKean [8] la tribu suivante: 

0N(s) = N({j'f(c~)0" W((se=) 1/2, (se-~) u2) d~, f e~ ,  n =0, 1}). 

Th6or~me 4. Le processus de Wiener d deux param&res est Markovien d'ordre 
deux pour des domaines limit& par une hyperbole au sens suivant: 

pour tout s>0,  on a: No(S ) =0N(s). 

Preuve. On fixe s > 0  et on note P l'op6rateur de projection orthogonale sur 
l'espace B,(s). I1 est classique que la plus petite tribu s6parante No(S ) peut 
s'identifier fi N(PBI(S)). 

Si l'on reprend en d6tail la ddmonstration de la proposition 1, on abouti t / t  
l'identit6 suivante: 

si xy>s ,  on a: 
Log x2 

1 I \ t 1 - - \  

( - S , y ) + 2 W ( X , x ) -  ~ ~ OW((se~)'/2,(se ~)'/2)da. (26) eW(x ,  y)=~ W s 
Y 8 Log y~- 

Ainsi, PW(x,  y) appartient ~t 0N(s) et No(s)cON(s ). Pour voir que le processus 
de Wiener /~ deux param&res ne peut pas &re Markovien d'ordre 1, il suffit 
par exemple d'examiner les coefficients de la d6composition (2) du th6or~me 1: 

pour tout ie{1, 2} et tout u~lR +*, on consid6re le processus (~Y,"),~ d6fini 

par:  iYttU-e- tiXUe2, �9 . (27) 

Exprimons ce dernier sous la forme d'une int6grale stochastique: 

2e_t e2~ 
�9 Yt ~ - 5 sin (u (Log y - 2 t)) d / Wy" 

U 0 

2~2 
i s in(Ru(t-x))  e-(~-~) dilYfx u 

U - o o  

e 2 x  1 

! ' W~' = - d W~ est un nouveau mouvement brownien. 

On se ram~ne ainsi au cas d'un processus gaussien stationnaire pour lequel 
il existe des crit6res simples portant sur la densit~ spectrale de celui-ci. Dans la 
situation pr6sente, la densit6 spectrale fu du processus (YtU)t~a est facile ~t 
trouver: 

on posant G(7) 2 r  +f--e i'et sin = - -  (2ut) e -t dt 
IA 0 

4 1 ~  
soit G ( 7 ) -  

(1 --i7)2+4U 2 
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on a: 
L(Y) --Ig,(y)I 2. 

1 
Le polyn6me P, = - -  est de degr6 deux, et ses racines sont situ6es dans le 

g, 
demi-plan inf6rieur; en cons6quence, le processus (~Y,")~ est un processus de 
Markov d'ordre deux (voir [3], p. 105) et le processus de Wiener est Mar- 
kovien d'ordre 2. 

R e m a r q u e .  I1 est int6ressant de noter l'analogie frappante entre la formule (26) 
et la r&olution 616mentaire du probl6me de Cauchy pour l'6quation des ondes 

une dimension. 

4. Le cas N-param6trique 

Rappelons que le processus de Wiener r6el ~t N param6tres 

(W(x~, . . . ,  x~), (xl . . . .  , xN)~(~ +) N) 

est le processus gaussien r6el centr6 %rifiant: 

E ( W ( x , , . . . ,  xN) W(yl . . . . .  YN)) = [ ]  (x~/, y~) (28) 
i=1  

le groupe des invariants de ce processus est simplement le groupe des matrices 
diagonales,/t  coefficients positifs, dont le d+terminant est 1. La transformation 
de Fourier sur ce groupe est facile/t d6finir puisque ce dernier est isomorphe ~t 
l'espace euclidien IR N- 1. On introduit alors la bijection: 

tp: (r, t 1 . . . . .  t s _ 0 ~ R  +* x R  u-1 
1 

re~') N . . . .  ,(fete'-1) ~, r exp  -i_~1 ti ~(R+*)N" 

L• encore, en posant (r, tl, . . . ,  t s _ l ) = l ~ - l ( X l  . . . .  , xN) et (r', t'l . . . .  , t 'N_O 
= O - l ( y ,  . . . .  ,YN), la covariance du processus de Wiener /t N param6tres 
s'exprime sous la forme: 

N 

p[ (x~ A y~) = l / ~ f r ,  A q  - t l  .... , ~ - ~  - 6 - 0 .  
i=1  

Une d6composition analogue h la formule (2) est donc th6oriquement possible, 
mais des difficult6s, pour l'instant insurmontables, au niveau du calcnl, ne nons 
permettent pas d'obtenir le th6or~me voulu. 

On donne n6anmoins dans la suite une repr6sentation int6grale de la 
covariance du processns de Wiener ~t N param~tres analogue ~ l'6criture 
int6grale de I.J. Schoenberg [11] dans le cadre du mouvement brownien /i 
plusienrs param~tres. Cette derni~re s'6tant av6r6e efficace pour l'6tude du 
processus associ6 (voir par exemple [5], [7] et [10]), on pent avoir quelques 
espoirs quant aux applications possibles de notre formule. 
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Proposition 2. Eident i td  su ivante  est  sat is fai te  : 

N 

~I  ( x i A y i ) = C x S  S ( 1 - - e x p { i [  Min (x iOi(r  , t l ,  . . . ,  t N _ I ) ) ] N } )  
i=1  IRIR N- I  l<-iNN 

dr 
�9 ( 1 - e x p { - i [  Min (yiOi(r,  t l ,  . . . ,  t u _ l ) ) ] N } ) d q  ... dtN_ 1 7- 2 

l <_i<_N 
(29) 

avec la notat ion:  ~ =(~b,, . . . ,  tpN ). 

Remarque .  L'int6grat ion sur IR N- t  repr&ente  en fait une intdgration sur 
1'<< hyperbole  >> 

Preuve.  On d6finit le noyau  K ( ( x  1 . . . .  ,xN),  (Yl, "" ,YN))  par  la formule (29)�9 
Remarquons  alors que la fonction ~ s'6crit: 

1 
O( r, t l ,  " ' ,  tN) =rN(~ ~ 1 (t, . . . .  , tN), ... , (PN(tl, . . . ,  tN) ) 

ce qui fournit:  

K((x1, . . ' ,  XN), (Y,,---,  YN)) 

= C  N ~ ~ r - ~ ( 1 - e x p { i r E  M i n  (xzgof(t I . . . .  ,tu_~))IN}) 
N} v - t  F. l <-i<-N 

�9 r -  I(1 -exp { - J r [  Min (Yi r --., tN- 0)] ~) dr d t ,  ... dt  N_ i. 
l <_i<_N 

Appl iquant  la relat ion de Bessel-Parseval, on o b t i e n t  

K ( ( X I '  "'" , XN)' (Yl . . . .  ' YN)) 

= C  N ~ ~ l[0,{Min(x~cp~( t . . . . . .  t~_l))}N] (r)  
N N - I  ~ "  i < i ~ N  

1[0, { MJn (y~oi(t . . . . . .  tN 1))}N](r ) dr d t  I �9 d t N _  1 o 

l <_i_<_N 

que l 'on peut encore 6crire: 

K((x~,...,x~),(y~ . . . .  , y ~ , ) )  

=CN Y ~ 1 [ 0  {Min (z,~oi(t  . . . . . .  tN_,))}N] (y) 
~ x N  - 1  ~ l ~_ i _ N 

i[o, { Min (z,~o~(t . . . . . .  iN_ O)}~,,](r ) dr d t  I . �9 d t N _  1 
m 

t ~ i < - - N  

of f  (z 1 . . . .  , z , ) = ( x l / x y l  . . . .  , x N A y N ) .  

Ainsi le noyau  K v6rifie la relat ion fonctionnelle:  

K ( ( x l ,  . . . ,  xN), (Y, ,  . . . ,  YN)) = K ( ( x l / x  Yl . . . .  , x N A YN), (Xl A Yl . . . .  , X N/X YN))" 
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I1 suffit donc, afin d 'achever  la d6monstra t ion,  de v6rifier que l 'on a: 

N 

K((x~ . . . .  , x~) ,  (x~ . . . .  , x ~ ) ) =  I I  x~, 

K ((x 1, "'", xN), (x 1, "" ,  xN)) 

dr 
=cN~ ~ I i - e x p  {ir[ Min (xirpi(tl, ..., tN_I))]N}I2 dt~ ...dtN_ ~ r~. 

Njv -  1 1 <-_i ~=N 

Effectuons le changement  de variables:  

t i = t ~ + L o g  x x~ . 
i 

On obt ient  alors:  

K((x,, ...,XN),(X ~ ... .  , X ~ ) ) = C s ~ a ~ _ I  1 - - e x p { i r ( f I x ~ )  

�9 Min  e tl,...,eti~-l,exp - i=lt ' i  dr' 1...tit's_ ~ r~ 

qui fournit,  avec le changement  de var iables  r' =r x~ , le r~sultat d6sir6 si on 
a choisi pour  constante  c N la quantit6" ~- 

cN= ~ _ 1  1 - e x p  i r M i n  e " , . . . , d ~ ' - * , e x p  - = t, d t ~ . . . d t s _ ~  2 

Remarque. I1 est possible, dans le cas du processus de Wiener  /t deux 
param~tres ,  de d6mont re r  la p ropos i t ion  2 /t l 'aide de la d6composi t ion  ob- 
tenue au th~orSme 1; les deux 6critures s 'av6rent  d'ailleurs duales l 'une de 
l 'autre,  au sens de la t r ans fo rmat ion  de Four ie r  sur R x H t. On peut  donc 
esp~rer, en effectuant la d~marche  inverse, obteni r  une g~n6ralisation des 
r6sultats des pa rag raphes  2 et 3 au cas N-pa ram6t r ique  qui soit bas6e sur la 
p ropos i t ion  2. 
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