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Summary. We give a complete characterization of the operator-valued pro- 
cesses which are integrable, in the sense of [6], with respect to a fixed Hilbert- 
valued square integrable martingale M. This characterisation allows to com- 
plete the theory of stochastic integration with respect to Hilbert-valued mart- 
ingales. In particular, we give a construction of the process ((M, N)) (predict- 
able compensator of M| as well as a Hilbert-valued version of the Kuni- 
ta-Watanabe inequality. Finally, we deal with the distributivity of the sto- 
chastic integral X.  M with respect to the martingale M: this property can 
be usefully applied to obtain a simple proof  of a representation theorem 
of Gal'tchouk-M6tivier. 

The results of this article have been announced in Comptes Rendus Note 
[1]. 

Introduction 

La th6orie de l'int6gration stochastique par rapport  ~i une martingale hilber- 
tienne M de carr6 int6grable a 6t6 d6velopp6e par M. M6tivier et ses collabora- 
teurs (volt [5-9, 11]). 

Le premier pas, dans cette th6orie, consiste fi associer /t la martingale M 
un certain espace de Hilbert L*. Chaque 616ment de cet espace est un ~<proces- 
sus >>, dont les valeurs sont des op6rateurs lin6aires non-born6s. Dans la construc- 
tion de L*, un r61e essentiel est jou6 par la mesure de Dol6ans # de M| 
et notamment  par la densit6 de # par rapport  fi [#[ (variation totale de #). 
Cette densit6 admet une version Q/t  valeurs dans le c6ne des op6rateurs nulc6ai- 
res positifs et autoadjoints. Le sous-espace A 2 de L* constitu6 par les 616ments 
qui sont <dnt6grables par rapport  ~t M>> est d6fini comme 6tant l'adh6rence, 
dans L*, de l'espace des processus pr6visibles 616mentaires. Sur A 2 on d6finit 
ensuite l'intbgrale stochastique X~---~X. M, obtenue en prolongeant par continuit6 
l'int6grale stochastique 616mentaire. I1 6tait connu (cf. [6, 8, 9]) que l'ensemble 
des processus int6grables contenait effectivement des processus admettant 
comme valeurs des op6rateurs non born6s; mais cet ensemble n'6tait pas caractb- 
ris6 par une propribt6 d'~int6grabilit6 ~, en un sens simple, de ses 616ments. 
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Dans le pr6sent article nous montrons qu'un processus X est int6grable 
si et seulement si la densit6 Q peut ~tre choisie de telle mani6re que, pour 
tout couple (t, co), l'op6rateur compos6 Y(t, co)=X(t, co)o(Q(t, co)) 1/2 soit de Hil- 
bert-Schmidt et que l'application (t, co)~-~Y(t, co) soit un processus pr6visible, 
v6rifiant la condition ~ 1[ Y(t, o9)[I 2 d]#l (t, co)< oo (off [I [12 d6signe la norme de 
Hilbert-Schmidt). En d'autres termes, nous d6montrons que A 2 coincide en fait 
avec l'espace L* tout entier. Nous montrons en m~me temps que la d6finition 
de l'espace L* = A 2 peut 8tre rendue plus maniable, du point de vue de la compo- 
sition des int6grations stochastiques, en utilisant,/t la place du processus Q1/2, 
un processus pr6visible quelconque R v6rifiant la relation R oR*= Q. (Un tel 
processus sera dit un processus de Mdtivier pour la martingale M.) 

Comme exemple d'utilisation de cette nouvelle construction de l'espace A z, 
nous 6tudierons ensuite la notion d'orthogonalit6 forte, qui nous permettra d'ob- 
tenir tr6s rapidement le processus <<M, N>> (compensateur pr6visible de M|  
ainsi qu'une version << hilbertienne >> de l'in6galit6 de Kunita-Watanabe. I1 faut 
noter que la non commutativit6 du produit tensoriel ne permet pas d'obtenir 
directement par polarisation l'existence de << M, N >> de celle de << M, M >> (d6mon- 
tr6e dans [5]). 

Nous d6montrerons enfin la propri6t6 de distributivit6 de l'int6grale stochas- 
tique X. M par rapport /t la martingale M, ce qui nous permettra d'obtenir, 
de fagon tout /t fait 616mentaire, un th6or~me de repr6sentation de M6tivier- 
Gal'tchouk. 

Les r6sultats du pr6sent article avaient 6t6 annonc6s (sans d6monstrations) 
dans la Note aux Comptes Rendus [-1]. 

O. Hypoth6ses, notations, rappels 

Dans toute la suite, on d6signe par H, G, F,E, E1, E 2 des espaces de Hilbert 
rdels et sdparables. 

L'espace 5r (H, G) des applications lin6aires continues de H dans G est consi- 
d6r6 comme muni de sa norme habituelle, d6sign6e par II IJ. 

Pour tout 616ment (h, g) de H x G, on d6signe par h |  l'616ment de 5r G) 
d6fini par 

(0.1) (h | g) (h') = (h'l h) g. 

On d6signe en outre par ~~ (H, G) le sous-espace vectoriel de 5r (H, G) consti- 
tu6 par les op4rateurs nucldaires de H dans G (voir [3], Sect. 42, 6). L'espace 
Sel(H, G) est consid6r6 comme muni de la norme nueldaire, d6sign6e par II II 1, 
qui en fait un espace de Banach s6parable (admettant comme sous-espace partout 
dense l'espace vectoriel engendr6 par les op6rateurs de la forme (0.1)). On d6signe 
par tr la forme lin6aire trace sur l'espace ~1 (H) = 5.~ I(H, H) (voir [3], Sect. 42, 
7). Elle est d6finie par 

(0.2) tr (u) = ~ (u (hi)l h,), 
i 
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off (hi) d6signe une base hilbertienne quelconque pour  l'espace H. On a 

(0.3) Itr(u)l ~ l/u IIi, 

avec 6galit6 lorsque u est positif. 
Si u est un 616merit de 5el(H,G), et v un 616ment de 5~ on a 

u o v*e 5~1 (G). En outre, toute forme lingaire continue sur 5~ (H, G) est du type 

u~-->tr(uov*) 

pour un 616ment v de 5~(H, G). 
On d6signe par ~2(H, G) le sous-espace vectoriel de 5r G) constitu6 par 

les opdrateurs de Hilbert-Schmidt de H dans G, c'est-fi-dire par les opgrateurs 
(compacts) u qui v6rifient la relation u o u* ~ $1 (G). On consid6re l'espace 5e2 (H, G) 
comme muni de sa structure habituelle d'espace de Hilbert (s6parable): voir 
[3], Sect. 42,4.(6), p. 212-213. Pour  tout couple u, v d'616ments de 5~2(H, G), on 
a u o v* ~ 5~1 (G), et le produit  scalaire de u, v dans ~ (H, G) est donn6 par 

(0.4) (u Iv) = tr(uo v*). 

La norme associbe/l ce produit  scalaire (norme de Hilbert-Schmidt) est dbsi- 
gnhe par II 412. Elle est lihe/i la norme nucl6aire par la relation suivante (dans 
laquelle (gi) dhsigne une base hilbertienne de G): 

(0.5) IlullZ=tr(uou*)= Iluou* II1 = ~,lu*(g012. 
i 

On a IlU[IN~llull pour  tout 616ment u de ~ : (H,G) .  On a en outre 
~ I ( H ,  G ) c  S2(H, G) et Ilulll>__ ]lull2 pour  tout 616ment u de •I(H, G). 

Si u est un 616ment de 5~2(H, G), et v un 616ment de 5f2(G, F), l 'op6rateur 
v o u est nucl6aire et v6rifie la relation 

(0.6) IlvoUlll~ HvN2 Ilul12. 

Considhrons des ophrateurs u, v, w, avec u~5~(H, G), v~2,e(G, F), w e ~ ( F ,  E); 
s i v  est nuclhaire (resp. de Hilbert-Schmidt), il en est de m~me de w ovou, et 
l'on a 

(0.7) IIwol)~ I[wll [Iv[ll I[u[/(resp. Ilwovoul[2< I[wll I[vll2 [lull). 

Etant donngs un 616ment ul de S(E1,  H ) et un 414ment u2 de S ( E 2 , H ) ,  
on d6signe par ul Ou2 l'616ment de 5F(E 1 x E2, H) d6fini par 

(0.s) ul Gu2 (el, e2) = ul (el) + u2 (e2). 

On a: 

(0.9) 

ul(el)=UlQU2(eDO), uz(ez)=UlOu2(O, e2), 
(ul |176 | =ul~ + u2ou~. 
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Par cons6quent, pour que l'op6rateur U l ( ~ U  2 soit de Hilbert-Schmidt, il faut 
et il suffit que chacun des op6rateurs ul, u 2 soit de Hilbert-Schmidt. En outre, 
si cette condition est remplie, on a, d'apr6s (0.5), (0.9), 

(0.10) 

Dans toute la suite, on se place sur un espace probabilis6 complet ((2, d ,  P), 
muni d'une filtration (~-~) v6rifiant les conditions habituelles. Selon les conven- 
tions de [4], on appelle tribu pr4visible la tribu engendr6e sur l'ensemble 

o  =30, o [xO 

par les rectangles pr~visibles, c'est-/t-dire par les ensembles de la forme ]s, t] x A, 
avec 0 < s < t <  0% A e ~ .  

Si Bes t  un espace de Banach, on appelle processus pr~visible fi valeurs dans 
B toute application mesurable de l'ensemble ~ 0, oe ~, muni de la tribu pr6visible, 
dans l'espace B (muni de la tribu bor61ienne). Le processus pr6visible X est 
dit: 

fortement pr~visible si l'ensemble de ses valeurs est une partie s6parable de 
B; 

dlOmentaire si X est 6tag6 sur le semiclan des rectangles pr6visibles. 
L'espace des processus pr6visibles 616mentaires, fi valeurs dans B, est d6sign6 

par g (B). 
Si X (resp. Y) est une application qui,/t tout 616ment (t, co) de ] 0, oe ~, associe 

un op6rateur lin6aire, non n6cessairement born6, de H dans G (resp. de G dans 
F), on d6signe simplement par YoX l 'application qui, /t tout 616ment (t, co) de 
~0, oe F, associe l 'op@ateur Y(t, co)oX(t, co) (produit de composition, au sens des 
op6rateurs non-born6s). 

On d6signe par JCZZ(H) l'espace constitu6 par les martingales M, /t valeurs 
dans H, qui sont nulles en 0, continues/t  droite et <<de carr6 int6grable>>, c'est-fi- 
dire telles que l'on ait 

E [suplmtl 2] < + oo. 
t 

L'espace ~/~2 (H) est muni de sa structure habituelle d'espace de Hilbert (avec 
identification de deux martingales indistinguables); le produit scalaire dans 
d{ z (H) est d6fini par 

(M I N)~2(m-- S(M~ (co)[ Noo (co))u P(dco). 

Si M est une martingale de J'/2(H), le processus,/t valeurs dans 2,e 1 (H), 

(t, co)~-+ M (t, co)| co) 

(que l'on d6signera par M |  admet une mesure de Dol~ans # (d~finie dans 
la tribu prSvisible, et / t  valeurs dans ~1 (H)). 

La variation totale I#1 de cette mesure coincide (voir [8], 14.3) avecla  mesure 
de DolSans du processus r6el 

(t, co)~-+lM(t, co)[2 
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(dbsign6 par [M[2). En outre, la mesure # admet une densit6 par rapport fi 
sa variation totale, et il est possible de choisir, pour cette densit6, une <<bonne>> 
version: c'est-/t-dire une version Q, dont chaque valeur Q(t, co) soit un 616ment 
de ~1 (H) positif, autoadjoint et de norme 6gale fi 1 (voir [8], 14.3). 

On d6signe enfin par <M, M} le compensateur pr6visible de la sous-martin- 
gale r6elle IMI2: c'est-&-dire le processus r6el, nul en 0, croissant et continu 
/t droite, caract6ris6 (fi indistinguabilit6 pr6s) par les deux propri6t6s suivantes: 

(a) <M, M> admet I~1 comme mesure de Dol6ans (autrement dit, la diff6rence 
IM[ 2 -  <M, M> est une martingale). 

(b) La restriction de <M, M}/~ ~0, oe ~ est un processus r6el pr6visible. 

1. Quelques lemmes sur les op6rateurs lin6aires 

Dans ce paragraphe nous d6montrerons un certain nombre de lemmes techni- 
ques, concernant les op6rateurs lin6aires dans les espaces de Hilbert, dont nous 
aurons besoin dans la suite. Si u est un tel op6rateur, nous d6signerons par 
J~(u) son noyau et par d(u)  son image. 

Soit r u n  616ment de 5r autoadjoint et positif. Un tel 616ment est un 
op6rateur monotone maximal (voir [2], p. 113, Remarque 8). On peut donc 
consid6rer, pour tout scalaire 2 > 0, l'op6rateur (autoadjoint et positif) 

(1.1) Jx = (I + 2r)--1 

On a (voir [2], p. 102, Prop. VII.2): 

(1.2) IIj~ II ~ 1, II I - j ~  II ~ 1, 

(1.3) I - j z  = 2ix o r = 2 r ojx. 

I1 en r6sulte notamment que l'op6rateur I - j z  est, lui aussi, positif. 

(1.4) Lemme. Soit run  dldment de LP(H), autoadjoint et positif. Lorsque 2 tend 
vers l'infini, l'opdrateur jx ddfini par (1.1) converge, en tout point de H, vers la 
projection orthogonale de H sur ~U (r). 

En d'autres termes, l'opdrateur (1.3) converge, en tout point de H, vers la 
projection orthogonale de H sur le sous-espace 

A;(r ) •  

Ddmonstration. L'op6rateur (1.3) a une norme inf6rieure ou 6gale/i 1. En outre, 
il est nul sur JV(r). I1 suffit donc de v6rifier qu'il converge vers l'identit6 en 
chaque point de d(r). En d'autres termes, il suffit de v6rifier que j~. converge 
vers 0 en chaque point de d(r). 

Or, ceci r6sulte de la relation 

1 __<~_. [] 
[[j~~ 1] = ~  I[I--j~[[ 
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(1.5) Corollaire. Soit r u n  ~l~ment de ~ (H) ,  autoadjoint et positif, et soit u 
un dldment de ~2 (H, G) tel que l'on ait 

(1.6) ~4#(r)cY(u) ,  

c'est-~-dire 

(1.7) J ( u * ) c ~ / ' ( r )  ~. 

On a alors, avecla notation (1.1). 

(1.8) Ilu~ < Ilulj2. 

En outre, lorsque 2 tend vers l'infini, l'opdrateur u o ( I - j z )  converge vers u 
dans ~2 (H, G). 

DOmonstration. La relation (1.8) r6sulte de la deuxi6me des in6galit6s (1.2). 
Pour prouver l'autre assertion, consid6rons la diff6rence 

u--uo(I-- j~)=uoj~.  

I1 s'agit de prouver que la norme de cet op6rateur dans 5.~ 2 (H, G) converge 
vers 0 lorsque 2 tend vers l'infini. 

Fixons,/i cet effet, une base hilbertienne (gz) de G. On a alors, d'apr6s (0.5), 

I] u ojx n 2 = ~ [jzo u* (gi)[ 2. 
i 

La premiSre des relations (1.2) entralne d'autre part que, pour tout 2>0 ,  
la famille sommable 

(]j,~ ~ u* (g i)] 2)i 

est major6e par la famille sommable que 1'on en d6duit en remplagant jz par 
l'identit6. 

Tout  est donc r6duit/l prouver que l'on a, pour chaque indite i, 

lim jz o u* (gi) = 0. 

Or, ceci r6sulte du fait que u*(gi) appartient, d'aprSs (1.7),/l ~A/'(r) 1, et que 
jx converge, en tout point de H, vers la projection orthogonale de H sur oAr(r) 
(voir lemme pr6c6dent). []  

(1.9) Lemme. Soit run  ~l~ment de ~ ( E ,  H) et soit sun  dl~ment de ~ ( F ,  H). 
1. Les conditions suivantes sont 4quivalentes: 
(a) ror*=sos*. 
(b) II existe un 4ldment u de ~ ( E ,  F) tel que l'on ait 

(1.10) r=sou,  s=rou*. 
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2. Supposons la condition (a) remplie, et posons 

(1.11) q=ror* =sos*. 

Consid&ons, pour tout scalaire 2 > 0 ,  I'~lOment j~ de ~ ( H )  et l'OlOment ua de 
~o (E, F) d~finis par 

(1.12) j ~ = ( I + 2 q )  -1, u~=2s*oj;or. 

On a alors Ilu~ll _-< 1. En outre, lorsque 2 tend vers l'infini, ua converge, en 
tout point de E, vers un dl~ment u de 5f(E, F) qui vdrifie les relations (1.10) et 
qui s'annule sur Jg'(r). 

D~monstration. L'implicat ion (b )~ (a )  est imm6diate.  Les relations (1.10) en- 
tra~nent en effet 

ror* = souor* =sos*. 

Passons / t  p rouver  la deuxiSme assertion du lemme. La relat ion 

(s* (h)l s* (h)) = (h I q (h)) 

mont re  que l 'on a Y ( q ) c  Jg'(s*), c'est-/t-dire J ( s ) c  j ( q ) .  
Par  cons6quent,  si l 'on d6signe par  p la project ion or thogona le  de H sur 

J (q ) ,  on peut  6crire 

poS=S. 

En remplagant  s par  r, on t rouve 6galement 

por=r.  

Remarquons  main tenan t  que la relat ion r o r* = q entralne 

( 1 . 1 3 )  uz  ~ r*  = 2 s*  ~ o q = s*  o ( I - - j a ) .  

En outre, lorsque 2 tend vers l'infini, I - j z  converge vers p e n  tou t  point  
de H (voir Lem me  (1.4)). I I en  r6sulte, pour  tout  616ment h de H, 

(1.14) lira u~o r* (h) = s* o p (h) = (po s)* (h) = s* (h). 
.a. + oO 

II est clair, d 'autre  part ,  que u;. est nul sur X ( r ) .  I1 suffit donc, pour  p rouver  
la relat ion Idu;.ll < 1 et la convergence du u~ en tout  point  de E, de v6rifier 
que l 'on a 

lu a o r* (h)l ~ ]r* (h)l 

pour  tout  616ment h de H. 
Or, cette relat ion peut  se mettre,  grace /t (1.13) et (1.11), sous chacune des 

deux formes suivantes: 

(s* o (I -ja~) (h)l s* o ( I - j ~ )  (h)) __< (r* (h)l r* (h)), 

(h I ( I - jx )  o q o (I - j~)  (h)) <= (h l q (h)). 
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Elle 6quivaut donc/ t  la propriht6 de l 'ophrateur 

q--(I-- j~)oqo(I--j~) 

d'atre positif: propri6t6, celle-ci, que l'on d6montre ais6ment/t l'aide de la relation 
I --j;. = 2j~ o q = 2 q oj~. 

On a ainsi prouv6 que, lorsque 2 tend vers l'infini, u, converge, en tout 
point de E, vers un op6rateur u appartenant fi s F) (et nul sur ~Ar(r)). 

D'apr6s (1.14), cet op6rateur v&ifie la relation u o r*= s*, qui n'est rien d'autre 
que la forme transpos6e de la seconde des 6galit6s (1.10). 

De fagon analogue, en partant de la relation 

s o u z = 2 q o j;. o r = (I --Jz) ~ r, 

on trouve que u v6rifie aussi la premi6re des 6galit6s (1.10): 

s o u = p o r = r .  [] 

Le lemme qu'on vient de d6montrer peut 6tre compl6t6 par la proposition 
suivante: 

(1.15) Etant donnds un dldment r de ~ ( E ,  H) et un dldment s de Y ( F , H ) ,  lids 
par la relation ror*=sos*,  consid&ons un dldment u de 5r v&ifiant les 
relations (1.10) et s'annulant sur J f  (r). 

L'opdrateur uou* cofncide alors avec la projection orthogonale de F sur le 
sous-espace 

(1.16) JV(s) • = J(s*) .  

DOmonstration. La relation r = s o u  entralne l'inclusion .A#(u)~JV(r). Puisque 
l'inclusion oppos6e est vraie par hypoth6se, on a l'6galit6 

(u) = x (r). 

En outre, les relations 

uor* =s*, (s*(h)ls*(h))=(r*(h)[r*(h)) 

montrent  que l 'op6rateur u applique isom6triquement le sous-espace 

JV(r)• = J ( r  * ) 

sur le sous-espace (1.16). I1 en r6sulte 

y (u) = ~ (s) 1, 

et par cons6quent 

(1.17) (s) = ~ (u *). 
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I1 suffit alors de r e m a r q u e r  que l 'opdra teur  u o u* s 'annule  sur le sous-espace 
(1.17) et qu'il  coincide avec l ' identit6 sur le sous-espace (1.16) (/t cause de la 
re lat ion u o u* ~s* = u o r* = s*). [ ]  

(1.18) Corollaire. Soient r u n  dldment de ~ ( E ,  H) et s u n  dldment de .LF(F, H), 
lids par la relation ror* = s o s * .  

On a alors J ( r ) = J ( s ) .  
Soient x, y deux op&ateurs  lindaires non-bornds de H dans G, dont les domaines 

contiennent l 'image commune de r et de s. 
(a) Si les opdrateurs x o r, y o r sont continus, il e n e s t  de mOme des opdrateurs 

xos ,  yos ,  et l'on a alors 

(y o r) o (x o r)* = (y o s) o ( x o s)*. 

(b) Si les op&ateurs  xor ,  yor  sont de Hilbert-Schmidt ,  iI e n e s t  de mOme 
des opdrateurs xos ,  yos ,  et l'on a alors 

(y o r I x o r)a% (E, o) = (y ~ s I x o s)~% (v, o). 

Ddmonstration. I1 existe, en ver tu  de (1.9) (2), un 616ment u de 5r F) v6rifiant 
les relat ions (1.10) et s ' annu lan t  sur JV(r), donc  tel (d 'apr6s (1.15)) que l 'op6ra teur  
u o u* coincide avec la project ion o r thogona le  de F sur le sous-espace (1.16). 

Les relat ions (1.10) m o n t r e n t  que l 'on a 3 (r) = J (s). 
Elles pe rme t t en t  en outre  d'6crire 

xor=(xos)ou, xos=(xor)ou*. 

A par t i r  de ces 6galit6s, on voi t  que, p o u r  que x or soit continu,  il faut  
et il suffit que x o s soit continu.  

Si ma in t enan t  on suppose  que les op6ra teurs  x or, yor  (donc aussi les op6ra-  
teurs x o s, y o s) sont  continus,  on peut  6crire 

(yor) o(xor)* =(yosou) o(xosou)* 
=(yos) ouou*o(xos)* 
=(yos) o(xos)*. 

L'asser t ion  (a) est ainsi d6montr6e.  I1 en r6sulte aussitSt  l 'asser t ion (b) (voir 
(0.4)). [ ]  

2. L'espace des processus int~grables par rapport 
une martingale de carr~ int~grable 

C o m m e  nous l ' avons  d6j/t rappel6 dans  l ' in t roduct ion,  le p remier  pas  de la 
th6orie de M6tivier  consiste fi associer,  fi toute  mar t inga le  M de JC/2(H), un 
certain espace de Hi lber t  L* (M; H,  G). Les 616merits de cet espace sont  des appli-  
ca t ions  de 10, oe[  dans  l ' ensemble  des op6ra teurs  lin6aires non-born6s  de H 
dans  G. Le sous-espace A 2 des 616ments de L* qui sont  <dnt6grables pa r  r a p p o r t  
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M>> est dOfini ensuite comme &ant l'adh6rence, dans L*, de l'espace g(Aa(H, G)) 
des processus prOvisibles 616mentaires h valeurs dans 5r (H, G). 

Nous dOmontrerons que cette adh6rence coincide en fait avec l'espace L* 
tout entier. Pour cette raison, nous d6signerons directement par A 2 l'espace 
L* de M&ivier. En outre, nous donnerons, de cet espace, une dOfinition en 
peu plus souple que celle de MOtivier. (Pour l'6quivalence des deux dOfinitions, 
voir la remarque (2.7) ci-dessous.) 

Dans toute la suite de ee paragraphe, on consid~re un ~l~ment M fix4 dans 
J/2(H), et l'on d~signe par # la mesure de Dol4ans du processus M |  (h valeurs 
dans 5e 1 (H)). 

(2.1) D6finition. Un processus pr6visible R, ~t valeurs dans 5r H), sera dit 
un processus de MOtivier pour M si le processus pr6visible R oR* (~ valeurs 
dans 5~1 (H)) est une version de la densit6 de # par rapport ~t I~1. 

Le processus de M6tivier R sera dit canonique s'il est ~t valeurs dans l'espace 
5e 2 (/4)= Y2 (H, H) et si chacune de ses valeurs est un op6rateur positif et autoad- 
joint. 

On peut toujours construire, pour la martingale M, un processus de M6tivier 
canonique. I1 suffit en effet de choisir une version Q de la densit6 de # par 
rapport ~t ]#l, de telle fagon que chacune des valeurs de Q soit un 616ment 
de A~l (H) positif et autoadjoint, et de poser ensuite R=Q 1/2. (On a alors [IRJl 2 
= 11Q 111 = 1 presque partout pour la mesure 1#13 

En outre, il est clair que deux processus de Mbtivier canoniques pour M 
sont 6quivalents pour la mesure ]#[. 

(2.2) D6finition. Soit R u n  processus de MOtivier pour M, /~ valeurs dans 
A~ H), et soit X une application de ~0, oo~ dans l'ensemble des op6rateurs 
lin6aires non-born6s de H dans G. 

Nous dirons que R e s t  compatible avec X (par rapport fi la martingale M) 
si X oR est un processus prOvisible, ~ valeurs dans ~c 2(E, G), v6rifiant la relation 

(2.3) IIXoRII2 ~ dl~tl < + ~ .  

(2.4) Remarque. Dans les hypoth6ses de la d6finition pr6c6dente, soit A une 
partie pr6visible de ~0, c ~ ,  de compl6mentaire n6gligeable pour la mesure [/~[. 
Si R est un processus de M6tivier pour M, compatible avec X, il e n e s t  de 
marne du processus I a R (qui coincide avec R sur A et qui est nul ailleurs). 

(2.5) D~finition. Soit X une application de ~0, ~ ~ dans l'ensemble des op6ra- 
teurs lin6aires non-born6s de H dans G. 

On dira que X est int~grable par rapport fi M s'il existe un processus de 
M6tivier pour M, qui soit compatible avec X (au sens de (2.2)). 

L'ensemble des applications X de ce type sera d6sign6 par A2(M; H, G) ou 
par A2(#; H, G). 

(2.6) Proposition. Soit X un 414ment de AZ(M;H,  G) et soit R u n  processus 
de Mdtivier queleonque pour M, h valeurs dans Aa2 (E, H). 

II existe alors une pattie prdvisible A de ]0, oo ~, de compl4mentaire ndgligeable 
pour la mesure 1#[, telle que le processus I A R soit compatible avec X.  
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DOmonstration. Puisque X est un 616ment de A2(M; H, G), il existe, pour la martin- 
gale M, un processus de M6tivier compatible avec X: soit S u n  tel processus, 
que l'on supposera fi valeurs dans ~c2 (F, H). 

(a) Supposons d'abord que la relation R oR*=SoS*  soit v&ifi6e partout, 
et montrons que le processus R est alors compatible avec X. 

Remarquons, fi cet effet, qu'il existe, en vertu de (1.9) (2), un processus U 
fortement pr6visible 1, ~i valeurs dans 5r F), tel que l'on ait 

et par cons6quent 

R = S o U ,  S = R o U * ,  

X o R = ( X o S ) o U ,  X o S = ( X o R ) o U * .  

Il en r6sulte que X oR est un processus pr6visible, fi valeurs dans ~2 (E, G), 
et que l'on a (d'apr6s (1.9) (1)): 

(X  o R) o (X  o R)* = (Xo S) o (X o S)*. 

La compatibilit6 de S avec X entralne alors celle de R. 
(b) Dans le cas g6n6ral, il suffit de se ramener au cas pr6c6dent en consid6rant 

les processus I A R ,  I A S , Off A d6signe l'ensemble { R o R* = S o S* } (pr6visible et 
de compl6mentaire n6gligeable pour la mesure ]#[). [] 

(2.7) Remarque. La proposition pr6c6dente entralne notamment qu'6tant donn6 
un 616ment X de A2(M;H,  G), on peut toujours trouver, pour la martingale 
M, un processus de M6tivier canonique R = Q1/2 qui soit compatible avec X. 

Cela prouve que notre espace AZ(M; H, G) coincide avec l'espace L* introduit 
par M6tivier. 

(2.8) Th6or6me. 
(a) Soit X,  Y un couple d'~ldments de A2(M;H, G). On peut alors choisir, 

pour la martingale M, un processus de Mdtivier R qui soit compatible fi la fois 
avec X et avec Y. 

En outre, la quantitd 

(2.9) (XI Y)= ~tr[(Yo R)o(Xo R)*] d[#[ 

ne d@end pas du choix de R. 
(b) L'espace A2(M; H, G) est un espace vectoriel, sur lequel la formule (2.9) 

ddfinit un produit scalaire. 
Muni de ce produit, A2 (M;H,  G) devient un espace de Hilbert, pourvu que 

l'on identifie deux dl~ments Oquivalents pour la mesure I#[. 

D~monstration. L'existence de R rbsulte imm6diatement de la proposition pr6c6- 
dente et de la remarque (2.4). 

Pour prouver que la quantit6 (2.9) ne d6pend pas du choix de R, consid6rons 
deux processus de M6tivier R, S, ~i valeurs darts s162 H), s162 H) respective- 
ment, compatibles/~ la fois avec X et avec Y. 

1 (en tant que limite d'une suite simplement convergente de processus fortement pr6visibles) 
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Sans diminuer la g6n6ralit6, nous pourroffs supposer que la relation 
R o R * =  S o S* soit v6rifi6e partout. La conclusion r6sulte alors de (1.18). 

Enfin, pour  l'assertion (b), voir [8], (off le produit  scalaire est d6fini comme 
ci-dessus, mais fi l'aide d'un processus de M6tivier canonique R = Q1/2). [] 

Remarque. La relation (2.9) donne en particulier, pour tout 616ment X de 
A2(M; H, G), 

(XIX)=Str[(XoR)o(XoR)*] dl/~l =S LIXoRIL~ dh#[. 

Nous nous proposons maintenant de d6montrer le r6sultat annonc6 au d6but 
du paragraphe: 

(2.10) Th6or~me. L'espace g(~q~2(H, G)) des processus prdvisibles dldmentaires it 
valeurs dans Y2(H, G) est partout dense dans l'espace de Hilbert A2(M; H, G). 

I1 r6sulte de I-8], 14.5, que si R = Q  1/2 est compatible avec un processus 
pr6visible X fi valeurs dans ~L~a2(H, G), alors X appartient g l'adh6rence de 
g(~~ G)) dans A2(M;H,  G). (Une v6rification directe d'ailleurs serait plus 
facile que la preuve du th6or6me de I-8].) Le th6or6me (2.10) apparalt donc 
comme un corollaire de la proposition suivante: 

(2.11) Proposition. Soit X un dldment quelconque de A2(M; H, G), et soit R u n  
processus de Mdtivier canonique pour M, compatible avec X. 

Posons, pour tout scalaire )o > O, 

J~(t, co)=(I+2R(t,  co)) -~, X~=2XoRoJ~.  

On a alors les conclusions suivantes: 
(a) Pour tout 2, X z est un processus prOvisible, it valeurs dans ~2(H, G), vdrifiant 

la relation II X z o R II 2 <_ II X o R II 2 (donc compatible avec R). 
(b) On a 

lim ~ I I X o R - X z o R l l  ~ dl#l =0.  

Autrement dit: lorsque 2 tend vers l'infini, Xx  converge vers X dans l'espace 
AZ(M; H, G). 

Ddmonstration. Fixons (t, co) et posons 

x = X ( t ,  co), r=R(t ,  co), 

On a alors 

j~ = J~ (t, co). 

Xz(t, co) = 2(x o r) ojze &~ 2 (H, G), 
Xz o R (t, co) = )~ (x o r) oj~ o r = (x o r) o (I --Jz). 

L'assertion (a) d6coule donc de la premi6re assertion du Corollaire (1.5) 
(appliqu6 en prenant u = x o r et en tenant compte de l'inclusion 6vidente JV(r) 
~(xor)). 

Pour prouver l'assertion (b), il suffit d'appliquer la deuxi6me assertion de 
(1.5) et le th~or6me de Lebesgue sur la convergence domin~e. []  
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3. L'orthogonalit~ forte, le processus ((M, At)) 
et l'in~galit~ de Kunita-Watanabe 

Nous nous proposons maintenant de construire, pour tout couple M , N  de 
martingales hilbertiennes de carr6 int~grable, un compensateur pr6visible du 
processus M |  (compensateur que l'on d~signera par ((M, N))). 

Nous parviendrons/L cette construction fi l'aide de la notion d'orthogonalit6 
forte. 

Commen~ons par rappeler qu'~tant donn~ un ~16ment M de ~2(H) ,  on 
d6finit une isom6trie X~--~X. M de A2(M; H, G) dans ~2(G):  exactement comme 
dans le cas r6el, cette isom~trie peut atre caract~ris6e comme ~tant la seule 
application lin6aire continue qui coincide sur N (~~ 2 (H, G)) avec l'int6grale stocha- 
stique 616mentaire. 

(3.1) Proposition. Soit M un ~l~ment de j/t2(H), et N ~l~ment de d/t2(G). Les 
conditions suivantes sont dquivalentes: 

(a) Le processus M |  (dr valeurs dans ~cf 1 (H, G)) est une martingale. 
(b) Dans l'espace de Hilbert ~'2(G), l'dl~ment Nes t  orthogonal d tout ~ldment 

de la forme X . M ,  avec XeA2(M;  H, G). 

D~monstration. Nous savons que toute forme lin~aire continue sur ~I(H, G) 
est du type u~-*tr(uo v*), avec v 61~ment de ~ ( H ,  G). 

La condition (a) est done v&ifi6e si et seulement si, pour tout 61~ment v 
de ~ ( H ,  G), le processus r~el 

L = tr [ (M | N) o v*] = tr [v (M) | N3 

est une martingale, ce qui se traduit par la relation: 

E [LT] = 0 pour tout temps d'arrat T 

On a, d'autre part, 

E [LT] = ~(V(MT(O)))[ NT(O~))G P(do3) 

= ~(v(Mr(o~))l No~ (o))o P(dco) 

= ((I3o, T~ V). M IN)~2(o ). 

La condition pr6c~dente est done remplie si et seulement si la martingale 
N est orthogonale, dans l'espace de Hilbert j~z (G), fi toute martingale du type 
(I~o, r~ v)- M. Cette condition d'orthogonalit6 ~quivaut ~videmment fi la condition 
(b). [] 

Exactement comme dans le cas r~el, lorsque les conditions 6quivalentes (a), 
(b) de la proposition pr6c6dente sont remplies, on dit que les deux martingales 
M, N sont fortement orthogonales (cf. [11]). 

En outre, on d~montre (cf. [ l l ] )  qu' 6tant donng un couple quelconque 
M, N, avec Me,/ClZ(H) et Ne,/r on a toujours une dgcomposition orthogo- 
nale de N par rapport fi M, c'est-fi-dire une d6composition de N de la forme 

(3.2) N = Z.  M + L, 
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off Z est un 616ment de Ae(M; H, G) et Les t  une martingale de JN2(G), fortement 
orthogonale fi M. 

On s'int6resse maintenant ~ la construction d'un compensateur pr6visible 
pour le processus M |  La d6composition (3.2) montre que ce processus est 
la somme du processus M |  et de la martingale M@L: le problSme 
est donc ramen6/t la recherche d'un compensateur pr6visible pour le processus 
M@(Z.M) .  Ce dernier probl6me est r6solu, avec une formule explicite, par le 
th6orSme suivant, qui concerne un cas mSme un peu plus g6n6ral (fi savoir, 
celui d'un processus de la forme (X. M)@(Y. M)): 

(3.3) Th6or6me. Soient M un 41dment de ~2(H) ,  X un dldment de A2(M; H, G), 
Y un dl4ment de Aa(M; H, F). 

D~signons par # la mesure de Doldans de M | M, et choisissons, pour la martin- 
gale M, un processus de M~tivier R, qui soit compatible d la fois avec X et 
avec Y. 

Alors le processus (X. M)| M) admet comme mesure de Doldans la mesure 
[(YoR)o(XoR)*].]#[; autrement dit, il admet comme compensateur prdvisible le 
processus [(YoR)o(X oR)*]. (M,  M) .  

Ddmonstration. I1 s'agit de prouver que l'on a 

E[(X .M)T |  = ~ (YoR)o(XoR)*dI#I 
~0, T~ 

pour tout temps d'arrSt T. Or ceci est imm6diat lorsque X, Y sont des processus 
pr6visibles 616mentaires. Pour 6tendre la conclusion au cas g6n6ral, il suffit d'utili- 
ser un argument de continuit6. [] 

Grfice au th60rSme que l'on vient de d6montrer (et aux consid6rations qui 
le pr6cSdent), on peut affirmer qu'6tant donn6es une martingale M de Jg2(H) 
et une martingale N de J/12(G), le processus M |  fi valeurs dans ~q~ (H, G), 
admet toujours une mesure de Dol6ans, donc aussi un compensateur pr6visible. 
Nous dSsignerons par ((M, N)) un tel compensateur. En outre, nous d6signerons 
par [(M, N)] le processus r6el, nul en 0, croissant et continu A droite, caract6ris6 
(a indistinguabilit6 prSs) par les deux propri6t6s suivantes: 

(a) [{M, N)I admet comme mesure de Dol6ans la variation totale de la mesure 
de Dol6ans de M |  

(b) La restriction de I(M, N)[ / t  ]0, oe ~ est un processus r6el pr6visible. 
Avec ces notations, on peut 6crire, dans les hypothSses du th6orSme pr6c~- 

dent, 

(3.4) 
(3.5) 

((X. M, Y. M)) = [ (Yo R) o (Xo R)*]" (M, M) ,  

I<X.M, Y 'M) I  = IL(Yoe)o(XoR)*lla. <M, M}.  

En outre, l 'orthogonalit6 forte de deux martingales M, N peut se traduire 
par la relation ((M, N)) = 0. 

Nous nous proposons maintenant de d6montrer la <<propri6te associative>> 
de l'int6grale stochastique. A cet effet, nous commencerons par d6montrer le 
lemme suivant: 
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(3.6) Lemme. Soient M un Oldment de dd2(H), X un OlOment de A2(M; H, G), 
Y une application de ~0, oe ~ dans l'ensemble des op&ateurs IinOaires non-bornOs 
de G dans F. 

Les conditions suivantes sont aIors dquivalentes: 
(a) Y e A 2 ( X . M ;  G, F). 
(b) Y o X e A 2 ( M ;  H, F). 
En outre, si ces conditions sont remplies, la norme de Y dans A z ( X . M ;  G, F) 

coi'ncide avec celle de YoX  dans A2(M; H, F). 

D~monstration. D6signons par # la mesure de Dol6ans de M |  par v celle 
de ( X . M ) |  Choisissons en outre, pour la martingale M, un processus 
de M6tivier R, / t  valeurs dans 5r 2 (E, H), qui soit compatible avec X. On a alors, 
grace au th60r6me pr6c6dent, 

donc aussi 

I1 en r6sulte 

v=[(XoR)o(XoR)*3.1#l, 

[vI=IlXoRII~'I#I. 

v=(SoS*).lvl, 

off S d6signe le processus pr6visible, /t valeurs dans ~2(E, G), qui est nul sur 
l'ensemble {X o R = 0} et qui coTncide ailleurs avec If X o R rl 21 (X o R). Ce processus 
est donc un processus de M6tivier pour la martingale X-M. 

Si la condition (a) est remplie, on peut supposer, grace fi (2.6), que S soit 
compatible avec Y (par rapport fi la martingale X-M) .  On voit alors que R 
est compatible avec yo X (par rapport/ t  la martingale M) et que l'on a 

[] Y o X o R  ]12 z dl#1 =~ ]1YoS Ir 2 d[vl. 

R&iproquement, si la condition (b) est remplie, on peut supposer que R 
soit compatible avec Y o X  (par rapport fi la martingale M). On voit alors que 
S est compatible avec Y (par rapport fi la martingale X.  M). 

Le lemme est ainsi d6montr6. [] 

I1 est facile maintenant d'obtenir le th6or6me suivant: 

(3.7) Th~or~me. Soit M un dlOment de JC/2(H). Pour tout OlOment X de 
A2(M; H, G) et tout Oldment Y de A 2 ( X . M ;  G, F), on a 

(3.8) Y . ( X . M ) = ( Y o X ) . M .  

DOmonstration. I1 r6sulte du lemme pr6c6dent que, pour tout X fix6 dans 
A 2 (M; H, G), l'application lin6aire 

Y~(Yo x). M 
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de A 2 (X. M; G, F) dans j~2 (F) est une isom6trie. Pour prouver que cette isom6- 
trie coincide avec l'int6grale stochastique 

Y~--~ Y. (X-M), 

il suffit de v6rifier que la coincidence a lieu sur l'espace g ( ~  (G, F)) des processus 
pr6visibles 616mentaires. Fixons un tel processus Y, et consid6rons les deux appli- 
cations lin6aires continues 

X~--~Y.(X.M), X~---~(Yo X ) . M  

de A 2 (M; H, G) dans d//2 (F). Pour prouver qu'elles coincident, il suffit de v6rifier 
que la coincidence a lieu sur l'espace o~(~r G)). 

En d'autres termes, on est ramen6 h v6rifier l'6galit6 (3.8) dans le cas off 
X est un 616ment de g ( ~ ( H ,  G)) et Y un 616merit de 8(~r F)). Puisque ceci 
est immSdiat, le th6or6me est d6montr6. [] 

I1 en r6sulte les corollaires suivants: 

(3.9) Soient M un klkment de Jg2(H),N un blbment de ~g2(G),X un klbment 
de A2(M; H, E), Y un dlbment de A2(N; G, F). 

Si les martingales M, N sont fortement orthogonales, il en est de mOme des 
martingales X .  M, Y. N. 

(3.10) Soient M un ~lOment de Jd2(H),N un dlOment de dd2(G), et consid~rons 
la dbcomposition orthogonale (3.2) de N par rapport dt M. On a alors 

{{ N, N )} = ({ Z . M, Z . M )) + {( L, L )}. 

(3.11) Dans les hypothdses de (3.9), considbrons la d~composition orthogonale 
(3.2) de N par rapport g~ M. Choisissons en outre, pour la martingale M, un 
processus de Mbtivier R, compatible avec Z. On a alors 

( (X .M,  Y .N))  = [(YoZ)oRo(XoR)*].  (M,  M) .  

I1 est facile maintenant d'obtenir l 'analogue hilbertien de l'in6galit6 de 
Kunita-Watanabe du cas r6el: 

(3.12) Th6or6me. Soit M un dlbment de J~2(H) et  soit N u n  blbment de J~2(G). 
On a alors, pour tout couple X,  Y de processus mesurables positifs, 

X Y d[(M, N) [<  (~ X 2 d (M,  M)) 1/2 (I y2 d (N,  N ) )  ~/2. 

Dbmonstration. Consid6rons la d6composition orthogonale de N par rapport 
/LM: 

N = Z . M + L .  

Choisissons en outre, pour la martingale M, un processus de M6tivier canoni- 
que R = Q1/2, compatible avec Z. 
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On a alors, en vertu de (3.10) et (3.4), 

(( N, N )) = (( Z . M, Z . M )) + (( L, L )) 

= [(ZoR)o(ZoR)*].  (M,  M )  + ((L, L)), 

((M, N)) = ((M, Z.  M)) = [(Z oR)oR]. (M, M) ,  

et par cons6quent 

( n ,  N)  = H z o R ]] ~. (M, M )  + (L, L),  

[(M, N)[ = I](ZoR)oR ]11" (M, M).  

I1 en r6sulte 

~ X Y d [ ( M ,  N)[ = ~ X Y  I[(ZoR) oR Jla d ( M ,  M )  

< ~XYIIZoRII= d(M, M) 
<(~ X2 d ( M, M))l/2(~ y2 II Zo R ]l ~ d ( M, M)) 1/2 
< ( ~ X 2 d ( M ,  M))~/2(~ y 2 d ( n , n ) )  ~/2. [] 
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4. Distributivit~ de l'int~grale stoehastique 

Dans ce paragraphe nous nous proposons de d6montrer, pour l'int6grale stochas- 
tique relative ~ une martingale hilbertienne de carr6 int6grable, la propri6t6 
de distributivit6 suivante: X.  (M 1 + M2) = X- M1 + X- M 2. 

Nous traiterons d'abord le cas particulier off les martingales M1, M2 sont 
fortement orthogonales: 

(4.1) Th~or~me, Soit M = M 1 + M 2 ,  off M 1 ,  M 2 sont deux martingales de ~2(H), 
fortement orthogonales. On a alors 

(4.2) AZ(M; H, G)=A2(M1; H, G)~AZ(M2; H, G). 

En outre, por tout dlOment X de A2(M; H, G), on a 

(4.3) X . M = X . M 1  + X . M  2 . 

DOmonstration. L'hypoth6se d'orthogonalit6 forte entra~ne les relations 

(( M, M )5 = (( M1, M , )) + (( M 2 , M 2 )), 

(M, M )  = (M~, M 1 )  + (M2, M2). 

En d'autres termes, si l'on d6signe par # la mesure de Dol6ans du processus 
M |  et par #i celle du processus M i |  on peut 6crire 

# = # ~ + m ,  I#1=[#xl+l#2[- 

Pour chaque indice i=  1, 2, d6signons par f~ un processus r6el pr6visible, 
h valeurs dans [0, 1], tel que l'on ait ]#i[=f/z.[#[. Choisissons en outre, pour 
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la martingale Mi, un processus de M6tivier Ri , / l  valeurs dans s H). Grfice 
fi (2.4), on pourra  supposer que Ri soit nul sur l'ensemble pr6visible {f ,=0} 
(n6gligeable pour  la mesure linD. La relation 

#1 = (R, o R*). I~,1 =fi2(Ri~ �9 [#1 =( f i  Ri) ~ (f/Ri)*" I**1 

montre que l'on a (voir (0.9)) 

/~ =# ,  +#2 = [(f~ R0o(f~ R1)* +(f2 R2) ~ R2)*]" I//[ 

=(f~ R,Of2 R2)o(fl R~@f2 R2)*. I~'1. 

Autrement dit, le processus 

R = f l  R1 O f  2 R2 

est un processus de M&ivier pour  la martingale M. 
Soit maintenant X une application de ~0, oo ~ dans l'ensemble des op6rateurs 

lin6aires non-born& de H dans G. On voit alors facilement que, pour que X o R 
soit un processus pr6visible /t valeurs dans 5~2(E 1 x E2, G), il faut et il suffit 
que, pour  chaque indice i=  1, 2, f~(XoRi) (ou, ce qui revient au marne, XoRi) 
soit un processus pr6visible/t valeurs dans 5e 2 (E,, G). En outre, si ces conditions 
sont remplies, on a (voir (0.10)) 

IIXoRII2=N~ z IIXoR~bl2 + f 2 IlXoRal[ 2. 

Par cons6quent, le processus R e s t  compatible avec X, par rapport  & la 
martingale M, si et seulement si, pour chaque indice i=  1, 2, le processus R i 
est compatible avec X, par rapport  fi la martingale M i. En outre, si ces conditions 
sont remplies, on a 

(4.4) 2 = X 2 IIXIIA~<M;H,~ H ][A2(MI;H,G) "}- IIXII~<~;/~,G~. 

En vertu de (2.6), la relation (4.2) est ainsi d6montr6e. 
I1 reste fi prouver l'6galit6 (4.3). I1 suffit pour  cela de remarquer que l'applica- 

tion lin6aire X~->X.M1--kX.M 2 de A2(M;H, G) dans ~2(G) est continue (en 
vertu de (4.4)) et qu'elle coincide avec l'int6grale stochastique X~--~X.M sur 
l'espace ~(s176 G)). []  

Voilfi maintenant la propri6t6 de distributivit6 dans le cas g6n6ral: 

(4.5) Th~or~me. Soit M = M1 + M2, off M1, M 2 sont deux martingales de ~ 2  (H). 
Tout dl~ment X de AZ(M1;H,G)c~AZ(Mz;H,G) appartient alors ?t 

AZ(M; H, G) et v&ifie l'OgalitO (4.3). 

D~monstration. Consid6rons la d6composition orthogonale 

M 2 = Z ' M I  +L, 
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Off Z est un 616ment de Ag(M1; H, H) et L e s t  une martingale de ~e (H) ,  forte- 
ment orthogonale h M,.  On peut alors 6crire, en appliquant plusieurs fois le 
th6or6me pr6c6dent et les r6sultats (3.6), (3.7): 

X.M~ + X . M e = X . M 1  + X ' ( Z . M I  +L) 

= X ' M I  + X ' ( Z . M O + X . L  

= X . M ~  + ( X o Z ) . M  I + X . L  

=(Xo(I  + Z)).Ma + X . L  

= X . ( I + Z ) . M I  + X . L  

=X.E(I+Z).M~ +L] 
= X . M .  [] 

5. Application d un th~or~me de representation 

Si M est une martingale de ~/HZ(H), l'image de A2(M; H, G) par l'isom&rie X~--~ 
X . M  sera d6sign6e par Jc'Z(M;H, G) . 11 s'agit 6videmment d'un sous-espace 
vectoriel ferm6 de ~d2(G). Dans le cas off G est 6gal fi IR, on peut lui donner 
une caraet6risation tr6s simple: 

(5.1) Proposition. Spit M une martingale de J/'Z(H). L'espace ~2(m; H,]R) est 
alors le plus petit sous-espace vectoriel ferm( de J~Z(IR) contenant les martingales 
de la forme 

(5.2) (lo M) I r = l o (M I r) = (11~o, T~)" M, 

avec I forme linkaire continue sur H, et T temps d "arr~t. 

Ddmonstration. I1 suffit en effet de remarquer qu'un sous-espace vectoriel de 
JgZ0R) eontenant toutes les martingales de la forme (5.2) contient aussi les 
martingales de la forme X.  M, avec X 616ment de #(5~ (H, R)). [] 

Comme exemple d'application des r6sultats sur la distributivit5 de l'int6grale 
stochastique obtenus au paragraphe pr6c6dent, nous exposerons maintenant 
une d6monstration 616mentaire d'un th6or6me de repr6sentation de M&ivier- 
Gal ' tchouk (voir [6], Th. 3.2; [10], Th. 2, p. 459). 

(5.3) Th6orbme. Soient M une martingale de ~ 2 ( H )  et N une martingale de 
~e(G).  Les conditions suivantes sont alors ~quivalentes: 

(a) I1 existe un ~l~ment Z de AZ(M; H, G), tel que l'on ait N =  Z.  M. 
(b) On a ~ 2 ( N ;  G , F ) c ~ 2 ( M ; H , F )  pour tout F (espace de Hilbert r~el, 

skparable). 
(c) On a ~ 2  (N; G, IR) c d{ 2 (M; H, JR). 

Ddmonstration. L'implication (a)~(b) est imm6diate: la relation N = Z . M  
entra~ne en effet, pour tout 616ment Yde A2(N; G, F), 

Y . N =  Y . ( Z . M ) = ( Y o Z ) . M  
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(voir  (3.7)). Pu isque  l ' imp l i ca t ion  (b)=~(c) est 6vidente,  il ne reste qu'fi d6mon t r e r  
l ' imp l i ca t ion  (c)=~(a). Cons id6 rons , / t  cet effet, la d6c ompos i t i on  o r t h o g o n a l e  

N=Z.M+L, 

off Z e s t  un  616ment de A2(M; H, G) et L est une ma r t i nga l e  de ~ 2 ( G ) ,  fo r tement  
o r t h o g o n a l e  ~t M.  L 'hypo th6se  (c) ent ra lne ,  p o u r  tou t  616ment Y de A 2 (N; G, IR), 
l 'exis tence d ' un  616ment X de A2(M; H, ~) v6rifiant  la  re la t ion  X.M= Y.N. 
En ver tu  de (4.1), (3.7), cette re la t ion  peu t  se me t t r e  sous  chacune  des formes  
su ivantes :  

X.M= Y.(Z.M)+ Y.L=(YoZ).M + Y.L, 
Y .L=(X-  YoZ).M. 

Elle en t ra lne  donc  Y.L=O (grace /l l ' o r thogona l i t6  forte du  couple  L, M). 
C o m m e  cette conc lus ion  est valable ,  en par t icul ier ,  p o u r  tou t  616ment Y de 
N ( ~ ( G ,  IR)), elle m o n t r e  que l 'on  a L = 0 ,  c 'est-f i-dire N=Z.M. Le th6or~me 
est ainsi  d~mont r& [ ]  
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