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Introduction 

Soit Z = ( Z t , t > O  ) mouvemen t  Brownien complexe issu de z o. F. Spitzer ([19], 
1958) a montr6  que si (O}, t>0)  d6signe une d6terminat ion cont inue de l 'argu- 
ment  de { Z , , u < t }  au tour  de zlO12, z l + z o ,  alors: 

(O.a) - - 2  @~ _(l~ :, C1" 
log t ~ ~ 

O1~l C 1 d6signe une variable de Cauchy,  de param6tre  1. 
J. P i tman et M. Yor  ([17a, b], 1984) ont 6tendu le r6sultat de Spitzer en 

mont ran t  la convergence en loi de: 
2 

(0.b) log t ( ~ '  " "  qS~) (t --* oc) 

06 (qSi, t > 0) est une d6terminat ion continue de l ' a rgument  de {Z,, u < t} au tour  
de zi, les points ( z l , . , . , z , )  6tant tous distincts, et distincts de z 0. La  distribu- 
t ion asymptot ique  de (0.b) poss6de des propri6t6s remarquables :  par  exemple, 
si l 'on note /~ cette distr ibution asymptot ique,  et ( W ~ , . . . , W  ") un vecteur 

aldatoire ayant  pour  loi #, ~ 2i W ~ est une variable de Cauchy de param6tre  1, 
i~l 

d6s que 2 i>0 ,  pour  tout  i, et Z~ 2 i =  1; il est peut-atre encore plus remarquable  
que # ne d6pend pas de la configurat ion des n points  (z 1, ..., z,). 

I1 nous a sembl6 int6ressant d '6tudier la convergence en loi de (0.b), Z 
d6signant maintenant  un mouvemen t  Brownien complexe avec drift, c'est-/t-dire 
la solution de: 

(0.C) dZ~ = dF t + b (Zt) dt, Z o = Zo, 

1 La recherche de cet auteur a ~t6 r6alis~e en partie avec l'aide de NSF Grant MCS 82-02552 
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avec b satisfaisant des hypoth6ses convenables, et (Ft) mouvement Brownien 
complexe. Le r6sultat obtenu ci-dessous pour la distribution limite de (0.b) 
dans ce cadre permet en particulier de bien comprendre le r61e des propri6t6s 
d'isotropie du mouvement Brownien complexe en ce qui concerne le fait que #, 
dans |e cas Brownien, ne d6pend pas de la configuration des n points 
(z~ . . . . .  z . ) .  

De fagon precise, sous l'hypoth6se: 

co 

(0.d) ~drb*(r)<oo, off b*(r)= sup {b(zi+rei~ 
0 0 < 0 < 2 ~  

on obtient comme distribution limite de 

2 
(0.b) log t (q~' "" '  q~7) (t ~ oQ) 

la loi du vecteur: 

(O.e) (F,,+eyL,~. C2+2 (kj, vy)Lo; 1 <j<=n) 

off C1,. . . ,  C, sont n variables de Cauchy de param6tre 1, 

F est un mouvement Brownien r6el, 
B e s t  un mouvement Brownien r6fl6chi, 

a=inf{t=>0: Bt= 1}, et L,  est le temps local en 0 de B au temps 0. 
F, B,  C1,.. . ,  C, sont ind6pendants. 
I1 reste/~ indiquer ce que sont les constantes ccj et (kj, vj); nous en donnons 

t ds 
H j -  [ - -  et tout d 'abord une description analytique: notons R~=}Zt-  @ et t - ;  (RJ~e, 

introduisons les processus (p~) et (0~) d6finis par: ,-s ,  

J_  J . log R, - PHi, q~{ = 0~1' 

On montre ais6ment (voir le paragraphe 1) l'existence de deux fonctions 
hj, kj: C ~IR qui s'expriment en fonction de b, permettant d'6crire le processus 
(p~, 0{) comme solution du syst6me d'6quations: 

j - -  J J J p , -Po  + flt + ~ hy(ps + iO~)ds 
(o.f) 

O{ = OJo + 7~ + .[ kj(p~ + i 0~) ds 
0 

off (flJ,/) est un mouvement Brownien/t  valeurs dans IR 2. 
Sous l'hypoth~se (0.d), le processus (p J, 0/) consid6r6 comme prenant ses 

valeurs dans le cylindre N. x R / 2 n Z ,  est r6current au sens de Harris, et admet 
pour mesure invariante: 

(0.g) vj(d2xdO)=exp - 2  ~ du (~y(u, dT)hJ(u+i?,) d2,Sj(2,dO), 
2 

off 6j(,~, dO) est un noyau markovien sur N x [0, 2 ~[. 
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Finalement, la constante ej est d6finie par: 

(0.h) c~j=exp ( - 2  ! d 2  i 6j()~,dT)hj()~+iT) , 
- 0 

et (kj, vj) d6signe l'int6grale de kj relativement ~t dvj; les constantes ~j et 
(kj, vj) sont donc d6finies /~ l'aide des invariants li6s aux propri6t6s de 
r6currence du processus Z. 

On retrouvera, dans notre m6thode de d6monstration, les principaux points 
de la m6thode utilis6e par Pitman-Yor [17]; par exemple, si (~{) est la pattie 
martingale de (O~), on d~compose (qS{) en somme d'un ~petit angle>> 

t t 

S dq~ I(R~;_< t,, et d'un <<grand angle)> S d ~  I(R~; >__1), et, en fait, en ce qui concerne 
0 0 

la convergence de (0.b) vers (0.e), la contribution-toujours avec la normalisation 

( ~ )  - <<petits angles>> est e jL~-Cj ,  <<grands angles>> Fo, des celle des est et 

enfin, celle de la partie/t  variation born6e de (~)  est (k j, v j)L~. 
Les arguments essentiels de la d6monstration de Pitman-Yor [17], g savoir 

Ie thdor~me de Knight sur les martingales continues orthogonales, et le 
th6or6me ergodique pour les fonctionnelles additives int6grables du processus 
Z, sont encore sous-jacents en diff6rents points de notre d6monstration 
Toutefois, celle-ci diffSre de faqon assez notable de celle faite en [17]: d'une 
part, on ne suppose pas que les disques Dj={z:  ]z - z j l  < 1} sont disjoints, et 
l'on d6veloppe pour cela une version asymptotique du th6orSme de Knight; 

d'autre part, au lieu de remplacer le temps t par T~---inf{u: IZ,I =1/~} comme 
dans Pitman-Yor [17], on 6tudie de faqon pr6cise la convergence en loi de 

{(PJ)t (~)', (0J~(~)" t _> 0, 1 < j  _<_ n} 
\ ] t  ~ 

lorsque c ~ o c ,  avec la notation: X ( ~ ) = I x ~  (t>0); puis, pour terminer la 
t - - C  c t 

d6monstration de la convergence en loi de (0.b) vers (0.e), on utilise principale- 
ment la m6thode de Laplace (c'est-~-dire [If][v~ [Ifl[~ quand p ~  ~ ,  si f est 
une fonction d6finie sur un espace de mesure finie et [[flip d6signe la norme L; 
de f sur cet espace); cette derni6re partie de la d6monstration est A rapprocher 
des arguments de Durrett [5] et Yor [25] dans l'~tude du nombre de tours du 
mouvement Brownien complexe autour d'un point. 

Avant de passer ~ l'examen des autres points de notre travail, indiquons 
que l'6tude du nombre de tours autour d'un point a 6galement 6t6 faite pour 
certaines diffusions planes, qui ont un comportement asymptotique tr6s 
diff6rent de celui du mouvement Brownien plan. En particulier, A. Friedman et 
M. Pinsky ([6], [7]) montrent que la limite p.s. de (o~/t existe, lorsque t~oo ,  
sous des hypoth6ses qui impliquent en particulier que le processus s'enroule 
asymptotiquement autour du point zz. 

Outre l'&ude asymptotique de (qb~,...,q~') pour Z, mouvement Brownien 
avec drift, le pr6sent article comprend une 6tude de la vitesse d'approche d'un 
nombre fini de points {zz, ...,z,} par le processus (Zu,U>O). 
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De fagon pr6cise, si l'on note I~=inf[Z s -z j l ,  on a: 
s <=t 

- 2  . . 
( O . k )  logt(logI~; j=-1,2 . . . .  n ) ~  ( ~ j e ;  j = l , 2  . . . . .  n ) ' (t~ oo) \ ej 

0/1 (e,% ... .  ,%) sont ( n + l )  variables exponentielles, de param6tre 1, 
inddpendantes, et les constantes ~j sont donn6es par (O.h). On ddduit ensuite 
ais6ment, d'un renforcement de (O.k), la convergence en loi de 

1 
(0.k') ilogr--~(logT,.J, l<=j<n), lorsque r~0 ,  off T~J=inf{t: I Z , - z j l < r } .  

Ces r6sultats nous ont 6t6 inspirds, dans le cas du mouvement Brownien, par 
l'6tude des petites valeurs de I t - in f lZs]  qui figure au d6but de l'article de 

s<=! 

Spitzer [-19]. A notre connaissance, les r6sultats multidimensionnels (0.k) et 
(0.k') sont nouveaux, marne dans le cadre Brownien, off cependant le r6sultat 
pour n = l  est implicite dans It6-Mc Kean ([,11], p. 133, Problem 4, et p. 231, 
Problem 4). Ces r6sultats donnent aussi une nouvelle interpr6tation des coeffi- 
cients (c~j), qui v6rifient: 

~j 
(0.1) P(T~J<inf{T~i; 1 <=i<n, i4=j}) r-~o' - -  

i = l  

Ainsi, e~ mesure la faqon dont le processus est attir6 par le point zj, relative- 
ment aux autres points. 

De marne que dans Pitman-Yor [-17], nous 6tudions en outre les r6sultats 
de convergence en loi des angles (~b 1. . . . .  , qS"), et des infimum (11. . . . . .  I".) lorsque 
l'on remplace le temps t par a(t), l'inverse au temps t d'une fonctionnelle 
additive int6grable. Les r6sultats obtenus s'interpr6tent de faqon naturelle en 
termes du comportement asymptotique des nombres de tours (par exemple) 
effectu6s par une diffusion/~ valeurs sur la sph6re autour de diff6rents points de 
la sph6re; le passage du plan /t la sph6re - et inversement - se faisant bien 
entendu au moyen d'une projection st6r6ographique. Cette partie du travail est 
/t rapprocher de l'article de Lyons - Mc Kean [,15], o5 l'6tude asymptotique 
des nombres de tours pour le mouvement Brownien complexe, aux temps 
inverses d'une fonctionnelle additive int6grable, est faite directement sur la 
sphere. 

Pour terminer cette introduction, soulignons qu'il nous semble maintenant 
que l'article de Pitman-Yor [17] et le pr6sent travail sont bien loin d'6puiser 
toute la richesse des diff6rentes questions sur le mouvement Brownien plan 
abord6es par Spitzer [19]. Une autre partie du travail de Spitzer permet ~t Le 
Gall ([-28]) de d6velopper l'6tude de la saucisse de Wiener dans le plan et d'en 
d6duire certains r6sultats sur la mesure de Hausdorff des points multiples du 
mouvement Brownien plan. 

Nous remercions vivement Jim Pitman qui nous a sugg6r6, apr~s une lecture d~taill6e de ce 
travail, de nombreuses am61iorations importantes de notre r~daction, tant du point de rue 
math~matique que typographique. 



l~tude asymptotique de certains mouvements browniens 187 

Le second auteur remercie 6galement Jim Pitman et l'Universit6 de Berkeley pour leur 
hospitalit6 pendant les mois de Juillet-Aofit 1982/83/84. 

Plan de l'artiele 

1. Formules de passage en coordonn6es polaires 
2. Existence et propri6t4s des mesures invariantes 
3. l~tude asymptotique de (p, 0) 
4. Une version asymptotique du th4or4me de Knight 
5. Application aux nombres de tours 
6. t~tude de la vitesse d 'approche d'un nombre  fini de points 
7. I~tude asymptotique de certaines diffusions sur la sph6re 

Quelques notations. Soit x une semi-martingale continue. I1 existe [26] une 
version de la famille des temps locaux de X qui, consid6rde comme fonction de 
la variable d'espace, admet  en tout point (a, t) une limite ~t droite et une limite 

gauche, not6es respectivement L~ + (X) et L~-(X). Le temps local sym6trique 
d e X e s t d 6 f i n i p a r  a _1 a+ /2,(X)-5(/2 t (X) + L]- (X)). Nous utiliserons sous diff6rentes 
formes la formule d ' I t6-Tanaka:  soit f une fonction dont la d6riv6e seconde est 
une mesure de Radon surlR, etfj ,fg'les d6riv6es respectivement ~droite et ggauche de 
f ;  alors: 

t 

r 1 r t  a f (X , )  = f (Xo)  + ~ �89 + fs dX, + 5 ~f  (da) I2~(X). 
0 TR 

La formule de densit6 de temps d 'occupation s'6crit, pour toute fonction 
bor61ienne born4e f :  

t 

~ f (Xs) d ( X)~ = ~ f (a) L"t(X) da. 
0 ~,, 

Enfin, on utilisera fr4quemment la notation: T(X) = inf {s: X~ = 1 }. 

1. Formules de passage en coordonn6es polaires 

Nous supposons donn4 un processus continu Z, /t valeurs dans C, solution de 
l '6quation diff6rentielle stochastique: 

(1.a) dZ t = dF t + b(Zt) dt, 

oh F d6signe un mouvement  brownien plan et la fonction b: r est 
mesurable et born6e sur les compacts. 

I1 est bien connu (voir [20]) qu'il existe des solutions de (1.a) et qu'il y a 
unicit6 en loi de ces solutions. On en d6duit que toute solution de (1.a) est un 
processus de Markov  homog4ne. 

Soit Zo=Xo+iyoeC tel que P ( Z o = z o ) = 0 .  Les hypoth6ses sur b et le 
th6orhme de Girsanov entrainent que P - p . s .  Z ne visite pas le point z o. 
Nous pouvons d6finir: 

Rt= IZ t -Zol et ~bt=Arg(Z r - z o )  , 
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A r g ( Z , - Z o )  d6signant  une d&ermina t ion  cont inue de l ' a rgument  de Z , - z  o. 
Une  tetle d&ermina t ion  est compl5ment  d6finie pa r  sa valeur  en t = 0 .  Pour  
fixer les id6es, nous supposerons  q5 o fi valeurs dans [0; 2 7z[. 

Par  analogie  avec le cas brownien  (b-=0), on introdui t  le changement  de 

i d' temps  li6 au processus croissant:  Ht= R~f, et l 'on d4finit deux nouveaux  
processus p e t  0 par :  0 

l~ (Rt)=Pn~; d~ t = 0 ~  . 

N o t o n s  Z t =  Xt  + i Ytt , Ftt=F~l + iF t  2 et b=b~ + ib 2, off X, Y, FI, Fe, b~,b2 sont  
/t valeurs dans N.  On a d ' abord :  

t 
log (Rt) = log (Ro) + ~ (X, - Xo) dF~ 1 4- (Ys - Yo) dF, 2 

o R~ 

+ i (X'-x~176 ds 
o R~ 

' ( X , - x o ) d V ,  ~ - ( r , - y o ) d V ,  ~ 

o R, 

tf (X s _ xo) b2(Zs) -(Ys -Yo) bl(Zs) + ds 
o J R2 

Soit z l ' inverse de H:  zt = inf {u; H ,  > t}. No tons :  

fit = ~ (Xs-x~ +(Y~-y~ ; 7, = ~ (Xs-x~176 
0 Re, 0 R s  

Le couple (fl, 7) est un m o u v e m e n t  b r o w n i e n / t  valeurs  dans IR 2 et on a: 

zt 

Pt = log (Re,) = p o + fit + S (Xs -Xo) b l (Z,) + (Y, - Y  o) b2 (Z,) ds 
o a~ 

z t  
0t=qb = q S o + y , + S  (Xs -xo)bz (Z , ) - (Ys -yo)b l (Z , )ds  

0 R~ 

In t roduisons  les deux fonct ions h e, k*~: IE--*IR d6finies par :  

h e (x + iy) = (x -Xo) bl(x + iy)+ (y -Yo)  b2(x + iY) 

k e (x + iy)=(x -Xo)  b2(x + i y ) - ( y  -Yo) bl(x + iy). 

R e m a r q u o n s  que h ~ repr6sente la composan te  radiale du drift b tandis que 
k • est la composan te  o r thogona le  au rayon. On obtient :  

he(Z,) 
p,=  po + fl, + j ~ d s  

0 "Ns  

~c t #b 
f k ~ (Zs) ds 0,=Oo + ~, + ~ R~ " 

En r emarquan t  que Z~=exp(ps+iO~) et en no tan t  h(z)=h~(exp(z)), k(z) 
= k *  (exp(z)), on t rouve  f inalement:  
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(1.b) 

pt=po + flt + i h(ps + iOs) dS 
0 

Ot=Oo + Tt + ~ k(ps + iOs) ds. 
0 

Dans le cas off bes t  la fonction nulle, la repr6sentation en skew product du 
mouvement brownien complexe d6coule des formules (1.b). Dans le cas g6n6rai, 
(1.b) est un syst6me diff6rentiel stochastique liant les deux processus p e t  0. 
Pour un certain nombre de questions et en particulier pour 6tudier le compor- 
tement asymptotique de p, il est int6ressant de voir le couple (p,0) comme un 
processus /t valeurs sur le cylindre G=IRx(N/2~zZ)  (h et k admettent la 
p6riode 2i re). On s'est ainsi ramen6 d'un processus de Markov fi valeurs dans 
~2 /~ un processus de Markov /~ valeurs sur le cylindre G, qui du point de vue 
du comportement asymptotique sera plus facile /~ 6tudier. Nous verrons dans 
les parties suivantes comment passer de r6sultats portant sur le couple (p, 0) 
aux r6sultats correspondants pour Z. 

2. Existence et propri6t6s des mesures invariantes 

Cette partie est consacr6e ~t l'6tude des propri6t6s de r6currence des processus 
Z et (p, 0). Nous supposerons que b satisfait la condition suivante 

oo 

(2.a) ~b*(r)dr<oo, off b*(r)= sup [b(zo+rei~ 
0 0 - < - 0 < 2 ~  

On peut traduire l'hypoth6se (2.a) en termes des fonctions h et k; on 
obtient: 

si h*(u)= sup Ih(u+iO)l, et k*(u)= sup fk(u+iO)l, 
0 = < 0 < 2 ~  0 < 0 < 2 ~  

(2.b) ~ (h*(u)+k*(u))du< oo. 
- o o  

Nous allons voir que (2.a), ou (2.b) entraine la r6currence du processus Z. 
Hashminskii ([9]) montre la r6currence de Z sous des hypotheses plus 
g6n6rales que (2.a), mais en supposant que b e s t  assez r6guli+re (au moins de 
classe C2). Plut6t que d'utiliser les r6sultats de Hashminskii, nous donnons ci- 
dessous une d6monstration directe. On remarque d'abord que le processus p 
est r6current; c'est une cons6quence du lemme de comparaison suivant: 

Lemme 2.1. Soient p + et p -  les processus dgfinis de fafon unique par: 

t)? =po +~,+ i h*(P +) ds 
0 

Pt- = Po + / ? t - i h * ( p 2 ) d s  
0 

Alors, P - p . s . :  p;- <-_pt<pt + pour tout t__>0. 
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Preuve. Mont rons  que p+ >p~. On utilise la m6thode de Zvonkin  ([27]) pour  
supprimer  la partie ~t variat ion finie. On pose pour  tout  r6el x: 

(x  ) 
f ( x )  = exp - 2 S h* (u) du 

0 

x 

F(x) = Sf(y)  dy. 
0 

Soient t/t = F(Pt); t/+ = F(P+) �9 
On trouve:  

t t 

t h = F(Po) + ~fo F -  ~(t/s)dfls + ~f(Ps)(h(Ps + i Os) - h *  (Ps)) ds 
0 0 

t 

t/+ = F(po) + ~ f o F -  1 ( t / ; ) d f i s .  
0 

D'apr~s [14], on a pour  tout  t > 0 :  L ~  Cela entra~ne, en notant  x+ 
= sup(x, 0): 

E [ ( t / r - t / + ) + ] = E  [ i  l(ns > "~+)f (p~)(h(p~+iOs)-h*(ps) ) ds]<=O 

d'ofl t/t_<r/+ et aussi p,<=p+. [] 

Les processus p+ et p -  6tant r6currents, p l'est aussi. En utilisant les 
relations (1.b) et le fait que h et k sont born6es sur les compacts,  on d6duit 
imm6diatement  que le couple (p, 0) consid6r6 eomme processus ~t valeurs sur G, 
est r6current. Finalement ,  le processus Z e s t  lui aussi r6current. 

A l'aide dn th6or6me de Girsanov,  S t roock-Varadhan  ([20]) mont ren t  que 
Z e s t  for tement  fell6rien. D'apr6s les r6sultats d 'Az6ma-Duf lo-Revuz  ([1]), on 
en d6duit que Z e s t  r6current  au sens de Harris.  I1 existe alors une mesure 
invariante,  unique fi un facteur multiplicatif  pr6s. 

Le m~me ra isonnement  s 'applique au processus (p, 0). D 'aut re  par t  Z et 
(p, 0) sont li6s par  la relation: 

(2.c) Z t - - z o = e x p ( p m  +iOH~ ) off: H t = i n f  u" ~exp(2p~)ds>t  . 
0 

I1 en r6sulte que s i v  est une mesure invariante pour  (p, 0), on peut  lui 
associer une mesure # invariante pour  Z, d~finie par:  

(2.d) Sf(z)  #(dz) = ~ f ( z  o + exp (2 + i co)) exp (2 2) v (d2 &o), 
G 

formule qui explicite la bijection existant entre les mesures invariantes pour  
(p, 0) et les mesures invariantes pour  Z. 

Soit v une mesure invariante pour  (p, 0). On peut  d6sint6grer v e n :  

v(d 2 x do,)) = re(d),) 6(2, dco) 

avec pour  tout  2, 6(2, deo) probabil i t6 sur [0,2r@ 
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Nous  allons voir qu 'on  peut  expliciter m e n  termes du noyau  6(2 ,do)  et de 
la fonction h. Soit f :  I R o N  une fonct ion de classe C 2 telle que f '  soit ~t 
support  compact .  (1.b) entra~ne: 

t t 

' + z Os) + ~ f  (ps)) ds f (P , )= f (Po )+~ f ' (Ps )d f i s+~( f  (Ps)h(Ps " ~ " 
0 0 

L'invariance de v entraine:  

] / �9 1 ip E~ ( f  (p~)h(p~+tO~)+~f (p~))ds =0,  i.e.' 
L 0  

2 ~  

re(d4) (f ' (2)  ~ h(2 + i co) 3 (4, dco) + �89 = 0. 
IR 0 

2 ~  

Notons /~ (2 )=  5 h(.~+ico)6(2,dco). On voit  que rn satisfait, au sens des distribu- 
0 

tions, l '6quation diff6rentielle: 

h . m - � 8 9  

m(di.)=m(2)d3, avec: m ( 2 ) = K . e x p ( - 2 ~ h ( u ) d u ) .  En revenant  /~ v, et doric: 
on t rouve 

\ ] 

(T ) v ( d 2 x d c o ) = K . e x p  - 2  du ~ 6(u, dco)h(u+ico) d26(J, dco). 

La constante K t radui t  le fait que v n'est d6finie qu'~t un facteur multiplica- 
tif pr6s. En revenant  /t (2.d), on obtient  l 'expression d 'une mesure invariante 
pour  Z. R6sumons les r6sultats obtenus dans la 

Proposit ion2.2.  Les processus (p,O) et Z sont r~currents au sens de Harris. Il 
existe un noyau markovien 6(,~,dco) sur IR x [0 ,2n [  tel que: 

(i) Toute mesure v invariante pour (p, O) s'~crit ; 

(2.e) v ( d 2 x d c o ) = g . e x p  - 2  du ~ 6(u, dco)h(u+ico) d)o6(2, dco). 
o 

(ii) Toute mesure # invariante pour Z s'~crit, en eoordonndes polaires, avec 
point de base Zo: 

(2.f) l~ (drxdco)=K.rexp  - 2  x d x  ~ 6(logx, dco)h(logx+ico) dr6(logr, dco) 
r 0 

I1 sera impor tan t  pour  la suite de se fixer une mesure invariante pour  (p, 0) 
(et doric pour  Z grfice /t (2.d)). Dans  le reste de cet article, nous supposerons 
que v e t  /~ sont les mesures d6finies par (2.e) et (2.f) en prenant  K =  1. Cela 
revient ~t imposer:  

tim m(2)= 1 
X ~ + c o  
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2 ~  

ou encore, en notant/2(dr) = ~ #(dr, doo): 
0 

1 d/~ 
(2.g) lira r d r  = 1. 

A c e  stade, il est int6ressant d'6tudier ce qui se passe quand on change le 
point de base z o. Soit donc 2 o un autre point de C tel que P [Z  o =~o] = 0  et 
que l 'hypoth6se (2.a) avec 20/t la place de z o soit toujours v6rifi6e. 

Toute I'6tude pr6c6dente reste valable: il faut bien stir remplacer h par ~, 
(p, 0) par  (r 0); on obtient une mesure ,) invariante pour  (t3, 0), qui s 'exprime en 
termes de n p e t  d'un noyau 8(2,do), et une mesure/~ invariante pour Z. ~ n 'a a 
priori rien fi voir avec v; en revanche, nous savons ddj/~ que /~ doit atre un 
multiple de #. En fait, (2.g) montre  que/~ = #. 

Nous introduisons maintenant  une constante qui jouera un grand r61e dans 
tous nos th6or6mes limites: on note 

( (2.h) e = e x p  \ - 2  d2 ~(2,&o)h(2+ico) 
- c o  

c~ d6pend 6videmment du point de base, mais non de notre choix de la 
mesure invariante. 

Avant de terminer ce paragraphe, nous rappelons bri6vement les th6or~mes 
ergodiques pour  les processus r6currents au sens de Harris, tels qu'ils sont 
~tablis dans [1]. Soit A une fonctionnelle additive positive par exemple du 
processus Z. On peut lui associer une mesure #A d~finie par: 

1 

pour  toute fonction f :  ~2 ~IR. .  
On dit que A est int6grable si #A est finie, ce qui ~quivaut 5_ E,[A1] < oo. Si 

A est de signe quelconque, on dit que A est int6grable si A est diff6rence de 
deux fonctionnelles additives positives int~grables. (25) permet encore de d6finir 
#A qui est alors une mesure born6e sur IR. 

Soient maintenant  A et B deux fonctionnelles additives int6grables de Z 
telles que #8(1)>0. On a: 

(2.j) A-z , #A(1-----)) 
B t ~ |  #8(1) 

la convergence ayant lieu P~ p.s. pour tout complexe z. 
Les r6sultats analogues sont vrais pour  le processus (p, 0). 

Remarque. Darts route cette partie, nous n'avons pas vraiment utilis6 

l 'hypoth6se (2.b) mais seulement ~ h*(u)du< oo. 
- o o  

Les r6sultats obtenus plus haut ne font pa s intervenir l 'hypoth6se sur k*. 
Cependant  cette hypoth6se nous sera utile darts les parties suivantes. 
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3. s asymptotique de (p, O) 

Not re  premier  objectif  est d '6tudier  la loi a sympto t ique  du n o m b r e  de tours  de 
Z au tour  de z 0. Pa r  analogie  avec le cas brownien,  on consid6re: 

2 = - 2  t 0 ~  = ~c~) 
log t Ot l ~m~/~) 

off on note  c = �89  t, et 0 {~} est le processus obtenu  ~t par t i r  de 0 par  <<scaling>, 

A(C)_ l tl de r appor t  c, i.e, ~t - c ~ t  (cette no ta t ion  sera f r6quemment  utilis~e dans la 
suite). 1 

On note  de m8me:  plC)=cp~2 t. On mon t re  assez faci lement (voir l emme  3.4) 
que: 

1 (e) 
p(C) > 0 

(rappelons  que l 'on note  T(p {c)) = inf{u: p~) = 1 }) 

1 (p) 
d'ofl c ~ '  - 0(~) , 0  T(P(C)) t~ os 

Si donc  nous savons d6mont re r  un th6or6me de convergence en loi pour  la 
famille de processus (0 (c), p(C)), quand  c tend vers 0% nous en d6duirons la loi 

limite de 2 q~ log t ~' En particulier,  dans le cas brownien,  pour  tout  c donn6, p(c) 

et 0 (c) sont deux m o u v e m e n t s  browniens  ind6pendants,  et la loi limite est une 
loi de Cauchy.  

La  pat t ie  difficile de notre  6tude sera l 'obtent ion  de la loi limite de p(C). 
Nous  commen9ons  par  quelques rappels  sur un processus introduit  par  I t6-  
M c  K e a n  ( [ t l ] )  et 6tudi6 plus r6cemment  par  Walsh ([22]) et Ha r r i son  et 
Shepp ([8]): pour  tout  r6el a > 0 ,  nous appel lerons  skew brownien motion de 
paramOtre a toute  solut ion de l '6quat ion s tochast ique:  

(3.a) / 1 - a ~  o x,=B,+ 

og B d&igne un m o u v e m e n t  b rownien  r6el. 
On peut  (voir [8]) r amene r  (3.a) ~t une 6quat ion diff6rentielle s tochast ique 

de type usuel pour  laquelle il y a existence et unicit6 trajectorielle des solu- 
tions. Le c o m p o r t e m e n t  d 'une solut ion X de (3.a) peut  atre d6crit de la fa~on 
suivante:  lorsque le processus X n 'est  pas en 0, il se compor t e  c o m m e  un 
m o u v e m e n t  brownien;  lorsqu'i l  arrive en 0, il passe au-dessus et au-dessous  de 

1 a 
0 avec probabil i t6s respectives et (le m o u v e m e n t  b rownien  corres- 
pond  au cas a = 1). ~ a  

Walsh  a caract6ris6 les skew b rownian  mot ions  c o m m e  les seules diffusions 
sur IR dont  la valeur  absolue  soit un m o u v e m e n t  brownien  r6fl6chi. 
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Les skew brownian motions apparaissent dans l'6tude du comportement  
asymptotique de certaines diffusions sur IR. Le th6or6me suivant est dfi 
Rosenkrantz ([18]; voir aussi [14J pour une d6monstration utilisant le calcul 
stochastique): 

Th~orbme3.1. Supposons que X soit solution de l'Oquation diffdrentielle 
stochastique : 

(3.b) dX,  = dB t + f ( X , )  dt 

off B est un mouvement brownien r~el et oft la fonction f:  JR ~ ~ vkrifie 

If(u)l du < oo. 
- - o o  

X(~)_ 1 X ~ X (~ Posons, pour c > 0 ,  t - - c  c t. Ators, converge en loi, quand c tend vers 

+ c~, vers le skew brownian motion de paramOtre 

ao 

13c) ( 2 

Montrons  comment  l'6tude de la convergence en loi des p(C) est li6e au 
th6or~me 3.1. Supposons pour  un instant que la composante de drift b ne 
d~pende que la distance au point de base, ce qui revient fi dire que h ( x + i y )  ne 
d6pend que de x. En revenant /t (1.b) et en utilisant l 'hypoth~se (2.b) on voit 
que p(C) converge en loi vers le skew brownian motion de param~tre a donn6 
par (2.h) (remarquer que dans ce cas particulier (2.h) et (3.c) fournissent la 
marne expression). 

Dans le cas g6n~ral, le thdor~me 3.1 ne suffit ~videmment pas pour montrer  
la convergence en loi de p(C). I1 nous faudra montrer  un analogue du th6or~me 
3.1 pour  le cas off le drift n'est plus de la forme f ( X t ) d t  mais dSpend d'un 
second processus (0 t darts (1.b)). Nous aurons besoin d'estimations sur les 
moments  des temps locaux des p(~), qui nous seront fournies par le lemme 
suivant. Auparavant ,  introduisons une derni~re notation" U et V 6tant deux 
variables al~atoires, nous 6crirons U ~ V  pour dire qu'il existe une variable 
al6atoire V' ayant m~me loi que Vet  telle que U < V'. 

Lemme 3.2. Supposons que U satisfait l'dquation" 

t 

(3.d) U,= u o + B t +  ~f(s ,  Us, co) ds 
0 

oft B est un mouvement brownien rdel, et f satisfait I'hypoth~se : 

I f ( s ,x ,  co)l < f * ( x )  pour tous s ,x ,  co, avec ~ f * ( u ) d u <  oe. 
Pour tout r~el a, posons: - oo 

f , ,  , f i n f ( - f * ( x ) ,  - f * ( 2 x - a ) )  si x>_a 
( x ) = ~ s u p ( f * ( x ) ,  f * ( 2 x - a ) )  si x <a  
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Soit U ale processus dOfini par: 
t 

(3.e) Ut" = U o + B, + ~ f "  (U~) ds 
o 

Alors: 

Lt(U)<I~(U ~) pour tout t. 

Remarque. L'int6r6t du l emme 3.2 r~side dans le fait qu'il  est facile d 'ob ten i r  
des majora t ions  pour  les m o m e n t s  des temps locaux des processus U ~ (ce qui 
n 'est  a pr ior i  pas  le cas pour  U). En  effet, en util isant la m6thode  de Zvonk in  
(voir la preuve du l emme  2.1), on mon t r e  faci lement qu'il  existe des constantes  

K et K '  ne d6pendant  que de ~f*(u)du et telles que, F d6signant un mouve-  
men t  b rownien  issu de Uo: 

L~(Ua)'~KI-YlC, t(F) pour  tous a,t. 

Preuve du lemme. On traite seulement  le cas a=O.  N o t o n s  V~=LU~L et V~~ =[U,~ L. 
On a: 

Vt = [U o]+ i sgn (Us) dB~ + i sgn(Us) f (s, Us, e)) d s + L~ 
0 0 

t 

~o = I Uol + i sen (g ~ dBs + ~ sgn (U~ o (U o) ds + LOt (U~ 
0 0 

t t 

Posons  F t = ~ sgn (Us) dB s et Ft ~ = ~ sgn(U ~ dBs. 
0 0 

t 

--Igol + ~  + S sgn(Us)f (s, us, co) ds +LOt(V) 
0 

v~~ ~-Igol +~  ~ -Sf~176176176 
0 

D'apr6s  les r6sultats d 'unicit6 en loi pour  le p rob l6me de r6flexion (voir 
Vere tennikov [211), on salt que V ~ a marne loi que le processus V' d6fini par :  

t 

~'=lUol+r~-  ~ f~ + L~ 
0 

Par  d6finition de fo ,  on a: 

sgn(x)f(s,x,  co)> - f ~  pour  tous s,x,o). 

On va en d6duire que V__> V'. La  d6marche  est tout  /t fait ana logue  ~t celle 
de la preuve du l emme 2.1. On pose, pour  tout  r6el x: 

x 

=i G(x) g(u) du 
0 

W~ = G(V~) et W / =  G(V/). 
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On trouve finalement: 
t 

Wt=G(fUoI) + ~ goG- ~(W~)dF~ + At + L~ 
0 

t 

w/= (iUol)+ goG-  , 0 , (W~)dF~+E,(W). 
0 

A t d6signe ici le processus croissant d6fini par: 

t 

A t = ~ g(V~)(sgn(Us)f(s, U~, co)+f~ 
0 

On sait (voir [14]) que L~ ' - W ) = 0 .  
La formule de Tanaka entra~ne alors: 

E l ( W / -  

d'ofl: W,'__< Wt p.s.; V,'< Vr p.s. 
En particulier: L~176 et donc: L~176176 [] 

Nous pouvons maintenant 6noncer le r&ultat principal de ce paragraphe. 
Rappelons que dans la partie 2 nous avons introduit la constante a d6finie par: 

T ) ( - 2  d2 ~ 3(3~,dco)h(2+ico) c~=exp m 

\ - o o  0 

( ao 2re ) 

On pose aussi c~ + =exp \ - 2  5 d2 ~ 3(2,dco)h(,)~+ico) m 

0 0 

Th4or~me 3.3. Quand c tend vers + 0% le processus (p(c), LO(p(C))) converge en loi 
vers (U, ~+ L~ o~ U est un skew Brownian motion de param&re c~. 

Preuve. [~re ~tape. On montre d'abord que la famille des lois des processus 
(p(~), L~ est tendue. On remarque pour cela que p(~ v&ifie l'6quation: 

p 
(3.f) p}c) = ~o + fi}~)+ ~ c h (c(p~)+ i 0~c>)) ds 

u 

O1~1 

On peut appliquer fi chaque p(~) le lemme 3.2 en prenant: 

f(s ,  x, co) = ch(c(x + i O~)(o)))) 

f*(x)=ch*(cx) .  

On remarque que ~f*(u)du ne d6pend pas de c. D'apr6s la remarque qui 
N 

suit le lemme 3.2, il existe des constantes K et K'  ne d@endant pas de c et 

telles que, si F est un mouvement brownien issu de P--2~ 
C 

L~(p(~))~KL~,t(F) pour tous a,t. 

J.F. Le Gall et M. Yor 
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Pour  tout  p >  1, il existe donc  une constante  Kp ind6pendante  de c et telle que: 

P 

E [(L~t(p(C)))P] <= Kp t-2 pour  tOUS a, t. 

En fait, on obt ient  m e m e  

P 

(3.g) E[(lJt(p(C))-lZs(p(~)))P]<=Kv(t-s)-s pour  tous a,s,t. 

En util isant la formule  de densit6 de temps  d 'occupat ion,  on t rouve qu'il  
r H existe pour  chaque p >  1 des constantes  Kp, Kp telles que: 

) t-sIg + E <~) 

q R  

P 

=Kp< "It--siT, 

I1 en r6sulte que la famille des lois des processus (p(~), L~ est tendue. 
f"~ Otape. Soit ma in tenan t  (U, l/) un couple de processus,  don t  la loi est une 
valeur d 'adh6rence de la famille des lois de (p(C), L 0 (p(~))). Nous  devons mont re r  
que U est un skew b rownian  mo t ion  de pa ram6t re  ~ et V = ~  + L~ 

Nous  allons utiliser la caract6r isat ion du skew b rownian  mo t ion  c o m m e  
solut ion d 'un p rob l6me de mar t ingales  (voir Walsh  [22]). Tou t  d 'abord ,  mon-  
t rons que pour  route fonct ion f de classe C 2 /t suppor t  compac t  sur lit, telle 

t 

; 1 H que f (0)=0,  f (U t ) -g  ~f  (Us)ds est une mart ingale.  
0 

On 6crit, d 'apr6s (3.f): 

, (~ (c) , r f , (  (~) f(p}~))=f + ~ f  (p~ ) d ~  + ~ f  (p, )ch(c(p~)+iO~)))ds+�89 p~ )ds. 
0 0 0 

Or: 

I if (p~) h( (p~ E ' ) c  c ) 
~ S  

+ i 0~))) du ] < ~ [f'(a)[ ch* (c a) da K 1 (t - -  S) 1/2 
N 

Le th6or6me de convergence domin6e entraine:  

, (c) ch c (c)+ E Pu ) ( (p~ i 0(~c))) du ,0.  
c ~ c o  

t 

On en d6duit ais6ment que f ( U t ) - � 8 9  Sf"(Us)ds est une mart ingale.  
0 

Ceci mon t re  que U est un m o u v e m e n t  brownien  ~en dehors  de 0~. II reste 
pr~ciser le c o m p o r t e m e n t  de U en 0. Pour  cela on utilise ~ nouveau  la 
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m6thode de Zvonkin en posant: 

L ) (  que 2~z ) g(x)=exp ( - 2  h(Z)dZ rappelons h(2)= ! 6(2,&o)h(Z+io)) 

et G(x)= i g(y) dy. 
0 

On note aussi: g~(x) = g(c x); G (~)(x) - 1 G(c x). 
- - C  

Alors: 

(3.h) G(~)(p}~)) = G(~) + ~ g~ o (G(~))- a (~) (~) 
0 

t 

+ ~ g~ o (G (~)) - '  (p~)) (c h (c (p~C~ + i 0~))) - c f~(c p~))) ds. 
0 

Posons: goo (x) = 11_ co, o](X) + e 11o ' oo[(x) 

x 

G~ = S go(Y) dy. 
o 

On a: G (c) , G ~~ uniform6ment sur les compacts de IR. 

On va montrer que G~ est une martingale. Au vu de (3.h), il suffit de 
montrer: 

E gco(G~C))-l(p ))(ch(c(p )+iO ) ) ) ' c  cp )))ds - - - - - -~0  
c ~  oo 

ce qui 6quivaut encore fi: 

(3.i) - E  goG-~(p,)(h(ps+iOs)-h(ps))ds , 0  C c--* c~ 

Pour montrer (3.i) nous utilisons les r6sultats sur les fonctionnelles additives 
rappel6s/~ la fin de la partie 2. Posons: 

t 

A t  = 5 g o  G - l ( p s ) ( h ( p s  + i 0~) - [i(p~)) d s  

0 

A est une fonctionnelle additive du couple (p, 0). 
De (2.e) on d6duit que A est int6grable et que VA(1)=0. Soit maintenant f 

une fonction de IR dans ~ + ,  int6grable, et majorant 2goG -1 .h*. Posons: 

Ft = i f (P s) ds, 
0 

qui est 6galement une fonctionnelle additive int6grable du couple (p, 0). De (2.j), 
on d6duit: 
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z~ t p.s. ) 0 .  

C ' t ~  F t  t~oo  

1 1 
De plus, on a: le,[ =<1 et, d'autre part; ~ A ~ =  6 - ~ E .  

Or (3.g) entraine facilement que la famille des variables ~ F  t est 
v o 

uniform6ment int6grable (marne born6e dans tous les LP). On en d6duit: 

e V t .3 t~ oo 

On obtient ainsi (3.i). En r&umh, on a montr6: 
�9 G ~ ( U )  est une martingale; 
�9 pour toute fonction f de classe C z & support compact telle que f ' ( 0 )=0 ,  

t 

f (Ut ) - �89  f " a  ( ~ )  ds est une martingale. 
0 

D'apr& Walsh ([22]), cela entraine que U est un skew brownian motion de 
param6tre ~. 

II reste ~t voir que V=c~ + L~ (3.h) entraine: 

(3.j) }G(C)(p}~))] -g (0)  L~ ~)) = M}~) + V~ ~) 

M t~) est ici une martingale et V (~) est le processus h variation finie d6fini 
par: 

t 
S n (c) o G (c) -1  (c) h c (el Vt(~)=~ g (p,)g~ ( ) (p~) (c  ( (p~ +iO~)))-ch(cp~r 

0 

Le m6me argument que pour (3.i) montre: 

(3.k) E [IE(~)L] . . . .  , 0  

(3.j) et (3.k) entrainent que IG~(U)I-g(0) Vest  une martingale d'ofi, comme on 
sait d6jh que U est un skew brownian motion de param~tre c~: 

0 co 0~ O+  (t;ll=g Sz: (v), 

et donc le r6sultat voulu puisque e=g(0)~+.  []  

Remarque.  Le th6or6me 3.3 n'est pas vraiment un r&ultat relatif au processus 
Z mais plut6t h une classe de diffusions sur le cylindre G, de faqon pr6cise aux 
processus (p, 0) solutions de syst6mes de la forme (1.b) off h satisfait l'hypoth6se 
(2.b) (l'hypoth6se sur k ne sert pas ici). Cette remarque vaut pour la plupart 
des r6sultats de cette partie, en particulier le th6or6me sur le comportement 
asymptotique des fonctionnelles additives (th6or6me 3.5). En fait, on peut dire 
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que l'6tude des diffusions sur C solutions d'6quations du type (1.a) passe par 
l'6tude des diffusions sur G solutions d'6quations du type (1.b). Une d6marche 
analogue avait d6j/t 6t6 adopt6e par Kasahara et Kotani [12] qui, pour 
d6montrer des r6sultats relatifs au mouvement brownien complexe, avaient 
d'abord 6tudi6 le mouvement brownien sur le cylindre. Dans notre situation, il 
importe de pouvoir passer de r6sultats relatifs fi (p, 0) aux r6sultats correspon- 
dants pour Z. Le lemme suivant-d6jfi annonc6 au d6but de cette partie-fournit 
la c16 de ce passage. 

1 
Lemme 3.4. Notons c =�89 log t. Alors ~2 Ht - T(p (c)) 

Preuve. 

iH-ii ds 1 - - ~ =  25-inf~u: 
c ~ ~ c ~ o Rs  c ( 

D'ofl: 

(P) 
>0. 

t ~ c ~  

i exp(2 ps) ds > t} = inf {u: c2 i exp(2c p~C)) ds > t }. 

,31  (iexp 2c   ,ds  l } 
Or, si f est une fonction continue sur un intervalle [0; T], on a, pour tout u 

tel que 0 < u < T :  

log exp(22f(s))ds ~ o . . . .  

et la convergence est uniforme quand u d6crit un intervalle [e; T](g>0) .  De 
plus, la vitesse de convergence ne d6pend que du module de continuit6 de la 
fonction f sur [0; T]. 

Cette derni6re remarque et le fait que la famille des lois des p(C) est tendue 
entrainent que: 

0 

La convergence est m6me uniforme quand u d6crit un intervalle [e; T]. Le 
lemme est alors une cons6quence facile de (3.1) et (3.m). [] 

Nous 6non~ons maintenant un th6or6me sur le comportement asympto- 
tique des fonctionnelles additives des processus (p, 0) et Z. Pour (p, 0), notre 
r6sultat sera une cons6quence assez facile du th6or6me 3.3. Ensuite, nous 
utiliserons le lemme 3.4 pour passer au processus Z. 

Th~or~me 3.5. (i) Soit A une fonctionnelle additive intOgrable du couple (p, 0). 
Alors: 

off N est une variable normale centrde rdduite. 
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(ii) Soit B une fonctionnelle additive int~grable du processus Z. Alors." 

2 _ (loi) 

log t/:l  ,-777+/~B(1). e 

of* e est une variable exponentielle de param&re 2. 

Preuve. D'apr~s (2.j), il suffit de d4montrer (i) et (ii) pour une fonctionnelle 
additive particulihre. 

(i) On prend: At=L~ Alors: 

1 
1/; A, = L ~ ( ,(%. 

Le th6or6me 3.3 montre que: 

LOl (p(~l) 0oi) ~ 2 
~oo 'g(0)  l+c~ g~ 

(noter que L ~ 1 7 6  

D'ofl: 

l ooi) a 2 
> 

l / t  4 ,~| g(0) 1+~ L~ 

[U[ 6tant un mouvement brownien r6fl6chi, l'identit6 en loi: L~ est 
bien connue, et, pour conclure, il suffit de montrer que: 

u~0)=g(0 ). 

Nous allons montrer plus g6n6ralement que, si A~=L"(p): 

0{ 
(3.n) va~(1 ) = g - ~ ,  pour tout aclR. 

Tout d'abord, soit f une fonction continue positive, ~t support compact sur 
IR. Posons t 

At = 5f(ps) ds. 
0 

D'apres (2.e), on a: 

(3.0) vA,(1) = ~ f ( x ) ~ d ~  

et, d'autre part, d'apr~s la formule de densit6 de temps d'occupation 

(3.p) VA,(1 ) = Sf(x) VAX(1 ) dx. 
N. 

En utilisant la continuit5 du temps local en la variable d'espace, on vSrifie que 
l'application x--+vAx(1 ) est continue. Alors (3.0) et (3.p) entrainent (3.n) ce qui 
termine la preuve de (i). 
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(ii) On prend B, = D t (R). Alors: 

2 
t B , =  2 Lit(R)= 2 ~ L  ~ ( re=L~ (n(ch 

log logt  logt n~ '~  mt/c )t~, r 

Le lemme (3.4) entraine: 

2 (v) 
log t Bt-L~176176 (p(~)) t~o~ , 0  

d'ofl, en utilisant le thdor6me 3.3 et en notant U un skew brownian motion de 
param&re ~: 

2 t B, ~ '~  ~ LO+(v) (U). 
log g(O) 

On salt bien que L~ a une toi exponentielle de param&re 2. 
C~ 

Pour conclure, il suffit donc de montrer que #B(1)=e-~0 ~. Pour cela, on 

proc6de exactement comme pour (i): on pose pour tout r > 0: 

1 c~ 
r/Jr(R)' et on montre que #B~(1) g(r)" 

Remarques. La constante e apparait dans l'expression de la loi limite dans (i), 
mais non dans (ii): ceci 6tait d'ailleurs pr6visible, puisque (ii) est un r6sultat sur 
les fonctionnelles additives du processus Z et ne d6pend donc pas du point de 
base, alors que e en d6pend. 

Le thdor6me 3.5 est ~ rapprocher des th6or6mes 1.1 et 3.1 de Kasahara- 
Kotani ([12]). (Remarquer cependant que Kasahara et Kotani montrent des 
thdor~mes de convergence pour certains processus associ6s aux fonctionnelles 
additives). 

En application des th6or6mes 3.3 et 3.5, nous allons maintenant &ablir le 
r6sultat annonc6 au d6but de cette partie, ~t savoir l'analogue pour le processus 
Z du th6or~me de Spitzer ([19]) sur la loi asymptotique du nombre de tours 
du mouvement brownien complexe. On note pour toute fonction f v- 
int6grable: 

( f  v)  = ~ f (x )v (dx ) .  

Coro l la i re  3.6. (i) 

~ioi) l ~  LO ( 

oft N est une variable gaussienne centrOe r~duite et B un mouvement brownien 
rdel issu de 0, ind@endant de N.  

2 (loi) 
(ii) ~ q ~ ,  ~ , FT~ + ~L~ (B ~) C~ +2<k, v> G ~ ( B  ~) 

off F est un mouvement brownien r~el issu de O, C 1 une variable de Cauchy de 
paramOtre 1, B ~ un mouvement brownien r~fldchi issu de O, T ~=- T(B  ~~ et F, C 1 
et B ~~ sont ind@endants. 
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Preuve. 1) On 6crit d'aprSs (1.b): 

1 ~ 1 1 

Le thhorhme 3.5 (i) entraine: 

i 2 o 1 k(p~+iO~)ds ~ 1 7 6  ). 
~/~0 t~eo 

(i) en r6sulte (l'ind6pendance de N et B est une 
l'ind6pendance des mouvements browniens fi et 7)- 

log t 
2) Posons c = ~ - .  On a' 

d'ofl: 

(3.q) 

1 H 
C t - -  C H t - -  

cons6quence de 

Or, en reprenant les notations de la partie 1: 

1 Ht 
c 2 I t  ke(Zs) 

- - C  
o o IZ~-zol a 

Le th6or6me 3.5(ii) entraine: 

c o IZ -zo[ 2 ' I Z - Z o l  2  (dz) e. 

k*(z~ 
On sait aussi que: r 5 1/~'--'Le~-~ol #(dz)=<k,v>. En fait, 

log t 
montre qu'on a plus pr6cis6ment, avec c = �9 

2 

la preuve du th6orSme 3.5 

~Ht  

p(C), ! ck(c(p~C)+iO~c)))ds)@(U,<k,v)  LOr~v,(U)) 

off U est un skew brownian motion de param~tre ~ et T(U)=inf{t:U~=l}. 
(3.q) et le lemme 3.4 entrainent: 

(3.r) - rr(v) + (k, v) I2r(v)(U ) 
C t t~oo  

off F est un mouvement brownien ind6pendant de U, issu de 0. 
Le fait que la loi limite dans (3. 0 soit la mSme que celle de l'6nonc6 du 

th6orSme r6sulte de consid6rations simples sur le skew brownian motion. On 
note B ~ le mouvement brownien r6fl6chi obtenu en <<supprimanD> les excur- 
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sions n5gatives de U, c'est-&-dire: 

B t = U  (inf{s; i l(vv>o)dv>t}) 

T ~ = T(B~). 
On a alors: 

L~ = L ~ (B ~) = 2 L ~ ~ (B ~) 
T(U) 

T(U)=T~+ ~ 1(u~<o)ds=T~+inf{t: W~=-c~L~(B~)} 
o 

off W d6signe le mouvement brownien de Dubins-Schwartz associ6 h la partie 
martingale de U_. 

Wet B ~ sont ind6pendants et on peut trouver deux mouvements browniens 
F' et F" ind6pendants tels que: 

F(T(U))=F'(T~)+F"(inf{t: Wt= -aL~ 

=F'(T~176176176 [] 

Remarques. 1) Un thOorOme de convergence en loi pour la famille de processus 
(p(C) 0(o) dOcoule facilement des r6sultats prOcOdents. On a: 

(e(c', o (~ (v, v) 

off (U, V) est solution du syst6me suivant: 

1 - ~  0 
U~=Bt + ] ~  Et(U) 

v~=r~+ <k, ~> L~ 

B e t  F 5tant deux mouvements browniens ind6pendants. 
On peut bien stir d6duire le corollaire 3.6 de ce rSsultat. 

2 
2) Le coroIlaire 3.6 nous donne la loi asymptotique de ~b~. On aurait 

pu 6galement utiliser le lemme 3.4 pour montrer que: 

2 ~e) 
log t log R t ~ 1. 

Ce r6sultat qui est 6vident pour le mouvement brownien complexe s'obtient 
log t 

ici en 6crivant, avec c = - - :  
2 

2 l o g R t =  P(Ht)=p(C) ~7 2 t ] % ~  ) Ur(v) - l "  
log t 

2 , 
3) Pour d6crire la loi limite de logt  ~bt il suffit de connaitre la loi jointc de 

(F(T~176 L~176176 Nous renvoyons /t Pitman et Yor ([17J) pour diverses 
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consid6rations sur cette loi, qui est caract6ris6e par sa transform6e de Laplace- 
Fourier: 

1 
E [exp ( - a L~ (B ~) + i v F(T~))] = 

c h v +  (a) shy 

4) Dans le cas off Z e s t  un mouvement brownien plan, on trouve pour 

loil imite de 2 ~b la loi de: 
log t t 

(3.s) F(T ~176 + L~ ~) C 1. 

Cette loi limite est aussi une loi de Cauchy de param~tre 1. Cependant, la 
dScomposition (3.s) est intSressante dans la mesure off elle fait apparaRre la 
d6composition en ((grand angle)~ et ((petit angle)). On montre en effet (voir 
Messulam-Yor [16]), toujours dans le cas du mouvement brownien plan, que, 
si a e t  b sont deux r~els strictement positifs: 

(3.t) log2 t d4~ I(R~<~)' o ~ d ~  I(R ~ > b) ~ o~ (LT~(B~176 C~, F(T~~ 

Le premier terme dans (3.s) apparait donc comme la loi limite du ((grand 
angle~), i.e. du hombre de tours effectuSs ~t l'ext6rieur d'nn disque de centre z o 
(et de rayon arbitraire), et le second terme comme la loi limite du ((petit 
angle)~. 

Dans le cas g6n6ral, la loi limite n'est pas donn+e par (3.s), et (3.t) n'est plus 
v6rifi6e. On peut cependant interpr6ter chacun des trois termes qui apparais- 

sent dans la loi limite de z ~ b  de la fagon suivante: 
log t t 

(3.u) laim tim E dO, l(R~<a) , ddPsl(,~<a~<b~,ydc~l(,~>b) 
\ t ~  c~ 0 0 

b ~ o o  

= (a L~ ~) C,, 2@, v) L~ 

(il va de soi qu'il s'agit de limites en loi). 
On voit qu'on a toujours un terme correspondant au petit angle et un terme 

correspondant au grand angle mais qu'il s'introduit un terme suppl~mentaire 
qui correspond ~t un angle interm~diaire entre grand angle et petit angle. La 
d6monstration de (3.u) ne pose pas de difficult6s en utilisant les techniques qui 
nous ont d6jfi servi/~ montrer le corollaire 3.6. 

Notre objectif suivant est d'6tendre au processus Z les r6sultats de Pitman 
et Yor ([17a, b]) sur la loi asymptotique des nombres de tours autour de n 
points du plan. Pour cela, il est important (voir [17a, b]) de bien s6parer petit 
angle et grand angle: on volt d6j/t sur (3.u) que la loi limite du petit angle fait 
apparaitre la constante ~, donc d6pend du point de base z0, ce qui n'est pas le 
cas pour le grand angle. En fait, on pourrait, /t partir de (3.u), deviner assez 
facilement la loi asymptotique des nombres de tours autour de n points; la 
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justification rigoureuse de ce raisonnement demande quelques r6sultats auxi- 
liaires que nous allons 6tablir dans la partie 4; ces r6sultats ont d'ailteurs de 
l'int6r~t en eux m6mes et nous serviront plusieurs lois dans la suite. 

4. Une version asymptotique du th6or6me de Knight 

(4.1) Soit M une martingale continue telle que M o = 0  et ( M ) ~ =  oo. Dubins- 
Schwartz (I-4]) et Dambis (I-3]) ont montr6 de faqon ind6pendante que s i m ( ' )  
est t'inverse continu ~ droite de {M),  Ie processus B dbfini par B~ = M,~u) est un 
mouvement brownien. Nous dirons que Bes t  le mouvement brownien associ6/t 
M. On a:  Mt=B(M>c 

Knight ([13]) a montr6 que si M e t  N sont deux martingales continues 
orthogonales (i.e. ( M , N ) = 0 )  leurs mouvements browniens associ6s sont 
ind6pendants. Ce r6sultat s'6tend & n martingales continues orthogonales. 

Nous aurons besoin d'une version asymptotique du th6orSme de Knight: 
nous ne supposerons plus ( M , N ) = O ,  mais seulement que ( M , N )  est <<petit>> 
devant ( M )  et (N) .  I1 est alors en g6n6ral faux que les mouvements brow- 
niens B e t  F associ6s ~t M et N soient ind6pendants. En revanche, on peut 
montrer la propri6t6 d'inddpendance asymptotique suivante de B et F: le 
couple (B (c), F (c)) converge en loi, quand c tend vers + o% vers le couple form6 
de deux mouvements browniens ind6pendants. 

L'6nonc6 suivant nous a 6t6 sugg6r6 par N. Varopoulos (communication 
personnelle). 

Th6or6me 4.1. Soient M e t  N deux martingales continues, nulles en O, telles que 
( M ) ~  ~- ( N ) ~  = + oo. On note B e t  F Ies mouvements browniens associ& gt M e t  
N et pour tout c>O: 

~ ( c )  _ _  ~ . 

~ ' t - c ~ ' ~ t  , Fff ~= ~ t .  

Supposons qu'il existe un processus A(t) tel que: 

1 (P) 
(4.a) 7 (M)Am t-~ ' + oo ; 

1 Af) ~p) 
(4.b) t ! Id(M,N)I~ t-~ >0. 

Alors, Ie couple (B (c), F r converge en loi, quand c tend vers + o% vers un 
mouvement brownien d valeurs dans IR 2. 

Preuve. Comme la famille des lois de (B e), F (c)) est tendue, il suffit de montrer 
la convergence des marginales de rang fini. Pour cela, on prend deux fonctions 
f, g born6es et appartenant fi L2(lR+,dx). On remarque qu'on a, par exemple: 

) ~f(u)dB (~)=1- ! f  {M),.  dM.. 
0 u C 
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Posons, pour c > 0  fix~ et pour tout s > 0 :  

a v e c  

et donc: 

~ exp ( !  U}~) + 2-~  (U(C)),) 

s 1 1 

0 

+2 5d(M,N), f  (M). g (N), . 
0 

Chaque o-g(c) est une martingale uniform6ment born6e. L'6galit6 E V~//~ )] = 1 
peut ~tre r66crite sous la forme: 

E [exp  (i(Sf(u)dB~'+Sg(u) "c) 1 1 

oo 

=exp(-�89 

Pour en d6duire la convergence en loi des marginales de rang fini de B (c) et 
F (c), il suffit de montrer que: 

exp d(M,N)sf  (M)~ g (N), ~ 1. 

Or d'apr6s l'in6galit6 de Cauchy-Schwarz, cette expression est majorbe par 
exp(llfl[ e I[gll 2); d'autre part, elle converge en probabilit6 vers 1 puisque: 

5d(M,N)~f (M)~ g (N)~ <c Id(M,N)sl NfH~o ]lgll~,~ 
O 

1 / /1 \ ~l/z ~z/2 

Les deux termes de cette derni6re somme convergent vers 0, le second 6rant 
6gal, apr6s changement de variables, ~: 

dvf2(v) dvg2(v) . [] 
--( A(c) --( A(c) 

Le th6or6me 4.1 s'6tend de faqon imm6diate au cas de p martingales 
continues, avec pour loi limite celle d'un mouvement brownien ~ valeurs dans 
]Rf.  
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Quand la conclusion du th6or6me 4.1 est v6rifi6e, nous dirons que les 
mouvements browniens B et F sont asymptotiquement inddpendants. De 
marne, nous dirons que B et F sont asymptotiquement identiques quand lc 
couple (B (~), F (~)) converge en loi vers le couple (13,13) off 13 est un mouvement 
brownien r6el. Nous aurons besoin de conditions suffisantes portant sur deux 
martingales continues M e t  N pour que leurs mouvements browniens associ6s 
soient asymptotiquement identiques. 

Th~or~me4.2. Reprenons les notations du thOorOme 4.1 et supposons maintenant 
qu'il existe un changement de temps R (i.e. un processus croissant tel que pour 
tout u>O, R(u) soit un temps d'arrgt) tel que: 

1 (P~ 1_ (P) 
(i) --(M)R(. ) ~ o ~  > 1; (N)R(.) .-~o ' 1 

u u 

et." 

1 (  (P) ,0. (ii) M - N}R(.) ,,~ ~o 
u 

Alors, les deux mouvements browniens B et F sont asymptotiquement identiques, 
i.e.: pour tout n > 0 :  

(c) (c) > O. suplB, - F .  ]-- (P) 
c ~ o o  

u<=n 

Preuve du th~or~me 4.2, Comme pour le th6or6me 4.1, on se ram6ne ~ montrer  
que, pour tout u > 0 :  

(c) (c)_ c~ ~o > 0. B, -F~ (P) 

Cela 6quivaut encore/t :  

1 (~  r ,  (m 
(4.d) l / u  , , ,  -~.)  ~ 0. 

On a: Bu=M,,(u ) et F~=N,(u) , les processus m ( ' )  et n ( ' )  d6signant respective- 
ment les inverses continus ~ droite des processus croissants ( M )  et (N) .  

D'autre part: 

1 1 1 1 

D'apr6s les in6galit~s de distribution de Burkholder-Gundy (voir [2]), il 
suffit, pour montrer  (4.d), de v6rifier la convergence en probabilit6 vers 0 de 
chacune des trois expressions suivantes: 

1KM)m(.  ) - (M)R(-)I ; I ( M  - N)n(u) ; 1 - / N > g ( u )  --  (N),(,)].  
u u u 

Or cela r6sulte pr6cis6ment des hypotheses (i) et (ii) du th~or~me (noter que 
(M)m(u)= (N).(u)=u). [] 
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La proposition suivante pr6cise le choix du changement de temps R ci- 
dessus, lorsqu'il existe: 

Proposi t ion4.3 .  Notons m ( u ) = i n f { s : ( M ) ~ > u } ;  n ( u ) = i n f { s : ( N ) ~ > u } .  Les 
hypothdses du th~or~me (4.2) sont vdrifides si, et seulement si, on a: 

1 (P) 
(4.c) -<M-N>m(~v~(~ ~ . ~ ?  0. 

u 

D~monstration. 1) Lorsque la condition (4.c) est satisfaite, on peut prendre R(u) 
(p) 

=re(u) v n(u): en effet, il suffit de v6rifier, par sym6trie: I(M)n(,~ (~-~)-, 1. Or. 
l'in6galit6 de Minkowski entraine: u 

u '~1/2 1 Ii X~I~ 

2) La condition (4.c) est n6cessaire: 
toujours par sym6trie, il suffit de v6rifier que (i) et (ii) impliquent: 

1 (e) 
(4.c') - (M-N) ,~( , )~ , ( ,~  ( , ~ ?  0. 

u 

u 
Montrons tout d'abord que, pour tout ee] 0, 1[, on a, en posant u~- 1 _ "  

(4.c') P(m(u )>R(G) )<e ,  pour u>N~. 

Or, on a: 

P(m(u)>R(ue))<=P((M)R(u~)~u)=P (u~(M)R(u~)= <1 --g)--<--G 

pour u > N~, d'apres (i). 
(4.c') d~coule maintenant de (4.c"): 

_ _ ( M - N ) m ( , ) > ~ ) + P ( m ( u ) > R ( G ) )  

< P  ( I  ( M - N ) R ( , ~ , > e ) + e < 2 e  pour u>N~", d'apr6s 

[] (ii). 

(4.2) Nous allons maintenant appliquer les r~sultats ci-dessus ~ l'6tude du 
processus Z. Dans toute la suite, nous ne consid6rerons plus un seul point de 
base z0, mais n points distincts z~,z 2 . . . . .  z n. Nous supposerons toujours 
l'hypoth6se (2.a) satisfaite pour chacun de ces points. On introduit alors pour 
chaque point zj (j = 1... n) les m~mes processus, mesures, fonctions et constan- 
tes qui ont 6t6 introduits pour le point de base z0, l'emploi de l'indice j 
signifiant qu'il s'agit du processus (respectivement de la mesure, fonction ou 
constante) relatif au point zj: par exemple, R j est le rayon calcul6 ~ partir du 
point de base z i. On obtient en particulier n mesures v j, chaque vj &ant 
invariante pour le couple (pJ, OJ), et n constantes ej donn6es par (2.h). En 
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revanche, la mesure # est la m~me pour tous les points zj (voir les remarques 
apr6s la proposition 2.2). 

Nous cherchons ~ d6terminer la loi limite de: 

2 _ _ ( r  . . . , ,  
log t 

Par analogie avec ce que nous avons fait pour un seul point de base, nous 
&udions d'abord le comportement quand c tend vers + oo de: 

(p ~, (~), p 2, (c) . . . . .  p., r 

1 
off on note, pour tout t_>0: ~J'(~}--~J 

- -  F t  - -  C F c 2 t "  

Quitte h extraire une suite convergente, on pent supposer: 

. . . . .  ( G ,  G ,  . . . ,  G).  

Nous savons d6j/~ que chaque Uj est un skew brownian motion de param6tre 
~j.  

I1 reste/t  pr6ciser les liens entre les Uj. En pensant aux r6sultats de Pitman 
et Yor ([17]) sur les petits angles et grands angles du mouvement brownien 
plan, on peut conjecturer que les U j ont m6me partie positive (dans un sens 
que nous pr6ciserons plus loin) et des parties n6gatives ind6pendantes. Cela 
revient /t dire que, d'une part les mouvements browniens associ6s aux parties 
martingales des p J_ ( j = l . . . n )  sont asymptotiquement ind6pendants, d'autre 
part les mouvements browniens associ6s aux parties martingales des p J+ (j 
= 1...n) sont asymptotiquement identiques. Nous utiliserons les th6or6mes 4.1 
et 4.2 pour montrer ces derniers r6sultats. 

Auparavant, introduisons quelques notations suppl6mentaires: pour tout 
j = l . . . n ,  soit y (resp. y ,  0~,O j) le mouvement brownien associ6 ~t la partie 

martingale de pJ_ (resp. pJ+, i l(p~/<o~d0Js i l(p~>o)dO~). Remarquons que y 
0 0 

(resp. t5 ~, g,  6 j) est aussi le mouvement brownien associ6 ~ la partie martingale 

de (log R J)_ resp. (log R J)+, S I(R~ < 1)dqb{, f 1(,~ > 1)d~b{ . 
0 0 

On a par exemple: 

/3~=fl j (inf{u" il(p~<o)ds>t}), 0~=7 J (inf{u: il(;~<o)ds>t}), 

off/T et 7 ~ sont dhfinis de la marne mani6re que fl et 7 dans la partie 1. 

Th6or6me 4.4. 

((~J,(c),~J'(r l < j < n ) ~ t t p '  ,p , ~r~o); l<=j<=n) 

off (y, oo, l <j<n), ~o, (Oj,~; l <=j<n), ~ sont 2 n + 2  mouvements browniens 
rdels ind@endants issus de O. 



Etude asymptotique de certains mouvements browniens 211 

Preuve. Le thbor6me de Knight montre que, pour j fix6, les quatre processus 
Y, y ,  g,  ~J sont ind6pendants. 

On remarque ensuite que les mouvements browniens (~i, 1 <i<n) sont 
asymptotiquement identiques. En effet soit, pour 1 _ i  <_ n, H ~ la partie martin- 
gale de (logR~)+; ~ est alors le mouvement brownien associ6 & H ~. On peut 
appliquer la proposition 4.3 au couple (H~,H j) pour i+j: puisque H i et H j 
jouent ici des r61es sym6triques, il suffit de v6rifier: 

1 . . . .  o') 
(4.e) -<  M`-Mj)m(.) ,-co § 0 

U 

off m est l'inverse continu ~t droite de (H~). 
En revenant aux formules de la partie 1, on voit que pour tout t > 0 :  

t < H ' -  H~>, = ! Iz~-zj[ ~ 
IZ  s _ z i [ 2  [Z s _zjl 2 I(Ri> 1) l(ag> t)ds. 

On a donc: 

(2.j) entraine: 

t 

<H' -~ l J ) t=y f (Zs )d s  avec fELl(ll2, lz) 
0 

(4.f) ( M i - H J }  t p.s. 
<Hi) ' , ~  | ~. 0. 

(4.e) est une conshquence imm6diate de (4. 0 (on voit m6me qu'il y a conver- 
gence p.s. dans (4.e)). La proposition 4.3 montre alors que ~i et y sont 
asymptotiquement identiques. On v6rifie de marne que les mouvements brow- 
niens (~, 1 < i _<_ n) sont asymptotiquement identiques. 

I1 nous reste /~ montrer que les 2 n + 2  mouvements browniens 
~l,(fii, l<i<n) ,  ~l , (0~, l<i<n)  sont asymptotiquement ind4pendants. Pour 
cela, nous utilisons le th6orbme 4.1 ou plus pr6cis6ment l'extension du 
thhor6me 4.1 au cas de p martingales continues, fil est le mouvement brownien 
associ6/t Afl; pour l<_i<_n, J e s t  le mouvement brownien associ6/t la pattie 
martingale/V) ~ de (log Ri)__ et on a les  repr6sentations analogues pour ~1 et les 
0 ~. I1 faut v6rifier les hypothhses (4.a) et (4.b) pour chacun des couples de 
martingales continues qui interviennent. Nous le ferons pour les couples 
(M~,MO (avec i=t=j) et (HI,~V) i) et nous laisserons au lecteur le soin de mener h 
bien les autres v6rifications. 
Fixons e avec 0 < s < 1 et posons: 

, ' ( t )  = (log 0 1  + ~. 

On a: 

t ds 
<Mi)t = j" ~ l(g~< t ) -  

o (Rs) 

Le raisonnernent de la preuve du lemme 3.4 montre que: 

4 (loi) 

(log t )  2 (1~I i ) t  t~oo '" 
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1 ~i (e) 
O n e n d 6 d u i t :  r ~ < M > t  t ~  >oo. 

1 ~ 1 (P) De m~me: ~ - , <M >~ > oo. 
rttl t ~  cO 

On remarque ensuite que: 

^" r' (Zs - z3" (Zs - z )  
{ M ~ ' M D ' =  Jo IZs-z~l  2 I Z s - z j l  2 I(R~< ~) 

I(R~;< l)ds. 

t 

Donc: {Mi, M;)t= Sf(Zs)dS avec fELl(r Le th6or6me 3.5 entra~ne" 
0 

~(t)  o 

et de m6me: 

1 j~ld<A~l ' ~i (~) M>s [ --+0. 
t ~ o o  ~(t)  o 

En prenant pour A l'inverse de r, on voit que les hypoth6ses (4.a), (4.b) sont 
satisfaites pour les couples (M i, 2~ J) et (~1,  Hi). [] 

5. App l i ca t ions  a u x  n o m b r e s  de tours  

(5.1) Nous commen~ons cette partie par un th6or6me de convergence en loi 
suffisamment g6n6ral pour nous permettre de traiter les nombres de tours autour 
de plusieurs points (un peu comme le th6or~me 3.3 6tait l'outil essentiel pour le 
cas d'un seul point). Ce r6sultat nous permettra aussi d'6tudier les nombres de 
tours aux temps inverses d'une fonctionnelle additive int6grable, probl6me dont 
l'analogue dans le cas du mouvement brownien plan a 6t6 6tudi6 par Lyons- 
Mc Kean ([15]) et Pitman-Yor ([17]). Nous consid6rons donc une fonctionnel- 
le additive int~grable positive du processus Z, que nous notons A et qui reste 
fix6e dans route cette partie; nous notons a ( ' )  l'inverse continu/t  droite de A. 

Nous conservons les notations introduites /t la fin de la partie 4. En 
particulier, pour tout j =  1...n, OJ (resp. 0J) est le mouvement brownien associ6 
/t la partie martingale de 

t 

0 

Pour tout j =  1 ... n, nous notons A j la partie fi variation finie de @2: 

t k~ (Zs) 
A~ = S ~ d s .  

o (R~) 

Enfin, si Bes t  une fonctionnelle additive int6grable du processus Z, hour notons 
[#~1 =/~B(1). On a en particulier: 
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k2(z) 
(5.a) I/~AJl = ]r ~ d#(z) = ( k  j, v j) .  

Nous 6nongons maintenant le r6sultat g6n6ral de convergence en loi qui 
joue un r61e fondamental dans cette partie et la suivante. L'6nonc5 de ce 
th6or6me fait intervenir un processus n-dimensionnel not6 (U ~ . . . . .  U") 
poss6dant les deux propri6t6s suivantes: 

(a) pour tout j = 1 .. . .  , n, U j e s t  un skew brownian motion de param6tre ~j, 
issu de 0. 

(b) si [?J, resp. ~)J, d6signe le mouvement brownien associ6 /~ la pattie 
martingale de (U J)_, resp, (U J)%, alors: 
- d'une part, ~1 = ~2 = ... = U', 
- d'autre part, les processus UJ sont ind6pendants et sont ind6pendants de 

~ .  

L'existence d'un tel processus, qui d6coulera du th6orSme suivant, peut 
aussi ~tre 6tablie directement. On v6rifie ais6ment que les deux propriSt6s 
ci-dessus suffisent/t caract6riser la loi de (U1,.. . ,  U"). 

T h 6 o r ~ m e  5 . 1 .  

(~ Ae2~, [ [~j,(c) (~j,(c) ~j,(c) 1 H j  1 j "1 \\t~ , , ,C ~ e2~,c~Ha(c)), <__j<n)) 

(loi) / c~  m 

+ 
(I#AI g~ W (gl) ,  (( g J, W, W, T J, inf {s: I/~AI L ~ (U j) > 1}); 1 < j  < n)) 

off (U 1 . . . . .  U") est un processus n-dimensionnel vdrifiant Ies propriOtds (a) et (b) 
ci-dessus, V ~, .. . , V', W sont n + l  mouvements browniens ind@endants et 
ind@endants de (U1, ..., U"), enfin, pour j = 1, ..., n: 

T J = T(U J) = inf{s > 0; U} = 1}. 

Preuve. Nous avons d6jh r6uni la plupart des 616ments qui permettent de 
dOmontrer le thOor6me 5.1. Ainsi la partie <<convergence de processus)> est une 
consOquence presque immOdiate des thOor~mes 3.3 et 4.4. Tout d'abord, le 
thOor6me 3.3 montre que pour j = 1,.. n: 

p3, (c) _ Ooi)_~ Uj 

off U j e s t  un skew brownian motion de param6tre c~j. 
Un argument de tension nous permet de supposer: 

((loj,(e) 0j,(c) g,(c)); , (loi) 1 <=j <= n) ~ ((U j, V j, W j); 1 <=j <= n). 

I1 nous reste h 6tudier les rapports entre ces processus. Le th6or6me 4.4 montre 
d'abord que W ~ = - W 2 = . . .  = W " = W ,  d'une part, et que V~,V 2 . . . . .  V" sont 
ind6pendants et ind6pendants de W d'autre part. 
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De plus, notons UJ (resp. 0 j) le mouvement brownien associ6 ~t la partie 
martingale de (UJ)+,(resp. (UJ)_). Toujours du th6or6me 4.4, nous d6duisons 
que Ua= ~ 2 =  ... = U" et que 01, ..., U" sont ind6pendants et ind6pendants de 
~1. Enfin le mSme th6orSme nous montre que U~,..., U" sont ind6pendants de 
V 1,..., V', W. I1 est ici important de remarquer que la tribu engendrde par U j 
l'est aussi par le couple (UJ, ~ ) :  pour le voir, on utilise les m~mes arguments 
que Jeulin [29] (lemme 1.0.2) ou Pitman et Yor [17b] (theorem 5.1(ii)). 
Passons maintenant ~ la partie ((convergence de variables aldatoires)>; 
commengons par: 

1 (loi) 
(5.b) -Ao~o ~ I~AI L~ + (U1) �9 

C ~ C~OC> 

I1 suffit de reprendre presque mot pour mot ta preuve du th6or+me 3.5 (ii). 
Remarquons qu'on peut remplacer L~ 1) par L~ J) pour tout j = l . . . n ,  
puisque les U j ont marne partie positive. On voit d'autre part sur la preuve du 
th6oreme 3.5 que la convergence (5.b) a lieu conjointement avec les convergen- 
ces de processus ddmontr6es plus haut. 

Pour d6montrer: 

( loi)  
(5.c) H{~ c~ ~ '  T~' 

il suffit d'utiliser le lemme 3.4, qui montre aussi que la convergence (5.c) a lieu 
conjointement avec les convergences de processus. 

I1 reste/~ montrer: 

1 (loi) , inf{s: [pAII20+(UJ)> 1}. (5.d) - -  j C 2 Ha(c) c ~  

Nous allons 6tablir (5.d) pour un j fix6 (et nous supprimons donc partout 
l'indice j); on a: 

1 1 
=cl~inf{u: A~u c} ~-Ha(~) = ~-Tinf {u: % > a  (c)} > 

d'ofl: 

( 2 )  On remarque alors, avec la notation g(x)=exp - 2  ~(y)dy : 

1 g(0) ,o, (c), (e) 
(5.e) -A(vc2")c - I ~ a l - g - ~ . r  ) c ~  ,0 ,  

En effet, (2.j) entraine: 

(5.f) Ltt(R) At--I#A] L~t(R) t ~  O. 
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D'autre part, on a: 

(5.g) L2, (R)= ) c ~  '" 
c 

(5.f) et (5,g) entrainent ais6ment (5.e). De (5.e), on d6duit: 

(5.h) 1H~,c)-inf~u:]#Alg(O)L~ ',) -+0 
u~oO 

(5.d) est maintenant une cons6quence facile de (5.h) et du th6or6me 3.3. De 
plus (5.h) montre bien que la convergence (5.d) a lieu conjointement avec les 
convergences de processus. [] 

(5.2) Nous allons maintenant appliquer le th6or6me 5.1 ~t l'6tude asymptoti- 
que des nombres de tours. Commengons par le th6or6me <</t temps constants>> 
qui est la g6n6ralisation du corollaire 3.6 (ii). 

Corollaire 5.2. 

2 4q5~; 1 <j < n) ~ (r(T ~) + ~ L~ (B ~) C~ + 2 (k j, v j) L~ (B oo); 1 < j  =< n) 
l og t '  ~ = = t~oo 

off: C1, ..., C, sont n variables de Cauchy de paramOtre 1, 

F est un mouvement brownien rdel, 
B ~ est un mouvement brownien rdfl~chi, 
r ~ = in f ( t>0 :  B[ = 1}, 
F,B ~, C~ ... . .  C, sont ind@endants. 

Preuve. On pose: c = - ~ - .  Alors: qS~=0 J'(~) H ~  . D'autre part: 

i . 1 H j  
1 . / c ~ t t f  \ c2 ' 

- c  o [ ! l(p~,~,<o)du)+g"(~) ! l(p,.,~,>oydu +~A~. 

En appliquant le th6or6me 5.1, on trouve: 

logt ((P~;l<j<n)- t~o W , o  l(v~>~ +VJ l(vJs<~ 

+ I~A,I g~ + (Ul ) ;  1 <=j<n). 

Le fait que la loi limite ainsi obtenue soit la m~me que celle de l'6nonc6 du 
corollaire r6sulte des m~mes considdrations que celles qui terminent la preuve 
du corollaire 3.6(ii): B oo est le mouvement brownien r6fl6chi qu'on obtient par 
changement de temps de (U*)+ (ou de n'importe quel (UJ)+); le fait que 
C1, C 2 . . . . .  C, soient ind6pendantes r6sulte de l'ind6pendance des VJd'une part 
et des parties n6gatives des U ~ d'autre part; enfin on prend simplement F 
=W. [] 
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CoroUaire 5.3. 

1 - \ 
- J ' " l < j < _ n  ) t(q).(,) ,l<=j<n) ( ~ (  ~j Cj+ 1 C._~(kj ,@ 

,+oo \21~AI 21~tAI I~AI ' = -  

Off C, , C 2 ..... C,, C* sont n + 1 variables de Cauchy ind@endantes de paramOtre 1. 

Preuve. On a: 

o + t As"(~) 

1 . p.~- IYAJl 
(2.j) entraine:  - J ) . Du  th6or6me 5.1, on d6duit:  

; l< o, ds + w  
t+oo I IYAI 

on a po ,: .'=i+ 

On termine en r e m a r q u a n t  que l 'on a, avec les nota t ions  de la preuve du 
th6or6me 5.1, pou r  tout  j = 1... n: 

? l(vj <~ ds-- inf { [2J--~--2 IYAl j - ~ j ~  

( [ l(vJ>o)ds=inf s: s 2[YA [ U J =  - . [ ]  
0 s 

Remarques. 1) Les corollaires 5.2 et 5.3 sont la g6n6ralisation pour  notre  
processus Z des th6orbmes 2 et 3 obtenus  pa r  P i t m a n - Y o r  ([17a])  pour  le 
m o u v e m e n t  brownien  plan. I1 est assez r emarquab le  que les lois limites soient 
essentiel lement les mames  dans les deux situations. Ainsi, pour  le th6orSme <(/t 
temps  constants>>, la par t ie  <(grand angle>> est la m~me, la par t ie  <<petit angle>> 
est la m6me au facteur mult ipl icat i f  ~j pr6s; la seule difference impor t an te  est 
l ' appar i t ion  d 'un  ((angle interm6diaire>> qui n 'existait  pas  dans le cas pu remen t  
brownien;  cet angle interm6diaire  s 'expr ime d'ailleurs tr6s s implement  puisqu' i l  
coincide fi constante  mult ipl icat ive pr6s avec la var iable  exponentiel le  limite 
des fonctionnelles addit ives int6grables. On peut  faire les m6mes remarques  
pour  le th6or6me <<~. temps  inverses d 'une  fonctionnelle addit ive int6grable>x 
La  si tuat ion est marne encore plus simple darts ce cas puisque la cont r ibut ion  
de l 'angle interm6diaire  se r6duit alors ~ l 'addi t ion d 'une constante.  

2) C o m m e  le r emarquen t  d~j~t P i tman  et Yor, on obtient  des lois limites 
trSs diffSrentes selon la famille de temps al6atoires, croissant  vers + c~, que 
l 'on consid5re. Ainsi, la loi l imite pour  le th6or6me /t t emps  constants  est 
sensiblement  plus compl iqu6e que pour  le th6or6me /~ temps inverses d 'une 
fonctionnelle  additive. La  complexi t6 de cette loi limite est liSe au caract6re 
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al6atoire de la distribution asymptotique, lorsque t~oo ,  d'une fonctionnelle 
additive int6grable (A~) donn6e. Notons 6galement que le th6or6me ~ temps 

constants privil6gie le point ~t rinfini (car: IZ, L (~') ,o o, ce qui n'est 6videmment 
pas le cas pour IZo(nl ). 

D'ailleurs, l'6tude ~t temps constants est 6quivalente /~ l'6tude aux temps T r 
d6finis pour tout r > 0  par: T~-~inf{t/[Ztl>r}, comme le montre la ((pinching 
method~) de Williams [24]. 

Nous verrons dans la partie 7 que le probldme analogue sur la sph6re (off il 
n'y a plus de ((point ~ l'infini~) se ram6ne /t l'6tude, sur le plan, aux temps 
inverses d'une fonctionnelle additive int6grable. 

On pourrait imaginer de faire intervenir d'autre familles de temps 
aleatoires, qui fourniraient de nouvelles lois limites. Si, par exemple, nous 
voulons privil6gier, au lieu du point / t  l'infini, l'un des points z~, nous introdui- 
tons les temps d'arr6t d6finis, pour tout r>0 ,  et pour tout j =  1 ...n par: 

T J = inf{t; ]Z t - @  < r}. 

En utilisant le th~or~me 5.1 on montre tout aussi facilement que pour le 
corollaire 5.2 que: 

1 , 0 o i )  ( 1 
ilogrl(OJr~;l<j<n~ ~o rr~+ L~ 2@~'Vl} LO (B~), 

2@j, 

oh F,B~,T ~ sont d~finis comme dans le corollaire 5.2 et 06 C 2 . . . . .  C~,C* 
sont n variables de Cauchy ind4pendantes. 

(Remarquons que B ~ s'interprhte maintenant comme le mouvement brow- 
nien r~fl4chi obtenu par changement de temps de (U~)_). 

3) Les hnonc4s des corollaires 5.2 et 5.3 font apparaitre pour chaque point 
zj les deux constantes c~j et @j,v~}. Les constantes (kj, v j} peuvent s~exprimer, 

l'aide de (5.a), comme inthgrales par rapport /t la seule mesure /1. D'une 
certaine fa~on, elles sont 4troitement li4es & r4tude asymptotique des hombres 
de tours. En revanche, les constantes ctj ont une signification plus g4n4rale: on 
peut dire que c~j d~crit la fa~on dont le processus Z s'approche de z;, avant de 
s'41oigner vers l'infini. Pr4cis4ment on a, pour tout j =  1 ... n: 

~tj 

En effet, il suffit, pour montrer (5.j), d'utiliser le th6or~me 3.3 pour remarquer 
que: 

P [T~ < T~] ~ P[inf{s:  UsJ--- - 1} <inf{s '  U~= 1}] 
r 

(5.j) d~coule alors des propri6t~s bien connues du skew brownian motion. On 
peut aussi interpreter ~j g partir des temps d'occupation du processus Z. En 
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ntil isant le th6or6me ergodique,  on voit  en effet que pour  tous i,j: 

i l(izs-z,l   ds) 
(5.k) ~ : l i m  lira ~ - -  . 

/ 

En r6sum6, plus c~j est grand et plus le poin t  zj <<attire>> le processus Z, cela 
se voi t  d 'ailleurs d i rec tement  sur 1'expression de ej: si le drift b a tendance /t 
r amene r  le processus vers zj, la constante  ej sera grande. 

Tous  ces rdsultats, et en par t icul ier  (5.j) seront  approfondis  dans la part ie  6. 

6. l~tude de la vitesse d'approche des points 

(6.1) A la fin de la par t ie  pr6c6dente, nous avons in t rodui t  les temps d'arr~t 
d~finis pou r  tout  r > 0  et pour  t ou t j= l . . . n  par :  

T , /= inf{ t :  [Z t-z j]< r}. 

Nous  nous p roposons  dans cette par t ie  d 'dtudier le c o m p o r t e m e n t  a sympto-  
tique de (T~ 1, .. . ,  T~') quand  r tend vers 0. A u  lieu d '6tudier  les nombres  de 
tours du processus Z au tour  des points  z 1 . . . .  ,z , ,  nous voulons  ma in tenan t  
savoir  ~ quelle vitesse Z s ' approche  de ces memes  points. En fait, les deux 
probl~mes  sont  trbs lids: nous verrons  que le th6orbme 5.1 qui nous a d6j/t 
beaucoup  servi pour  les nombres  de tours  sera l 'outil  essentiel pour  l '6tude des 
T/. 

On peut  r amene r  l '6tude des T~ j /t celle des processus I~ d6finis pour  tout  
j = l . . . n  et pour  tout  t > 0  par :  

I{ -- inf(lZ S - z j I; s < t). 

On a en effet l 'identitb, pour  tous t > 0 ,  r > 0  e t j = l . . . n :  

(6.a) { I j > r }  = {T~J> t} p.s. 

N o u s  6tablirons d ' abo rd  les r6sultats po r t an t  sur les processus P e t ,  h l 'aide 
de (6.a), nous  en d6duirons ceux qui concernent  les T/. 

(6.2) Certains  de nos r6sultats feront  intervenir  un processus 6tudi6 pa r  S. 
W a t a n a b e  ([23]), que nous allons d6crire br i+vement:  soit B u n  m o u v e m e n t  
b rownien  r6el issu de 0, l son temps local en 0 et soient, pour  tout  t > 0 :  

l-l(t)=inf{s>=O: ls>t}; S(t)=sup(lBsl;s<=t). 

Posons,  pour  tout  t_-> 0: M(t) = S(l- 1 (t)). 
W a t a n a b e  ([-23]) a remarqu6  que M est un processus de M a r k o v  

homog6ne,  fellerien. Son semi-groupe  Pt(x, dy) est donn6 par :  
pou r  toute  fonct ion bor61ienne f :  N +  ~ N + ,  
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(6.b) 

t oo t 
_ t - -  

PJ(x)=f(x)e  ~ + ! ~ e  yf(y)dy, pour x>O 

P J ( 0 ) = ! - f y e - y f ( y ) d y ,  pour t > 0 ;  =f(0) ,  pour t=0 .  

1 
Les formules (6.b) montrent en particulier que M(1) suit la loi de - ,  o g e  est 

une variable exponentielle de param[tre 1. e 
Le processus M poss6de une importante propri6t6 d'homoghneit6, 6vidente 

sur la d4finition' 

(6.c) pour tout 2>0 :  (M(Zt); t>0)  (~) (2M(t); t>0). 

(6.3) A l'aide des pr61iminaires ci-dessus, nous pouvons maintenant 6noncer et 
d6montrer les r6sultats de cette partie. 

Th6or[me 6.1. 

- 2 t ( l o g l ~ ; l < - j < - n ) ~  (c~,e; 1 <j_<n) 
log - - t~o \ ej 

off e, % ... .  , e, sont n + 1 variables exponentielles de param&re 1, ind@endantes. 

log t 
Preuve. Posons c= - -~ - .  On a, pour tout j =  1 . . .n '  

- l l o g I { = s u p  [-,~,(~'. s < H ~  
c \ . s  , = c 2 1  �9 

Le th6or6me 5.1 entraine: 

1 . 
- - ( l o g I ~ ; l < j < _ n ) ~ ( s u p { ( g ~ )  " s < r(uJ)} " l <j <n) (6.d) 

C - -  t ~  ~ 

Posons pour j - -  1... n et u >__ 0" 

MJ(u) = sup {( U])_ ; L~ j) < 2 u}. 

Les M j sont n processus de Watanabe ind6pendants et ind6pendants de ~1 
= ~ 2 =  . . . =  ~ ,  (ce processus est introduit dans la d6monstration du th6or6me 
(5.1)). Notons: 

1 O +  1 _ _  . . .  ~ � 8 9  e =~ET(w)(U ) -  L~ 

On peut r66crire (6.d) sous la forme: 

( l o i )  
(6.e) 1 (log I~); =1 .... t ~  co - - - -  ) ( M J ( ~  e ) ) j =  1 . . . .  �9 

c 

La d~monstration est termin6e, grace/l la propri6t6 d'homog6n6it6 (6.c). [] 
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Corollaire 6.2. 
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1 ,lOi, ( ( 1 )  ) 
--211ogr[ l < j < = n ) ~ o  M ~ e j  ; l < j < _ n  

off M est un processus de Watanabe ete 1 .... , e, sont n variables exponentielles de 
paramOtre 1 ind@endantes et inddpendantes de M. 

Preuve. Soient u l , . . . , u ,  n r6els s t r ic tement  positifs. On remarque  que d 'apr6s 
1 

(6.a), pour  r > 0  et t = - - '  r 2" 

) ) (6.f) l l o g T i > u j ; l < j < n  = l o g l J ( t " 0 < l ; l < j < n  . 

Une l~g6re modif ica t ion de ta preuve du th6or6me 6.1 m o n t r e  que:  

/ 2 j , 
(6.g) [ - ~ l o g '  ( tO;  l< j<n)  (~!-~t~ ( Mj ~2[~176 CUj']'], l< j<n)  

ot~ les M j sont d6finis c o m m e  dans la preuve  du th6or6me 6.1 et off, pour  tout  
j = l  . . .n:  

T J (u3) = inf { t; Ut3 = u3}. 

No tons  M le processus de W a t a n a b e  d6fini pou r  tout  u > 0 par :  

M(u)=sup { U~ ; L~ (U1) < 2u} 
=sup{UsJ;E~ ( j = l . . . n ) .  

Prenons  e I . . . . .  e n n variables  exponentiel les de pa ram6t re  1 inddpendantes,  et 
ind6pendantes  de M. On a: 

(6.h, P[M3[%L ~ (U3'~<l;l<-j<=n]=P[uj<M(~)'l<=j<=n] 

Le corollaire r6sulte de (65), (6.g) et (6.h), [ ]  

Le th6or~me 6.1 et le corollaire 6.2 cor respondent  aux r6sultats <</~ temps 
c o n s t a n t s ,  pour  l '6tude des nombres  de tours, Nous  donnons  main tenan t  les 
r6sultats <</t temps inverses d 'une fonctionnelle additive>>. Pour  cela, nous  
supposons  fix6e une fonctionnelle addit ive int6grable posit ive A e t  nous notons  
a son inverse. 

Th6or6me 6.3. 
l ( l o g  s .  l=<j__< , (toi) c~(2~A 1 ) - n ~ --;  l<=j<=n Ia(t) ' ) t ~ o  I ej 

ot~ %, . . . ,  % sont n variables exponentielIes de paramktre 1 inddpendantes. 

Preuve. O r  a, pour  tout  j = 1... n" 

1 . ( ,~); (~a(tO).  - t l o g  Pa(0 = s u p  --p~' s<=HJ 
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Le th6or6me 5.1 entraine: 

-- Ia(o' t~ oa 

Avec les notations de la preuve du th6or6me 6.1 on peut r66crire (6.i) sous la 
forme: 

( 6 . j )  - t ( l o g l a ( 0 ; l < j < n ) ~  M j ~J " l < j < n  . 

La d6monstration est termin6e ~t l'aide de la propri&~ d'homog~n6it6 (6.c). [] 

C o r o l l a i r e  6 .4 .  

1 ~ , {loi) ( 2 1 / Z a l e  ; l < = j ~ n )  
Ilogrl (ATe; l < j ~ = n ) ~ ~  \-~7-J j 

off % .. . .  , % sont n variables exponentielles de paramOtre 1 ind@endantes. 

Preuve. On remarque que, pour tout n-uplet (u 1 .. . .  ,u,) de r6els strictement 
positifs, et pour tout r > 0: 

(6.k) Arr 1 < j < n  = log/~(llogrl~j)> 1" 1 < j < n  . 

Une 16g6re modification de la preuve du th6or~me 6.3 montre que: 

1 J " l<j=< " ( loi )  (~jUj 1 . 1 < j < n  ) (6.1) t(logI,(t,~p n)~--TZ~ \2[pAl e s' 

(6.k) et (6.1) entrainent le r6sultat du corollaire. [] 

Remarques. 1) On aurait pu introduire dans l'6nonc6 des th6or+mes 6.1 et 6.3 le 
processus S d6fini par: 

S t = sup {Iz ,  I; s < t}, 

Par exemple on obtiendrait pour le th6or6me 6.3 

_1(log j .  < j <  .. Oo,, {c~j 1. ] (6.m) - - t  So(o,(logI~(t), l =  = n ) ) ~  - - - - ,  O<=j<=n 1 

Off e0, e l , . . .  ,% sont n+  1 variables exponentielles, de param&re 1, 
ind6pendantes, et off on a pos6 e0 = 1. 

Cela revient ~t dire qu'on 6tudie conjointement la vitesse d'approche du 
point /t l'infini. Nous voyons que darts (6.m) le point ~ l'infini joue le m6me 
r61e que les autres points. Comme nous l'avons d6jA remarqu6, ce ne serait pas 
le cas pour le r6sultat <<A temps constants>>. 

2) Les convergences des th6or6mes 6.1 et 6.3 ont lieu conjointement avec 
les convergences pour les angles 6tablies respectivement dans les corollaires 5.2 
et 5.3. En fait la d6monstration de ces r6sultats montre bien qu'il s'agit de 
cons6quences presque imm6diates du r6sultat g6n6ral de convergence en loi 
qu'est le thdor6me 5.1. 
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3) Une cons6quence du corollaire 6.4 est que, pour tout j = 1...n: 

(6.n) P [T/<inf{T}; 1 <=i<=n, i 4 j } ]  ~ - -  
~j 

i=1 

(6.n) est la g6n6ralisation annonc6e de (5.j). On obtient ainsi une nouvelle 
illustration du r61e jou6 par les constantes ej (voir l'interpr6tation donn6e A la 
fin de la partie 5). On voit que c~ i mesure la fagon dont le processus est attir6 
par le point z~ relativement aux autres points, y compris le point A l'infini. 

4) Posons pour tout r > 0: 

T~-=inf{T/; 1 <j<__n}; Tr + =sup{T/ ;  1 <j<=n}. 

1 log Tr_ (loi)(__~1 ) - l e  r Le corollaire 6.2 entraine: 2[logrl r~0 > c~j ~; off e et sont 
J 

deux variables exponentielles de param6tre 1 ind6pendantes, 

1 logr~ + (l~ 1 {~. } - -  ---~ e~SUp ej; l < j < n  . 2]logr[ ~-~0 

sont n + l  variables exponentielles de param6tre 1 Oil e', e i , . . . ~ e  n 

ind6pendantes. 
On en d~duit: 

I ] P ~ l o g T ~ + < 2  ~ o  ~ e - h d h f l ( 1 - e - X ~ J h ) .  
0 j = l  

7. ]~tude asymptotique de certaines diffusions sur la sphere 

(7.1) GOn~ralitOs 

Nous nous proposons maintenant d'appliquer les r6sultats des parties 
pr6c6dentes/t l'6tude asymptotique d'une classe de diffusions sur la sph&e S 2. 
Soit A un mouvement brownien sur la sph&e S 2 et c un champ de vecteurs 
mesurable born6 sur la sph6re. Nous consid6rerons un processus W solution de 
l'6quation: 

(7.a) dW t = dA t + c(Wt) dt. 

L'6quation (7.a) est /t interpr6ter au sens des 6quations diff6rentielles sto- 
chastiques sur les vari6t6s (voir par exemple Ikeda-Watanabe [10], p. 234). 
Nous chercherons /t obtenir la loi asymptotique du nombre de tours de W 
autour d'un axe de la sph6re ainsi que des r6sultats sur la vitesse d'approche 
des points analogues /t ceux de la partie 6. Nous n'aurons besoin d'aucune 
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hypoth~se de r6gularit6 sar le champ de vecteurs c (il serait mSme possible 
d'affaiblir sensiblement l'hypoth6se de bornitude de c). 

On peut r~6crire l'6quation (7.a) en utilisant un systSme (?,q S) de 
coordonn6es sph6riques: 7, ~ valeurs dans [0;~z], d6signe la latitude du point 
considkr6, et 4), /t valeurs dans lR/2zTZ, la longitude de ce point. Nous notons 
(7,,~b,) les processus coordonn6es de W. On peut toujours supposer P [7o=0]  
= P [70 = n] = 0. (7,, ~bt) est alors solution du syst~me: 

(7.b) d 7, = d co t + �89 d t + c ~ (7~, 4 , )  d t. 

d 1 ~b t = _ _ ( d e ,  + c2(7,, qb,) dt) 
slnT~ 

co et c~ sont ici deux mouvements browniens r6els ind6pendants et les 
fonctions c ~ , c  2 definies sur [0, r~] x lR/2nZ sont mesurables born6es. En toute 
rigueur, (7.b) n'a de sens que jusqu'au premier instant off ~,, atteint 0 ou ~. 
Cependant, on volt facilement, par exemple 5, partir de (7.b) que: 

P[3 t > 0 ; 7 , = 0 ]  =P]-3 t > 0 ; ? , = r r ]  =0. 

Lorsque c 1 = c 2 = 0  , (7.b) redonne les 6quations en coordonn6es sph6riques 
du mouvement brownien sur la sph6re (voir par exemple It6-Mc Kean [11], p. 
270). 

Nous utiliserons la projection st6r6ographique pour ramener l'6tude de W 
celle d'un processus sur le plan. Soit F ~ la projection st6rdographique de point 
de base (0,0). Nous notons (Rt,~2t) les coordonn6es polaires du processus 
Ut~ =F~ de sorte que: 

(7.c) 

(7.b) et (7.c) entrainent: 

f2t --- 4~ , . 

i(1 1(1 R2 +4) 

off on a not6 a~ = q  o(F~ -~, a2 =c2o(F~ -~. 
Soient pour tout t_>__O: 

(5 et ~ sont deux mouvements browniens r6els ind6pendants. (/~, ~) v~rifie le 
systSme: 
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dt 
d ~ , = d ~ , + ~ + ( 1  + 10~- 1C(~,, ~?,) d t 

(7.d) 
- d ~  t 1 

d~Cdt = ~ + Rt  (1 + 1I~2)-1 c2 (Rt, ~t) dt 

(7.d) montre que le processus Z ~  U ~ est solution de l'Squation diffSrentielle I t  
stochastique: 

dZ ~ = dFt ~ + b o (Z ~ dt 

off F ~ est un mouvement brownien plan et off le (~drifh> b o v6rifie pour une 
certaine constante K et pour tout complexe z: 

K 
(7.e) [b~ <1 + [z] 2 "  

Le processus Z ~ appartient ~t la classe 6tudi6e dans les parties pr6c6dentes. 
En particulier la condition (2.a) est v6rifi6e pour tout point de base. De plus 
F~ et Z ~ sont li6s par la relation: 

0 __ 0 F (W~)- Zao(~) 

off a~  s ; !  1+ d~>t est l'inverse d'une fonctionnelle additive 

int6grable de Z ~ 
Soit maintenant u un point de la sph6re tel que P[Wo=u]=O et F" la 

projection st6r6ographique de point de base u. Les calculs prdc6dents montrent 
que F"(Wt) se met sous la forme: 

(7.f) 

off Z" et a" satisfont: 

(7.g) 

F" (Wt)= Z~"~(t) 

dZr:  d<" + b ~(Z[) dt 

(7.h) a"(t)=inf{s; i (l + ~Z"~@ -Zda>t  } 

Dans (7.g), F" est un mouvement brownien plan et la fonction b, v6rifie la 
condition (7.e). 

Soient #" la mesure invariante associ6e /l Z", normalis6e comme dans la 
pattie 2, et A" la fonctionnelle additive intdgrable: 

A t - 1 + ds. 
0 

Comme dans la partie 5, 1#~[ d6signera la masse totale de la mesure 
associ6e ~i A". 

De la repr6sentation (7.f) il d6coule que le processus W e s t  rdcurrent au 
sens de Harris. Nous noterons 2 l'unique probabilit6 invariante pour IV.. On 
peut exprimer 2/ l  l'aide des mesures p". On a, pour toute fonction f born0e sur 
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la sph6re, et pour tout u: 

1 
(7.i) ~f(v) 2 ( d r ) = ~  Uo(F')-~(z)(l+[-~-)-z#=(dz). 

En effet la formule (7.i) d6finit une mesure invariante pour W qui est de 
masse totale 1. 

Soient u, v deux points distincts de la sph6re. Nous noterons c~ la constante 
d6finie par la formule (2.h) appliqu6e au processus Z" et au point de base z 0 
=F"(v). Le fait que (7.i) soit vraie ind6pendamment de u entraine la relation 
suivante: 

(7.j) c%"--l#~ul 
I#Y, ol 

1 c~" 
On pose: ~%-I/~L-1#~,["  

~% s'interpr6te comme la densit6 au point v de ;~ par rappor t / t  la mesure de 
Lebesgue sur la sph6re. 

Nous aurons besoin d'une derni6re notation: en revenant ~ la partie 1, 
prenons Z : Z  ~ et zo=F~(u). 

Soit k2~ la fonction d6finie comme k * dans la partie 1. On pose alors: 

1 !# ml k2o(z) 
(7.k) 

(~ '~-]#~l  Iz -F~(u)l 2" 

(7.2) Etude asymptotique des hombres de tours 

I1 n'est pas possible de d6finir directement le nombre de tours du processus W 
autour d'un point de la sph6re. Cela devient possible si on enl6ve un second 
point ~t la sph6re. En particulier, on peut d6finir l'angle de W autour d'un axe 
de sym6trie de la sph6re. Si u, v sont deux points distincts de la sph6re, nous 
noterons Ou,~(t) la variation de l'angle du processus F~(W) autour de F~(u) 
entre les instants 0 et t. Dans le cas off u et v sont diam6tralement oppos6s, on 
retrouve la d6finition naturelle de l'angle autour d'un axe de la sphere. On voit 
facilement que: 

(v.1) o ~ ' ~  = - o~ 

La loi asymptotique de Ou'~(t) est donn6e par le th6or6me suivant qui est 
l 'analogue pour le processus W du th6or~me de Spitzer (cf. (0.a)). 

Th~or~me 7.1. 

1 o,,.v(t) ~ ( ~ . + K ~ )  c+~,o 
t t ~  

off C est une variable de Cauchy de paramdtre 1. 
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Preuve. Notons O~z~(t) l'angle du processus Z ~ autour de u (avec la convention 
0~o(0)=0). On a par d6finition de 0"'~(t) et en utilisant (7.f): 

Le corollaire 5.3 montre que: 

1 
- 0 ~  (a  ~ (t))  
t 

0 "'~ (t) = 0)~ (a "(t)). 

---+ C +  C*+~,~  

off C, C* sont deux variables de Cauchy de param6tre 1 ind6pendantes. 
Compte-tenu de (7.j), on en d6duit le r6sultat du th6or6me. [] 

Nous nous proposons maintenant d'6tudier la loi asymptotique de 
(0 .. . .  ' ( t ) , l < i < n )  pour n couples (uz,v~) de points distincts de la sph6re. On 
voit imm6diatement qu'on peut se limiter ~t l'6tude des parties martingales des 
O"~'~'(t). En effet, si O'~(t) d6signe la partie martingale de O"'~(t), on a: 

l ~ ( e )  
(7.m) t (0"'~ (t) - O"'~(t)) ~ ~,~. 

Pour l'&ude des parties martingales, nous aurons besoin du lemme suivant: 

Lemme 7.2. (i) Soient u, v, w trois points distincts de la sphO.re et ~ un voisinage 
de u tel que S 2 - q 1  soit voisinage de v e t  w. Alors: 

1 i l  r,tO,,~_dO~,w)______~O. (7.n) - (e) 

(ii) Soient u, v deux points de S 2 et V un voisinage de u et v. Alors: 

1 t 
- f d O " : ~ l  - > 0 .  (7.o) (e) j s ( W :  $2-' /:)  t~o~ 
t o  

Preuve. Dans les deux cas, on se famine au cas du plan en utilisant la 
projection st6r6ographique avec point de base u. Ainsi, (i) 6quivaut/~ dire que 
les ~<grands angles>> autour de deux points du plan sont <<asymptotiquement 
identiques>> (voir les remarques apr~s le corollaire 5.3). De marne, (ii) traduit le 
fait que la pattie martingale de l'angle dans un anneau est <~asymptotiquement 
n6gligeable>>. [] 

Le thdor~me suivant, dont nous laissons la preuve au lecteur, est une 
consdquence facile du lemme 7.2 et des r6sultats montr~s dans les parties 
pr6c6dentes pour des processus sur le plan. 

Th~or&me 7.3. Soient u 1 . . . .  ,u,  n points distincts de la sphere et (ql 1 . . . .  ,q/,) une 
partition de la sphdre telle que, pour tout i= 1. . .n,  U~ soit un voisinage de uf. 
Alors: 

l ( i d @ , W l , w : ~ ) ;  l > i > n , l > = j ~ n t  ( ~ ( t %  C~ .l<_i<<_n,l<=j<n), 
t i#:j / i#=j 

off C~ . . . .  , C,  sont n variables de Cauchy de param~tre 1 ind@endantes. 
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Remarques. a) (7.m) et le th6or4me 7.3 donnent la rhponse ~t notre problhme de 
d6part qui 6tait d'obtenir la loi asymptotique de (0 "''~'(t); 1 < i < n )  pour tout n- 
uplet de couples (u~, v~) de points distincts de la sph6re. Dans le cas particulier 
off les u~,v~ (l<=i<n) sont tous distincts (par exemple si ce sont les points 
d'intersection avec la sph6re de n axes de sym6trie de la sphhre) on trouve: 

<~ , (loi!~). 
_1(0 .... ~(t); 1 <-i=n)-vL-s ((K~+K,~) C,+~ . . . . .  ; 1 <=i<=n) 

off les Cz (l < i < n )  sont n variables de Cauchy de param6tre 1 inddpendantes. 

b) Dans le cas off W est un mouvement brownien sur la sph6re ([,,~ =0, ~c 
] 

\ 

= ~ s  on volt qu'asymptotiquement l'angle O~'~(t)=O""(t) se d6compose en la 

somme d'un <<petit angle)) autour de u et d'un <<petit angle>> autour de v. En 
effet, si ~ et ~ sont des voisinages disjoints de u et v, on a: 

t o 

De plus, Ies deux termes de la d6composition convergent vers des variables 
de Cauchy ind4pendantes. Comme le montre (7.n), le <(petit angle)) autour de u 
ne d6pend pas, asymptotiquement, du choix du second point qui nous sert ~t le 
d4finir. I1 ne s'agit l~t que d'une 4criture asymptotique puisqu'il n'est pas 
question de d6finir fi temps fini l'angle autour d'un point de la sph6re sans faire 
r4f6rence /t un second point. Cependant, tout se passe asymptotiquement 
comme si on pouvait d4finir intrins6quement l'angle autour d'un point de la 
sph4re et comme si les angles autour de n points distincts 4taient des variables 
de Cauchy ind4pendantes. 

c) Dans le cas g6n6ral, la remarque ci-dessus s'applique aux parties martin- 
gales des angles. Comme pour les processus sur le plan, les parties/t  variation 
finie donnent lieu/t des <<angles interm6diaires>~ dont la contribution asympto- 
tique se traduit par l'addition des constantes ~,,,~. 

(7.3) E, tude de la vitesse d'approche des points 

Soient ul,. . . ,u,n points distincts de la sphhre tels que P[Wo=ul]=O pour 
l_<i_<n. Soit d la distance euclidienne sur S ~ consid6r6e comme plong~e dans 
~,s. On pose pour t > 0 e t  1-<i<n: 

I~= inf {d(Ws; ui); s <t}. 

De mSme, pour r > 0 et 1 < i < n: 

T}=inf{~ >=O; Ii <r}. 

Nous ~non~ons maintenant les r6sultats correspondant aux th~or~me 6.3 et 
corollaire 6.4. La projection st~r6ographique permet de ramener facilement la 
d6monstration au cas du plan. 
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Th6or6me 7.4. 

l ( l og i~ ; l=<j~  . 0oi) ( 1 ) - -  ~_n)--------~ .~%--; 1 <=j<=n 
t - -  t ~  ~ \ e j  

off el , . . .  , e n sont n variables exponentielles ind~pendantes de param~tre 1. 

Corollaire 7.5. 

- -  l < j < n ) ~ o  ej; l=<j<n 
Ilogr[ uj 

off %, .. . ,  e, sont comme dans le thOordme 7.4. 

Remarque. De la marne fa9on que pour les processus sur le plan, on ddduit du 
corollaire 7.5 le r6sultat suivant: pour tout 1 <j<=n: 

P [T~J< inf{T}; l < i < n , i + j } ] % ~ +  _~t%~_. 

/~ui 
i - 1  
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Note ajoutfie sur ~preuves. Les arguments du pr6sent article, et ceux qui figurent dans l'article de 
Pitman-Yor [17b], sont sensiblement plus voisins que ne l'indique l'introduction ci-dessus, qui 
tenait compte d'une premi+re version de ce dernier travail. 


