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1 
Summary,  Let go be a bounded function on Z such that - ~ go(m-j) con- 

n j = l  

verges towards 1 as n goes to infinity, uniformly with respect to m. Let 
{X,} be a random walk on g,  not concentrated on a proper subgroup of 

;g. Then, with probability 1, 1 ~ go(Xj) converges towards l as n goes to 
n j = l  

infinity. The result also holds for any countable abelian group instead of 
7/. Other modes of convergence are considered (Cesaro convergence of order 
c~>�89 The Cesaro convergence of expressions such that go(Xn)O(X.+I) is 
also investigated. 

Si j e s t  un 616ment de Z e, ]j[ d6signe la valeur maximale de ses composantes 
et vj la translation qu'il d6finit. 

Nous dirons qu'une fonction born6e, go, d6finie sur Zd est uniform6ment 
moyennable si la suite de fonctions (2n+ 1) -e ~ "cjgo converge uniform6ment. 

I j l ~ n  

La limite est alors une constante, que nous noterons 9~(go). 
Soit p une probabilit6 sur 7/a dont le support engendre le groupe gd tout 

entier. Consid6rons une marche al6atoire {X.}.~o qui lui soit associ6e: P ( X . + I  
- X .  = - - k ] X . ) = p ( k ) ,  k e g  d. 

Nous pouvons maintenant ~noncer le r6sultat principal de cet article. 

Th6or6me 1. Si go est une fonct ion sur Z a, bornOe et uniformdment moyennable, 
l n - 1  

la suite - ~ go(Xj) converge presque-s~rement vers 9J~(go). 
n j = 0  

La d6monstration se fait en plusieurs 6tapes. 

Lemme 1. Pour route fonct ion go bornde sur Z d, la suite 1 . -1  - ~ [-p, go (Xj)-- go (Xj)] 
n j = 0  

converge presque s~rement vers O. (Ici p * go ddsigne la fonct ion k ~ ~ p (j) go (k - j ) . )  
i 
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DOmonstration. On a E (~o (X, + 1) IX,) = p �9 q~ (X,). Comme la fonction ~o est born6e, 

il r6sulte de la th6orie des martingales que la suite 1 ~ ((p(Xj+O-p*~o(Xj)) 
n j = o  

converge presque-sfirement vers O, d'o6 le lemme. 

Lemme 2. Pour une fonction f appartenant ~ l l(Z d) les conditions suivantes sont 
dquivalentes: 

1. pour toute fonction 69 bornde sur 7/d, la suite 1 n- 1 - ~ f *  q~(Xj) converge presque 
n j = o  

s~rement vers 0, 

2. f(0) = 0 (f :  transformde de Fourier de f ) .  

D~monstration. Eensemble 1 constitu6 des 616ments f de l l (Z a) satisfaisant la 
premi6re condition du lemme est un id6al ferm6 de l'alg6bre de convolution 
l~(~U). Cet id6al contient la fonction p - 6 o  en vertu du lemme 1. Or il r6sulte 
des hypoth6ses faites sur p que la transform6e de Fourier de p - 6 0  s'annule 
uniquement en 0. I2id6al I e s t  done ident ique/ t  l'ensemble des f de / I (G)  dont  
la transform6e de Fourier est nulle en 0. 

Nous pouvons maintenant terminer la d6monstration du th6or6me 1. I1 suffit 
de consid6rer une fonction (p ayant une moyenne uniforme nulle. 

I1 r6sulte du lemme 2 que, pour chaque n, la fonction (2n+  1) -d ~ 6 j - 6 o  
Ijl <=n 

appartient A l'id6al I. En d'autres termes, la suite 1 .,-1 - -  Z [ ( 2 n + l )  -d ~ zjq~(Xk) 
m k=0 ]j[<n 

--~0(Xk)] converge presque-sfirement vers 0 lorsque m tend vers +oo.  Pour  

tout n, on a done presque-sfirement lim sup (p (Xj) < I1 (2 n + 1)- d ~ zj cp II oo, 
m--+ oo 

d'ofl le r6sultat. J= l J[ <n 

Ceci appelle deux remarques. Nous avons consid6r6 dans le lemme 1 les 
diff6rences de martingale q) (X, + 1 ) -  P* ~o (X,) et nous avons utilis6 de fagon assez 
faible le fait que ~0 soit born6e. En fait, pour tout e>�89 la s6rie 

1 
(n + I) ~ (q ) (X ,+ l ) -p*  ~0(X,)) converge presque sfirement et le lemme classi- 

n>0 

que de Kronecker,  applicable au cas e =  1, s'6tend sans difficult6 pour donner 
la convergence presque sfire vers 0 au sens (C,c~) de p(Xn+O--p*~o(X,)  (on 
peut trouver la d6finition de ces diff6rents types de convergence dans le livre 
de Zygmund [-10] (p. 76); la convergence (C, 1) d'une suite u, est la convergence 

ordinaire de la suite des moyennes _1 (u 1 + u2 + . . .  u,)). 

La seconde remarque est que tout ceci s'6tend sans difficult6 au cas d'un 
groupe ab61ien discret d6nombrable. Voici comment s'6nonce alors le r6sultat. 

Th6or~me 2. Soit Gun  groupe abdlien discret ddnombrable et {X,},>= o une marche 
alOatoire sur G non localisde sur un sous-groupe strict. Si ~o est une fonction 
born~e sur G telle qu'il existe une suite {k,},>__o de fonctions sommables sur G 
telle que 

1. Z 1, 
x ~ G  
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2. pour chaque x de G, k , (x)  tend vers 0 lorsque n tend vers + o% 

3. k,  * (p converge uniform~ment vers une constante a, alors, dans ces conditions, 
q)(X,) converge presque s~rement ve r sa  au sens (C, a) pour tout c~ > �89 

En fait la condition impos6e ~i ~o ne d6pend que tr& peu du noyau {kn}. 
Plus prhcishment, si l 'on note ,~ l'ensemble des suites {a,},_>_o d'4lhments de 
11 (G) telles que 

1. sup ]la,[]l < ~ ,  
n>=O 

2. Z a , (x)= 1, 
x~G 

3. pour  tout x de G, lim ] ] a , - z x a ,  lll =0,  on a l e  r6sultat suivant. 
n ---~ oo 

Proposition. Soit {k,} un noyau vdrifiant les conditions 1. et 2. du thdorOme 2. 
Si go est une fonct ion  bornde telle que k,*qo converge uniform~ment vers une 
constante, il en est de mOme de a, * q~ pour tout noyau {a,,} appartenant fi ,~. 

Pour d6montrer cette proposition, on associe fi chaque {a,} de ,~ l'id6al 
J constitu6 des f de ll(G) telles que, pour toute fonction born6e 0, f * a , *  
converge uniform6ment vers 0. I1 r6sulte de l'hypoth6se 3. faite sur le noyau 
{a,} que cet id6al co'incide avec l'id6al des fonctions sommables dont  la transfor- 
m6e de Fourier s'annule fi l'origine. La suite de la d6monstration ressemble 

celle du th6or6me 1: am*(k,*~0-~0) tend uniform6ment vers 0 quand m---,oe 
(n fix6) et vers am*(a-~o)  quand n-~oe (uniform6ment par r appor t / t  m), donc 
a m* (p tend uniform6ment vers a. 

On peut remarquer que ,~ n'est pas vide. Par exemple, on peut choisir arbitrai- 
rement aoel l (G)  satisfaisant ~ a o ( X ) = l ,  consid6rer une suite {Xn},al dans 

X~G 1 

laquelle chaque 616ment de G figure une infinit~ de lois, et poser a , = A ( z x .  
n 

+ %x,  + . . .  + z,x,) a,_ ~ pour  n = 1, 2, .... Nous dirons donc qu'une fonction bor- 
n6e (p sur G est uniform6ment moyennable si, pour  tout noyau {a,} appartenant 

.~, a ,*O converge uniform6ment (il s'agit d'un 616ment ergodique de l~(G) 
dans la terminologie de [2] et [-6~). 

Le th6or~me 2 peut &re &endu de la fagon suivante. 

Th6or~me 3. Soit (k + 1)fonctions borndes ~o o, (Pl, . . . ,  (Pk telles que quels que soient 
k 

les Ol~ments Xo, x l ,  . . . ,  xk de G la fonct ion ~ zxj (pj soit uniformdment moyennable. 
k j = O  

Ators ta suite [ l  r converge presque s~rement vers une constante au sens 
j = o  

( C, o:) pour tout o~ > �89 

La d6monstration se fait par r6currence sur k. Pour  k = O, c'est le th~or6me 2. 
Sinon, on a 

0 E ~oj (X~+a+j) IX~,X~+I , . . . ,X ,+ = I]~oj (X ,+x+j) .p*cpk(X,+k)  
j = O  

et l 'on est ramen6 au m~me probl6me avec k fonctions. 
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Remarques. Les th6or6mes 1 et 2 ggn6ralisent certains r6sultats de H. Robbins 
[9]: dans le cas d 'un groupe discret il obtient en effet la convergence de g0(X,) 
au sens (C, 1) lorsque, ou bien go est presque p6riodique, ou bien go a une limite 
fi l'infini. 

D 'aut re  part, pour  tout ~ > 0 ,  on sait [1, 3, 5] qu'une suite de v.a. {X,} 
ind6pendantes et 6quidistribu6es converge p.p. au sens (C, e) si et seulement 
si E(X~,/~) est fini. On peut donc se demander  si la convergence de go(X,) n 'a  
pas lieu en fait au sens (C, ct) pour  tout e > 0. 

Les hypotheses du th6or6me 3 sont satisfaites dans les cas suivants: 
(a) les fonctions goj sont presque p6riodiques, 
(b) les fonctions goj ont des limites/t  l'infini. 

Voici un autre exemple. Consid6rons la suite de Thue-Morse  {@j>_ o ainsi d6finie: 
eo=0  et, pour  j > 0 ,  e2j=e~ et e2j+a = 1 - e j  (autrement dit, c'est un point fixe 
de la substitution 0 4 0 1  et 1410) .  D6finissons ej pour  j < 0  ainsi: ej=e_~. I1 
est connu I-4, 7, 81 que cette suite n'est pas presque p6riodique et que, &ant 
donn6e une suite finie {c~j}o__<j< k de 0 et de 1, l 'ensemble des nE2g tels que 
e,+~=~j pour  O<j<k a une densit6 uniforme. Si donc on prend pour  
goo, go1 . . . .  , go la fonction indicatrice de l 'ensemble des j pour  lesquels ej vaut 
1, les hypoth6ses du th6or6me 3 sont satisfaites. Plus g6n6ralement, il en est 
ainsi si les fonctions goj sont associ6es fi des substitutions de marne langeur 
sur un alphabet  fini. 
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