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1. Sag mir wohin ...

Einführung

Routenplaner gehören heute schon fast zum Alltag: Viele Autos haben sie bereits ein-
gebaut und auch wer keinen im Fahrzeug hat, lässt sich den günstigsten Weg zu sei-
nem Ziel oft auf dem heimischen PC ermitteln und druckt ihn aus.

Versuchen wir doch gleich einmal das nachzuvollziehen: Nehmen Sie einen großen 
Straßenatlas und ermitteln Sie die günstigste Strecke von Stockheim nach Weilheim!

Zu viel Arbeit? Kein Atlas? Also gut – ich hatte in der Einleitung ja versprochen, dass 
alle notwendigen Materialien hier im Buch zu finden sind. Daher arbeiten wir erst 
einmal mit der folgenden kleinen Welt nach Abbildung 1.1.

Die Karte zeigt Orte, zwei Autobahnen, größere und kleinere Landstraßen. Die roten 
und blauen Zahlen geben dabei immer die Länge der Straße an, wenn man sie mit 
dem Auto fährt. Man kann sehen, dass kleine Straßen meistens viel länger sind, als sie 
scheinen, weil die zahlreichen Kurven und Berge nicht eingezeichnet sind.

Welches ist denn nun der günstigste Weg von Imstadt nach Oppenheim?

Erster Ansatz wäre, zur nächsten Autobahn zu fahren. Aber geht das am besten über 
Pappstadt oder die Auffahrt Budingen? Außerdem führt ja von Pappstadt aus auch 
eine direkte Landstraße zum Ziel. Die ist aber wohl gewunden und ziemlich lang. 
Oder doch lieber die gelbe Straße zum Flughafen und von dort die Autobahn nach 
Oppenheim nehmen?

Versuchen Sie, die Lösung selbst herauszufinden. Hinweis: Sie müssen 24,6 km zu-
rücklegen.

Geschafft? Gut! Dann lehnen Sie sich zurück und genießen Sie den Erfolg.

Wie sind Sie vorgegangen? Sie haben wahrscheinlich alle möglichen Wege durchpro-
biert und die Entfernung zum Ziel ermittelt. Dann haben Sie sich für den günstigsten 
Weg entschieden.

Dieses Verfahren gibt es auch bei Computern – es hat sogar einen Namen: die Bru-
te-Force-Methode, also etwa „Brutale Macht“. Warum? Weil auf diese Weise etwas 
umfangreichere Aufgaben nur mit extrem großer Rechenkraft gelöst werden können. 
Überlegen Sie einmal, wie viele verschiedene Wege Sie schon bei der gegebenen, sehr 
übersichtlichen Karte durchspielen mussten. Stellen Sie sich nun vor, wie das mit 1000 
und mehr Städten wäre – hier wären normale Rechner gar nicht mehr zur Lösung 
fähig.

Außerdem besitzt ein Rechner keine Intelligenz: Während Sie beim Durchprobieren 
unbewusst alle absurden und unwahrscheinlichen Möglichkeiten verwerfen, muss er 
diese durchrechnen.
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Die Landkarte aus dem Atlas



3

Vorüberlegungen

Wie kommt ein Informatiker nun zu einer besseren Lösung?

Zunächst sollte man mit der Methode der Abstraktion arbeiten!

Methode der Abstraktion
In zur Verfügung stehender Information stecken sowohl relevante als auch un-
wesentliche Anteile. Durch Abstraktion reduzieren Sie die Information auf das 
für die aktuelle Problemlösung Wesentliche: Dadurch können Sie sich besser auf 
Ihre Aufgabe konzentrieren.

Man könnte auch sagen: Werfen Sie alles Überflüssige über Bord und konzentrieren 
Sie sich auf das Wesentliche. Was ist aber bei der gestellten Aufgabe wesentlich?

Alle gegebenen Informationen stecken in der Karte. Welche Typen von Informati-
onen kann man erkennen? Erstellen Sie eine Liste, bevor Sie weiterlesen.

▶  ▶  ▶    ◀  ◀  ◀

Die Informationen der Karte sind in folgender Tabelle zusammengefasst.

wichtig?

Namen der Städte ☐

Position der Städte ☐

Größe der Städte ☐

Verlauf der Straßen ☐

Länge der Straßen ☐

Namen und Nummern der Straßen ☐

Straßentyp ☐

Straße führt von ... nach ... ☐

Landschaftliche Information ☐

An dieser Stelle fällt Ihnen eventuell auch bereits auf, dass unsere bisherige Formu-
lierung der Aufgabe, den „günstigsten“ Weg zu finden, nicht präzise genug ist. Genau 
genommen suchen wir den (Strecken-)kürzesten Weg!

Überlegen Sie weiter, welche dieser Informationen wir benötigen, um den kürzes-
ten Weg zwischen zwei Städten zu suchen. Markieren Sie für jede Information, ob 
diese Ihrer Meinung nach für die Aufgabenstellung wichtig oder nicht wichtig ist. 
Der kürzeste Weg soll sich hierbei auf die zu fahrende Strecke beziehen, nicht auf 
die gefahrene Zeit.

▶  ▶  ▶    ◀  ◀  ◀

Vorüberlegungen

Auch abstrakte Malerei ist 
die Konzentration auf das 
Wesentliche. Der Künstler 
stellt die Aspekte in den Mit­
telpunkt, die ihn bewegen, 
zum Beispiel ein Gefühl oder 
ein Ereignis. Details wie die 
realistische Darstellung treten 
dadurch in den Hintergrund. 
Hier abgebildet ist das „Blaue 
Pferd“ von Franz Marc (1911).
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Mein Ergebnis ist folgendes:

wichtig?

Namen der Städte ☑   Wenn man nicht weiß, welche Stadt wie heißt, 
kann auch nicht der kürzeste Weg zwischen Imstadt 
und Oppenheim bestimmt werden.

Position der Städte ☐   Es ist uns egal, wo sich die Städte genau befin-
den. Relevant sind nur die Straßen zwischen den 
Städten.

Größe der Städte ☐   Kommt in unserer Aufgabenstellung nirgendwo 
vor.

Verlauf der Straßen ☐   Es kommt nur auf die Strecke an, nicht auf den 
Verlauf.

Länge der Straßen ☑   Um die Reisestrecke zu summieren, benötigen 
wir die einzelnen Strecken zwischen den Orten.

Namen und Nummern der 
Straßen

☐   Zumindest zur Bestimmung der kürzesten 
Strecke irrelevant.

Straßentyp ☐   Da es nur auf die Entfernungen, nicht auf Zeit 
ankommt, ist egal, ob Autobahn oder Feldweg 
gefahren wird.

Straße führt von ... nach ... ☑   Wir benötigen die Information, von welcher 
Stadt zu welcher anderen eine Straße führt.

Landschaftliche Information ☐   Offensichtlich ...

Nun kann die Karte neu gezeichnet werden, und zwar so, dass möglichst alle ir-
relevanten und damit störenden Informationen fehlen. Versuchen Sie es einmal 
selbst, bevor Sie weiterlesen!

▶  ▶  ▶    ◀  ◀  ◀

Aus Gründen der Übersichtlichkeit habe ich hier in Abbildung 1.2 die Städte auf ihren 
ersten Buchstaben reduziert. Das ist jedoch nicht unbedingt notwendig. Wenn Ihre 
Lösung die ausgeschriebenen Namen enthält, können Sie auch damit weiterarbeiten.

Man sieht, dass es noch ein paar Besonderheiten gibt: An vier Stellen kreuzen sich 
zwei Straßen, ohne dass es Auf- oder Abfahrten von einer zur anderen gäbe (z. B. 
eine Autobahnbrücke über einer Landstraße). Dies ist mit einem Bogen dargestellt. 
Darüber hinaus gibt es weitere drei Stellen, an denen sich zwei Straßen schneiden und 
es Auf- und Abfahrten gibt – gekennzeichnet mit einem Punkt. Außerdem ist unklar, 
welches nun die „Straße zwischen I und P“ ist, denn hierfür gibt es zwei Kandidaten.

Informatiker wollen sich jedoch prinzipiell nicht mit Sonderfällen beschäftigen und 
lieben es  daher übersichtlich: Zu viele spezielle Fälle und Unterscheidungen machen 
das Denken schwierig. Wie bei Mathematikern, die einen Bruch erst einmal auf den 
gleichen Nenner bringen, wird hier auch versucht, ein Problem möglichst gleichför-
mig darzustellen.

1. Sag mir wohin ...

Linie 1
    Hauptbahnhof
0

    Friedensbrücke
2

    Lyoner Platz
5

    Gewerbehof
6

    Erlenstraße
9

    Parkallee
11

    Schlossgarten
12

    Stadtmitte
15

Abstraktion begegnet uns 
ständig! Wegweiser, Straßen­

schilder, Fahrpläne, Info­
broschüren und viele andere 

Dinge des Alltags sind so 
aufbereitet, dass die nötigen 

Informationen möglichst 
offen und gut erkennbar 

dargestellt sind.
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Methode der Gleichformung
Versuchen Sie, die verschiedenen Facetten eines Problems auf die gleichen 
Grundelemente zurückzuführen. Dadurch wird einerseits das Problem über-
sichtlicher und andererseits benötigt man weniger Lösungsansätze: Für gleich-
förmige Teilprobleme kann der gleiche Lösungsansatz verwendet werden.

Können Sie die Karte auf diese Weise noch einfacher gestalten?

Überlegen Sie, welches die Eigenschaften der „normalen“ Elemente sind und ob 
man die speziellen Elemente nicht auch als normale Elemente darstellen kann.

▶  ▶  ▶    ◀  ◀  ◀

Auf der Karte sind Städte als Kreise eingezeichnet. Ohne dass dies speziell vermerkt 
ist, kann man offenbar bei Städten problemlos von einer Straße auf eine angrenzende 
Straße wechseln.

Genau das soll auch an den mit Punkt gekennzeichneten Stellen möglich sein. Also 
tun wir einfach so, als ob sich dort Städte befinden. Um sie nicht mit den anderen 
Städten zu verwechseln, nennen wir sie Ⓧ, Ⓨ und Ⓩ.

An allen weiteren Kreuzungspunkten zwischen zwei Straßen ist jetzt kein Wechsel 
mehr möglich. Es ist daher auch keine Unterscheidung, also auch keine Kennzeich-
nung durch Bögen mehr notwendig.

Vorüberlegungen
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Für die Bestimmung des kürzesten Weges kommt von zwei möglichen Strecken nur 
die kürzeste in Frage. Rundfahrten wie von Delgar aus und zurück spielen hier keine 
Rolle. Beides kann daher in unserer Arbeitskarte berücksichtigt werden. Den fertigen 
Plan zeigt Abbildung 1.3.

Die Städte sind immer noch auf ihrer geographischen Position eingezeichnet. Da-
durch ergeben sich an manchen Stellen Ballungszentren. Die Straßenführung wird 
unübersichtlich. Die geographische Position der Städte haben wir jedoch weiter vorne 
als irrelevant deklariert. Um es Ihnen so einfach wie möglich zu machen, habe ich die 
Karte in Abbildung 1.4 etwas entzerrt.

Bitte überprüfen Sie, dass die Inhalte immer noch übereinstimmen, also die Verbin-
dungen zwischen den Städten gleich sind und die gleiche Längenangabe aufweisen. 
Lediglich die Darstellung hat sich geändert. Sie können auch erkennen, dass es sich 
noch um die gleiche Karte handelt wie am Anfang des Kapitels – lediglich mit weniger 
Detailinformationen.

Mit dieser Karte werden wir ab jetzt weiterarbeiten, daher ist sie am Ende des Kapitels 
als Abbildung 1.K1 nochmals besonders groß abgedruckt – zum Beispiel als Kopier-
vorlage. Sie können sich vorstellen, dass wir zur Bestimmung des kürzesten Weges 
auch viel rechnen müssen, daher habe ich es uns zur Übung auch noch etwas einfa-
cher gemacht und die einzelnen Wegstrecken gerundet.

1. Sag mir wohin ...
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Abbildung 1.3
Landkarte mit durch virtuelle 
Orte ersetzten Knotenpunk­

ten

Leonhard Euler (1707 – 1783) 
Euler hat schon 1736 als Erster 
Wegeprobleme durch abstrak­
te Darstellung vereinfacht, als 
er das Königsberger Brücken­
problem löste: „Gibt es einen 

Rundweg, der alle sieben 
Brücken über den Fluss Pregel 
genau einmal überquert und 
wieder zum Ausgangspunkt 

führt?“ Euler bewies, dass es 
keinen solchen Weg geben 

kann.
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Dijkstra und die Ameisen
Wie ermitteln wir denn aber nun den kürzesten Weg von Imstadt nach Oppenheim?

Der direkte Ansatz, immer ganze Wege zu betrachten, ist ja bereits aufgrund des ho-
hen Aufwands gescheitert. Versuchen wir etwas anderes – vielleicht können wir ja hier 
von der Natur lernen:

Ein Stamm Ameisen hat auf der Suche nach Futter ein ähnliches Problem: Eine Kund-
schafterin findet ein großes Stück Fleisch. Welchen Weg sollen die Arbeiterinnen neh-
men, um die Beute am schnellsten zu sichern?

Setzen wir also den Stamm Ameisen auf unseren Ausgangspunkt Imstadt bzw. Ⓘ. 
Fünf Wege führen von dort weg, also teilen sich unzählige Ameisen auf, um diese zu 
erkunden. Wir nehmen jetzt einmal an, dass alle Ameisen gleich schnell sind, zum 
Beispiel 1 km pro Minute (okay, für unser Problem setzen wir offenbar Turbo-Amei-
sen ein ...).

Mit dem Finger auf der Landkarte verfolgen wir den Weg der Ameisen. Abbildung 1.5 
zeigt in Rot ihren Fortschritt nach 7 Minuten.

Die Ameisen haben Ⓑ erreicht. Auf den anderen Strecken sind sie noch auf dem Weg. 
Bitte lassen Sie sich nicht davon täuschen, dass die Strecke mit 7 km am längsten aus-
sieht: Wir verwenden ja explizit keinen maßstabsgetreuen Plan!

Was haben wir dadurch bisher von den Ameisen gelernt?

▶  ▶  ▶    ◀  ◀  ◀

Vorüberlegungen
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Genau! Um von Ⓘ nach Ⓑ zu kommen, gibt es garantiert keinen günstigeren Weg als 
den mit 7 km. Die Ameisen haben ja sämtliche bisher für sie möglichen Wege auspro-
biert und sind nach 7 km zuerst bei Ⓑ angekommen.

Wie geht es jetzt weiter? Die Ameisen, die bisher nirgendwo angekommen sind, setzen 
ihren Weg einfach fort. Die Ameisen bei Ⓑ teilen sich erneut auf: Wieder sind fünf 
Wege möglich. Den bisherigen Erfolg dokumentieren sie, indem sie die bisher zurück-
gelegte Strecke bei Ⓑ vermerken. Abbildung 1.6 zeigt den Plan der Ameisen.

Nach insgesamt 8 Minuten kommt der nächste Ameisentrupp bei Ⓒ an. Die Insekten 
sehen, dass sie die Ersten sind, markieren die Strecke, verzeichnen die Anzahl der bis-
her gelaufenen Kilometer und teilen sich auf die zwei bei Ⓒ weitergehenden Wege auf.

Am Ende der neunten Minute kommt dann auch der Trupp bei Ⓜ als Erster an. Auch 
dieser Weg wird vermerkt (siehe Abbildung 1.7). Von hier aus sind drei weitere Stre-
cken zu erkunden.

So weit verlief alles nach dem gleichen Schema. Die kürzesten Strecken zu den Städten 
Ⓑ, Ⓒ und Ⓜ stehen nun fest.

Vielleicht haben Sie bemerkt, dass nun Ameisentrupps sowohl von Ⓜ als auch von Ⓒ 
ausgehend unterwegs sind – zwischen beiden Städten auf Kollisionskurs.

Was passiert jetzt, wenn sie sich irgendwo auf der Strecke dazwischen begegnen? Wel-
che Informationen können sie austauschen? Bringt ihnen das etwas für ihr Ziel, das 
Gelände zu erkunden?

▶  ▶  ▶    ◀  ◀  ◀
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Abbildung 1.7
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Richtig! Der Trupp von Ⓒ weiß, dass dieses Ziel bereits erreicht ist, die kürzeste Stre-
cke dorthin also feststeht. Der Trupp, der von Ⓜ kommt, kann das Gleiche von sei-
nem Ausgangspunkt berichten. Es ist also sinnlos, weiterzumarschieren. Die Strecke 
wird als „unbrauchbar“ markiert, die Ameisen können wieder zu ihrem Stamm zu-
rück, sie sind sozusagen aus dem Rennen. Abbildung 1.8 zeigt das gleich mit einem 
dicken roten Kreuz.

Als Nächstes kommen zwei Erkundungstrupps gleichzeitig an: In der 11. Minute er-
reichen die Ameisen Ⓟ und Ⓧ. Ⓟ erreichen sie auf direktem Wege von Ⓘ aus. Bei Ⓧ 
kommt der Trupp an, der über Ⓜ unterwegs ist (9 km bis Ⓜ plus 2 bis Ⓧ).

Wieder teilen sich die Ameisen auf. Von Ⓧ gibt es nur noch einen erfolgversprechen-
den Weg, bei den anderen treffen sie recht schnell auf Kameraden und geben die Stre-
cke auf. Die von Ⓟ ausgehenden Touren sind alle noch offen. Abbildung 1.9 zeigt den 
aktuellen Stand.

Haben Sie das Prinzip verstanden?

Statt immer nur einen Weg auszuprobieren und wieder zu verwerfen, wenn sich ein 
besserer gefunden hat, erkunden die Ameisen gleichzeitig alle sich bietenden Mög-
lichkeiten.

Kommen sie als Erste bei einer Stadt an, wissen sie, dass der genommene Weg der kür-
zeste ist, denn sonst wäre ja ein anderer Erkundungstrupp bereits da (zur Erinnerung: 
Alle bewegen sich mit der gleichen Geschwindigkeit.)

Treffen die Ameisen irgendwo auf Artgenossen, dann wissen sie, dass ihre Reise zu 
Ende ist, weil sie sich gegenseitig ein „Ich bin schon da“ berichten können. Andere 
haben also das anvisierte Ziel früher erreicht.

Führen Sie zur Übung das Verfahren noch zu Ende und zeichnen Sie den Weg der 
Ameisen, die gefundenen Strecken sowie verworfene Wege in die Landkarte ein!

Können Sie sich vielleicht gleichzeitig auch schon vorstellen, wie ein Computer das 
Ameisenprinzip adaptiert?

▶  ▶  ▶    ◀  ◀  ◀

Die Lösung wird in Abbildung 1.10 dargestellt. Haben Sie ein anderes Ergebnis? Kein 
Problem: Die Beispielaufgabe ist bewusst so gestellt, dass es zu manchen Orten un-
terschiedliche Wege mit gleicher kürzester Strecke gibt. So kommt man etwa zu Ⓗ 
sowohl über ⒾⒷⒽ als auch direkt über ⒾⒽ in jeweils 13 km. Falls Ihre Lösung je-
doch Abweichungen in den rot eingetragenen Entfernungen aufweist, sollten Sie diese 
nochmal kontrollieren.

Welche Informationen haben wir dadurch jetzt eigentlich gewonnen?

Um von Imstadt zu einem beliebigen anderen Ort zu kommen, folgen Sie dem Pfad 
der Ameisen:

Von Imstadt nach Oppenheim kommt man so am günstigsten über Pappstadt, Krup-
sing und Flughafen. Die Gesamtstrecke beträgt 25 km. Ein günstigerer Weg existiert 
nicht!

Sie haben aber nicht nur die ursprüngliche Aufgabe gelöst, sondern sozusagen als Ab-
fallprodukt noch die kürzesten Wege von Imstadt zu allen weiteren Städten ermittelt. 

1. Sag mir wohin ...
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Abbildung 1.8
Der Weg zwischen Morbach 
und Chelzey wird als un­
brauchbar markiert.

Abbildung 1.9
Weiterer Fortschritt der 
Ameisen



12

So fährt man zum Beispiel nach Giwelau am besten über Buding und die beiden Au-
tobahnkreuze, die wir mit Ⓩ und Ⓨ bezeichnet haben.

Beachten Sie bitte auch die „0“, die nun der Vollständigkeit halber bei Imstadt steht, 
denn der Weg von Imstadt nach Imstadt beträgt ja ganz off ensichtlich 0 km.

Warum ist das Ameisen-Prinzip für einen Informatiker interessant?

 ■ Es führt in absehbarer Zeit zum Ziel. Da die Ameisen ständig in Bewegung sind 
und keine Strecke doppelt gehen, müssen sie recht bald alles erkundet haben 
(maximal nach der Zeit, die dem kürzesten Weg zur am weitesten entfernten 
Stadt entspricht).

 ■ Es werden immer wieder die gleichen, sehr einfachen Anweisungen benutzt, um 
die Ameisen zu steuern:
❶ Teile den Trupp auf und folge allen Routen.
❷ Wenn ein Ort erreicht wird: kürzeste Strecke dorthin gefunden, weiter bei ❶.
❸ Wenn man einem anderen Trupp begegnet: Strecke verwerfen, Ende.

Solche Verfahren lassen sich (normalerweise) gut und einfach für den Computer um-
setzen. Eine entsprechend formulierte Vorschrift  nennt man dann Algorithmus.
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Die fertig von den Ameisen 
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Algorithmus
Ein Algorithmus ist eine Handlungsvorschrift zur Lösung eines Problems bzw. 
einer Kategorie von Problemen. Diese Handlungsvorschriften lassen sich im 
Allgemeinen in ein Computerprogramm umsetzen. Hierfür müssen sie hinrei-
chend genau formuliert sein.

Wie lösen also unsere Routenplaner im Auto das Problem des kürzesten Weges? Ent-
halten sie einen Ameisen-Simulator und spielen die genaue Vorgehensweise nach?

Sicherlich wäre das vorteilhafter als die ganz zu Anfang beschriebene „Brute-Force-
Methode“. Trotzdem ist der Informatiker hier erneut gefragt, das gefundene Verfahren 
für den Computer zu optimieren.

Können Sie sich vorstellen, wie?

Das Ameisen-Prinzip liegt uns Menschen sehr, weil wir uns gut vorstellen können, 
wie die kleinen Krabbeltiere die Pfade erkunden. Dadurch erschließt sich auch recht 
deutlich, warum das Verfahren wirklich die günstigsten Wege hervorbringt.

Wann immer wir so ein „aus dem Leben gegriffenes“ Verfahren im Computer benöti-
gen und es daher in Bits und Bytes umsetzen, hilft wieder das Prinzip der Abstraktion:

Was ist vom Ameisen-Prinzip für die Problemlösung relevant? Bedenken Sie: Compu-
ter benötigen keine Anschauung, diese Anteile sind also zu eliminieren.

Ob Edsger W. Dijkstra, zuletzt Professor in Texas, 1959 über eine Ameisenstraße lief, 
ist unbekannt. Er hat jedoch bereits zu diesem Zeitpunkt ein Verfahren vorgestellt, das 
unser Ameisen-Prinzip im Computer zur Berechnung eines kürzesten Weges nutzt. Es 
ist bis heute nach ihm benannt.

Doch versuchen Sie zunächst einmal selbst, ein solches Verfahren herauszufinden. 
Vielleicht kommen Sie ja sogar auf eine bessere Methode, die dann nach Ihnen 
benannt wird.

▶  ▶  ▶    ◀  ◀  ◀

Der Dijkstra-Algorithmus

Fangen wir noch einmal ganz von vorne an: Sie sitzen in Imstadt und wollen nach 
Oppenheim.

Die Ameisen unseres letzten Experiments liefen nun einfach in alle anderen direkt 
erreichbaren Städte, um zu ermitteln, wie lange sie dorthin unterwegs sind. Die hier-
für notwendigen Zeiten braucht ein Computer jedoch gar nicht zu ermitteln, er liest 
einfach die Strecken ab. Wie aus Abbildung 1.11 ersichtlich, sind dies ja einfach die 
verzeichneten Längen der Verbindungslinien zwischen den Städten.

In der Graphik ist außerdem bei allen Zielpunkten markiert, woher diese kommen, 
damit die beschriebene Entfernung zutrifft.

Der Dijkstra-Algorithmus

Algorithmus
Wussten Sie, dass die 
Herkunft dieses Begriffes 
nie richtig geklärt wurde? 
Entweder kommt er vom 
griechischen „arithmos“, 
was Zahl bedeutet, oder er 
ist der veränderte Name des 
persisch-arabischen Mathe­
matikers „Al-Charismi“, der 
– englisch ausgesprochen – in 
etwa wie „algorithm“ klingt. 
Erste Algorithmen wurden 
übrigens bereits lange vor der 
Zeitenwende hauptsächlich 
von griechischen Mathema­
tikern entwickelt: Etwa im 
4. Jahrhundert v. Chr. das 
euklidische Verfahren zur 
Bestimmung des größten 
gemeinsamen Teilers zweier 
Zahlen oder im 3. Jahrhundert 
v. Chr. das Sieb des Era­
tosthenes zur Ermittlung von 
Primzahlen. Beide Algorith­
men werden heute noch in 
Computern eingesetzt!
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Wie ging es mit den Ameisen weiter? Der Trupp, der zuerst bei einer Stadt ankam, 
markierte die genommene Strecke als „günstig“ und verteilte sich auf die umliegenden 
Strecken.

Für den Computer ist nun gar kein Problem, diese Stadt zu bestimmen: Es ist dieje-
nige, die mit der kleinsten Zahl bezeichnet ist, also Ⓑ mit der Zahl 7. Abbildung 1.12 
zeigt das, der Knoten ist mit roter Farbe als „besucht“ markiert.

Von dieser Stadt aus werden wiederum die Entfernungen zu allen Nachbarn bestimmt. 
Da die Ameisen jedoch bis nach Ⓑ bereits 7 km unterwegs waren, müssen diese ad-
diert werden. Versuchen Sie es! Stoßen Sie auf ein Problem?

Genau! Für Ⓧ, Ⓐ, Ⓓ und Ⓩ können wir die Methodik einfach durchführen, aber was 
ist mit Ⓗ? Hier steht bereits ein Wert! Wie ist hier zu verfahren?

Ziehen wir die Ameisen zurate: Der Weg von Ⓘ über Ⓑ nach Ⓗ ist 13 km lang, der 
direkte Weg von Ⓘ nach Ⓗ ebenfalls 13 km. Die mögliche neue Strecke ist zwar nicht 
schlechter, aber auch nicht besser – wir können die alte Markierung behalten.

Daher gilt für das Dijkstra-Verfahren die folgende Regel für den Fall, dass an einer 
Nachbarstadt bereits eine Zahl steht:

 ■ Wenn die Zahl, die neu hingeschrieben werden soll, kleiner ist, dann wird die 
alte durch die neue Zahl ersetzt und dementsprechend auch die Marke, woher 
die Ameisen kommen.

 ■ Wenn die neue Zahl größer oder gleich ist, passiert gar nichts.
Ergebnis ist daher die Karte aus Abbildung 1.13.
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Der erste kürzeste Weg von 
Imstadt aus wurde ermittelt.

Abbildung 1.13
Erreichbare Städte sind durch 
eine rote Zahl mit der gefun­
denen Weglänge markiert.
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Wie geht es nun weiter?

Prinzipiell wie am Anfang: Aus allen mit Zahlen markierten Städten, die noch nicht 
von Ameisen besucht wurden (noch nicht rot gefärbt), wird die mit der kleinsten Zahl 
herausgesucht. Dort kommen die Ameisen als Nächstes an. In diesem Fall ist das Ⓒ.

Von Ⓒ aus werden wieder alle benachbarten Städte betrachtet. Nach Ⓜ käme man 
in 14 km, nach Ⓧ nach 13 km. Beides wird jedoch von der bereits vorhandenen Zahl 
unterboten, also passiert gar nichts weiter, die nächste nichtmarkierte Stadt mit der 
kleinsten Zahl wird gesucht. Das Ergebnis sehen Sie in Abbildung 1.14.

Lassen Sie uns noch einen weiteren Schritt detailliert zusammen unternehmen: Der 
noch nicht rot markierte Knoten mit der kleinsten roten Zahl ist Ⓜ. Diesen erreichen 
wir also als Nächstes. In der Karte wird er zusammen mit der Straße zu ihm rot einge-
färbt, die Entfernung von 9 km ist damit fest ermittelt.

Nun betrachten wir die Städte, die von Ⓜ aus erreichbar sid. Ⓒ und Ⓘ sind bereits 
markiert – hier waren wir also schon. Kandidaten sind demnach Ⓐ und Ⓧ. Tatsäch-
lich lassen sich die Wegstrecken gegenüber den bereits angenommenen verbessern, 
indem wir über Ⓜ gehen.

Abbildung 1.15 zeigt das  – die alten Wegmarkierungen sind hier einfach ausgestri-
chen.

Bevor Sie nun weitermachen, versuchen Sie doch einmal, den Algorithmus zur Be-
stimmung kürzester Wege aufzuschreiben.

Algorithmen spielen in der Informatik eine sehr große Rolle: Ein Großteil der vor-
kommenden Aufgaben aus Wirtschaft  und Wissenschaft  lässt sich mit Algorithmen 
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Erneut wurde ein kürzester 

Weg gefunden.
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lösen, die schon vor längerer Zeit entwickelt wurden (dazu mehr am Ende des Kapi-
tels).

Es gibt auch diverse formale Methoden, die Algorithmen zu Papier zu bringen. Ei-
gentlich geht es jedoch darum, die Beschreibung so genau zu machen, dass jemand 
anderes den Algorithmus danach durchführen kann.

Behalten Sie das im Hinterkopf, wenn Sie jetzt versuchen, den beschriebenen 
 Dijkstra-Algorithmus insgesamt zu formulieren.

▶ ▶ ▶  ◀ ◀ ◀

Es gibt natürlich unzählige korrekte Lösungen. Ihre sollte im Kern mit Abbildung 1.16 
übereinstimmen.

An einem Blockdiagramm wie diesem erkennt man besonders gut Wiederholungen 
von Anweisungsfolgen. Es ist aber genauso gut, einfach Text zu schreiben oder ver-
schiedene Anweisungen mit Pfeilen zu verbinden. Alles ist erlaubt, was Ihnen ermög-
licht, sich strukturiert Gedanken über den Ablauf zu machen. Wenn das Ergebnis 
dann auch noch für andere lesbar und verständlich ist – umso besser!

Führen Sie nun den Algorithmus für das gegebene Beispiel fort.

▶ ▶ ▶  ◀ ◀ ◀

Der Dijkstra­Algorithmus
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Im Verlauf werden alle günsti­
geren Wege gefunden, bevor 
eine Stadt rot markiert wird.
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Das Ergebnis der Weiterführung sehen Sie in Abbildung 1.17. Erkennen Sie die Ge-
meinsamkeiten mit dem Ergebnis bei Nutzung des Ameisen-Prinzips?

Bemerken Sie, dass alle Städte bis auf Ⓠ rot markiert sind? In unserer Algorithmusbe-
schreibung haben wir festgelegt, dass wir aufh ören dürfen, wenn die Zielstadt erreicht 
ist. Auf diese Weise sparen wir uns eventuell, einige Städte zu betrachten. Und auch 
wenn trotzdem fast alle Städte rot markiert sind, hat die Durchführung nicht allzu viel 
Zeit in Anspruch genommen.

Üben Sie nun mit dem neuen Algorithmus und bestimmen Sie den kürzesten Weg 
von Lupera nach Eindhofen. Wie wäre es, wenn Sie dafür die genaueren Wegstre-
ckenangaben nutzen, die am Ende des Kapitels in Abbildung 1.K2 als Kopiervor-
lage zu fi nden sind?

▶ ▶ ▶  ◀ ◀ ◀

1. Sag mir wohin ...

0.
Markiere die Startstadt rot, weise ihr die Kennzahl 0 zu.
Bezeichne diese als aktuelle Stadt.

1.
Gehe aus von der aktuellen Stadt zu allen direkt erreichbaren
Nachbarstädten ...

2.

3.

Errechne die Summe aus der roten Kennzahl an der
aktuellen Stadt und der Streckenlänge zur Nachbarstadt.

4.

5.

... und führe das Folgende für jede Nachbarstadt durch, die
noch nicht rot markiert ist:

Hat die Nachbarstadt keine Kennzahl, weise ihr die 
Summe als Kennzahl zu. Markiere die Strecke zur 
aktuellen Stadt.

Hat die Nachbarstadt eine Kennzahl größer der Summe, 
streiche die dortige Kennzahl sowie die Markierung.
Weise ihr danach die Summe als neue Kennzahl zu. 
Markiere die Strecke zur aktuellen Stadt.

Hat die Nachbarstadt eine Kennzahl kleiner oder gleich
der Summe, mache nichts.

Betrachte alle Städte, die zwar eine rote Kennzahl haben, aber
nicht rot markiert sind. Suche die mit der kleinsten Kennzahl.

Bezeichne diese als aktuelle Stadt. Weisen mehrere Städte die 
kleinste Kennzahl auf, wähle eine beliebige davon.

Markiere die aktuelle Stadt rot, 
zeichne die dort markierte Strecke komplett rot nach.

Falls die Zielstadt noch nicht rot markiert ist,
weiter bei (1.)

Abbildung 1.16
Algorithmus als Blockdia­

gramm

Edsger Wybe Dijkstra 
(1930 – 2002) arbeitete nach 
der Ausbildung zunächst als 
Professor an der Universität 
in Eindhoven und wechselte 
1984 nach Texas. Neben sei­

nen Arbeiten zur Berechnung 
des kürzesten Weges hat 

er auch einen wesentlichen 
Beitrag zur Einführung der 

strukturierten Programmie­
rung geleistet. Dafür erhielt 

er 1972 auch den Turing­Preis, 
der das Pendant des Nobel­
preises für Informatiker ist.
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Wenn Sie alles richtig gemacht haben, sollte in etwa Abbildung 1.18 herauskommen. 
Die durchgestrichenen roten Zahlen und Markierungen sind absichtlich noch sicht-
bar, um den Verlauf besser nachvollziehen zu können. Ein Routenplaner würde Ihnen 
die Strecke als wahrscheinlich präsentieren wie in Abbildung 1.19.

Weil es ab und zu Verwechslungen gibt: Bitte denken Sie daran, dass das dargestellte 
rote Netz nur die kürzesten Wege von Lupera aus repräsentiert! Wenn Sie es zum Bei-
spiel nutzen würden, um über rote Strecken von Imstadt nach Fluxing zu gelangen, 
wäre dieser Weg über Budingen, die Kreuze Ⓩ und Ⓨ sowie Krupsing mit 27,4 km 
viel zu weit. Aus Abbildung 1.K2 können Sie ablesen, dass dies auch in 21,7 km zu 
schaff en ist.

Dijkstra bestimmt immer die kürzesten Wege von einem Startpunkt zu vielen anderen 
Punkten, ist aber nicht geeignet, um daraus Schlüsse auf die Situation mit anderen 
Startpunkten zu ziehen.

Herzlichen Glückwunsch – Sie wissen nun, wie so ein Routenplaner funktioniert! Da 
Sie sicher ganz heiß darauf sind, Ihr neues Wissen gleich praktisch anzuwenden, hier 
gleich die nächste Aufgabenstellung ...

Der Dijkstra­Algorithmus
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Fertige Landkarte nach Durch­
lauf des Dijkstra­Algorithmus
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In 22,1 km kommt man von 

Lupera nach Eindhofen.

Abbildung 1.19
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diese Weise visualisieren.
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Die Schilda-Rallye

Sehen Sie hier in Abbildung 1.20 den Touristen-Stadtplan von Schilda, mit seinen acht 
Hotels und vier Pensionen.

Wie es so kommt, hat der Stadtrat vor Kurzem beschlossen, alle Straßen zu Einbahn-
straßen zu machen (ganz im Gegensatz zu den traditionellen Gepflogenheiten sind 
trotzdem noch alle Orte erreichbar).

Die Fahrzeuge von Schilda-Taxi warten vor den Hotels Adler und Gozo sowie auf 
dem Parkplatz der Pension Kapitol. Aufgrund der neuen Verkehrsführung benötigen 
die Fahrer einen Plan, wie sie auf dem kürzesten Weg von ihrem Standort zu allen 
anderen Hotels kommen. Eine Entfernungstabelle ist auch zur Berechnung der neuen 
Tarife notwendig.

Ihre Aufgabe: Erstellen Sie drei Tabellen mit den Entfernungen der Hotels Adler 
und Gozo sowie der Pension Kapitol zu allen anderen Gästehäusern.

Tipp: Gehen Sie zunächst genauso vor, wie Sie es gerade gelernt haben. Einen Un-
terschied gibt es allerdings. Erkennen Sie ihn? Versuchen Sie das Problem so weit zu 
lösen, wie Sie selbst kommen. Wenn es wirklich nicht mehr weitergeht, schauen Sie in 
die hier vorgeschlagene Lösung.

▶  ▶  ▶    ◀  ◀  ◀

Zunächst wird wieder eine Abstraktion benötigt. Die Definition von Orten ist der ers-
te Schritt. Selbstverständlich sind die Positionen aller Hotels relevante Orte. Relevant 
sind jedoch auch alle Orte, an denen sich die Straße teilt, also ein Abbiegen möglich 
ist.

Die Schilda-Rallye
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Abbildung 1.20
Stadtplan von Schilda
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In dieser Lösung nach Abbildung 1.21 habe ich die Orte für die Hotels (ihrem Namen 
entsprechend) Ⓐ bis Ⓛ genannt und in der Karte gelb markiert, Straßenkreuzungen 
ohne Hotel Ⓜ bis Ⓩ mit einer hellgrünen Markierung. Andere Nomenklaturen sind 
selbstverständlich genauso möglich.

Haben Sie weitere Biegungen als „Orte“ markiert, etwa zwischen Ⓔ und Ⓟ oder zwi-
schen Ⓥ und Ⓕ? Das ist kein Fehler, jedoch nicht notwendig, denn ein Auto kann 
sowieso nur dem Straßenverlauf folgen.

Welches ist der nächste Schritt? Stellen Sie einen Plan auf, ähnlich dem Plan für 
das letzte Routenplaner-Problem!

▶  ▶  ▶    ◀  ◀  ◀

Der Unterschied zum letzten Problem sind die Einbahnstraßen – diese wichtige In-
formation muss auch in einer abstrakteren Darstellung der Karte erfasst werden, aber 
das stellt ja kein Hindernis dar. Abbildung 1.22 auf der nächsten Doppelseite zeigt die 
Lösung.

Erinnern Sie sich noch an das Prinzip der Ameisen? Es lässt sich immer noch anwen-
den – nur müssen die Ameisen nun die Regeln der Einbahnstraßen beachten, also 
immer nur in Pfeilrichtung laufen. Für den Dijkstra-Algorithmus bedeutet dies, dass 
„Nachbarorte“ immer nur solche sind, die in Pfeilrichtung erreichbar sind.

Fangen Sie damit an, die Wege-Tabelle vom Hotel Adler aus zu erstellen!

▶  ▶  ▶    ◀  ◀  ◀

Sie sind ja ganz sicher selbst auf die Lösung in Abbildung 1.23 auf der nächsten Dop-
pelseite gekommen ...
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Üben Sie nun weiter, indem Sie die Entfernungen vom Hotel Gozo zu jedem ande-
ren Hotel und von der Pension Kapitol aus bestimmen.

▶  ▶  ▶    ◀  ◀  ◀

Die Lösung für das Hotel Gozo entnehmen Sie Abbildung 1.24.

Die Entfernungen von der Pension Kapitol aus entnehmen Sie Abbildung 1.25.

Auch diese Abbildungen finden Sie auf der nächsten Doppelseite – als kleiner Schutz 
vor dem „Spicken“.

Was steckt dahinter?

Die besprochenen Probleme gehören in das Umfeld der sogenannten Graphenalgo-
rithmen. Ein Graph besteht hierbei aus einer Menge von Knoten und einer Menge von 
Kanten, die zwischen den Knoten verlaufen. Graphen werden oft wie in diesem Bei-
spiel dargestellt: die Knoten als Kringel und die Kanten als Linien oder Pfeile dazwi-
schen. Man unterscheidet ungerichtete Graphen, also solche, bei denen die Verbin-
dung zweier Knoten in beide Richtungen geht (ohne Pfeil), und gerichtete Graphen 
(mit Pfeil).

Wozu ist aber ein Graph gut? Wie andere Modelle der Informatik auch kann der 
Graph einen Ausschnitt der Wirklichkeit modellieren, um diese einfacher zu verste-
hen und zu analysieren. Prominentes Beispiel für einen Graphen ist die Landkarte 
bzw. der Stadtplan, wie hier im Kapitel gezeigt. Knoten sind hierbei die Orte, Kanten 
die Verbindungswege. Genauso könnte der Graph jedoch auch ein Computernetz-
werk darstellen. Auch andere abstrakte Konzepte wie Produktionspläne oder eine ma-
thematische Gleichung lässt sich per Graph sehr übersichtlich darstellen – in diesem 
Fall 5 + (11 ∙ 3) = 38.

Sowohl Knoten als auch Kanten können Markierungen tragen. Im Beispiel der Land-
karte sind das Ortsnamen für die Knoten und Weglängen für die Kanten. Aufgrund 
der vielfältigen Anwendungen von Graphen gibt es auch eine Menge von Algorith-
men, die auf Graphen arbeiten und Aufgaben – in der Informatik nennen wir sie oft 
„Probleme“ – mit Hilfe einer übersichtlichen Darstellung als Graph lösen. Der bespro-
chene Dijkstra-Algorithmus ist hier ein sehr prominenter Vertreter.

Was zeichnet einen guten Algorithmus aus? Einerseits muss er natürlich die gestellte 
Aufgabe lösen. Wichtiges Kriterium ist jedoch außerdem, dass er die gestellte Aufgabe 
schnell löst und so auch bei großen Problemen nicht in die Knie geht.

Man rechnet daher aus, wie stark der Zeitbedarf mit der sogenannten Problemgröße 
ansteigt. Auch dies kann man am Beispiel der Landkarte sehr schön demonstrieren.

Eine brauchbare Problemgröße ist die Anzahl der Städte auf der Landkarte.

Rekapitulieren wir zunächst den anfänglich kurz erwähnten Brute-Force-Algorithmus 
zur Bestimmung des kürzesten Weges:

„Bestimme alle möglichen Wege vom Start zum Ziel und suche davon den kürzesten.“

Im schlechtesten Fall müssen also von einem Graphen alle von einem Punkt ausge-
henden Wege bestimmt werden. Außerdem sind im schlechtesten Fall alle Knoten mit 

Was steckt dahinter?

=

11 3

5 .

+ 38

Graph

Mathematische Gleichung
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Abbildung 1.22
Stadtplan von Schilda

Abbildung 1.23
Kürzeste Entfernungen vom 
Hotel Adler. Sie ergeben fol­

gende Tabelle:

Hotel Entfernung

Adler 0,0
Bogart 11,5
Club 9,7
Doge 8,1
Emilio 3,7
Fromm 6,5
Gozo 6,2
Holunder 7,6
Ilona 11,4
Jorge 9,8
Kapitol 10,7
Lundt 7,9
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Abbildung 1.24
Kürzeste Wege vom Hotel 
Gozo. Sie ergeben folgende 
Tabelle:

Hotel Entfernung

Adler 9,2
Bogart 10,2
Club 3,5
Doge 6,8
Emilio 10,8
Fromm 14,4
Gozo 0,0
Holunder 1,4
Ilona 5,2
Jorge 3,6
Kapitol 9,4
Lundt 1,7

Abbildung 1.25
Kürzeste Wege vom Hotel 
Kapitol. Sie ergeben folgende 
Tabelle:

Hotel Entfernung

Adler 4,8
Bogart 5,8
Club 13
Doge 2,4
Emilio 6,4
Fromm 10,0
Gozo 9,5
Holunder 10,9
Ilona 14,7
Jorge 13,1
Kapitol 0,0
Lundt 11,2
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allen anderen Knoten verbunden (der Fachausdruck dafür ist „vollständiger Graph“). 
Für drei Knoten ist es noch kein Problem, die Anzahl möglicher Wege vom Startpunkt 
S aus zu bestimmen. Abbildung 1.26 zeigt die zwei Lösungen.

Versuchen Sie das jetzt auch mit den Graphen aus Abbildung 1.27 mit vier bis sie-
ben Knoten.

▶  ▶  ▶    ◀  ◀  ◀

Falls Sie angefangen haben, die Lösung zeichnerisch zu bestimmen, werden Sie bereits 
festgestellt haben, wie viel länger die Suche dauert, wenn auch nur ein Knoten hinzu-
kommt. Man kann die Anzahl der Möglichkeiten auch rechnerisch bestimmen:

Für den Graphen mit vier Knoten gilt, dass man ihn aus zwei Komponenten zusam-
mensetzen kann: einem einzelnen Knoten Ⓢ plus einem Graphen mit drei Knoten. 
○ kann dann mit dem Graphen verbunden werden, wie in Abbildung 1.28 dargestellt.

Da der „bekannte“ Graph drei Knoten besitzt, kann vom „neuen Knoten Ⓢ“ auf drei 
Arten ein Weg zum bekannten Graphen begonnen werden, nämlich jeweils zu einem 
der Knoten. Stellen Sie sich vor, dass im 3er-Graphen dann auf die bereits ermittelte 
Weise ein Weg gesucht wird.

Daher ist die Anzahl möglicher Wege im 4er-Graphen 3 ∙ 2 = 6. Für den 5er-Graphen 
gibt es nach dem gleichen Schema vier Möglichkeiten, Wege vom neuen Knoten zum 
4er-Graphen zu beginnen. Die Anzahl der Wege insgesamt beträgt daher 4 ∙ 6 = 24. 
Auf diese Weise kann man ableiten, dass in einem vollständigen Graphen mit n Kno-
ten (n – 1)! verschiedene Wege von einem gesetzten Startpunkt ausgehen.

Da für jeden der Wege n − 1 Streckenabschnitte eingerechnet werden müssen, bedarf 
es für den Brute-Force-Algorithmus ungefähr (n − 1) ∙ (n − 1)! Berechnungen, um den 
kürzesten Weg zu finden. Die nebenstehende Tabelle enthält die Anzahlen für ein paar 
Problemgrößen.

1. Sag mir wohin ...

S SS

S S S

S

Abbildung 1.26
Von S gehen zwei unter­

schiedliche Wege aus.

Abbildung 1.27
Vollständige Graphen mit 

vier bis sieben Knoten. Bei 
einem vollständigen Graphen 

ist jeder Knoten mit jedem 
anderen durch eine Kante 

verbunden.

Knoten Schritte

3 4
4 18
5 96
6 600
7 4.320
8 35.280
9 322.560
10 3.265.920
15 1.220. 

496.076.800
20 2.311.256.907. 

767.808.000
50 29.805.811.337. 

679.110.482. 
740.356.002. 
743.473.467. 
490.088.737. 
581.301.760. 
000.000.000
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Für 100 Knoten sind im schlimmsten Fall bereits

92.392.953.289.504.711.154.882.246.467.704.033.485.808.808.581.737.805.253.907.03
4.256.265.423.993.297.616.452.852.049.336.394.953.103.391.160.941.618.951.520.668
.673.358.807.695.360.000.000.000.000.000.000.000

Berechnungen vonnöten. Um das einzuschätzen: Ein Googol wurde bereits in der ers-
ten Hälfte des 20. Jahrhunderts definiert als Obergrenze für Zahlen, die natürliche 
Vorgänge beschreiben, denn mit 10100 ist ein Googol größer als die geschätzte Zahl 
von Elementarteilchen im gesamten Universum. Für die 100 Knoten kommen wir im-
mer noch auf 

9.239.295.328.950.471.115.488.224.646.770.403.348.580.880.858.173.780.525.390 
Googol

oder 9.239 Nonillionen Googol Berechnungen.

Wir können das aber noch weiter auf die Spitze treiben: Wenn auch nur alle 12.903 
Gemeinden Deutschlands (Stand: Ende 2003) als Knoten in die Suche einbezogen 
werden, ergibt sich für die Anzahl der Berechnungen eine unglaubliche Zahl, die ich 
Ihnen nicht in ihrer vollen Schönheit vorenthalten möchte. Sehen Sie selbst in Abbil-
dung 1.29.

Anders ausgedrückt, handelt es sich um etwa 9,88 ∙ 1047438.

Wenn wir diese Zahl in der normalen Schriftart hier abgedruckt hätten, würde sie 14 
Seiten vollständig eng beschrieben füllen. Um sich diese Summe wenigstens einiger-
maßen vorstellen zu können, möchte ich sie mit einer Analogie verdeutlichen.

Wenn sich die verfügbaren Rechenleistungen wie momentan jedes Jahr fast verdop-
peln, haben im Jahre 2020 alle Rechner der Erde zusammengenommen etwa die Mög-
lichkeit, 128 Exaflops durchzuführen, also 128 Trillion Fließkommaoperationen pro 
Sekunde. Nehmen wir an, wir vereinigen alle Rechner zu einer gigantischen Maschi-
ne, die sich dann um unser Wegeproblem kümmert. Dann würde sie immer noch 
etwa 4 ∙ 1047412 Jahre für das Ergebnis benötigen.

Das Alter des Universums wird heute auf etwa 12 Milliarden Jahre geschätzt. Die zu-
sammengezogene Macht der Rechner würde also immer noch etwa 333 ∙ 1047397 mal 
so lange benötigen, wie das gesamte Universum alt ist – ausgedrückt mit der Einheit 
Googol von vorher über eine Million Googol Googole von Universumszeitaltern.

Was soll an diesem Beispiel verdeutlicht werden? Es gibt Aufgabenstellungen, die wir 
zwar mit schierer Rechenleistung lösen können, wenn sie sehr klein sind (so klein, 
dass wir meistens gar keinen Computer benötigen), aber nicht mehr, wenn sie rele-
vante Größenordnungen annehmen.

Was steckt dahinter?

S S S
Abbildung 1.28
Der Startknoten S kann auf 
drei Arten mit dem vorhan­
denen Graphen verbunden 
werden.
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Abbildung 1.29
Rechenschritte mit 

Brute-Force für den kürzesten 
Weg bei 12.309 Gemeinden
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In diesem Fall wächst der Aufwand zur Lösung exponentiell an, was bedeutet: Wenn n 
die Problemgröße ist, kann man den Aufwand nur noch mit xn nach oben hin abschät-
zen (mit einem beliebigen x).

Optimal wäre ein linearer Aufwand. Das bedeutet, dass zur Lösung eines Problems 
der Größe n der Aufwand x ∙ n beträgt (mit konstantem x). Leider gibt es kaum Algo-
rithmen, die so gut sind. Betrachten wir einmal den Aufwand von Dijkstra:

Vom Startknoten aus werden alle benachbarten Knoten (also die, zu denen eine Ver-
bindung besteht) betrachtet. Bei einem vollständigen Graphen mit n Knoten sind das 
(n – 1). Ein Beispiel mit 7 Knoten sehen Sie in Abbildung 1.30.

Danach ist der Startknoten vollständig „aus dem Rennen“, er wird nicht mehr betrach-
tet. Nun wird der Knoten mit der kleinsten Markierung gesucht und von dort geht es 
wiederum zu allen benachbarten Knoten – das sind (n – 2). Danach ist auch dieser 
„aus dem Rennen“.

Dies setzt sich fort. Daher ist der Aufwand für den Dijkstra-Algorithmus:

(n� – 1) + (n – �2) + (n – �3) + … + (1)

Wir können dies wiederum in einer Tabelle wie nebenstehend dokumentieren.

Bei 12.903 Knoten ergeben sich 83.237.253 Rechenschritte. Das erledigt bereits ein 
normales Smartphone ohne große Schwierigkeiten in kürzester Zeit. An der Tabelle 
kann man ablesen, dass die Rechenzeit auch schneller als linear mit der Problemgröße 
anwächst, aber lange nicht so stark wie bei Brute-Force.

Sie erkennen, dass in der Informatik manchmal scheinbare Lösungen nicht prakti-
kabel sind, weil sie bei realen Aufgabenstellungen zu viel Rechenzeit beanspruchen. 
Ein Informatiker muss daher fast immer die sogenannte Komplexität einer Lösung 
abschätzen. Die Komplexität gibt an, wie stark die Rechenzeit in Relation zur Prob-
lemgröße anwächst. Im Falle von Brute-Force ist die Komplexität nn, während Dijkstra 
eine Komplexität von n2 aufweist.

Die Informatik unterscheidet dabei verschiedene Klassen von Problemen:

Alles, was sich in polynomieller Laufzeit lösen lässt, gehört zur Klasse „P“. Das be-
deutet, die Laufzeit steigt im Verhältnis zur Problemgröße in einem Verhältnis an, das 

Was steckt dahinter?

S
Abbildung 1.30
Im vollständigen Graphen mit 
7 Knoten hat jeder Knoten 
(also auch der Startknoten) 
6 Nachbarn.

Knoten Schritte

3 3
4 6
5 10
6 15
7 21
8 28
9 36
10 45
15 105
20 190
50 4.950
12.903 83.237.253
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sich durch ein Polynom ausdrücken lässt. Die Problemgröße steht also im Fall von 
Hoch-Rechnung immer unten.

Probleme mit polynomieller Laufzeit könnten etwa n2, n4 + n2 + n, nlogn oder auch n100 
als Komplexität haben.

Darüber hinaus gibt es die Klasse der „Nicht Praktisch berechenbaren“ Probleme oder 
„NP“. Diese haben eine Laufzeit, die sich nicht durch ein Polynom ausdrücken lässt. 
Dies bedeutet, dass in der Komplexitätsfunktion die Problemgröße irgendwo in einem 
Exponenten auftaucht.

NP-Komplexitäten sind 2n, n! oder nn.

Allerdings haben NP-Probleme noch eine gute Seite: Man kann eine Antwort raten 
und dann in polynomieller Zeit überprüfen, ob diese Antwort korrekt ist.

Zu welcher Klasse von Problemen gehört das gerade besprochene Problem des kürzes-
ten Weges? Selbstverständlich in die Klasse „P“, denn mit dem Dijkstra-Algorithmus 
existiert eine Lösung, die in polynomieller Laufzeit arbeitet.

Übrigens gilt dies nicht für das alte „Traveling Salesman“-Problem:

„Ein Vertreter aus Darmstadt muss Kunden in den Städten Berlin, Chemnitz, Frank-
furt, Hamburg, Hannover, Marburg, München und Stuttgart besuchen. Bestimmen 
Sie eine Route, die von seinem Wohnort durch alle genannten Städte und zurück führt 
und die kürzer ist als 1000 km!“

Für dieses Problem gibt es immer noch keinen Algorithmus mit polynomieller Lauf-
zeit. Vielleicht finden Sie ja einen ... Allerdings ist auch einzusehen, dass es sich um ein 
NP-Problem handelt: Rät man eine Strecke, kann man in polynomieller Zeit feststel-
len, ob sie der Bedingung „kürzer als 1000 km“ genügt.

Eine weitere Klasse von Problemen ist nicht in polynomieller Zeit berechenbar, und 
selbst wenn man eine Lösung rät, kann man die Richtigkeit nicht in polynomieller 
Zeit überprüfen. Diese Erkenntnisse gehen jedoch weit über die praktischen Anwen-
dungen der Informatik hinaus, daher möchte ich hier im Buch nicht weiter darauf 
eingehen.

Eine der größten Fragen der Mathematik und Informatik ist immer noch kurz gesagt 
„P = NP?“, also ob prinzipiell alle Probleme der NP-Klasse auch in polynomieller Zeit 
lösbar sind (und nur noch kein entsprechender Algorithmus gefunden wurde) oder 
ob es Probleme gibt, die grundsätzlich nicht in polynomieller Zeit lösbar sind. Es gibt 
immer wieder Veröffentlichungen in dieser Richtung, aber sie haben sich bisher als 
informationstechnische Pendants der Kernfusion im Reagenzglas herausgestellt (also 
als Flop).

Wenn Ihnen jetzt P und NP noch völlig unklar sind, dann machen Sie sich keine Sor-
gen – sehr vielen Informatikern geht es ähnlich!

Der schnellste Weg und weitere Anwendungen

Kann man nun den Dijkstra-Algorithmus immer nur zur Berechnung kürzester Wege 
verwenden?

1. Sag mir wohin ...

Die Lösung dieser Frage ist 
momentan der Heilige Gral 

der Informatik – oft gesucht, 
(bisher) nicht gefunden. 

Genauer beschäftigen wir uns 
mit dieser Frage später im 

Buch.
Und wenn Sie Informatiker 
sind und „NP“ daher statt 

„nicht praktisch lösbar“ 
als „nichtdeterministisch 
polynomiell lösbar“ aus­

schreiben, haben Sie selbst­
verständlich recht! Auf allen 

real existierenden Computern 
läuft das aber auf die Frage 

„praktisch berechenbar“ 
hinaus und die Frage P = NP 

wäre auf jeden Fall mit einer 
Lösung des Problems des 

Handungsreisenden in polyn­
omieller Zeit ein für alle Male 

geklärt.
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Ein Informatiker versucht natürlich, für einen so schönen Algorithmus weitere An-
wendungen zu finden, denn es ist ja effektiver, für neue Aufgaben bereits bekannte 
(und bewährte) Verfahren zu adaptieren, als das Rad immer wieder neu zu erfinden.

Betätigen Sie sich doch einmal in dieser Disziplin und versuchen Sie, die folgenden 
Aufgabenstellungen mit dem Dijkstra-Algorithmus zu lösen.

Wie sieht es etwa aus, wenn wir für unsere erste Karte nicht den kürzesten, sondern 
den schnellsten Weg suchen?

Dabei gehen wir zur Berechnung davon aus, dass wir mit dem Auto auf der Autobahn 
im Schnitt 130 km/h schaffen, auf der Landstraße (rot und gelb) jeweils 100 km/h 
und auf den kleinen Gemeindestraßen (weiß) nur 50 km/h. Zusätzlich veranschlagen 
wir für jede Ortsdurchfahrt pauschal 8 Minuten (der Einfachheit halber auch bei den 
Orten, durch die wir auf der Autobahn fahren, auch hier gibt es ja oft Tempolimits 
aufgrund Lärmschutz etc.).

Finden Sie den schnellsten Weg von Imstadt zu jeder anderen Stadt!

▶  ▶  ▶    ◀  ◀  ◀

Erstellen Sie einfach eine Karte, auf der an den Straßen nicht die Strecke, sondern 
die Fahrzeit in Minuten steht. Dazu teilen Sie die Strecke durch die angenommene 
Geschwindigkeit. Für die Strecke zwischen Imstadt und Budingen ergibt sich auf diese 
Weise:

7km km
h

km
80km

km
60min

: :
min

·
km

, min80 7
60

7
80

5 25= = =

Außerdem müssen für jede Ortsdurchfahrt 8 min addiert werden (also für jeden Ort 
an einem Ende der Strecke 4 min, da wir mangels anderer Information davon ausge-
hen, dass das Ein- und Ausfahren gleich lange benötigt).

Daher muss man für die besagte Strecke 13,25 min veranschlagen.

Achtung: Strecken, die an einem Ende die Nicht-Orte Ⓧ, Ⓨ und Ⓩ haben, bekom-
men natürlich nicht die zusätzliche Zeit für die Ortsdurchfahrt angerechnet.

Abbildung 1.31 zeigt die modifizierte Karte.

Mit dieser Karte kann dann der ganz normale Dijkstra-Algorithmus durchgeführt 
werden. Das Ergebnis sehen Sie in Abbildung 1.32.

Wenn Sie das Ergebnis mit der Lösung für die kürzeste Wegstrecke nach Abbildung 
1.17 vergleichen, stellen Sie fest, dass es recht ähnlich, aber doch nicht identisch ist.

Das ist Informatik: Probleme lösen

Das bisherige Kapitel hat es Ihnen vielleicht schon demonstriert: Informatik macht 
Spaß, wenn man Aufgaben mit viel Kreativität und Intuition löst. Der wichtigste 
Schritt zur Lösung ist dann schon getan, wenn man sich etwas zutraut und nicht vor 
der Herausforderung zurückschreckt. Sie haben das gemacht, indem Sie bis hierhin 
durchgehalten haben! Verschiedene Untersuchungen haben gezeigt, dass in der Infor-
matik die Tendenz zum Aufgeben für „interessierte Laien“ besonders hoch ist: In der 

Das ist Informatik: Probleme lösen
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Abbildung 1.31
Karte mit den angenomme­

nen Wegen in Minuten

Abbildung 1.32
Die Karte mit allen zeitkürzes­

ten Wegen von Imstadt aus
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öffentlichen Wahrnehmung hat sich das Klischee des typischen „Nerds“ etabliert, der 
zwar sozial eher unterbelichtet, aber eben dadurch hoch kompetent für die speziellen 
Anforderungen der Informatik ist – eine für „Normalos“ unüberwindliche Hürde … 

Dieses Buch soll auch zeigen, dass man sich besonders in der Informatik der Lösung 
sehr vieler Aufgaben durch  konstruktive, gestaltende Herangehensweise sehr gut nä-
hern kann. Der Unterschied zwischen „Normalen“ und „Hochleistern“ besteht häufig 
nur darin, dass letztere in der Lage sind, einen Ansatz zu finden und diesen konse-
quent zu verfolgen.

In der Informatik nutzen wir statt „Aufgabe“ gerne einen erweiterten Begriff, den 
ich in diesem Kapitel bereits verwendet habe, ohne ihn zu definieren: Ein Problem 
unterscheidet sich von einer einfachen Aufgabe dadurch, dass der Bearbeiter kein 
Standardverfahren zur Bewältigung kennt. Die Lösung eines Problems ist also immer 
mit einem schöpferischen Moment verbunden und dem produktiven Denken zuzu-
ordnen. Manchmal fällt es gerade dabei jedoch schwer, den Anfang zu finden. Eine 
„Ankerlinie“, an der man sich zur Lösung der Aufgabe entlanghangeln kann, stellt 
daher das allgemeine Problemlöseschema sein, wie in der nebenstehenden Abbildung 
dargestellt.

Wenn Sie nun denken, dass das doch der oben aufgeführten Definition eines Prob-
lems widerspricht, weil es damit genau kein Standardverfahren zur Lösung geben darf, 
so haben Sie natürlich recht: Es handelt sich auch nicht um ein Lösungsverfahren, 
sondern nur um einen Vorschlag für die Herangehensweise, eine Lösung zu finden. 
Im Prinzip haben wir im Verlauf des ersten Kapitels exakt dieses Problemlöseschema 
verfolgt, um kürzeste Wege zu finden.

Sie merken vielleicht bereits: Dieser Abschluss des ersten Kapitels ist etwas trockener 
als der Beginn und wird im Folgenden hauptsächlich die gewonnenen Erkenntnisse 
nochmal auf eine andere Art darstellen, um sie zu reflektieren und dann auch zu er-
weitern. Da hier jedoch weniger direkt experimentiert wird: Entscheiden Sie selbst, ob 
Sie dies bereits jetzt lesen möchten oder diesen Abschnitt zunächst überspringen. Ich 
verspreche Ihnen, dass hier keine Grundlagen vorkommen, die zum Verständnis des 
weiteren Buches nötig wären!

Ordnen wir nun die Vorgehensweise beim Nachvollziehen des Dijkstra-Algorithmus 
in das Problemlöseschema: Zunächst haben wir eine Abstraktion vorgenommen. In 
diesem Fall konnten wir uns des Standardwerkzeugs „Graph“ bedienen, um die Kom-
plexität der Aufgabenstellung auf das für die Problemlösung minimale Maß zu redu-
zieren. Der Graph ist ein entscheidendes geistiges Werkzeug, in der Informatik gibt 
es aber noch viele weitere Standardwerkzeuge für unterschiedliche Arten der Model-
lierung. In den meisten Fällen ist die Anwendung zwar nicht nach „Schema F“, aber 
doch sehr mechanisch intuitiv durchführbar.

Der nächste Schritt ist derjenige, der tatsächlich den „kreativen Funken“ benötigt. Ef-
fektiv haben wir Menschen normalerweise eine sehr gute Intuition zur Lösung eines 
Problems – zumindest die Brute-Force-Methode des Alles-Ausprobierens ist im Re-
gelfall leicht vorstellbar. Diese lässt sich auch sehr einfach modellieren und formaler 
als Algorithmus fassen. Als Darstellung eignet sich dafür alles, was man selbst über-
sichtlich und lesbar findet. Das kann Text sein, ein Blockdiagramm wie in Abbildung 
1.16 oder z. B. ein sogenanntes Struktogramm wie in Abbildung 1.33. Es ist am Bei-
spiel recht selbsterklärend, bei Bedarf finden Sie jedoch genügend Quellen, die die 
genaue Bedeutung der unterschiedlichen graphischen Elemente aufzeigen.

Das ist Informatik: Probleme lösen

Programm

Abstraktion

Erfahrung, Recherche, 
Intelligenz

Modellierung

Implementierung

Analyse, Reflexion

Problem

modellhaftes Problem

intuitive Lösung

formalisierte Lösung
(Algorithmus, Datenstruktur)
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Nächster Schritt war dann die Analyse. Der wichtigste Aspekt dabei ist die Einschät-
zung, ob man mit den zur Verfügung stehenden Ressourcen überhaupt eine Chance 
hat, die Lösung des Problems auf die vorgeschlagene Weise zu erreichen. Das läuft 
auf eine Komplexitätsabschätzung hinaus, die anhand des modellierten Algorithmus 
machbar ist, besonders unter der Perspektive einer Worst-Case-Betrachtung. Das 
konnten wir mit dem Graphen, in dem alle Städte direkt verbunden sind,  modellieren 
und sind auf die astronomisch hohe Abschätzung für die Laufzeit gekommen.

Die Analyse hat uns also eine eventuell aufwendige Implementierung erspart. Glück-
licherweise gibt es im allgemeinen Problemlöseschema auch Pfeile zurück, die uns 
ermöglichen, einen der vorhergehenden Schritte nochmals anzugehen, um eine ver-
besserte Lösung zu bekommen. In diesem Fall erkennt man, dass durch eine verän-
derte Modellierung der Lösung durch Ausprobieren sicher keine Verbesserung erzielt 
werden kann: Die Analyse lässt sich auf alle entsprechenden Lösungen übertragen.

Im Verlauf des Kapitels haben wir die „intuitive Lösung“ mit Hilfe der Methode der 
Ameisen gemeistert. Manchmal lässt allerdings bei der Problemlösung ein entspre-
chender Geistesblitz auf sich warten. Eine Alternative besteht daher darin, das neue 
Problem auf bereits (meistens von anderen) gelöste Probleme zurückzuführen. Im 
Zweifel führt Ausprobieren verschiedener bekannter Algorithmen oft zum Erfolg! Im 
Fall unseres Wegeproblems ist das die Breitensuche. Ich überlasse es Ihnen, das The-
ma zu recherchieren. Es wird recht schnell offensichtlich, wie man Aufgaben löst, bei 
denen alle Wege zwischen den Orten gleich lang sind. Als Anregung für die Übertra-
gung auf allgemeine Landkarten schauen Sie sich bei Bedarf Abbildung 1.34 an. Hier 
sind alle Strecken auf die Länge 1 normiert, indem beim Graphen (mit ganzzahlig 
gerundeten Entfernungen) entsprechend viele Zwischenknoten eingefügt wurden. 
Führen Sie hierauf eine ganz normale Breitensuche aus, dann kommen Sie auf das 
gleiche Ergebnis wie beim Experimentieren mit den Ameisen vorne im Kapitel und 
(hoffentlich) auch auf Dijkstras Idee. Ein Ergebnis mit eingefärbten Knoten statt Zah-
len sehen Sie in Abbildung 1.35.

1. Sag mir wohin ...

Markiere die Stadt rot, weise ihr als Kennzahl die
aktuelle Entfernung zu

Errechne die Summe aus der roten Kennzahl an der
aktuellen Stadt und der Streckenlänge zur Nachbarstadt

... und führe das Folgende für jede Nachbarstadt durch, die
noch nicht rot markiert ist:

Programm Suche, Aufruf mit Parameter (Stadt, aktuelle Entfernung)

Aufruf Suche mit Parameter (Nachbarstadt, Summe)

Ist die Stadt die Zielstadt?

Entferne die rote Markierung der Stadt sowie die Kennzahl

Setze Optimum auf
aktuelle Entfernung

Ist aktuelle Entfernung
kleiner als 
Optimum?

Ja! Nein!

Ja! Nein!

Hauptprogramm

Setze Optimum auf unendlich

Aufruf Suche mit Startstadt und Entfernung 0

Abbildung 1.33
Struktogramm für die 
Brute-Force-Methode, den 
kürzsten Weg zu finden
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Abbildung 1.34
Karte, auf der durch Zwi­
schenknoten alle Wegstre­
cken die Länge 1 besitzen. 
Die Gesamtstrecke könnte 
weggelassen werden, ist aber 
zum Vergleich angegeben.

Abbildung 1.35
Abstände als Farben
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Bei der anschließenden Analyse ermitteln Sie auch hier die sogenannte quadratische 
Laufzeit. Dass der originale Dijkstra-Algorithmus sogar noch schneller läuft – in soge-
nanntem O(n ∙ logn) – hängt damit zusammen, dass man noch etwas in Bezug auf die 
verwendeten Datenstrukturen optimieren kann. Das möchte ich hier im Buch jedoch 
nicht weiter vertiefen, Sie können es selbst unter dem Stichwort „Prioritätswarte-
schlange“ recherchieren. Zusammen werden wir das allgemeine Problemlöseschema 
weiter anwenden, indem wir doch noch einmal grundlegender darüber nachdenken, 
ob sich unsere Lösung weiter verbessern lässt.

Stellen Sie sich vor, Sie nutzen den Dijkstra-Algorithmus zur Bestimmung des kür-
zesten Weges zwischen zwei Städten in einem Navigationssystem. Wenn Sie die Route 
von Frankfurt am Main nach München bestimmen, wird das Verfahren – wie man das 
von einer Breitensuche erwartet – etwa kreisförmig um Frankfurt herum nach dem 
Ziel suchen. Abbildung 1.36 zeigt das. Viel Rechenaufwand wird also hineingesteckt, 
um zum Beispiel den Weg über Hannover zu optimieren, obwohl Hannover ganz si-
cher nicht auf der Route nach München liegt!

Wenn wir im Problemlöseschema zurück gehen, finden wir eventuell eine leicht ver-
besserte Lösung: Um die beiden Städte wird ein Rechteck, eine „Bounding-Box“ ge-
zeichnet und die Suche nach dem kürzesten Weg begrenzen wir auf Strecken inner-
halb dieses Rechtecks. Gegebenenfalls erweitert man das Kästchen noch großzügig, 
um auch die Autobahnauffahrt zu finden, für die man zunächst ein kurzes Stück in die 
„falsche Richtung“ fahren muss. Abbildung 1.37 zeigt ein Beispiel.

An dieser Stelle können wir zunächst formal darüber nachdenken, zu welchem Schritt 
des Problemlöseschemas wir für diesen Vorschlag zurückgehen müssen. Ist es eine 
neue, kreative Problemlösung? Effektiv nutzen wir allerdings Informationen, die wir 
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Abbildung 1.36
Dijkstra nutzt recht uneinge­

schränkt die Breitensuche und 
erkundet den Graphen daher 

ohne Bevorzugung einer 
Richtung.
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bereits im Abstraktionsschritt zuvor weggelassen hatten: die geographischen Positio-
nen der Orte! Diese benötigen wir natürlich, um zu bestimmen, ob ein Ort innerhalb 
oder außerhalb des Rechtecks liegt. Daher fangen wir hier sogar noch weiter vorne an!

Die Methode der Bounding-Box könnte dazu führen, die beste Strecke gar nicht zu 
finden: Woher wissen wir, dass es nicht günstiger ist, ein paar Kilometer in Gegenrich-
tung zu fahren, um dann eine schnurgerade Autobahn zu erreichen, auf der man den 
Umweg leicht wieder hereinholt? In einigen Fällen könnte die Bounding-Box sogar 
verhindern, dass man überhaupt eine Strecke findet. Die nebenstehende Abbildung 
stellt einen Teil Süditaliens dar. Möchte man von Lecce nach Catanzaro navigieren, 
findet man innerhalb der rot eingezeichneten Bounding-Box keinen Weg (außer man 
schwimmt).

Besser ist, zwar den Fokus der Suche in Richtung des Ziels zu lenken, aber trotzdem 
noch alle Optionen offenzuhalten. Wie so oft in der Informatik ist es auch hier sinn-
voll, sich selbst bei der manuellen Suche nach einer günstigen Fahrtroute auf die Fin-
ger zu schauen. Wenn wir vom Start ausgehen und den nächsten Ort ansteuern, sind 
uns solche Orte am liebsten, die uns näher zum Ziel bringen. Wir könnten daher viel-
leicht die Länge der direkten Strecke zum Ziel (Luftlinie) als eine Art „Lustfaktor“ in 
den Algorithmus einbeziehen: Je kürzer die Luftlinie, desto williger steuern wir einen 
Ort an, werden aber die anderen Orte auch nicht ignorieren.

Im Problemlöseschema haben wir der neuen Anforderung nach dem Versuch mit der 
Bounding-Box bereits Rechnung getragen und die für die Bestimmung der Luftlinie 
nötigen Informationen hinzugenommen: die genaue geographische Position der Städ-
te.
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Abbildung 1.37
Ein gedachtes Rechteck um 
Start und Ziel grenzt die 
Suche ein, indem nun alle 
Orte außerhalb des Rechtecks 
nicht mehr in das Verfahren 
einbezogen werden.
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Nun lässt sich die Länge der Luft linie zum Ziel sehr einfach aus den geographischen 
Koordinaten berechnen. Abbildung 1.38 zeigt den Graphen, in den mit hellblau-
er Schrift  an jedem Knoten diese Luft linienentfernung zum Ziel eingetragen ist. Es 
handelt sich erneut um unser Standardbeispiel von Imstadt nach Oppenheim. Wie 
kommt man nun auf eine weitere Verbesserung für einen bereits bekannten Algorith-
mus? Man führt ihn durch und prüft  in jedem Schritt, ob sich dieser in Bezug auf eine 
Verbesserung in der geplanten Weise eignet.

Der erste Schritt ist die Ermittlung aller Nachbarknoten und deren Entfernungen von 
der Startstadt aus. Hier fällt es uns schwer, etwas einzusparen. Aber wir können auch 
stringenter denken: Eigentlich wollen wir ja zum Ziel, die Nachbarstädte sind daher 
wahrscheinlich nur Wegpunkte. Und wir wissen, welche minimale Entfernung jeder 
Wegpunkt zum Ziel hat. Also können wir aus der Summe der tatsächlich ermittelten 
Entfernung zum Wegpunkt und der minimalen Entfernung des Wegpunktes zum Ziel 
eine minimale Strecke zum Ziel bestimmen für den Fall, dass wir den entsprechenden 
Wegpunkt benutzen. Abbildung 1.39 stellt die entsprechenden Berechnungen mit vi-
oletter Summe dar.

Im Prinzip funktioniert unser neuer Algorithmus – in der Fachliteratur bekannt als 
A-Stern – wie „Dijkstra“. Allerdings bestimmen wir den nächsten zu besuchenden 
Knoten ein klein wenig anders: Gemäß der neuen Idee, betrachten wir nun nicht mehr 
nur die ermittelte Entfernung von der Startstadt, sondern die Summe aus dieser Ent-
fernung und der Luft linie zum Zielort. Diese Summe stellt quasi die minimal zurück-
zulegende Strecke dar, die man benötigt, um vom Start zum Ziel zu kommen, wenn 
man die entsprechende Stadt als Teilziel wählt.
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Das Blockdiagramm des neuen Algorithmus nach Abbildung 1.40 ist praktisch iden-
tisch mit dem, das Sie aus Abbildung 1.16 bereits als Dijkstra-Algorithmus kennen. 
Den einzigen Unterschied habe ich zur Verdeutlichung rot markiert. Bei einer Imple-
mentierung muss die hier zur Verdeutlichung in den Graphen aufgenommene blaue 
Luft linie genau wie die violette Summe natürlich nicht als eigene Knotenmarkierung 
gespeichert werden, sondern kann mit dem Satz des Pythagoras aus den Koordinaten 
der Orte bei Bedarf ganz einfach berechnet werden.

Hier wird auch ein ganz wesentlicher Vorteil der sehr allgemeinen, abstrakten Be-
schreibung eines Algorithmus deutlich, die in unserem Fall die Form des Blockdia-
gramms hat: Verbesserungen und Veränderungen sind so meistens nur sehr gering-
fügig. Es wird sofort off ensichtlich, an welchen Stellen die Programmierer auch die 
Implementierung überarbeiten müssen.

Modellbildung
Ein informatisches Modell beschreibt genau die Teile einer Problemstellung 
übersichtlich, die zur Lösung des Problems nötig sind. Das gilt insbesondere 
auch für die Modellierung der Problemlösung als Algorithmus oder als Daten-
struktur. Modellbildung fi ndet auf vielen unterschiedlichen Ebenen statt: Selbst 
die Implementierung in einer gängigen Programmiersprache stellt eine Model-
lierung dar, da sie bestimmte Konzepte und Denkweisen impliziert.
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Abbildung 1.39
Neben den tatsächlich 
ermittelten Strecken zu den 
Orten vom Start aus, können 
wir auch die Summe (violett) 
aus tatsächlicher Strecke vom 
Start (rot) und minimaler 
Strecke zum Ziel (blau) ermit­
teln. Das ist gleichzeitig eine 
minimale Strecke zum Ziel bei 
Nutzung des Ortes als Teilziel.
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Abbildung 1.41 zeigt den nächsten Schritt des Algorithmus zum Nachvollziehen: 
Knoten Ⓟ hat die kleinste violette Markierung und wird als Nächstes rot markiert, 
nun ist allerdings die tatsächliche Strecke dorthin bestimmt und sowohl blaue als auch 
violette Markierungen werden unerheblich. Für die Nachbarn werden die roten Kenn-
zahlen ermittelt, daraus ergeben sich wiederum violette Summen.

Die Strategie wird nun konsequent verfolgt. Abbildung 1.42 stellt einen weiteren 
Schritt dar. Knoten Ⓑ wird rot markiert. Beachten Sie, dass sich für Knoten Ⓗ da-
durch die Bewertungen verändern.

Nun möchte ich Ihnen aber gar nicht den Spaß verderben, die restlichen Schritte des 
Algorithmus selbst nachzuvollziehen – ganz selbstständig oder mit Hilfe der weiteren 
Abbildungen bis 1.46.

1. Sag mir wohin ...

0.
Markiere die Startstadt rot, weise ihr die Kennzahl 0 zu.
Bezeichne diese als aktuelle Stadt.

1.
Gehe aus von der aktuellen Stadt zu allen direkt erreichbaren
Nachbarstädten ...

2.

3.

Errechne die Summe aus der roten Kennzahl an der
aktuellen Stadt und der Streckenlänge zur Nachbarstadt.

4.

5.

... und führe das Folgende für jede Nachbarstadt durch, die
noch nicht rot markiert ist:

Hat die Nachbarstadt keine Kennzahl, weise ihr die 
Summe als Kennzahl zu. Markiere die Strecke zur 
aktuellen Stadt.

Hat die Nachbarstadt eine Kennzahl größer der Summe, 
streiche die dortige Kennzahl sowie die Markierung.
Weise ihr danach die Summe als neue Kennzahl zu. 
Markiere die Strecke zur aktuellen Stadt.

Hat die Nachbarstadt eine Kennzahl kleiner oder gleich
der Summe, mache nichts.

Betrachte alle Städte, die zwar eine rote Kennzahl haben, aber
nicht rot markiert sind. Suche diejenige mit der kleinsten 
Summe aus Kennzahl und Luftlinie zum Ziel.

Bezeichne diese als aktuelle Stadt. Weisen mehrere Städte die 
kleinste Kennzahl auf, wähle eine beliebige davon.

Markiere die aktuelle Stadt rot, 
zeichne die dort markierte Strecke komplett rot nach.

Falls die Zielstadt noch nicht rot markiert ist,
weiter bei (1.)

Abbildung 1.40
A-Stern Algorithmus als 

Blockcode
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Abbildung 1.41
Nächster Schritt von A­Stern

Abbildung 1.42
A­Stern

Abbildung 1.43
A­Stern
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Unser Wunsch nach besserer (Ausführungs-)Geschwindigkeit ist mit A-Stern erfüllt 
worden: Statt in alle Richtungen gleichermaßen zu suchen, bevorzugt der neue An-
satz die Richtung zum Ziel. Im Beispiel kommt der Algorithmus auch zum gleichen 
Ergebnis wie Dijkstra. Die Frage ist allerdings, ob er auch immer das Optimum fi ndet, 
denn unser Argument mit dem Ameisenprinzip gilt leider nicht mehr, da wir ja die 
Besuchsreihenfolge verändert haben. Der Analyseschritt der allgemeinen Problemlö-
sestrategie ist also teilweise noch off en, solange die Frage nach der Optimalität nicht 
geklärt ist.

In Abbildung 1.47 ist der „erkundete“, also rot markierte Teilgraph zur Verdeutlichung 
gelb umrandet. Bemerken Sie, dass alle Nachbarknoten, also alle potentiellen Teilziele 
eine rote und damit auch eine violette Markierung tragen? Diese entspricht der mini-
mal zurückzulegenden Strecke, wenn wir diesen Knoten als Teilziel nutzen. Und jede 
dieser Zahlen ist größer als die tatsächlich ermittelte Strecke zum Ziel. Wäre eine der 
Zahlen kleiner, hätten wir den entsprechenden Knoten gemäß unserem Algorithmus 
ja ebenfalls rot markiert!
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Abbildung 1.46
Letzter Schritt des A­Stern 
Algorithmus: Das Ziel Op­
penheim wurde erreicht in 
24,6 km.

Abbildung 1.47
Alle Knoten in der Nachbar­
schaft des erkundeten Pfades 
wurden als Teilziele bewertet 
und nicht berücksichtigt.
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Damit ist nachgewiesen, dass alle „Abwege“ eine Verschlechterung bedeutet hätten 
und damit unsere gefundene Strecke – wie bei Dijkstra – die kürzeste ist.

A-Stern ist ein sehr schönes Beispiel dafür, dass wir in der Informatik oft einen be-
kannten Algorithmus nur leicht zu erändern brauchen, um ihn für einen bestimmten 
Zweck deutlich zu verbessern. Effektiv haben in diesem Fall wenige Zeichen Code 
ausgereicht. A-Stern wurde übrigens schon 1968 von den Peter Hart, Nils Nilsson und 
Bertram Raphael veröffentlicht, fand aber erst in den 1990ern erste echte Anwendun-
gen – in Computerspielen.

Das Thema „Bestimmung des kürzesten Weges“ ist damit aber immer noch nicht am 
Ende: Auch die von A-Stern mit der Luftlinie als minimale Entfernung zum Ziel er-
reichte Steigerung der Laufzeit des Verfahrens reicht immer noch nicht aus, damit be-
kannte Portale effizient Millionen von Routen pro Sekunde berechnen können. Selbst 
wenn das Argument „dann stellen wir eben noch ein paar zusätzliche Server hin“ auf 
den ersten Blick einen gewissen Charme hat: Jede weitere Steigerung der Effizienz 
führt bei Millionen von Anfragen gleich auch zu einer spürbaren Entlastung unserer 
Umwelt, weil erhebliche Mengen Strom und damit CO2 eingespart werden können.

Für Enthusiasten lässt sich daher noch nachvollziehen, wie man weiter vorgeht, um 
auch A-Stern weiter zu verbessern. Knackpunkt ist die erwähnte „Luftlinie“. Damit 
unsere Argumentation für die Optimalität von oben noch greift, muss dieser Wert 
auf jeden Fall kleiner oder gleich der tatsächlich zu fahrenden Strecke zwischen zwei 
Orten sein. Die Luftlinie hat diese Eigenschaft, ist aber oft keine wirklich gute untere 
Schranke. Denken Sie etwa an das Beispiel Lecce–Catanzaro aus Abbildung 1.40. Die 
Luftlinie läuft mitten durch das Mittelmeer, ist also sehr viel kürzer als die tatsächlich 
zurückzulegende Strecke drumherum. A-Stern würde in diesem Fall immer noch sehr 
viel Sucharbeit in die falsche Richtung investieren. Wie bekommt man aber eine bes-
sere Abschätzung nach unten?

Andrew Goldberg, Haim Kaplan und Renato Werneck arbeiten dafür mit wenigen 
Leuchtturmpunkten („Landmarks“), zu denen sie die tatsächliche Entfernung vorbe-
rechnen. Während eine Tabelle mit der zurückzulegenden Strecke von jedem Punkt 
der Erde zu jedem anderen die Kapazität jeder Datenbank sprengen würde, ist dies 
von jedem Punkt der Erde zu 10 bis 20 vordefinierten „Leuchttürmen“ durchaus pro-
blemlos.

Die Idee dafür sei hier nur skizziert: Für drei beliebige Punkte bzw. Orte der Landkar-
te – wir nennen sie A, B und L – gilt die Dreiecksungleichung. Der zurückzulegende 
Weg zwischen zwei beliebigen der Punkte ist immer maximal so lang wie die Summe 
der beiden übrigen Wege. Der Beweis ist sehr einfach: Nehmen wir zum Beispiel an, 
der Weg |AB| sei länger als |LA|+|LB|. Dann könnten wir von A nach B einfach über L 
fahren und damit genau |LA|+|LB| zurücklegen, was die Annahme widerlegt.

Für die Skizze am Rand gelten also bezüglich der kürzesten Strecken zwischen den 
drei Punkten A, B und L alle Dreiecksungleichungen:

|AB| ≤ |LA| + |LB|

|LA| ≤ |LB| + |AB|

|LB| ≤ |AB| + |LA|

Die unteren beiden kann man umformen in

|AB| ≥ ||LA| − |LB||

1. Sag mir wohin ...

A

B

L
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Für die kürzeste mögliche Strecke zwischen zwei beliebigen Punkten A und B ist also 
die Differenz der kürzesten Strecken von A und B zu einem Leuchtturm L eine untere 
Schranke. Rechnet man diese untere Schranke für alle möglichen Leuchttürme aus, ist 
das Maximum dieser Schranken immer noch eine untere Schranke, die normalerwei-
se aber schon recht gut ist.

Resümee

Anhand der Lösung des Wegeproblems haben wir wichtige Werkzeuge der Erkennt-
nisgewinnung in der Informatik kennen gelernt. Abstraktion und Modellbildung – 
das gezielte Weglassen irrelevanter Information und die übersichtliche Darstellung 
der relevanten – sind die wichtigsten Voraussetzungen, um eine Aufgabe zu lösen. 
Wenn man durch Intuition, Analogiebildung oder Verwendung bekannter Algorith-
men einen Ansatz gefunden hat, hilft es wiederum, diesen formal zu beschreiben, um 
durch Analyse herauszufinden, ob er für die zur Verfügung stehenden Ressourcen wie 
Rechenzeit und Speicherplatz auch funktioniert.

Ein allgemeines Problemlöseschema mit den aufgeführten Schritten hilft bei der Be-
wältigung recht komplexer informatischer Probleme, weil es eine Ankerlinie darstellt, 
an der man sich entlanghangeln kann. Selbstverständlich muss man trotzdem noch 
sehr viel Kreativität und logisches Denkvermögen einsetzen, was die meisten Men-
schen glücklicherweise auch besitzen. Sie müssen sich nur bei der Lösung „beobach-
ten“ und die Vorgehensweise formalisieren – schon ist der Algorithmus zu Papier ge-
bracht und danach auch verhältnismäßig schnell implementiert. 

Eine einmal gefundene Lösung kann dann auf viele Aufgaben angewendet werden. 
So kann man mit Dijkstra nicht nur den kürzesten Weg, sondern allgemein den „bes-
ten“ Weg berechnen, wobei man beliebige Qualitätskriterien annehmen kann.  Dabei 
modellieren wir unsere Welt immer explizit und implizit. Die angenommenen Zeiten 
für die fahrbaren Geschwindigkeiten und die Zuschläge für die Ortsdurchfahrten be-
einflussen das Ergebnis in ganz erheblicher Weise. Stimmen sie nicht, kann unser rest-
liches Lösungsverfahren perfekt funktionieren – eine realistische Lösung wird nicht 
herauskommen.

Fast immer lässt sich ein Verfahren noch weiter verbessern, etwa durch eine neue Lö-
sungsstrategie oder – wie im Fall A-Stern – durch ein verändertes Modell der Welt.

In den folgenden Kapiteln wird uns die hier erprobte „Informatiker-Denke“ immer 
wieder begegnen.

Resümee

Dieses Kapitel wurde unter einer CC BY-NC-ND 4.0-Lizenz veröffentlicht. 
Für weitere Information zu Rechten und Lizenzen lesen Sie bitte die Korrektur  
https://doi.org/10.1007/978-3-662-53965-1_17.
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