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Detailanalysen von Transferprozessen 5

In diesem Kapitel werden die Detailanalysen der Bearbeitungsprozesse der Ler-
nenden dargestellt. Es werden ausgewihlte Bearbeitungen von Lernendenpaaren in
Transfersituationen analysiert und miteinander in Beziehung gesetzt. In Hinsicht auf
das Forschungsinteresse dieser Arbeit folgen die deskriptiven Analysen vor allem
den folgenden Zielen:

Deskriptive Beschreibung von Transferprozessen: Es wird der Frage nachge-
gangen, wie sich Transferprozesse in alltdglichen Unterrichtssituationen gestal-
ten. Zu diesem Zweck werden die Bearbeitungsprozesse der Lernendenpaare in
Transfersituationen rekonstruiert, mit dem Ziel Transferprozesse zu identifizie-
ren und detailliert zu beschreiben.

Rekonstruktion der Erkléirungsmodelle der Lernenden: Ein wesentliches Aug-
enmerk der Analysen der Bearbeitungsprozesse ist die Rekonstruktion der Erkla-
rungsmodelle und Vorstellungen der Lernenden. Die Frage dabei ist zum einen,
welche Erklarungsmodelle und Vorstellungen die Lernenden bei der Bearbeitung
der Transferaufgaben aktivieren und zum anderen, inwieweit diese Transferpro-
zesse unterstiitzen oder womdoglich behindern.

Auf dieser Grundlage werden mit dem Ziel der Charakterisierung von Transferpro-
zessen mehrere Vergleiche in Rahmen von komparativen Analysen vorgenommen.
Hierzu werden einerseits die individuellen Vorstellungen und Erkldrungsmodelle
der Partnerinnen und Partner miteinander verglichen, um individuelle Unterschiede
und Gemeinsamkeiten herauszustellen, die einen Einfluss auf Losungsprozesse und
respektive die Transferprozesse haben. Auf einer weiteren Ebene des Vergleichs
werden die Bearbeitungsprozesse verschiedener Paare zu der gleichen Transferauf-
gabe vorgenommen, um die Spezifika der Bearbeitungs- und Transferprozesse in
einem groferen Zusammenhang miteinander Beziehung zu setzen. Diese Schritte
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werden fiir verschiedene Transferaufgaben im gleichen inhaltlichen Kontext wieder-
holt. Hierbei ist das Ziel zu vergleichen, inwieweit sich Transferprozesse in unter-
schiedlichen Transfersituationen mit demselben Gegenstand des Transfers dhneln
oder unterscheiden.

Zuletzt sollen Transferprozesse im Rahmen einer langerfristigen Unterrichtsein-
heit untersucht werden. Vor diesem Hintergrund erfolgen die beschriebenen Ana-
lysen anhand der Daten von drei verschiedenen Datenerhebungen zu unterschiedli-
chen Zeitpunkten der Unterrichtseinheit. Diese bilden die iibergeordnete Ebene des
Vergleichs der Analyseergebnisse. In Abschnitt5.1 werden die Analysen der Part-
nerarbeiten zur Einfiihrung von Briichen als Teile eines Ganzen geschildert. Die
Analysen in Abschnitt 5.2 umfassen Partnerarbeiten, in denen die Schiilerinnen und
Schiiler Transferaufgaben zu Briichen als Teile beliebiger Grofien bearbeiten und
im dritten Abschnitt5.3 ist der inhaltliche Kern der Analysen das Verfahren zum
Kiirzen von Briichen als Vergrobern einer Einteilung im Zusammenhang mit der
Gleichwertigkeit von Briichen. AbschlieSend werden die Ergebnisse der Analysen
der drei Datenerhebungen in Abschnitt 5.4 zusammengefiihrt.

5.1 Anteile von einem Ganzen

In diesem Abschnitt werden die Analysen der Daten aus der ersten Datenerhebung
dargestellt. Dazu werden zunichst in einem Uberblick die verwendeten Lernma-
terialien beschrieben. Diese umfassen ein interaktives animiertes Losungsbeispiel,
zwei unvollstindige Losungsbeispiele sowie ausgewihlte Transferaufgaben. Die
Beschreibung der Materialien erfolgt auf sachanalytischer Ebene mit Bezug auf die
enthaltenen Grundvorstellungen. Diese normativen Analysen stellen den Ausgangs-
punkt fiir die Beschreibung der fiir eine Losung der Transferaufgaben erforderlichen
Transferprozesse.

Losungsbeispiel: Zur Einleitung der Arbeitsphase lesen die Lernenden ein zwei-
teiliges animiertes Losungsbeispiel am Computer. Die beiden Teile des Losungs-
beispiels sind in ihren Endzustidnden auch in den Arbeitsheften der Lernenden abge-
bildet und werden jeweils durch fokussierende Fragestellungen begleitet.

Teil a) des Losungsbeispiels veranschaulicht die Herstellung des Bruchs % an
einer Kreisreprasentation (Endzustand siche Abbildung 5.1). In den Animationen
des Losungsbeispiels wird zunichst ein Kreis in acht gleich grof3e Teile zerlegt. Ein
Teil davon wird farblich als % markiert bevor im néchsten Schritt nacheinander fiinf
Teile eingefirbt werden, sodass insgesamt % des ganzen Kreises markiert sind.
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Mathematik -
helﬂ’e E m n Schroedel

a) Erklare, wie % eines Ganzen entsteht. Stelle das Ganze mit Kreisflachen dar.

Losung:
Die Kreisflache (die Pizza) wird in 8 gleich groRe Teile zerlegt.
Ein Stick davon ist ; ’

Davon werden dann 5 Teile genommen. Das sind dann % 2

Diesen Ablauf kann man auch mit Pfeilen darstellen:
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L 3
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—
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b) Erklare, wie %eines Ganzen entsteht. Stelle das Ganze mit Rechtecken dar.

Losung
Das Rechteck (der Kuchen) wird in 8 gleich groBe Teile zerlegt.

Ein Stiick davon ist % .

Davon werden dann 3 Teile genommen. Das sind dann % .

Diesen Ablauf kann man auch mit Pfeilen darstellen:

o=
oalw

Geschwindigkeit
e

L

Abbildung 5.1 Endzustand des animierten Lsungsbeispiels 1a (oben) und 1b (unten)
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Im Anschluss wird dieses Bruchherstellungsverfahren in einem ikonischen und
symbolischen Pfeildiagramm dargestellt und die jeweiligen Herstellungshandlun-
gen mit den entsprechenden Rechenoperatoren :8 zum Teilen des ganzen in acht
gleich grof3e Teile und -5 zum Vervielfachen bzw. ‘Nehmen’ von fiinf Teilen ver-
kntipft.

Teil b) des Losungsbeispiels vollzieht analog die Anteilbildung des Bruchs
% in verkiirzter Form anhand einer Rechteckdarstellung nach (Endzustand siehe
Abbildung 5.1).

In den Arbeitsheften der Lernenden werden die statisch abgebildeten Losungs-
beispiele jeweils mit einer fokussierenden Fragestellung begleitet:

Losungsbeispiel Teil a): Warum erhilt man % und nicht %? Begriinde.
Losungsbeispiel Teil b): Beschreibe mit eigenen Worten, wie man aus einem Gan-
zen % erhilt.

Die fokussierenden Fragen beziehen sich auf das Bruchherstellungsverfahren als
Kernkonzept des Losungsbeispiels und bestehen in der Aufforderung zur Richtig-
stellung einer héufig auftretenden Fehlvorstellung sowie in einer Aufforderung zur
Erkldrung des Verfahrens im Losungsbeispiel mit eigenen Worten. Die erste fokus-
sierende Fragestellung soll so die Lernenden dazu anleiten iiber die unterschiedli-
chen Bedeutungen von Zihler und Nenner zu reflektieren und herauszustellen, dass
die Zahl im Nenner die Anzahl der gleich groflen Teile angibt, in die das Ganze
eingeteilt ist, und die Zahl im Zéhler die Anzahl der markierten Teile représentiert.
Im Gegensatz dazu wird in der zweiten fokussierenden Fragestellung dazu aufge-
fordert, das im Losungsbeispiel dargebotene Herstellungsverfahren fiir den Bruch
% in eigenen Worte wiederzugeben. Das didaktische Ziel ist hierbei die Loslosung
vom Lernmaterial anzuregen und auf die selbststindige Anwendung des Verfahrens
zur Beschreibung der Herstellung anderer Briiche vorzubereiten.

Ausgewiihlte Transferaufgaben: Im Anschluss an die interaktiven animierten
Losungsbeispiele folgt eine Serie von Ubungs- und Transferaufgaben (siehe Tabelle
5.1). Detaillierte Aufgabenbeschreibungen und Erlduterungen der Transferprozesse
erfolgen an den entsprechenden Stellen in diesem Kapitel.
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Tabelle 5.1 Aufgabensequenz — Anteile von einem Ganzen

Aufgabe Zentrale Transferprozesse
1&2 Unvollstindige | Ubertragung des Bruchherstellungsverfahrens auf
Losungsbeispiele | neue Briiche und ikonische Darstellungen
4 Bruchdarstellung | Ubertragung des Verfahrens zur Bruchdarstellung
an einer Strecke | von einer Flichendarstellung in eine lineare
Darstellung

5.1.1 Unvolistindige Beispiele

Das erste unvollstindige Beispiel ist strukturgleich mit den zuvor studierten Losungs-
beispielen und dient als Unterstiitzung zur Ubertragung der visualisierten Handlung
in den Losungsbeispielen in eine eigenstindige Anwendung. Die zentralen Schritte
der Bruchherstellung sind entsprechend der Losungsschritte im Losungsbeispiel
strukturiert und mit Handlungsanweisungen in seitlichen Sprechblasen kommen-
tiert.

Im ersten Schritt sollen zunédchst die Rechenoperationen zur Herstellung von
einem Achtel aus einem Ganzen und die notwendige Rechenoperation zum Verviel-
fachen zu % in einem Pfeilschema mit ikonischen Représentationen ergianzt werden.
Direkt im Anschluss sollen die gleichen Operationen in einem symbolischen Pfeil-
schema eingetragen werden. Im Vordergrund steht hier die Analogie zwischen der
Bruchherstellung auf ikonischer und symbolischer Représentationsebene. Die ikoni-
sche Représentation zur Veranschaulichung ist analog zum Losungsspiel ein Kreis.
Der einzige Unterschied ist an dieser Stelle, dass im Losungsbeispiel der Bruch %
und in diesem ersten unvollstindigen Beispiel der Bruch % hergestellt wird. Somit
kann die Einteilung in Achtel durch eine Division mit 8 aus dem Losungsspiel tiber-
nommen werden, im Anschluss muss jedoch mit 6 und nicht mit 5 multipliziert
werden.

Im strukturgleichen Aufgabenteil b) des ersten unvollstindigen Beispiels sollen
die Rechenoperationen zur Herstellung des Bruchs % notiert werden. In Analo-
gie zum zweiten Losungsbeispiel wird die Bruchherstellung in dieser Teilaufgabe
anhand einer Rechteckreprisentation veranschaulicht. Im Gegensatz zu Aufgaben-
teil a) soll zusitzlich der nach der ersten Rechenoperation entstehende Stammbruch
% eingetragen werden (siehe Abb.5.2).

In Aufgabe 2 sollen die Lernenden die Herstellung der Briiche % (Teil a) und
% (Teil b) beschreiben und die Briiche in einer Kreisreprésentation (a) bzw. einer
Rechteckreprésentation (b) darstellen. Im Gegensatz zu Aufgabe 1 ist die Bear-
beitung nicht vorstrukturiert und mit Handlungsanweisungen versehen, sondern es
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T

4
b) Erklare, wie — eines Ganzen entsteht. Stelle das Ganze durch ein Rechteck dar.
U

Lésung:

Ergénze auch
hier die Zahlen und
Rechenzeichen.

Das Rechteck (z.B. ein Blatt Papier) wird in 5 gleich groBe Teile

zerlegt, davon werden dann 4 genommen.

e

Als Pfeilbild mit Zahlen geschrieben:
i E— E—

Abbildung 5.2 Teilaufgabe b) des ersten unvollstindigen Losungsbeispiels (Aufgabe 1b)

sind lediglich ein kariertes Feld fiir die Losung und eine leere Représentation zum
Einzeichnen des jeweiligen Bruchs vorgegeben. In der Aufgabenstellung ist zudem
die Hilfestellung enthalten, dass auch ein Pfeildiagramm gezeichnet werden kann
(siehe Abb.5.3).

Transferprozesse in Aufgaben 1 und 2: Fiir die Bearbeitung der unvollstindigen
Beispiele in den Aufgaben 1 und 2 sind vor allem drei Transferprozesse von zentraler
Bedeutung:

1. Die Ubertragung des Bruchherstellungsverfahrens von den Losungsbeispielen
in eine eigene Durchfiihrung,

2. die Ubertragung des Bruchherstellungsverfahrens auf neue Briiche und ikoni-
sche Figuren sowie

3. die Ubersetzung der Herstellungshandlung zwischen der ikonischen und sym-
bolischen Reprisentationsebene.

Im Hinblick auf die Ausbildung von Grundvorstellungen zu Bruchzahlen steht in
dieser Aufgabe die Grundvorstellung vom Bruch als Operator (vgl. Kapitel 3) im



5.1 Anteile von einem Ganzen 217

a) Das Ganze ist hier durch einen Kreis dargestellt.
1) Erklare, wie g eines Ganzen entsteht. Du kannst auch ein Pfeilbild zeichnen.
2) Zeichne den Bruchteil ein.

Lésung:

1 2)

Abbildung 5.3 Teilaufgabe a) des zweiten unvollstindigen Losungsbeispiels (Aufgabe 2a)

Vordergrund. Mit der Ausbildung der Operatorvorstellung sind folgende Annahmen
verbunden, die in die Konzeption des Unterrichtsmaterials einbezogen wurden:

e Die Einiibung des Bruchherstellungsverfahrens : n - m als mentales Muster fiihrt
zum Aufbau einer Grundvorstellung.

e Dieses mentale Muster kann durch eine Generalisierung unabhingig von Zahlen
und Reprisentationen angewendet werden.

e Die Darstellung als Pfeilschema in ikonischer und symbolischer Form dient als
Hilfe zum Ankniipfen an das Vorwissen der Lernenden.

Bennet & Julius — Verkniipfung der Herstellungshandlung mit symbolischen
Rechenoperationen

Die Schiiler Bennet und Julius bilden ein sehr kommunikationsfreudiges Schiiler-
paar. Ihre Ergebnisse im Vortest deuten auf sehr unterschiedliche Vorwissensstinde
hin. Wihrend Bennet im Vortest bereits 85 % Aufgaben fehlerfrei 16sen konnte,
erreichte sein Partner Julius im Vortest lediglich ein Testergebnis von 35 %. Damit
sind ihre Testleistungen in den hochsten und niedrigsten Ergebnisquartilen einzu-
ordnen.
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Transkript BlAla — Bennet & Julius — Szene 1 — Aufgabe 1 a)

1 Bennet: Also guck mal, wenn man das .. dann muss man das ja
2 geteilt durch 8 rechnen. Geteilt durch 8 musst du jetzt
3 da hinschreiben, weil damit man 1 .. &hm .. 1 Achtel hat,
4 wie das im Beispiel ist und dann man das mal 6 rechnen und
5 dann hat man dhm .. 6 Achtel. Verstehst du?

Julius: Minus 8.

Bennet: Mal 6 jetzt.

Julius: Minus 6.

Bennet: Nein, mal 6.

10 Julius: Wieso denn mal? Wenn du sechs..

11 Bennet: (unterbricht Julius) Du behdltst doch 1 Achtel.

12 Julius: Ja, aber wenn du den Kuchen doch in 8 gleiche Teile

13 teilst und du dann 6 davon haben willst, dann musst du
14 doch minus 6 haben und dann hast du doch die, oder nicht?
15 Bennet: Ja, aber wir miissen das ja jetzt in diesen Schritten
16 aufschreiben. Also erst geteilt durch 8, dann hast du 1
17 Achtel und dann mal 6, dann hast du 6 Achtel.

18 Julius: (liest:) Als Pfeilbild mit Z..
19 Bennet: (unterbricht Julius) Man weifs ja wenn du da minus 6

20 rechnest, dannweiffman janichtwasminus 6, hd? Lassunsdoch
2 jetzt das ndchste, als Pfeilbild mit Zahlen geschrieben.
2 H&? Achso, 1 geteilt durch 8..

23 Julius: (unterbricht Bennet:) Das sind doch 8.

22 Bennet: Mal 6 gleich 6 Achtel.

s Julius: Wieso denn mal 6? Mal 1.

26 Bennet: Wieso mal 1°?

27 Julius: Du willst ja nur 1 Achtel haben.

23 Bennet: Nee, wir wollen ja 6 Achtel haben.

29 Julius: Aber da steht doch erst.. Achso, da kommt das raus

30 und dann will man das haben.

31 Bennet: Ja, man will erst den 1 Achtel haben und dann will
32 man’s auf 6 Achtel hoch machen. Dann muss man halt mal 6,
33 sind gleich 6 Achtel.

Unmittelbar nach dem Lesen der Aufgabenstellung formuliert Bennet seinen
Losungsweg laut denkend (1-5). Er erklért, dass man das Ganze zunichst ,,geteilt
durch 8 rechnen (2) miisse, ,,damit man 1 .. dhm 1 Achtel hat“ (3). Anschlie-
Bend miisse man ,,das mal 6 rechnen und dann hat man dhm .. 6 Achtel” (4-5). Er
formuliert die Bruchherstellung anhand der Folge von durchzufiihrenden Rechen-
operationen auf symbolischer Ebene und benennt dabei auch die Ergebnisse der
Rechenoperationen: Durch Teilen durch 8 erhélt man den Bruch % Multipliziert
man diesen mit 6 erhélt man den Bruch % Seinen Losungsweg begriindet Bennet
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damit, dass das Vorgehen so sei, ,,wie das im Beispiel ist“ (4), wodurch deutlich
wird, dass er sich auf das Herstellungsverfahren im Losungsbeispiel bezieht. Die
kurzen Pausen in seiner Erkldrung deuten darauf hin, dass er die Rechenoperato-
ren Schritt fiir Schritt aus dem Losungsbeispiel {ibertrdgt und somit eine Analo-
gie zu dem Losungsbeispiel herstellt. Dabei bezieht er sich ausschlieSlich auf die
symbolische Rechenhandlung und geht nicht auf die ikonische Représentation der
Bruchherstellung ein. Seine Formulierung ,,weil damit man 1 .. &hm .. 1 Achtel hat*
(3) ldasst zudem annehmen, dass er nicht einfach die entsprechenden Rechenopera-
tionen iibertrigt, sondern diese fiir sich auch begriindet und plausibilisiert. Seine
Riickfrage ,,verstehst du“ (5) stiitzt diese Annahme. Er fragt seinen Partner nicht,
ob seine Losung richtig ist oder ob sein Partner ihm zustimmt, sondern er fragt, ob
sein Partner das genauso verstanden hat.

Sein Partner Julius widerspricht Bennets Losungsweg umgehend und korrigiert,
dass man ,,minus 8 (6) bzw. ,,minus 6 (8) rechnen miisse. Er bezieht sich damit
auf eine Handlung mit konkreten Gegenstidnden — einem Kuchen — und erklirt:
~wenn du den Kuchen doch in 8 gleiche Teile teilst und du dann 6 davon haben
willst, dann musst du doch minus 6 (12—14) rechnen. In diesen AuBerungen wird
deutlich, dass er den zweiten Teiloperator zur Bruchherstellung als ein gegenstiand-
liches Wegnehmen deutet. Es ist nicht hinreichend zu kldren, ob er sich bei seinem
Einwurf ,,minus 8 (6) lediglich versprochen hat und eigentlich ,,minus 6 (8) meint
oder ob er hier annimmt, dass man vom Ganzen 8 subtrahieren miisse, um auf %
zu kommen. Deutlich wird jedoch, dass er die Operatoren nicht als ein Teilen und
Vervielfachen deutet, sondern die wortliche Formulierung aus dem Losungsbeispiel
,,davon werden dann 5 Teile genommen. Das sind dann %“ iibertriagt. Anders als
Bennet stellt Julius einen Gegenstandsbezug zum Aufteilen eines Kuchens her, der
zunidchst in acht gleich grofe Teile geteilt wird, von denen man schlieBlich 6 Teile
wegnehmen mochte. Das Wegnehmen entspricht in seiner Vorstellung nicht einer
Multiplikation mit 6, sondern einer Subtraktion von 6 Teilen. Entsprechend kann er
Bennets Losungsweg nicht nachvollziehen: ,,wieso denn mal?* (10).

Bennet reagiert auf den Einwurf seines Partners mit einem Verweis auf das Vor-
gehen im Losungsbeispiel und erklért, dass man ,,das ja jetzt in diesen Schritten
aufschreiben® (15-16) solle, womit er sich auf die Teiloperatoren des Bruchherstel-
lungsverfahrens bezieht: ,,Also erst geteilt durch 8, dann hast du 1 Achtel und dann
mal 6, dann hast du 6 Achtel”“ (16—17). Wihrend Julius noch einmal im Losungsbei-
spiel liest, versucht Bennet den Einwand von Julius nachzuvollziehen. Er erginzt,
dass man gar nicht wisse, wovon man 6 abziehen soll (19-20) und setzt an, die
Rechenoperationen im symbolischen Pfeilschema zu ergéinzen ,,Achso, 1 geteilt
durch 8.. (22).
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Julius hat in der Zwischenzeit noch einmal im Losungsbeispiel nachgelesen und
merkt an, dass man ,,mal 1 (25) rechnen miisse, denn man will zunéchst ,,ja nur
1 Achtel haben* (27). Er nimmt folglich Bennets Argumentation auf, dass man
zunichst teilen und dann multiplizieren muss. Diese Schrittfolge iibertrigt er im
Sinne einer Ubergeneralisierung auf die Stammbruchherstellung, indem er erklirt,
dass man um % zu erhalten zunéchst durch 8 teilen und dann mit 1 multiplizieren
miisse, wobei er moglicherweise nicht erkennt, dass die Division durch 8 bereits zu
% fiihrt und die Multiplikation mit 1 nicht notwendig ist. Da man im Zwischenschritt
,janur 1 Achtel haben* (27) mochte, miisse man mit 1 multiplizieren, falls man das
Schema tibertragen will.

Auf den Widerspruch von Bennet, der den Gedankengang seines Partners schein-
bar nicht nachvollziehen kann, wendet sich Julius noch einmal dem Losungsbeispiel
zu und liest erneut den Rechenweg (29-30). Hier erkennt er, dass bereits die Division
mit 8 zu dem Bruch § fiihrt.

Abschlielend erldutert Bennet noch einmal den Rechenweg: ,,Ja man will erst
den 1 Achtel haben und dann will man’s auf 6 Achtel hoch machen. Muss muss man
halt mal 6, sind gleich 6 Achtel“ (31-33). Bemerkenswert in dieser abschlieBenden
Erlduterung ist Bennets Formulierung ,,man will erst den 1 Achtel haben und dann
will man’s auf 6 Achtel hoch machen®, in der deutlich die multiplikative Denkweise
von Bennet zu erkennen ist. Mit seiner Formulierung ,,hochmachen bezieht er
sich auf die Abbildung von 1 auf 6, die er nicht als wiederholte Addition eines
Teils deutet, sondern als Vervielfachen des Teils im Sinne einer Streckung. Diese
Vorstellung steht in starkem Kontrast zu der subtraktiven Vorstellung seines Partners
Julius, der zuvor den zweiten Teiloperator als Wegnehmen von Teilen interpretiert
hat.

Transkript BIA1b — Bennet & Julius — Szene 2 — Aufgabe 1 b)

32 Bennet: Hier, wie eben.

33 Julius: (liest den Aufgabentext laut vor)

3 Bennet: Hier, man muss erst geteilt durch 5 rechnen.

37 Julius: Warte. ... Hm.. Ja, geteilt durch 5.

33 Bennet: Geteilt durch 5, dann hast du 1 Finftel.

39 Julius: Mal 4.

40 Bennet: Mal 4, dann hast du 4 Finftel. Und jetzt machen wir
41 das noch als Pfeilbild mit Zahlen geschrieben. Also 1,
o) hast ein Ganzes..

43 Julius: (unterbricht Bennet:) Geteilt durch 5.

4 Bennet: Ja, geteilt durch 5.

45 Julius: Gleich ...

4 Bennet: 1 Finftel.
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47 Julius: Ja. Und dann ...
44 Bennet: Mal 4 gleich 4 Finftel.
49 Julius: Ja.

Bereits in der anschlieBenden Bearbeitung von Teilaufgabe b), in der die Herstellung
des Bruchs % erklidrt werden soll, ist zu erkennen, dass Bennet das Verfahren zur
Bruchherstellung bereits zu verallgemeinern beginnt und spontan die entsprechen-
den Rechenoperationen nennt. Noch wihrend Julius mit dem Lesen der Aufgaben-
stellung beschiftig ist sagt Bennet: ,,Hier muss man erst geteilt durch 5 rechnen*
(36), ,,dann hast du 1 Fiinftel” (38). Es gelingt ihm scheinbar miihelos das Verfahren
auf die Herstellung anderer Briiche zu iibertragen.

Sein Partner Julius kann der Geschwindigkeit, mit der sein Partner die Rechen-
operationen erginzt, zunédchst nicht folgen. Er bestitigt dann jedoch ,,ja, geteilt
durch 5 (37) die erste Rechenoperation und ergénzt dann selber ,,mal 4“ (39), was
Bennet bestitigt.

In der Notation der Rechenoperatoren und Zwischenergebnisse in dem vorstruk-
turierten symbolischen Pfeilschema wirkt Julius weiterhin unsicher, bestitigt jedoch
jeweils die Vorschlige von Bennet. Es ist anzunehmen, dass Julius an dieser Stelle
mehr Zeit zum Nachdenken benétigt als sein Partner, der sehr schnell agiert.

Transkript B1A2a/b — Bennet & Julius — Szene 3 — Aufgabe 2 a) und b)

Bennet: Lass uns ein Pfeilbild machen. Komm, wie eben. Erst
so ein Kastchen.. nein.

1

2

3 Julius: (bldttert zuriick:) Gucken wir doch einfach ab hier.
4+ Bennet: Ja, nein, aber diesmal missen wir es mit einem Kreis
5 machen.

6 Julius: Wieso? Es geht auch ein Rechteck.

7 Bennet: Wir machen einfach 1, das ist dann ein Ganzes ... mal
8 2, also 1 mal 2 gleich ... Nein, geteilt durch h&-?

9 Julius: Warte.

10 Bennet: Geteilt durch 3 missen wir erst machen.

11 Julius: Nein, das ist doch falsch.

12 Bennet: Doch, dann ist es 1 Drittel. Denn wenn man geteilt
13 durch 3 macht ist Eins 1 Drittel..

14 Julius: (unterbricht Bennet:) Nein, damusst du doch erst mal
15 1, dann ist es 1 Drittel.

16 Bennet: Hier guck (bldttert zurtlick) da auf dem anderen Blatt
17 ...Hier ist dochdas Ganze undwir miissen das nicht geteilt
18 durch 8, sondern geteilt durch 3 rechnen.

19 Julius: Ah, ja.

20 Bennet: Geteilt durch 2 ist gleich..

21 Julius: (unterbricht Bennet:) Durch 3.
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22 Bennet: Geteilt durch 3 gleich 1 Drittel ... mal 2 sind zwo
23 Drittel. Und wir kénnen jetzt die Bruchzahl einzeichnen.
24 Ich glaub, dass muss man mit Bleier machen.

23 Julius: (schreibt und guckt immer wieder auf Bennets Blatt)
2% beide: (zeichnen individuell den Bruchteil ein—-2min 28 sek)
27 beide: (lesen die Aufgabenstellung zu Teil b) laut vor)

23 Bennet: Das ist das gleiche.

29 Julius: Nur halt in 3 Achteln.

30 Bennet: Ja, also wieder 1.

31 Julius: Mal dr.. geteilt..

32 Bennet: Geteilt durch 8.

33 Julius: 1 geteilt durch 8.

32 Bennet: Gleich 1 Achtel.

33 Julius: Mal 3.

36 Bennet: Mal 3 gleich 3 Achtel. Jetzt missen wir das wieder
37 einzeichnen.

33 beide: (zeichnen individuell)

In dem zweiten unvollstindigen Beispiel (Aufgabe 2) sollen die Lernenden zunéchst
anhand einer Kreisreprésentation erkldren, wie % hergestellt werden. Im zweiten
Aufgabenteil soll anhand einer Rechteckreprisentation erklart werden, wie der
Bruch % hergestellt wird.

Unmittelbar nach dem Lesen der Aufgabenstellung schligt Bennet vor ein Pfeil-
bild ,,wie eben (1) zu zeichnen, womit er sich auf das Pfeilschema im Losungs-
beispiel und im ersten unvollstindigen Beispiel bezieht. Dazu méchte er ,.erst so
ein[en] Kasten” zeichnen. Der Vorschlag einen Kasten zu zeichnen, kann einer-
seits so interpretiert werden, dass er den Bruchteil in einem Rechteck darstellen
mochte und aus diesem Grund zunéchst einen Kasten als Représentation eines Gan-
zen zeichnen miisste. Es ist auch moglich, dass er einen Kasten zeichnen mochte, in
den er wie im ersten unvollstindigen Beispiel die Zahl 1 oder eine Rechenoperation
eintragen mochte. Seine spitere AuBerung ,,hein, aber diesmal miissen wir es mit
einem Kreis machen® (4-5) stiitzt wiederum die erste Annahme, dass er ein Pfeil-
schema mit ikonischen Darstellungen anfertigen mochte, aber iibersehen hat, dass
die Aufgabenstellung die Darstellung in einem Kreis vorgibt. Es kann angenommen
werden, dass er sich fiir den Losungsweg an den Teilschritten des Losungsbeispiels
und des ersten unvollstindigen Beispiels orientiert.

Die Feststellung, dass die Aufgabenstellung eine Bruchdarstellung im Kreis vor-
sieht, veranlasst ihn dazu, das Verfahren mit dem Ziel den Aufwand zu verringern
abzudndern: ,,Wir machen einfach 1, das ist dann ein Ganzes ... mal 2, also 1
mal 2 gleich ... Nein, geteilt durch ha? (7-8), ,,geteilt durch 3 miissen wir erst
machen” (10), ,,dann ist es ein Drittel” (12). Bennet tiberspringt demnach die iko-
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Abbildung 5.4 Bennets (oben) Julius (unten) Lésung von Aufgabe 2 a)

nische Darstellung der einzelnen Herstellungsschritte und geht sofort zur Notation
der Herstellungsschritte in symbolischer Form iiber.

Dabei beginnt er anders als im Losungsbeispiel und im ersten unvollstindigen
Beispiel nicht mit dem Nenneroperator zum Teilen des Ganzen, sondern mit dem
Zihleroperator zum Vervielfachen des Ganzen. Er erkennt vermutlich nicht, dass
ein Vertauschen der Reihenfolge keine Auswirkungen auf das Ergebnis hat, und
korrigiert seinen Rechenweg entsprechend des bisherigen Vorgehens im Lern- und
Aufgabenmaterial. Ungeachtet der Reihenfolge der Anwendung der Operatoren ist
zu erkennen, dass er den Zahleroperator mit einer Multiplikation und den Nenner-
operator mit einer Division verbindet, was die Annahme bestirkt, dass er mit den
Positionen der Zahlen in einer Bruchdarstellung eine feste Rechenoperation asso-
ziiert: Die Zahl im Zihler vervielfacht, die Zahl im Nenner teilt. Auch ohne die
einzelnen Herstellungsschritte zeichnerisch darzustellen hinterfragt und begriindet
erseine Rechnung 1 : 3 = % (siehe Abb. 5.4). Er sagt: ,,Denn wenn man geteilt durch
3 macht ist Eins 1 Drittel*“ (12—13). Hierbei ist nicht zu erkennen, ob er sich diesen
Schritt bildlich vorstellt oder die Rechnung auf symbolischer Ebene hinterfragt. Er
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schlieit seine Erkldrung der Bruchherstellung ohne erkennbare Schwierigkeiten:
,.Geteilt durch 3 gleich 1 Drittel ... mal 2 sind zwo Drittel (22-23).

Wihrend Bennet nahezu miihelos das Verfahren zur Bruchherstellung iibertra-
gen, anwenden und, durch Auslassung der Darstellung in einem ikonischen Pfeil-
schema, anpassen kann, zeigt sein Partner Julius deutliche Unsicherheiten. Zu
Beginn der Bearbeitung blittert Julius zuriick zum statischen Losungsbeispiel im
Arbeitsheft und schldgt vor, dort abzugucken (3). Dieses Zuriickblattern bringt zum
Ausdruck, dass er die einzelnen Herstellungsschritte zu diesem Zeitpunkt noch nicht
in dem MaB3e verinnerlicht hat, dass er die Schrittfolge ohne Vorlage anwenden kann.
Zudem ist zu erkennen, dass er die Ubergeneralisierung aus der Bearbeitung des
ersten unvollstindigen Beispiels, dass man zur Herstellung eines Stammbruchs %
erst durch 7 teilt und dann mit 1 multipliziert, noch nicht iiberwunden hat, sodass
diese erneut zum Tragen kommt. Dies wird an der Stelle deutlich, an der er die
Rechnung von Bennet unterbricht und einwirft ,,Nein, da musst du doch erst mal
1, dann ist es 1 Drittel” (14—15). Zur Aufkldrung geht Bennet auf ihre Bearbeitung
des ersten unvollstindigen Beispiels zuriick und erkldrt ihm daran, dass sie dort
auch allein durch ein Teilen durch 8, den Bruch % erhalten haben. Zudem nimmt er
einen analogen Vergleich vor, indem er erklirt: ,,Hier ist doch das Ganze und wir
miissen das nicht geteilt durch 8, sondern geteilt durch 3 rechnen* (16-18). Diese
Verbindung erkennt Julius an und stimmt im Weiteren dem Vorgehen Bennets im
Allgemeinen zu. Er korrigiert Bennets Versprecher und stellt richtig, dass sie im
ersten Schritt nicht ,,geteilt durch 2 (20), sondern ,,durch 3* (21) rechnen miissen.

Bei der Notation des Rechenwegs orientiert sich Julius nicht an der Struktur
des Losungsbeispiels und des ersten unvollstindigen Beispiels, sondern iibernimmt
die Notation von seinem Partner. Insgesamt ist zu erkennen, dass Julius noch grof3e
Unsicherheiten bei der Anwendung des Verfahrens zur Bruchherstellung hat und die
einzelnen Herstellungsschritte zwar nachvollziehen kann, jedoch nicht eigensténdig
ohne Vorlage anzuwenden vermag. Diese Interpretation wird dadurch gestiitzt, dass
er in der Bearbeitung der zweiten Teilaufgabe zur Erlduterung der Herstellung des
Bruchs % mit seinem Partner im Wechsel die notwendigen Rechenoperationen nennt
und auch eigenstindig notiert. Hierbei orientiert er sich bei der Notation ebenfalls
nicht an der Darstellung im Losungsbeispiel und im ersten unvollstindigen Bei-
spiel, sondern an der von Bennet iibernommenen Notation aus Aufgabenteil a) (vgl.
Abb.5.5).

Die mathematisch inkorrekte Notation des Rechenweges geht auf Bennet zuriick,
der scheinbar versucht den Schreib- und Zeichenaufwand zu minimieren. Zunichst
verzichtet Bennet auf die Darstellung der Herstellung in einem ikonischen Pfeil-
schema und auch fiir die symbolische Notation verzichtet er auf die Darstellung als
Pfeilschema. Stattdessen schreibt er den Rechenweg in einer Art Gleichungskette
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auf, wobei er nicht beachtet, dass an den jeweiligen Enden der Gleichungskette nicht
das gleiche steht. Dennoch sind die einzelnen Rechenschritte bzw. Teiloperatoren
abzulesen.

Beide Schiiler haben keine Schwierigkeiten bei der zeichnerischen Darstellung

der Bruchteile in den vorgegebenen Figuren. Sie teilen die Figur in drei bzw. acht
gleiche Teile und firben die entsprechende Anzahl von Teilen. Sie stellen die Zeich-
nungen in stiller Individualarbeit her, was annehmen lésst, dass sie das Verfahren
zur Bruchherstellung auf ikonischer Ebene durchaus anwenden konnen.

Insgesamt lassen sich die Interpretationen der Bearbeitungen von Bennet und

Julius anhand der folgenden Deutungshypothesen zusammenfassen:

Bennet und Julius iibertragen sehr unterschiedliche Aspekte aus dem Losungs-
beispiel auf die unvollstdndigen Beispiele: Wiahrend Bennet die Struktur des
Bruchherstellungsverfahrens als Hintereinanderausfiihrung zweier Teiloperato-
ren iibertridgt, anwendet und an andere Briiche anpasst, iibertrigt sein Partner
Julius eher kontextbezogene Aspekte der Bruchherstellung. Julius iibertrégt ins-
besondere die Formulierung, dass ein Ganzes in n gleiche Teile geteilt wird,
von denen dann m Teile weggenommen werden. Dieses Wegnehmen iibersetzt er
mit einer Subtraktion als Rechenoperation fiir den Zahleroperator. Seine Erkla-
rungen sind deutlich an die Handlung mit konkreten Gegenstinden gebunden,
withrend sein Partner Bennet bereits vornehmlich auf symbolischer Ebene mit
Zahlen und Rechenhandlungen argumentiert und operiert.

Obgleich Bennet die schrittweise Herstellungshandlung aus dem Losungsbei-
spiel auf die Bearbeitung des zweiten unvollstindigen Beispiels iibertragt, wan-
delt er die Notationsweise ab. Er zeichnet keine Pfeilschemata, sondern schreibt
eine Rechnung auf, in der beide Teiloperatoren nacheinander aufgefiihrt wer-
den. Julius iibernimmt die Notation seines Partners und bedarf einer Vorlage zur
Ausfiihrung der einzelnen Herstellungsschritte.

Die ikonische Darstellung von Bruchteilen gelingt beiden Schiilern ohne einen
direkten Bezug zum Bruchherstellungsverfahren herzustellen. Das Vorgehen
dabei wird an keiner Stelle diskutiert und die Zeichnungen in individuellen
Arbeitsphasen unabhiingig voneinander angefertigt. Dabei unterteilen die bei-
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den Schiiler die Figuren zunéchst in die dem Nenner entsprechende Anzahl von
Teilen und Férben schlieBlich die im Zihler angegebene Anzahl.

Can, Philip & Glen — Getrennte Betrachtung von ikonischer und symbolischer
Darstellung

Da Glens eigentliche Partnerin Johanna in der ersten Doppelstunde der Datenerhe-
bung fehlt, arbeitet er zusammen mit Philip und Can. Im Vortest erreichte Can 50 %,
Philip 55 % und Glen 65 % der moglichen Punkte, sodass alle drei Testergebnisse
den mittleren Niveaustufen zugeordnet werden konnten. Das Arbeitsverhalten der
drei Schiiler kann anhand des vorhergehenden Stundenverlaufs als unkonzentriert
beschrieben werden. Sie albern viel herum und widmen sich nur in geringem Mafle
den vorliegenden Lern- und Aufgabenmaterialien. Da ihr unruhiges Verhalten die
nahesitzenden Paare zunehmend ablenkt, wurden sie zuvor bereits wiederholt von
der Lehrkraft ermahnt. Das Losungsbeispiel zum Einstieg in die Arbeitsphase haben
sie nicht eingehend gelesen, sondern lediglich iiberflogen, indem sie die einzelnen
Segmente des animierten Losungsbeispiels ,,durchgeklickt haben, sobald der Seg-
mentaufbau abgeschlossen war und die Moglichkeit bestand zum néchsten Schritt
tiberzugehen. Es findet keine Kommunikation iiber das Losungsbeispiel statt und
auch die fokussierenden Fragen haben sie zu diesem Zeitpunkt nicht beachtet.

Transkript Bl1Ala — Can, Philip & Glen — Szene 1 — Aufgabe 1 a)

1 Can: Was du rechnen musst. Geteilt durch 1 Achtel?

2 Philip: Geteilt durch.. warte mal.. geteilt durch ...

3 Glen: Egal, trage in die Kdstchen ein, was man rechnen muss,
4 um zum ndchsten Schritt zu kommen.

5 Can: Ja, geteilt durch 1 Achtel, nattirlich.

6 Glen: Nein, mal 1 Achtel.

7 Can: Ja, mal 1 Achtel, das sind dann ... und das dann geteilt
8 durch 1.

9 Glen: Geteilt durch 5.

10 Can: Das sind aber 6.

11 Glen: Nein, guck, das hast du doch schon geteilt durch 5. ...
12 Nein, das mal 6 gleich das.

13 Can: Verstehst du das schon, Philip?

14 Philip: Geht so. Du?

15 Can: Ja, erkldr nochmal Glen, damit Philip das versteht.
16 Philip: Okay, warte, ich hab’s: Das eine Stilick davon wurde

17 ja schon berechnet.

18 Can: Namlich bei dem hier, bei dem normalen 1 Achtel. Und das
19 nochmal, ja gut.

20 Glen: Mal 1 Finftel ... Weil das eine wurde ja schon berechnet

2 und zwei Dinger sind frei.
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22 Can: Aber das sind doch 8 Stiucke?

23 Glen: Warte warte, 5 Achtel, mal 5 Achtel.
2 Philip: Ja.

23 Can: Mal 5 Achtel.

Bereits zu Beginn wird deutlich, dass die drei Schiiler das Losungsbeispiel nicht ein-
gehend genug gelesen haben und fiir die Bearbeitung der unvollstindigen Beispiele
nicht auf die Informationen aus dem Lernmaterial zuriickgreifen. Stattdessen versu-
chen sie anhand der im Aufgabenmaterial abgebildeten ikonischen Pfeildarstellung
die gesuchten Rechenoperationen herzuleiten und ihren Rechenweg zu plausibili-
sieren (Abb. 5.6).

Ldsung:

Trage in die Kasten
@in, was man rechnen muss,
um zum néchsten Schritt zu
kommen.

Die Kreisflache (z.B. ein Kuchen) wird in 8 gleich groBe Teile

zerlegt, davon werden dann 6 genommen.
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Abbildung 5.6 Glens Losung von Aufgabe 1 a)

Zunichst versuchen sie die Rechenoperationen im ikonischen Pfeilschema zu
erginzen. Thre Vorschlidge haben einen ratenden Charakter. Es werden Rechen-
operationen genannt, die nicht begriindet werden. Die Vorschlige fiir den ersten
Rechenschritt sind ,,geteilt durch 1 Achtel (1, 5) und ,,mal 1 Achtel“ (6). Es ist
anzunehmen, dass Can mit seinem Vorschlag ,,geteilt durch 1 Achtel” (1, 5) zu
rechnen auf eine Verkleinerung des Ganzen abzielt. Da er keine niheren Erldute-
rungen zu seinem Vorschlag gibt, konnen verschiedene gedankliche Hintergriinde
vermutet werden. Es kann angenommen werden, dass er mit der Division die Ope-
rationsvorstellung einer Verkleinerung verbindet. Da % weniger als ein Ganzes ist,
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schligt er demnach vor ,,geteilt” zu rechnen. Ferner steht zur Frage, warum er durch
% teilen mochte und nicht durch 8. Hier kann angenommen werden, dass er einen
Bruch notieren will, da es in der Unterrichtsreihe um Briiche geht. Er verbindet
mit dieser Operation jedoch ein Teilen durch 8. Diese Interpretation wird durch
seine weitere Ausfiihrung auf die Erwiderung von Glen gestérkt. Er nimmt Glens
Erwiderung auf, dass sie nicht durch ein Achtel teilen miissen, sondern mit einem
Achtel multiplizieren miissen und fiigt an: ,,Ja, mal 1 Achtel, das sind dann ... und
das geteilt durch 1 (7-8). Diese Ergédnzung kann so interpretiert werden, dass er
dhnlich wie Julius Ubergeneralisierung in der zuvor geschilderten Bearbeitung zur
Herstellung von einem Achtel zunédchst im Nenneroperator durch 8 teilt und dann
mit dem Zihleroperator 1 multiplizieren mochte.

Sein Partner Glen stellt Cans Vorschlag durch ein Achtel zu teilen entgegen, dass
sie ,,mal 1 Achtel rechnen miissen (6). Er begriindet diesen Vorschlag nicht, es ist
jedoch anzunehmen, dass er hierbei nicht die Multiplikation mit einem Bruch meint.
Dies wird insbesondere durch seinen Vorschlag fiir die nachfolgende Rechenopera-
tion deutlich, fiir die er vorschligt ,,geteilt durch 5 (9) zu rechnen, um von einem
Achtel zu sechs Achteln zu kommen. Er wirkt verwirrt beziiglich der Wirkungen
der Rechenoperationen und es ist anzunehmen, dass er dem Losungsbeispiel ent-
nommen hat, dass in einem Schritt dividiert und in einem Schritt multipliziert wird.
Entsprechend wihlt er jeweils eine der Rechenoperationen fiir einen Schritt. Als Can
anmerkt, dass es am Ende ,,aber 6 (10) Achtel sein sollen, denkt er noch einmal
tiber seine Vorschlidge nach und stellt fest, dass die Rechenoperation ,,durch 5 (11)
nicht passt. Er korrigiert seinen Vorschlag und erkennt, dass ein Achtel vervielfacht
werden muss, so dass er sagt: ,,Nein, das [1 Achtel] mal 6 gleich das [6 Achtel]*
(12). In der Folge tiberlegt er noch einmal neu und erklért schlieBlich ,,mal 1 Fiinftel
... Weil das eine wurde ja schon berechnet und zwei Dinger sind frei” (20-21). An
dieser Stelle wird deutlich, dass er mit der Multiplikation ,,mal 1 Fiinftel die Addi-
tion von fiinf Teilen verbindet. Da im Zwischenschritt bereits einer von acht Teilen
markiert ist, miissen fiir die Darstellung von % noch fiinf Teile zusitzlich markiert
werden, sodass insgesamt sechs Teile gefdrbt und zwei Teile bzw. ,,zwei Dinger*
nicht gefirbt bzw. ,,frei” sind. Auch hier ist anzunehmen, dass er dhnlich wie Can
einen Bruch in die Kistchen fiir die Rechenoperationen eintragen mochte, da es im
Unterricht um Briiche geht, aber eigentlich an eine Division und Multiplikation mit
einer natiirlichen Zahl denkt.

Zuletzt einigen sich die Schiiler auf die zweite Rechenoperation ,,mal 5 Achtel*
(23), mit der sie eine Addition von fiinf Achteln verbinden. Ihr Rechenweg kann
so zusammengefasst werden, dass sie zunichst durch acht teilen wollen, um ein
Achtel zu erhalten. Fiir diese Rechenoperation notieren sie jedoch % Zu diesem
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einen Achtel wollen sie in der Folge fiinf Achtel hinzufiigen bzw. addieren. Sie
notieren jedoch die Rechenoperation %.

In ihren Herleitungen des Rechenwegs ist zu erkennen, dass sie im Prinzip ein
Teilen und ein Vervielfachen als Herstellungsschritte erkannt haben, jedoch diese
nicht notieren, sondern entsprechend des Unterrichtsinhalts ,,Briiche* Bruchopera-
toren notieren.

Philip hélt sich aus der Interaktion weitgehend heraus und gibt zu verstehen, dass
er das alles nicht so richtig versteht (14). Er kann dann aber nachvollziehen, dass
wenn schon ein Achtel vorhanden ist noch fiinf Achtel zu sechs Achteln fehlen,
weil ,,das eine Stiick davon wurde ja schon berechnet” (16—17).

Transkript B1Ala — Can, Philip & Glen — Szene 2 — Aufgabe 1 a)

2% Glen: (zur Lehrkraft:) Wofir ist das grofde da? Soll das ein
27 Ganzes sein-?
23 Lehrkraft: Da soll eine Zahl rein. Guckt mal was da steht.

29 (l1iest Sprechblase laut vor:) Trage in die Késtchen ein,
30 was man rechnen muss, um zum ndchsten Schritt zu kommen.
31 Glen: Guck, 1 geteilt durch 8 gleich 1 Achtel.

32 Lehrkraft: Genau, wiegeht’'sdannweiter? ... Das ist dasselbe
33 wie hier (zeigt auf die ikonische Darstellung) .

34 Glen: Achso, das sind 6 Achtel.

33 Can: H&? Das steht da doch schon?

36 Glen: 5 Achtel, wo steht das?

37 Can: Bei dem hier.

33 Glen: Da steht doch gar nichts.

39 Can: Ja, aber das sind doch 6 Stiickchenvon 8, also stimmt das.
40 Glen: Ja, 6 Achtel muss man da hinschreiben und jetzt 1 Achtel
a mal 6 gleich 6 Achtel.

42 Philip: Mal 5, weil man hat ja schon 1 Achtel.

43 Glen: Mal 6, mal 5 ist 5 und wir brauchen 6 Achtel.

In der Folge gehen die Schiiler zum Erginzen der Rechenoperationen im symbo-
lischen Pfeilschema iiber. In ihrer Kommunikation wird deutlich, dass sie dabei
keine Verbindung zwischen der ikonischen Darstellung der Herstellung und der
rechnerischen Herstellungshandlung herstellen.

Nachdem sie mit Hilfe der Lehrkraft geklért haben, was in diesem Aufgabenteil
zu tun ist (26-30) erklért Glen: ,,guck, 1 geteilt durch 8 gleich 1 Achtel”“ (31), was
durch die Lehrkraft bestitigt wird. Die Lehrkraft weist ferner darauf hin, dass es
,.dasselbe wie hier [in der ikonischen Darstellung]* (32-33) sei. Can merkt an, dass
sie das doch bereits aufgeschrieben haben (35, 39).
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Glen fiihrt im weiteren aus, dass sie im zweiten Schritt ,,1 Achtel mal 6 gleich
6 Achtel”“ (40—41) rechnen und notieren miissen. Er widerspricht zudem Philips
Einwand, dass sie ,,mal 5 rechnen miissen, ,,weil man hat ja schon 1 Achtel (42).
Glen korrigiert ihn und erklirt ,,mal 6, mal 5 ist 5 und wir brauchen 6 Achtel (43).

Wihrend Can und Philip in dhnlicher Weise argumentieren, wie beim Ergénzen
der Rechenoperatoren im ikonischen Pfeilschema, dndert Glen seine Argumenta-
tion beim Erginzen des symbolischen Pfeilschemas. Er beschreibt die Teilopera-
toren richtigerweise als :8 und -6 und widerlegt seine Rechnung, die er eine Zeile
dariiber notiert hat. Er hinterfragt diesen Unterschied jedoch nicht und seine Partner
ibernehmen seine Losung.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass die Schiiler die ikonische und
symbolische Darstellung der Bruchherstellung nicht miteinander in Beziehung set-
zen, sondern getrennt voneinander unterschiedliche Rechenoperationen derselben
Funktion zuweisen. Wihrend sie anhand des ikonischen Pfeilschemas versuchen
den dargestellten Bildern eine Bedeutung zu zuweisen, scheint ihnen die symbo-
lische Darstellung des Rechenweges keine Schwierigkeiten zu bereiten. Anstatt
wie in der ikonischen Darstellung mit dem zweiten Teiloperator fiinf Teile hinzu-
fligen zu wollen, erkldrt Glen, dass ein Achtel mit 6 multipliziert werden miisse,
da man schlieBlich 6 Achtel und nicht 5 Achtel erhalten wolle. Wihrend sie in
der ikonischen Pfeildarstellung versucht haben Bruchoperatoren fiir die jeweiligen
Schritte anzugeben, steht dies bei der Ergidnzung des symbolischen Pfeilschemas
nicht zur Diskussion und sie notieren Rechenoperatoren mit natiirlichen Zahlen.
Diese Beobachtungen stiitzen die Interpretation, dass die ikonische Darstellung der
Bruchherstellung fiir sie in keiner Beziehung zum Rechenweg auf symbolischer
Darstellungsebene steht.

Transkript BIA1b — Can, Philip & Glen — Szene 3 — Aufgabe 1 b)

4 Can: Geteilt durch 4 Funftel. ... WeiRt du warum-?

s Philip: Ja.

46 Can: Warum?

47 Philip: Weil die Kdstchen.. Weil das 4 sind. Und das allgemein
8 sind 5.

49 Can: (zeigt auf Glens Arbeitsblatt) Das ist falsch ... 1
50 Finftel!

51 Philip: Geteilt durch 1 Fiinftel.

52 Can: Ja, weil der immer 1 kommt.. 1 brauchst und nicht 4.

s3 Philip: Ja, weil das ja auch schon grau ist undnicht weiff ist.
54 Glen: Ja eben.. deswegen musst du durch 1, 2, 3, 4, 4 Funftel.
55 Und hier musst du doch mal 4 Finftel.

56 Can: Nein, das ist doch wieder geteilt durch 4 Finftel.



5.1 Anteile von einem Ganzen 231

57
58
59
60
61
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63
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65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76

Glen: Nein, guck: 1 mal 4, das ist was anderes als 5 geteilt
durch 4.

Philip: (zeigt auf Glens Arbeitsblatt) Das ist falsch, weil
das eine ist da ja schon berechnet worden.

Can: Ja.

Glen: Und dann wollt ihr da jetzt 3 Finftel hinschreiben
oder was?

Can: Nein, 1 Viertel kommt da hin. Mal 1 Viertel.

Philip: Also das hier ist ja schon berechnet.. einer muss
sowieso also

Can: Mal 1 Viertel ... mal 1 Finftel.

Glen: Mal 3 Finftel. Das eine haben wir ja schon. Das mal
das Funftel, das Funftel und das Funftel. Und mal nimmt
man 1 mal 4, also 4 Funftel.

Can: Also mal 4 Funftel?

Glen: Ja. (Nach ca. 13 Minuten Ablenkung und erneutem fliich-
tigen Durchsehen des Ld&ésungsbeispiels:) Als Pfeilbild
mit Zahlen geschrieben ... geteilt durch 4 gleich 1 Fiinftel
mal 4 gleich 4 Fiunftel.

Can: Ja.

Ldsung:

Ergénze auch
hier die Zahlen und

Das Rechteck (z.B. ein Blatt Papier) wird in 5 gleich groBe Teile Rechenzeichen.

zerlegt, davon werden dann 4 genommen.

- . : % l . ;'-
r—— | —
| J J

Als Pfeilbild mit Zahlen geschrieben:

1 —_— —p

]

Abbildung 5.7 Glens Losung von Aufgabe 1 b)
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Ein dhnliches Bild zeigt sich in ihrer Bearbeitung von Teilaufgabe b), in der sie im
selben Format die Herstellung des Bruchs % erkldren sollen.

In Analogie zu ihrer Bearbeitung von Aufgabenteil a) nennt Can als erste Rechen-
operation zu Herstellen eines Fiinftels aus einem Ganzen ,,geteilt durch 4 Fiinftel*
(44). Da er sich jedoch scheinbar sehr unsicher ist, fragt er seine Partner, warum
das so sei, worauf Philip mit Bezug auf die Teile des Ganzen in der ikonischen
Darstellung antwortet: ,,Weil das 4 sind. Und allgemein sind es 5 (47-48). Er argu-
mentiert somit im Sinne einer Subtraktion von %. Mit ,,allgemein sind es 5 meint
er vermutlich, dass das Ganze in fiinf Teile geteilt ist, von denen ein Teil markiert
ist. Demnach miisse man ,,4 Fiinftel“ abziehen, wobei er mit wahrscheinlich meint,
dass vier Teile abgezogen werden miissen. Das Abziehen der vier Teile verbindet
er mit einer Division.

Mit Blick auf das Arbeitsblatt seines Partners Glen, der ebenfalls bereits : % an
der Stelle der ersten Rechenoperation notiert hat (Abb.5.7), kommentiert Can im
Gegensatz zu seinem anfinglichen Vorschlag, dass das falsch sei und man durch ,,1
Fiinftel“ (49-50) teilen miisse. Er begriindet dies damit, dass ,,der immer 1 kommt..
1 brauchst und nicht 4“ (52), womit er auf die 1 im Zahler des Zwischenergebnisses
% Bezug nimmt. Philip stimmt ihm zu und erklirt weiter, dass das so sei, da ,,das
ja auch schon grau ist und nicht weif} ist“ (53). Demnach folgt Philip dem neuen
Vorschlag von Can, dass 1 : é = % sei. Sie nehmen keinen Bezug auf ihren ersten
Vorschlag und die dazu gehorige Erkldarung von Philip.

Glen widerspricht seinen Partnern und merkt an, dass, gerade weil man vier Teile
wegnehmen wolle, man durch % teilen miisse: ,,Ja, eben.. deswegen musst du durch
1, 2, 3, 4, 4 Fiinftel“ (54). Er folgt demnach demselben Gedanken, den Philip zu
Beginn gedufert hat in Anlehnung an ihre Losung von Aufgabenteil a).

Fiir die zweite Rechenoperation fiigt Glen an ,,und hier musst du dich mal 4
Fiinftel“ (55), womit er vermutlich meint, dass das Zwischenergebnis % mit 4 mul-
tipliziert werden miisse. Anders als noch bei Aufgabenteil a), in der er den zweiten
Rechenoperator im Sinne einer Addition beschrieben hat, beschreibt er nun eine
Multiplikation.

Philip folgt ihrer Losung von Aufgabenteil a) und argumentiert fiir eine Addition
von drei Fiinfteln, weil ,,das hier [1 Fiinftel] ist ja schon berechnet” (65-66). Darauf
hin gibt Glen ihm indirekt Recht, indem er erklirt ,,mal 3 Fiinftel. Das eine haben wir
ja schon. Das mal das Fiinftel, das Fiinftel und das Fiinftel“ (68—-69), wobei ange-
nommen werden kann, dass er ,,plus” meint, obgleich er ,,mal“ sagt. Er fiigt hinzu:
,Und mal nimmt man 1 mal 4, also 4 Fiinftel“ (69-70). Diese Rechenoperation
notieren daraufhin auch Can und Philip.

Die Beitrige von Can sind iiber den gesamten Bearbeitungsverlauf nur schwer
nachzuvollziehen. Zunichst schlédgt er selber ,,durch 4 Fiinftel“ (1) vor, was er
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wenig spiter als falsch bezeichnet und sagt, dass man durch ,,1 Fiinftel“ (49-50)
teilen miisse. Wenig spiter argumentiert er erneut fiir seinen ersten Vorschlag bevor
er zuletzt fiir den zweiten Rechenoperator ,,mal 1 Viertel“ (64) vorschligt. Seine
AuBerungen konnen so gedeutet werden, dass er ratend an der Interaktion zwischen
den Partnern teilnimmt. Sein Vorschlag ,mal 1 Viertel“ kann aber auch so inter-
pretiert werden, dass er sich damit auf eine Multiplikation mit 4 bezieht. Dies ist
jedoch nicht schliissig zu kléren.

Im Anschluss an diese Sequenz folgt eine lingere Ablenkungsphase, in der die
Schiiler nahezu 13 Minuten lang herumalbern, die umliegenden anderen Partnerar-
beiten storen und nebenbei gelangweilt und zum Teil ohne hinzuschauen das ani-
mierte Losungsbeispiel am Bildschirm durchlaufen lassen. Glen nimmt schlielich
die Bearbeitung der Aufgabe wieder auf und notiert entsprechend seiner Eintragun-
gen der Rechenoperatoren im ikonischen Pfeilschema :4 und -4, was seine Partner
iibernehmen. Hierbei ist anzunehmen, dass er mit :4 eine Subtraktion von vier Tei-
len assoziiert, da er sagt ,,geteilt durch 4 gleich 1 Fiinftel” (74). Unmittelbar darauf
gehen die Schiiler zur Bearbeitung des zweiten unvollstdndigen Beispiels tiber.

Transkript BIA2 - Can, Philip & Glen - Szene 4 — Aufgabe 2

1 Glen: Das ist ganz einfach.

> Philip: H&? Einfach durch 3 teilenund dann 2 Fldchen anmalen,
3 oder nicht?

4+ Philip & Glen: (beginnen zu zeichnen)

5 Can: (guckt bei Glen) Was machst du? Zeig mal.

¢ Can, Philip & Glen: (zeichnen)

7 Glen: (liest Aufgabenstellung b) laut vor) 3 Achtel, also
8 miissen wir das in 8 Teile unterteilen.

9 Can: Ja, is ja voll leicht.

10 Glen: Wenn man bei mir abschreibt bestimmt.

11 Can: Ich schreib bei dir nicht ab.

12 Philip: Glen, erkldr uns das mal bitte.

13 Can: Glen, bldtter bitte einmal um und dann erkldr uns das.
14 Can & Philip: (schreiben bei Glen ab)

15 Glen: 3 Achtel plus 5 Achtel gleich 1 Ganzes.

Auch in ihrer Bearbeitung des zweiten unvollstandigen Beispiels ist eine Trennung
von der ikonischen und symbolischen Darstellungsebene zu erkennen. Philip und
Glen beginnen unmittelbar nach dem Lesen der Aufgabenstellung mit der zeichne-
rischen Darstellung des Bruchs % Ungeachtet seiner Schwierigkeiten in der Bear-
beitung des ersten unvollstindigen Beispiels, weif} Philip sofort, was zu tun ist. Er
erklirt: ,,Einfach durch 3 teilen und dann 2 Fldchen anmalen, oder nicht?* (2-3).
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Seine Beschreibung der Vorgehensweise zum Einzeichnen von % in einer Kreisre-
présentation zeigt, dass er im Kontext der ikonischen Darstellung von Briichen, den
Zihler und Nenner eines Bruchs als Teiloperatoren interpretiert: ,,durch 3 teilen und
dann 2 Flichen anmalen®. Er kann dieses Herstellungsschema jedoch nicht auf die
symbolische Darstellung iibertragen, sodass er Hilfe bei seinem Partner Glen sucht
und ihn um eine Erkldrung bittet (12).

Glen bemerkt, dass er die Aufgabe ,,ganz einfach* (1) findet und beginnt sofort
mit der zeichnerischen Darstellung des Bruchs % Fiir die Darstellung des Bruchs
%, beschreibt er: ,,3 Achtel, also miissen wir das in 8 Teile unterteilen” (7-8). Ahn-
lich wie Philip hat er keine Schwierigkeiten, anhand der Zihler und Nenner eines
vorgegebenen Bruchs abzuleiten, in wie viele Teile das Ganze geteilt werden muss
und wie viele dieser Teile farbig markiert werden miissen. Anstelle einer Beschrei-
bung der Bruchherstellung notiert Glen je eine Addition: % + % =1 Ganzes und
% + % = 1 Ganzes (vgl. Abb.5.8). In seinen AuBerungen wird nicht ersichtlich,
warum er diese Gleichungen aufschreibt. Obwohl sowohl im Losungsbeispiel sowie
im ersten unvollstindigen Beispiel die die Bruchherstellung stets anhand eines Pfeil-
schemas erklart wurde bzw. erklirt werden sollte, wird diese Struktur nicht iiber-
tragen. Die Schwierigkeiten der Schiiler beim Ergiinzen der Rechenoperationen im
ersten unvollstindigen Beispiel stiitzen jedoch die Annahme, dass sie das Pfeil-
schema nicht als Hilfsmittel zur Strukturierung und Darstellung der Bruchherstel-
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Abbildung 5.8 Glens Losung von Aufgabe 2a (oben) und 2b (unten)



5.1 Anteile von einem Ganzen 235

lung betrachten, sondern das Ergénzen der Rechenoperationen im ersten unvollstidn-
digen Beispiel lediglich als unverbundenes Aufgabenformat wahrgenommen haben.
Glen beschreibt daher nicht den Prozess der Bruchherstellung, sondern notiert die
Ergédnzung zu einem Ganzen.

Can wirkt bei der Bearbeitung des zweiten unvollstidndigen Beispiels hilflos und
kann scheinbar weder einen Beitrag zur Erkldrung der Bruchherstellung leisten,
noch die Briiche in den vorgegebenen Figuren einzeichnen.

Zusammenfassend lassen sich die Interpretationen der Bearbeitungen von Can,
Glen und Philip anhand der folgenden Deutungshypothesen zusammenfassen:

e Aufgrund einer oberflachlichen Verarbeitung des einleitenden Losungsbeispiels
werden die wesentlichen Aspekte des Bruchherstellungsverfahrens nicht erfasst
und konnen in der Folge nicht auf das unvollstindige Beispiel {ibertragen werden.
Die Schiiler haben das Losungsbeispiel zu Beginn der Unterrichtsstunde eilig
durchgesehen, es fand keine Kommunikation iiber den Inhalt statt und auch die
fokussierenden Fragestellungen zu dem Losungsbeispiel wurden nicht beachtet.
Im Anschluss gehen sie umgehend zur Bearbeitung des ersten unvollstindigen
Beispiels iiber, in dem sie versuchen die zu ergénzenden Rechenoperationen
herzuleiten. Das Pfeilschema zur Veranschaulichung der Bruchherstellung wird
nicht auf das zweite unvollstindige Beispiel iibertragen.

e Es werden unterschiedliche Operationsvorstellungen zur Beschreibung der
Bruchherstellung auf ikonischer und symbolischer Darstellungsebene ange-
wandt. In den Bearbeitungen der Schiiler ist zu erkennen, dass sie mit Bezug
auf eine ikonische Darstellung die Teiloperatoren auf einer gegenstidndlichen
Ebene eher mit einem Wegnehmen und Hinzufiigen von Teilen verbinden, wih-
rend sie diese mit Bezug auf eine symbolische Darstellung eher mit einem Teilen
und Vervielfachen verbinden. In der Folge ergiinzen sie im ersten unvollstindi-
gen Beispiel unterschiedliche Rechenoperation fiir die Herstellung desselben
Bruchs. Im Kontext der ikonischen Darstellung von Briichen hingegen inter-
pretieren Glen und Philip die Teiloperatoren bzw. die Nenner und Zihler von
Briichen als Teilen des Ganzen in gleich grole Teile und Firben der dem Zéhler
entsprechenden Anzahl dieser Teile. Die Schiiler stellen keine Beziehung zwi-
schen den Beschreibungen der Herstellungshandlung auf ikonischer und sym-
bolischer Ebene her.

Luca & Miguel — Entkopplung von symbolischer und anschaulicher Ebene

Luca und Miguels Ergebnisse im Vortest fallen mit lediglich 20% und 15 % der
erreichbaren Punktzahl in das niedrigste Leistungsquartil. In ihrer Partnerarbeit
tiberwiegen individuelle Arbeitsphasen und sie sprechen allgemein sehr wenig iiber
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die Bearbeitung der Aufgaben. Das Losungsbeispiel zur Einfiihrung in die Unter-
richtsstunde haben sie eingehend gelesen und auch die fokussierenden Fragen zum
Losungsbeispiel bearbeitet.

Transkript BIA1 — Luca & Miguel — Szene 1 — Aufgabe 1

Luca: (liest gesamten Aufgabentext laut vor) Das ist..

1

2 Miguel: Durch 8.

3 Luca: Durch 8.

4 Miguel: Mal 6.

s Luca: Mal 6. ... (liest laut:) Als Pfeilbild mit Zahlen
6 geschrieben ... h&? ... (schaut auf den Endzustand des
7 animierten LOsungsbeispiels auf dem Bildschirm) H&? Das
8 ist das gleiche.

9 Miguel: (schaut auf das L&sungsbeispiel am Bildschirm)

10 beide: (arbeiten individuell)

11 Luca: Durch 8 und dann hd das ist doch eh mal 6. ... Wenn's
12 1 Achtel sind..

13 Miguel: Das ist doch die gleiche Aufgabe wie vorhin.

142 beide: (arbeiten individuell)

15 Luca: (liest Aufgabenstellung zu Teilaufgabe b) laut vor)
16 ... Geteilt durch ... 4.

17 Miguel: 5.

18 Luca: Geteilt durch 5 und dann mal 4.

19 beide: (arbeiten individuell)

In ihrer Bearbeitung des ersten unvollstindigen Beispiels nennen sie umgehend im
Einvernehmen ,,durch 8¢ (2, 3) und ,,mal 6* (4, 5) fiir die Ergéinzungen der Rechen-
operationen im ikonisch dargestellten Pfeilschema zur Herstellung des Bruchs %
Beide Schiiler nennen die Rechenoperationen, ohne dass sie lange dariiber nachden-
ken oder diskutieren miissen. Luca ist zunéchst irritiert davon, dass sie die gleichen
Rechenoperationen erneut in der symbolischen Pfeilschemadarstellung ergénzen
sollen: ,,H4? Das ist das gleiche (7-8). Seine Irritation kann so interpretiert wer-
den, dass er erkennt, dass an dieser Stelle die gleichen Rechenoperationen eingetra-
gen werden miissen wie zuvor, und er entsprechend unabhéngig von der Darstellung
zuvor die gleichen Rechenoperationen identifiziert. Er vergewissert sich durch einen
Blick auf den Endzustand des animierten Losungsbeispiels auf dem Bildschirm, dass
er dabei richtig liegt. Auch Miguel stellt fest: ,,Das ist doch die gleiche Aufgabe wie
vorhin (12).

Nachdem sie ohne weiteren Kommentar die Rechenoperationen in ihrem Arbeits-
heft ergéinzt haben liest Luca die Aufgabenstellung zu Aufgabenteil b) laut vor, in
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der die Rechenoperationen zur Herstellung des Bruchs ‘51 ergianzt werden sollen.
Nach kurzem Nachdenken und Zogern nennt Luca ,,geteilt durch ... 4 (15) als
erste Rechenoperation. Er wird umgehend von Miguel korrigiert, dass sie zuerst
durch 5 teilen miissen (16) und nennt unmittelbar darauf den vollstandigen Rechen-
weg ,,geteilt durch 5 und dann mal 4 (17). An dieser Stelle sind zwei Erkldarungen
fiir seinen Zahlendreher denkbar: Entweder er hat sich lediglich versprochen oder
er hat die Bedeutung von Zihler und Nenner eines Bruchs vertauscht (vgl. auch
Abb.5.9).

| -3
—_—

Als Pfeilbild mit Zahlen geschrieben:

p i

Abbildung 5.9 Lucas Losung von Aufgabe 1 b)

|

Transkript BIA2 — Luca & Miguel — Szene 2 — Aufgabe 2

1 Luca: (liest die Aufgabenstellung laut vor) ... Zeichne den
2 Bruchteil... OK ... (liest die Aufgabenstellung erneut
3 laut) ... durch 2 ... mal 3

4+ beide: (arbeiten individuell)

5 Miguel: Ichmuss einfach auf die vorherige Seite gucken, dann
6 weifd ich schon die L&ésung.

7 beide: (arbeiten individuell weiter)

s Miguel: (guckt bei Luca) Geteilt durch 3, Junge.

9 Luca: Durch 2.

10 Miguel: Nee, geteilt durch 3. ... Doch geteilt durch 3, das
7 sind 2 Drittel.

12 beide: (arbeiten still weiter)

13 Luca: (schreibt bei Miguel ab)
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b) Jetztist das Ganze ein Rechteck.
1) Erklare, wie 2 des Ganzen entsteht. Du kannst auch ein Pfeilbild zeichnen.
2) Zeichne den Bruchteil ein.

Lésung:

1) 2)

%‘ ‘F=A 3”8 =

 AMEY é

Abbildung 5.10 Miguels Losung von Aufgabe 2

Nach der Bearbeitung des ersten unvollstindigen Beispiels gehen sie unmittelbar
zum zweiten unvollstindigen Beispiel iiber. Nachdem Luca die Aufgabenstellung
laut vorgelesen hat, nennt er seine Losung ,,durch 2 ... mal 3* (3). Er macht erneut
einen Zahlendreher und interpretiert den Zihler als Anzahl der Teile des Ganzen
und den Nenner als Anzahl der Teile. Dieser wiederholte Zahlendreher stiitzt die
Annahme, dass sein Zahlendreher bei der Bearbeitung des ersten unvollstindigen
Beispiels kein Versprecher war, sondern dass er tatsédchlich die Bedeutung von Zih-
ler und Nenner vertauscht. Nach einem Blick auf Lucas Arbeitsheft wird er von
Miguel korrigiert: ,,geteilt durch 3, Junge” (8) ,,das sind 2 Drittel“ (10-11). Luca
besteht zunéchst weiterhin darauf, dass sie zunéchst ,,durch 2 (9) rechnen miissen,
iibernimmt aber schliellich doch die Losung von Miguel (Abb.5.10). Im weiteren
Verlauf arbeiten Luca und Miguel individuell in Stillarbeit. Im Video ist zu erkennen,
dass Luca die Losungen seines Partners abschreibt.
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Die sprachliche Kommunikation von Luca und Miguel ldsst annehmen, dass sie
das Verfahren zur Bruchherstellung verstanden haben und jeweils die korrekten Teil-
operatoren zur Herstellung der vorgegebenen Briiche ableiten und notieren konnen.
Auch ihre schriftlichen Bearbeitungen zeigen, dass sie auf symbolischer Ebene das
Operatorschema zur Herstellung von Briichen iibertragen und anwenden konnen.

Miguels ikonische Darstellungen der Bruchherstellungen deuten jedoch darauf
hin, dass er die Rechenoperationen nicht mit den entsprechenden Herstellungshand-
lungen verkniipft bzw. seine ikonischen Darstellungen nicht die Rechenoperationen
reprisentieren. Zur Darstellung des Bruchs % zeichnet er zwei ikonische Pfeilsche-
mata, eines mit einer Représentation als Kreis und eines mit einem Rechteck. Fiir die
Darstellung in einem Kreis iibersetzt er den Teiloperator :3 korrekt als Einteilen des
Ganzen in drei gleich groBe Teile. In seiner Darstellung in einem Rechteck hingegen
teilt er nicht die ganze Figur in drei gleich grofle Teile, sondern zeichnet lediglich
drei gleich grofe Teile ein, die jedoch zusammen entsprechend der Késtchen auf
dem Arbeitsblatt lediglich etwa % des Ganzen Rechtecks entsprechen. Demgegen-
iiber ist seine Ubersetzung des zweiten Operators konsistent tiber die Darstellung
in einem Kreis und einem Rechteck. In beiden Fillen iibersetzt er den Teiloperator
-2 als Hinzufiigen von zwei weiteren Teilen. Wihrend die zusitzlichen Teile, die er
in das Rechteck einzeichnet, die gleiche GroBe wie die zuvor eingezeichneten Teile
haben, halbiert er zwei der zuvor eingezeichneten Segmente in seiner Kreisdarstel-
lung, da er zuvor den ganzen Kreis in gleich grofle Teile eingeteilt hat. In beiden
Darstellungen kann jedoch angenommen werden, dass er zwei Teile hinzufiigt. In
beiden Endzustinden seiner Darstellungen im Kreis und im Rechteck sind keine
Segmente farbig markiert.

Seine ikonische Darstellung des Bruchs in der vorgegebenen Kreisfliche unter-
scheidet sich wiederum erneut von seiner Darstellung im Pfeilschema. Hier hat
er den ganzen Kreis in drei unterschiedlich grofie Teile eingeteilt und zwei Teile
markiert, deren Fldche in etwa gleich ist. Die markierten Teile entsprechen jedoch
weniger als der Hélfte des ganzen Kreises.

In Aufgabenteil b), zeichnet er fiir die Erkldrung der Herstellung von % kein
Pfeilschema, sondern einen dhnlichen Term, wie ihn auch Bennet und Julius notiert
haben. Hier fillt jedoch auf, dass er seine Rechnung nicht mit 1 als symboli-
sche Reprisentation eines Ganzen beginnt, sondern von dem Bruch % ausgeht und
schreibt: % 8= é 3= %. Dabei benennt er die Herstellungsoperatoren :8 und -3
jedoch korrekt. Fiir die ikonische Darstellung des Bruchs teilt er das ganze Recht-
eck in sechs unterschiedlich grof3e Teile von denen er drei Teile markiert. Hier kann
angenommen werden, dass er nicht darauf geachtet hat, wie viele Teile er einzeich-
net und so lediglich sechs anstelle von acht Teilen eingezeichnet hat, von denen er
aber dennoch drei Teile markiert.
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Insgesamt zeigen die schriftlichen Produkte von Miguel, die Luca abgeschrieben
hat, dass er zwar die Operatoren zur Herstellung eines Bruchs korrekt angeben kann,
jedoch die Rechenoperationen anders als vorgesehen interpretiert und entsprechend
in fehlerhafte ikonische Darstellungen iibersetzt. Er iibersetzt den ersten Operator
: n eines Bruchs 7t nicht als Teilen des Ganzen in n gleich groBe Teile, sondern
als Einzeichnen von n drei gleich grofen Teilen, die jedoch nicht das Ganze in
gleiche Teile einteilen. Den zweiten Operator -m {ibersetzt er nicht mit dem Féarben
bzw. Markieren von m Teilen, sondern als Hinzufiigen von m Teilen. Dieses Muster
ist in Ansitzen auch beim Einzeichnen eines Bruchs in eine vorgegebene Figur zu
erkennen. Auch hier teilt er das Ganze zwar in die entsprechende Anzahl von Teilen,
jedoch sind die Teile nicht gleich grof.

Zusammenfassend lassen sich die folgenden Deutungshypothesen auf Grundlage
der Bearbeitung von Luca und Miguel festhalten:

e Miguel kann zwar die Operatoren zur Bruchherstellung auf symbolischer Dar-
stellungsebene korrekt auf die Herstellung von neuen Briichen iibertragen, jedoch
verbindet er fehlerbehaftete anschauliche Wirkungen mit diesen, die letztendlich
in falschen Darstellungen der Anteile resultieren. Es ist hier bereits eine Entkopp-
lung von symbolischer und anschaulicher Ebene zu erkennen.

e Die Wirkung der Herstellungsoperatoren ist von der Reprisentation abhingig,
auf die sie angewendet wird. In seiner Darstellung in einem Kreisdiagramm
interpretiert Miguel die Division :3 korrekt als Teilen des Ganzen in drei nahezu
gleich grofle Teile. In seiner Rechteckdarstellung dagegen deutet er die Divi-
sion :3 als Einzeichnen von drei beliebigen untereinander gleich grof3en Teilen,
anstelle das Ganze in drei gleiche Teile aufzuteilen.

Vergleich der Bearbeitungen der unvollstiindigen Beispiele

Auf Grundlage sachanalytischer Uberlegungen wurden fiir die Bearbeitung der bei-
den unvollstindigen Beispiele drei zentrale Transferprozesse identifiziert: Die Uber-
tragung der Operatorstruktur, die Anwendung dieses Verfahrens auf die Herstellung
neuer Briiche mitsamt ihren ikonischen Reprisentationen sowie die Ubersetzung der
Herstellungshandlung zwischen der ikonischen und symbolischen Représentations-
ebene.

Ubertragen der Operatorstruktur & Anwenden des Verfahrens auf neue
Briiche: Inallendrei vorgestellten Losungsprozessen kann ein Transfer des Opera-
torschemas zumindest in Ansétzen nachgewiesen werden. Hierbei ist zu bedenken,
dass die Schiilerinnen und Schiiler in den zwei vorhergehenden Unterrichtsstunden
die Stammbruchherstellung behandelt haben, weshalb der erste Teiloperator bzw.
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der erste Schritt des Bruchherstellungsverfahrens ihnen moglicherweise bekannt
ist. Entgegen dieser Annahme kann beobachtet werden, dass die Erweiterung der
Stammbruchherstellung um den zweiten Teiloperator zum Vervielfachen eines Teils
eine neue Anwendungssituation darstellt, in der die Bedeutung des ersten Teilopera-
tors neu interpretiert und ausgehandelt wird. In keiner der hier diskutierten Bearbei-
tungen wird ein Bezug zum vorhergehenden Unterricht hergestellt. Zudem konnte
in zwei der betrachteten Félle beobachtet werden, dass die Erweiterung des Verfah-
rens um den zweiten Teiloperator der Uberinterpretation des Schemas fiihrte, und
angenommen wurde, dass auch zur Herstellung eines Bruchs % zwei Operatoren
benétigt werden: : n und -1.

Die allgemeine Grundstruktur der Hintereinanderausfiihrung von zwei Teilope-
ratoren wird von allen Schiilern erkannt und iibertragen. Es treten jedoch Fehler
bzw. Schwierigkeiten bei der Anwendung der Teiloperatoren zur Herstellung neuer
Briiche auf, die auf die Ubersetzung der Herstellungshandlung zwischen der sym-
bolischen und anschaulichen Reprisentationsebene zuriickgefiihrt werden konnen.

Ubersetzen der Herstellungshandlung zwischen der ikonischen und symboli-
schen Reprisentationsebene: Die Ubersetzung zwischen der anschaulichen und
symbolischen Darstellungsebene stellt sich in allen hier dargestellten Bearbeitungs-
prozessen sehr unterschiedlich dar und fiihrt zu Schwierigkeiten unterschiedlicher
Art. Bei einer reinen Betrachtung der schriftlichen Losungen der Schiilerinnen und
Schiiler wiirden alle beobachteten Fehler dem Fehlermuster ,,Wahl der falschen
Rechenoperation (vgl. Abschnitt2.2.4) zugeordnet werden. Die Analyse der Bear-
beitungsprozesse zeigt jedoch in allen drei Fillen deutliche Unterschiede in den
Ursachen fiir diese Fehler.

Julius Interpretation der Herstellungsoperatoren orientiert sich an Handlungen
mit konkreten Gegenstinden. Entsprechend der Formulierung ,,man teilt das Ganze
in n gleiche Teile und nimmt davon m* interpretiert er den zweiten Teiloperator
subtraktiv als ,,Wegnehmen von Teilen“. Aus diesem Grund argumentiert er dafiir,
dass der zweite Teiloperator ,,minus m* sein miisse. Im Gegensatz dazu interpretiert
sein Partner Bennet die Formulierung in einem multiplikativen Zusammenhang als
Vervielfachen eines Teils.

In der Bearbeitung von Can, Glen und Philip konnte beobachtet werden, dass sie
zwar Bezug auf die grundlegende Struktur von zwei Herstellungsschritten genom-
men haben, jedoch die Bedeutung der jeweiligen Teiloperatoren anhand der vorgege-
benen ikonischen Darstellungen abgeleitet haben ohne einen Bezug zum Losungs-
beispiel oder den vorhergehenden Unterrichtsstunden herzustellen. In ihren Ablei-
tungen der Rechenoperationen fiir die einzelnen Herstellungsschritte ist zu beob-
achten, dass sie abhingig von der Reprisentationsebene, auf der sie argumentieren,
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unterschiedliche Operationsvorstellungen anwenden. Wihrend sie auf der ikoni-
schen Reprisentationsebene die Teiloperatoren mit einem Wegnehmen und Hinzu-
fiigen von Teilen interpretieren, beschreiben sie auf symbolischer Ebene ein Tei-
len und Vervielfachen. Als Folge erkldren sie die Herstellung desselben Bruchs
mit unterschiedlichen Teiloperatoren und somit mit unterschiedlichen Herstellungs-
handlungen.

Miguel gelingt es sowohl auf ikonischer wie auch auf symbolischer Ebene die
jeweils korrekten Teiloperatoren zur Herstellung der verschiedenen Briiche abzu-
leiten. Seine ikonischen Darstellungen der Bruchherstellung bringen jedoch zum
Vorschein, dass er die Teiloperatoren mit fehlerbehafteten anschaulichen Wirkun-
gen verbindet, die zudem abhéngig von dem verwendeten Reprisentationsobjekt
sind. Anhand einer Kreisreprisentation iibersetzt er den ersten Teiloperator korrekt
mit dem Einteilen der ganzen Figur in gleich groBle Teile. Bei der Darstellung in
einer Rechteckdarstellung hingegen veranschaulicht er den ersten Teiloperator als
Einzeichnen von Teilen, deren GréBe unabhédngig vom Ganzen ist und deren Anzahl
der Zahl im Nenner des darzustellenden Bruchs entspricht. Den zweiten Teilopera-
tor interpretiert er als Hinzufiigen einer Anzahl von Teilen, die er dem Zihler des
darzustellenden Bruchs entnimmt. In seiner Kreisrepriasentation fiigt er zwei Teile
hinzu, indem er zwei der zuvor eingeteilten Kreissegmente halbiert. Demgegeniiber
zeichnet er in seiner Rechtecksreprisentation zwei zusétzliche Teile ein.

Insgesamt ist festzustellen, dass in allen beschriebenen Fillen ein Transfer der
grundlegenden Operatorstruktur als Hintereinanderausfiihrung von zwei Teilopera-
toren identifiziert werden kann. Dabei kann es jedoch zu fehlerhaften anschaulichen
Interpretationen der Wirkungen dieser Teiloperatoren kommen, was zur Wahl der
falschen Rechenoperation oder zur fehlerhaften ikonischen Darstellung der Anteile
fiihrt. In diesen Fillen ist somit in einem sehr frithen Stadium der Begriffsentwick-
lung eine Entkopplung von symbolischer und anschaulicher Ebene zu erkennen.

5.1.2 Bruchdarstellung an einer Strecke

Wihrend die ikonische Darstellung von Briichen bis zu diesem Zeitpunkt nahezu
ausschlielich anhand von Kreis- und Rechtecksreprisentationen vorgenommen
wurde, sollen die Lernenden in dieser Transferaufgabe ihr Vorgehen auf die lineare
Darstellung einer Strecke iibertragen. Fiir jede Teilaufgabe ist eine Strecke mit der
Linge von zwolf Késtchen abgebildet, an denen die Lernenden die Briiche le’ %, %
und % darstellen sollen (siehe Abb.5.11). Es ist somit ein Transfer auf Reprisen-

tationsebene erforderlich, der in zwei Transferschritten beschrieben werden kann:
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e Die Ubertragung des Teiloperators :n zur Einteilung der Strecke in  gleich groBe
Teile bzw. Abschnitte und
e die Ubertragung des Teiloperators -m zum Firben von m Streckenabschnitten.

Fiir diese Aufgabe wurde bewusst eine Streckenabbildung gewihlt, die eine Ein-
teilung ohne Berechnungen auf Zahlenebene ermoglicht. Auf diese Weise sollen
die Lernenden sich auf die ikonische Darstellung konzentrieren konnen. Mit dem
Reprisentationstransfer zur Darstellung von Briichen an einer Strecke soll die Ver-
allgemeinerung des Verfahrens zur Bruchdarstellung unterstiitzt werden, indem es
von den bekannten Reprisentationsobjekten Kreis und Rechteck losgelost wird. Aus
didaktischer Perspektive ist dies ein wichtiger Schritt fiir die flexible Anwendung
des Verfahrens auf unterschiedliche Bezugsgroen und Darstellungen.

Aufgabe 4

Ein Ganzes kann auch durch eine Strecke dargestellt werden.
Farbe die Bruchteile der Strecke.

1 2
C by 2
3 3 ) 3
5 5
= i !
°) 5 ) 12

Abbildung 5.11 Aufgabe 4

Der Vortest enthielt ein Item zum Ablesen von Briichen aus einer Streckendar-
stellung sowie zwei Items zur Darstellung von Briichen in einer Strecke. Nur vier
der 30 Lernenden konnten im Vortest den Bruch % in einer in vier Teile geteilten
Strecke ablesen. Demgegeniiber konnten etwa ein Drittel der Lernenden die Briiche
% und % in einer in acht gleiche Teile eingeteilten Strecke markieren.

Bennet & Julius — Ubertragung der Operatorstruktur

Im Anschluss an die Bearbeitung der unvollstindigen Beispiele zeichneten Ben-
net und Julius ohne Schwierigkeiten die Bruchdarstellungen in Aufgabe 3. Dabei
arbeiteten sie weitgehend in Einzelarbeit, wihlten eigene Darstellungen und Eintei-
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lungen fiir das Ganze und verglichen ihre Zeichnungen. Wihrend der Bearbeitung
der Aufgabe stellten sie fest, dass die Darstellung in einem Kreis aufwéndiger als
die Darstellung von Bruchteilen in einem Rechteck sei, da ein Rechteck schneller
und einfacher zu zeichnen sei und mit hoherer Genauigkeit in gleich grofle Teile
eingeteilt werden konnen. Direkt im Anschluss lesen die die Aufgabenstellung zu
Aufgabe 4 und beginnen mit der Bearbeitung.

Transkript B1A4 — Bennet & Julius — Szene 1 — Aufgabe 4

1 Julius: Das ist einfach. Da muss man doch nur hier das in vier
2 Teile aufteilen und dann eins davon nehmen. Und da 6 und
3 dann 5 davon nehmen.

4+ Bennet: Ja, genau.

5 Julius: Damiissenwir erstmal messen. Wie lange genau ist das?
¢ Bennet: Funf.

7 Julius: Finf. Wieviel brauchenwir? Vier. Das heifRt immer ...
s Bennet: Und wie machst du das?

9 Julius: Keine Ahnung, einfach so grob.

10 Bennet: Ich auch. ... Ein bisschen mehr als eins.

11 Julius: Dann 2 Drittel.

12 Bennet: Warte, einen miissen wir, ne?

13 Julius: Ja.

14 Bennet: Ich mache das nur so kurz tUber’'n Daumen.

15 beide: (arbeiten individuell - ohne Kommunikation ca. 1,5
16 Minuten)

17 Julius: So, zwdlf. Wie viele brauchen wir? 5.

2
= | | L 5 = -
a) b) 3
5 i X 3 1 L i s = et
c) 6 —} : 1 . d) D — - —_—

Abbildung 5.12 Julius Bearbeitung von Aufgabe 4

Julius kommentiert unmittelbar nach dem Lesen der Aufgabenstellung, dass die
Darstellung von Bruchteilen an einer Strecke ,.einfach” sei, denn fiir die Darstellung
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des Bruchs % in Teilaufgabe a) miisse ,,man doch nur hier das in vier Teile aufteilen
und dann eins davon nehmen* (1-2). Analog formuliert er seinen Losungsvorschlag
zur Darstellung des Bruchs % in der unter a) gelegenen Teilaufgabe c): ,,Und da 6
und dann 5 davon nehmen* (2-3). Bennet stimmt ihm zu, dass dies ein richtiges
Vorgehen sei (4). Zur Bestimmung der GroBe eines Teils schlidgt Julius vor, dass
man zunéchst die Liange der ganzen Strecke ,,genau” vermessen miisse (5), was
Bennet auch umgehend tut und antwortet, dass die ganze Strecke die Lénge ,,5%
habe (6). Eine Mafeinheit nennt er dabei nicht. Julius unterteilt in der Folge die
Strecke in 4 gleich grofle Teile. Bennet scheint Schwierigkeiten zu haben die 5
Einheiten lange Strecke in vier gleiche Teile zu teilen und fragt Julius wie er das
mache (8). Julius antwortet ihm, dass er nicht wisse, wie man die Strecke in exakt
gleich grofle Segmente teilt und er die Teilung ,,grob* vornimmt (9). Bennet nimmt
dieses Vorgehen auf und schitzt die Linge eines Teils als ,,ein bisschen mehr als
eins* (10). Wihrend Julius bereits zu Teilaufgabe b) iibergeht (11), versichert sich
Bennet bei Julius, dass in Teilaufgabe a) eines der vier Streckensegmente eingefirbt
werden muss (12), was Julius ihm bestitigt (13).

Bennet erklirt, dass er ,,das nur so kurz tiber’n Daumen mache* (14), worauf
eine individuelle Arbeitsphase folgt, in der beide Schiiler die iibrigen Aufgaben
bearbeiten.

HE 2

T e W -
3)4 b)3

5 5
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° & ) 13 : o

Abbildung 5.13 Bennets Bearbeitung von Aufgabe 4

Was Bennet mit seiner Bemerkung meint, wird erst bei der Betrachtung seiner
Zeichnung ersichtlich. Im Gegensatz zu Julius, der, obgleich er es nicht sagt, die
Kaistchenstruktur des Arbeitsblattes als Hilfe nutzt, unterteilt Bennet die Strecke
nach Augenmal in die entsprechende Anzahl von Teilen bzw. Segmenten.

Zum Ende der individuellen Arbeitsphase ist Julius bei Teilaufgabe d) ange-
kommen und spricht laut bei seiner Bearbeitung mit. Er teilt die Strecke in zwolf
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gleich groBe Teile und fragt wie viele sie ,,brauchen”. Er beantwortet seine Frage
unmittelbar selbst mit ,,5“ (17).

Die Analyse des Bearbeitungsprozesses zeigt, dass Bennet und Julius Bruch-
teile ohne erkennbare Schwierigkeiten an einer Strecke darstellen konnen. In Julius
Erklirungen ist die Ubertragung der Herstellungshandlung deutlich zu erkennen. Er
beschreibt, dass man die Strecke bzw. das Ganze zur Darstellung der Briiche % und
% zunichst in vier (bzw. sechs) gleiche Teile aufteilen und dann einen (bzw. fiinf)
Teile ,,davon nehmen* (1-3) miisse. Mit ,,nehmen* bezieht er sich an dieser Stelle
auf ein Markieren des entsprechenden Anteils, wobei seine Formulierung weiter-
hin eine Orientierung an Handlungen mit konkreten Darstellungsobjekten erkennen
lasst. Ungeachtet dessen ermoglicht ihm der Riickgriff auf die Operatorstruktur die
korrekte Darstellung ohne erkennbare Schwierigkeiten.

Die Leichtigkeit und Direktheit, mit der er die zur Darstellung erforderlichen
Schritte nennt, deutet vor dem Hintergrund seiner Schwierigkeiten bei der Bear-
beitung der unvollstindige Beispiele darauf hin, dass er die Herstellungshandlung
wohl verstanden hat und flexibel auf neue Briiche und Darstellungsobjekte tiber-
tragen kann. Anders als in den unvollstindigen Beispielen sind hier jedoch keine
symbolischen Rechenoperatoren zu nennen, weshalb aus dieser Bearbeitung keine
weiteren Schliisse auf die Entwicklung der Operatorvorstellung gezogen werden
konnen.

Um eine moglichst genaue Einteilung der Strecke vornehmen, mochte Julius die
Linge der Strecke messen, was Bennet fiir ihn tibernimmt. Die metrische Lange von
5cm ermdglicht jedoch kein ganzzahliges Teilen in vier Teilabschnitte, wie sie in
Teilaufgabe a) benotigt werden, sodass beide Schiiler eine andere Methode zur Ein-
teilung der Strecke wihlen. Wihrend die Zeichnungen von Julius (vgl. Abb.5.12)
nahelegen, dass er im Weiteren die unterliegende Kistchenstruktur des Arbeits-
blattes zur Einteilung der Strecke benutzt, teilt Bennet die Streckensegmente nach
Augenmal ein. Er benutzt dazu das geschitzte Mal} von ,.ein bisschen mehr als
eins [1 cm]“ (10). Da er dieses Mal} in den weiteren Teilaufgaben jedoch stets neu
abschitzen muss, deuten seine Zeichnungen (vgl. Abb.5.13) darauf hin, dass er
in den weiteren Teilaufgaben nicht die Lénge eines Teils iiberschligt, sondern per
Augenmal die Linge eines Teils im Verhiltnis zur ganzen Strecke und der Anzahl
der benotigten Teilen abschitzt. Dies wird besonders in seinen Zeichnungen zu den
Teilaufgaben b) und d) deutlich, bei denen er die Einteilung zunichst regelméBig
vornimmt, zum Ende hin aber nicht mehr genug Platz fiir die entsprechende Anzahl
von Teilen vorhanden ist und er diese entsprechend kleiner einzeichnet. Er erklirt,
dass er ,,das nur so kurz iiber’n Daumen® (14) mache. Dieses Vorgehen deutet darauf
hin, dass es ihm nicht wichtig ist, dass die Einteilung exakt ist, sondern lediglich die
Grundstruktur erkennbar sein muss. In diesem Zusammenhang kann sein Vorgehen
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als Zeichen dafiir interpretiert werden, dass er eine zunehmende Flexibilitit bei der
Darstellung von Briichen entwickelt.

Insgesamt kann die Analyse der Bearbeitung von Bennet und Julius in folgenden
Deutungshypothesen zusammengefasst werden:

e Bennet und Julius iibertragen das Bruchherstellungsverfahren zur Darstellung
von Briichen an einer Strecke. Dabei gehen sie nach demselben Handlungs-
schema vor wie bei der Darstellung von Bruchteilen an einem Kreis oder einem
Rechteck. Sie teilen die Strecke zunichst in gleich grof3e Teilsegmente und fiarben
den entsprechenden Anteil der Strecke. Die Ubertragung der Herstellungsschritte
fiihrt dazu, dass der Reprisentationstransfer zur Strecke fiir Bennet und Julius
keine Schwierigkeit darstellt und spontan vorgenommen wird.

e Julius Erkldrungsmodell zur Bruchherstellung orientiert sich weiterhin an Hand-
lungen mit konkreten Reprisentationsobjekten. Er formuliert erneut, dass das
Ganze in gleiche Teile eingeteilt wird, von denen man im Anschluss eine
bestimmte Anzahl ,,nimmt“. Auf ikonischer Darstellungsebene interpretiert er
das Nehmen von Teilen jedoch nicht als ein Wegnehmen, sondern als ein Farben
bzw. Markieren einer bestimmten Anzahl von Teilen.

e Bennet 16st sich zunehmend von einer Einteilung in exakt gleich grofle Teile.
Stattdessen ist in seinen Darstellungen zu erkennen, dass er die Linge der Stre-
ckensegmente nicht rechnerisch oder abzihlend bestimmt, sondern ihre Grofe
abschitzt und somit das Ganze nach Augenmal in die entsprechende Anzahl von
Teile zerlegt. Hierbei legt er keinen Wert auf eine exakte Darstellung, sondern
auf die allgemeine Identifizierbarkeit der dargestellten Bruchteile, was auf eine
zunehmende Verallgemeinerung und Abstraktion des Verfahrens hindeutet.

Aliya und Aisha — Statische und dynamische Sichtweise auf Anteile

Aliya und Aisha sind ein sehr leistungsheterogenes Schiilerinnenpaar. Wahrend
Aliya zu den Klassenbesten gehort und im Vortest bereits 85 % der Aufgaben kor-
rekt I6sen konnte, zdhlt Aishas Vortestergebnis mit lediglich 15 % zu den niedrigsten
Ergebnissen in der Lerngruppe. In der vorhergehenden Partnerarbeit ist zu erken-
nen, dass beide Schiilerinnen sehr sorgfiltig und gewissenhaft arbeiten. Sie haben
das Losungsbeispiel zur Einfiihrung ausfiihrlich gelesen und bereits wihrend des
Lesens die einzelnen Losungsschritte in eigenen Worten erklért. Auch die unvoll-
standigen Beispiele haben sie sicher gelost. Obgleich Aliya in der Interaktion der
beiden Schiilerinnen sehr dominant ist, stellt Aisha regelmifBig Zwischenfragen,
bittet um eine Erkldrung und macht selber Losungsvorschlige, die zu einer erfolg-
reichen Aufgabenlosung beitragen. Die ikonischen Darstellung der Bruchteile in
Aufgabe 3 fertigen beide Schiilerinnen groftenteils in Einzelarbeit an und verglei-
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chen abschliefend ihre Zeichnungen. Fiir die Darstellung der Briiche nutzen sie
ausschlielich die Représentation eines Rechtecks und stellen alle Briiche korrekt
dar.

Transkript B1A4 — Aisha & Aliya — Szene 1 — Aufgabe 4

1 Aisha: Ja hier, 1 Viertel sind von vier Stiicken eins von vier
2 Sticken.

3 Aliya: Also, wie viele Késtchen sind das?

4+ Aisha: 4 Stitck.

5 Aliya: Nein! Nein, warte, du musst doch erstmal die Kdstchen
6 zdhlen. 2, 4, 6, 8, 10, 12.

7 Aisha: Achso.

g8 Aliya: Also miissen wir 12 durch 4 und das sind ...

9

Aisha: 3.
10 Aliya: Ja, Und dann hier so’n Strich bei 3 machen, oder? Nee,
1 farben.
12 Aisha: Was?
13 Aliya: Farben. So, jetzt ... (zeichnet)

14 Adisha: (guckt bei Aliya) 1 Viertel.

15 Aliya: Und jetzt 12 durch 3 sind ...

16 Aisha: 4.

17 Aliya: Ja, 4, und das sind ... 2 Drittel, das sind dann 8,
18 denn mal 2.

19 beide: (zeichnen und bearbeiten Aufgabenteil b) individuell
20 - ca. 1 min)

21 Aisha: Ok, und dann 6 durch 12 sind 2.

22 Aliya: Nee, 12 durch 6.

23 Aisha: Ja, 12 durch 6.

22 Aliya: Und dann mal 5, das sind 10, einfach 2 auslassen.
s beide: (zeichnen)

2% Aisha: Und 12 durch 12 sind 1.

27 Aliya: Und dann mal 5, das sind halt 5.

Direkt nachdem die beiden Schiilerinnen die Aufgabenstellung gelesen haben
beschreibt Aisha ihre Vorstellung von %: ,,1 Viertel sind von vier Stiicken eins
von vier Stiicken* (1-2). Entsprechend ihrer Beschreibung stellt sie sich unter %
einen Anteil vor: Ein Teil von insgesamt vier Teilen. Aliya fragt sie darauf hin, was
diese Feststellung fiir die ikonische Darstellung an der Strecke bedeutet: ,,Also, wie
viele Késtchen sind das?* (3). Sie fragt direkt nach der Linge der zu markierenden
Strecke, wobei sie die der Strecke unterliegende Késtchenstruktur als Maf fiir die
Linge definiert. Aisha antwortet ihr darauf, dass der Bruchteil % L4 Stiick™ (4),
also vier Kistchen entspreche. Als Hintergrund fiir diesen Losungsvorschlag kann
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die verbreitete Fehlvorstellung zu Stammbriichen % bezeichnet eine Menge von n
Objekten (vgl. Abschnitt2.2.4) vermutet werden. Sie nimmt keinen Bezug zu der
Linge der gesamten Strecke, sondern schlieit vom Nenner des Bruchs direkt auf
die Anzahl der zu firbenden Kistchen. Es anzunehmen, dass dieser Losungsvor-
schlag von einer statisch-abbildhafte Vorstellung von % herriihrt, bei der sich eine
diskrete Menge von vier Objekten vorstellt und keine Beziehung zwischen einem
Teil und dem Ganzen herstellt. Anstelle die Anzahl der Kistchen zu bestimmen,
die die Linge der ganzen Strecke ausmacht, schlief3t sie direkt auf die Anzahl von
vier Késtchen. Entsprechend assoziiert sie den Bruch nicht mit seiner Herstellungs-
handlung, sondern als statisches Objekt.
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Abbildung 5.14 Aliyas Bearbeitung von Aufgabe 4

Aliya weist sie umgehend auf ihren Fehler hin: ,,Nein! Nein, warte, du musst
doch erstmal die Kistchen zéhlen. 2, 4, 6, 8, 10, 12.“ (5-6). Sie erklart damit, dass
sie zundchst einmal die Linge der Strecke als Anzahl von Késtchen bestimmen
miissen, die sie dann auch direkt in Zweierschritten abziahlt. Sie erklirt weiter, dass
sie nun die Linge der ganzen Strecke in vier gleiche Teile teilen miissen, was mit
dem Kistchenmal der Division ,,12 durch 4 (8) entspricht. Aisha erginzt, dass das
Ergebnis dieser Rechnung ,,3“ (9) sei, worauf Aliya erklrt, dass sie folglich ,hier
so’n Strich bei 3 machen* (10-11) miissen, womit sie meint, dass sie am nach dem
dritten Késtchen einen Trennstrich einzeichnen und die Teilstrecke von Beginn der
Strecke bis zu diesem Trennstrich farbig markieren sollen. Im Gegensatz zu ihrer
Partnerin ist in den Ausfiihrungen von Aliya zu erkennen, dass sie eine dynamische
Vorstellung zum Bruch % aktiviert und einen Bezug zur Operatorstruktur des Bruch-
herstellungsverfahrens herstellt. Sie bestimmt die Lénge der ganzen Strecke in der
Einheit 1 Késtchen, teilt diese Strecke auf symbolischer Ebene mit dem Teiloperator
4 in vier gleich groBe Teile, um dann einen Teil farbig zu kennzeichnen (Abb. 5.14).
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Aisha kommentiert diese Korrektur ihrer Partnerin mit ,,achso* (7) und erweckt
den Eindruck, dass sie ihren Fehler erkennt. Sie sieht ihrer Partnerin dabei zu, wie
diese den Bruchteil markiert.

Aliya fahrt umgehend mit der néchsten Teilaufgabe fort, in der sie den Bruch %
an der Strecke darstellen sollen. Dazu rechnet sie ,,12 durch 3* (15) sind ,,4, und
das sind ... 2 Drittel, dass sind dann acht, denn mal 2 (17-18). Auch in dieser
Rechnung ist deutlich zu erkennen, dass Aliya zur Bestimmung des Bruchteils die
Operatorstruktur anwendet und zunéchst :3 und dann -2 rechnet.

Nachdem die beiden Schiilerinnen auch diesen Anteil der Strecke gekennzeichnet
haben iibernimmt Aisha Teilaufgabe c), in der der Bruchteil % dargestellt werden
soll. Dazu rechnet sie ,,6 durch 12 sind 2 (21), wobei ungeachtet des Zahlendrehers
zu erkennen ist, dass sie Aliyas Vorgehen aufnimmt und auf symbolischer Ebene
den Operator :6 auf die Linge der Strecke anwendet und richtig feststellt, dass
ein Teil die Linge von zwei Késtchen hat. Aliya erginzt den zweiten Operator
und rechnet: ,,und dann mal 5, das sind 10, einfach 2 auslassen* (24). Auch hier
stellt sie unmittelbar einen Bezug zum Ganzen her, indem sie nicht ihrer Rechnung
entsprechend zehn Kiéstchen vom Beginn der Strecke abzihlt, um diese durch einen
Trennstrich zu kennzeichnen, sondern feststellt, dass sie einfach von hinten zwei
Kistchen abtrennen konnen, da die Strecke insgesamt zwolf Késtchen lang ist.

Auch fiir die letzte Teilaufgabe, der Darstellung des Bruchteils 15—2 nutzen die
beiden Schiilerinnen die Operatorstruktur und rechnen ,,12 durch 12 sind 1“ (26)
,und dann mal 5, das sind halt 5 (27). Obgleich sie hier direkt die Késtchen abzihlen
konnten, formulieren sie ihr Vorgehen weiterhin anhand der zwei Teiloperatoren der
Bruchherstellung und formulieren eine Rechnung auf symbolischer Ebene.

Zuletzt muss festgestellt werden, dass Aisha lediglich die Anwendung des ersten
Teiloperators tibernimmt und Aliya die Rechnung durch die Anwendung des zweiten
Teiloperators vervollstindigt. Obwohl angenommen werden konnte, dass Aisha nur
einen Teil des Operatorschemas anwenden kann, enthilt die Interaktion der beiden
Schiilerinnen keinen Hinweis darauf, dass Aisha moglicherweise Schwierigkeiten
bei der Anwendung des zweiten Teiloperators hat. Stattdessen ist die Aufteilung der
Rechenschritte zwischen den beiden Schiilerinnen eher im Rahmen einer arbeits-
okonomischen und interaktiven Partnerarbeit zu interpretieren.

Zusammenfassend kann der Bearbeitungsprozess von Aisha und Aliya anhand
der folgenden Deutungshypothesen beschrieben werden:

e Aishas statische Deutung des Bruchs als Anteil einer diskreten Menge fiihrt
dazu, dass sie den Bruchteil nicht in Beziehung zum Ganzen sieht, sondern den
Nenner des Bruchs als Anzahl der zu markierenden Lingeneinheiten (Késtchen)
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interpretiert. Sie stellt zundchst keinen Bezug zum Bruchherstellungsverfahren
her.

e Im Gegensatz zu ihrer Partnerin interpretiert Aliya den Bruch dynamisch vor
dem Hintergrund des Bruchherstellungsverfahrens. Sie iibertrigt die Operator-
struktur als Hintereinanderausfiihrung von zwei Teiloperatoren und berechnet in
der Folge die Linge der Bruchteile der Strecke auf symbolischer Ebene.

o Auf ihren Fehler hingewiesen, scheint Aisha ihr fehlerhaftes Denkmuster zu
erkennen und das Vorgehen ihrer Partnerin zu iibernehmen, sodass fiir die nach-
folgenden Bruchteile das Operatorschema anwendet und die Partnerinnen koope-
rativ die Langen der weiteren Streckenanteile berechnen.

Laura & Nike — Unvollstiindige Ubertragung des Bruchherstellungsverfahrens
Die Vortestergebnisse von Laura und Nike konnen mit 40 % (Laura) und 65 %
(Nike) den mittleren Leistungsstufen zugeordnet werden. Zum Einstieg in die Unter-
richtsstunde haben sie das animierte Losungsbeispiel eingehend gelesen und bereits
wihrend des Lesens iiber die einzelnen Herstellungsschritte gesprochen und diese
nachvollzogen. Sie hatten keine Schwierigkeiten die fokussierenden Fragestellun-
gen zum Losungsbeispiel zu beantworten und in ihren Bearbeitungen der unvollstidn-
digen Beispiele war deutlich zu erkennen, dass sie die Operatorstruktur erfolgreich
auf neue Briiche anwenden. In einer ikonischen Darstellung des Bruchs % im zwei-
ten unvollstindigen Beispiel haben sie gar versucht, den Herstellungsprozess in ihre
Bruchdarstellung zu integrieren (vgl. Abb.5.15).

Abbildung 5.15 Nikes
Darstellung des Bruchs %
im zweiten unvollstindigen
Beispiel
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Transkript B1IA4 — Laura & Nike — Szene 1 — Aufgabe 4

1 Laura: (liest die Aufgabe laut vor) Das kann ich nicht.

> Nike: Ein .., warte, wie lang ist die Strecke?

3 Laura: Obwohl, also ein Halbes, ein Viertel

4+ Nike: 5. 5 cm, nein, warte mal.

s Laura: Warte, ich z&hl die K&stchen. 1, 2, 4, 6, 8, 10, 12
6 K&dstchen. Also sind 1 Viertel ... 3.

7 Nike: Genau, 3.

s Laura: Beilib) sind 2 Drittel, das verstehe ichnicht, wieviel
9 das ist.

10 Nike: Wie lang ist die denn? 12 cm, 12 Kdstchen, das sind 4, 4
1 Késtchen sind eine Einheit, also (zeichnet) so, so, so.
12 Laura: H&? Wie denn? Ich kann mir das nicht vorstellen.

13 Nike: So, so, so, das sind 12 K&éstchen. 12 durch 3 sind 4, 4

14 Kdstchen ein Strich, 4 Kidstchen ein Strich, 4 Kistchen,
15 fertig.

16 Laura: (schautbeiNike) Achso, duhastmehrereeingezeichnet.
17 Ich habnur eins eingezeichnet. (zeichnet) ... 5 Sechstel,
18 dann macht man dann ...

19 Nike: 2, jedes zweite.

20 Laura: Jedes zweite? (guckt bei Nike und zeichnet)
21 Nike: Und dabei jedes.

22 Laura: 6, dh, 12. Jedes erste.

Laura erkldrt unmittelbar nachdem sie die Aufgabenstellung laut vorgelesen hat:
»Das kann ich nicht“ (1), relativiert dann jedoch nachdem sie kurz nachgedacht
hat und ihre Partnerin Nike sie nach der Linge der vorgegebenen Strecke gefragt
hat (2), dass sie womdglich doch eine Idee habe: ,,Obwohl, also ein Halbes, ein
Viertel ...“ (3). Thre AuBerung deutet darauf hin, dass sie in Gedanken die Strecke
sukzessive halbiert, sodass sie ,,ein Halbes, ein Viertel“ (3) erhilt. Es wird nicht
ersichtlich, inwieweit die Nachfrage ihrer Partnerin sie auf diese Idee gebracht hat.
Es ist durchaus moglich, dass sie mit ihrer anfianglichen Bemerkung, dass sie das
nicht kdnne, zum Ausdruck bringt, dass sie keinen spontanen Zugang bzw. keinen
Losungsansatz erkennt. Die Nachfrage ihrer Partnerin richtet ihre Aufmerksamkeit
dann jedoch darauf, dass der Anteil der Strecke in Form einer Linge bestimmt
werden miisse, wozu zunéchst die Linge der ganzen Strecke bestimmt werden muss.
Diese Interpretation wiirde bedeuten, dass ihr fiir einen Ansatz die entsprechende
Grofie bzw. ein Maf fiir die Einteilung der Strecke fehlt.

Wihrend Nike mit ihrem Lineal die Linge der Strecke ausmisst (4), beginnt
Laura die Lange der Strecke durch Abzihlen der Késtchen als Einheit zu bestimmen:
,»Warte, ich zdhl die Kastchen. 1, 2,4, 6, 8, 10, 12 Késtchen® (5). Sie teilt die Anzahl
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der Kistchen durch vier und stellt dann fest: ,,Also sind 1 Viertel ... 3 (5-6). Sie
wendet entsprechend den Operator :4 auf die Anzahl der Kistchen an, um % zu
erhalten. Thr Partnerin Nike stimmt ihr zu (7) und Laura geht direkt zu Aufgabenteil

b) iiber, in der der Bruch % an der Strecke dargestellt werden soll.

2
a) - —t+— b) 3 { }
5 L i 5 i i
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Abbildung 5.16 Lauras Bearbeitung von Aufgabe 4

Wie bereits am Anfang erklért Laura: ,,Beib) sind 2 Drittel, das verstehe ich nicht,
wie viel das ist” (8). Erneut reagiert Nike mit der Frage nach der Linge der ganzen
Strecke, die sie dieses Mal jedoch selber beantwortet: ,,12 Kistchen, das sind 4, 4
Kistchen sind eine Einheit, also (zeichnet) so, so so* (10-11). Sie stellt fest, dass die
Strecke erneut eine Lange von 12 Kistchen hat und wendet den ersten Teiloperator
zum Teilen der Strecke an. Sie teilt also die Linge der Strecke und respektive die
Anzahl durch 3 und sagt: ,,4 Késtchen sind eine Einheit” (10-11). Mit Einheit meint
sie vermutlich Drittel — 4 Kistchen entsprechen einem Drittel der Strecke. In der
Folge zeichnet sie nach je vier Késtchen der Strecke einen Trennstrich und teilt so
die Strecke in drei Teile ein.

Laura wirft ein, dass sie sich ,,das nicht vorstellen” (12) kdnne, womit sie ver-
mutlich meint, dass sie sich nicht vorstellen kann, wie man diese Rechenhandlung
auf die Darstellung der Strecke libertrdgt. Sie schaut auf auf die Zeichnung ihrer
Partnerin. Nike erkldrt ihr Vorgehen erneut: ,,So, so, so, das sind 12 Kistchen- 12
durch 3 sind 4, 4 Kastchen ein Strich, 4 Kistchen ein Strich, 4 Késtchen fertig (13—
15). Anhand Nikes Zeichnung erkennt Laura ihren (gedanklichen) Fehler: ,,Achso,
du hast mehrere eingezeichnet. Ich hab nur eins eingezeichnet” (14-15). An die-
ser AuBerung wird deutlich, was Laura damit meinte, dass sich das nicht vorstellen
konne. Sie stellt fest, dass ihre Partnerin ,,mehrere eingezeichnet hat, was bedeutet,
dass Nike die ganze Strecke eingeteilt hat. Laura hingegen habe ,,nur eins einge-
zeichnet“. Sie orientiert sich folglich an der Darstellung des ersten Bruchs %, fiir
dessen Darstellung es geniigt hat, ein Teilsegment in der Strecke einzuzeichnen und
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den Bruch damit bereits zu reprisentieren. In der Folge libernimmt sie das Vorgehen
von Nike und beide Schiilerinnen unterteilen die Strecke in Teilaufgabe c) in sechs
und in Teilaufgabe d) in zwolf gleiche Teile.

Es fillt auf, dass Laura und Nike zwar alle Strecken korrekt einteilen, jedoch den
zweiten Herstellungsschritt, das Firben des Anteils, auslassen (vgl. Abb.5.16). Sie
markieren keine Anteile, sondern sind mit ihren Ergebnissen zufrieden und gehen
zur nédchsten Aufgabe iiber. Fiir die Auslassung des zweiten Herstellungsoperators
sind drei Erkldrungen denkbar. Zum einen ist es moglich, dass die beiden Schiilerin-
nen schlichtweg vergessen, den Anteil einzuzeichnen, ohne dass es einen besonderen
Grund dafiir gibt. Zum anderen wird jedoch deutlich, dass es fiir Nike und Laura
und Nike nicht natiirlich ist die Strecke einzuteilen und somit eine betrichtliche
kognitive Belastung darstellt. Vor diesem Hintergrund ist es denkbar, dass bereits
die Ubertragung des ersten Herstellungsoperators und die Anpassung des Vorge-
hens an die neue Représentation eine besondere Herausforderung darstellen, sodass
sie die Aufgabe danach als abgeschlossen ansehen. Drittens beschreibt Laura ihre
Schwierigkeiten bei der Darstellung des Bruchs % darin, dass sie sich das ,,nicht
vorstellen konne, wihrend sie es sich zur Darstellung von % vorstellen konnte.
Ausgehend davon kann angenommen werden, dass sie den zweiten Teil der Her-
stellungshandlung — das Vervielfachen eines Teils — nicht auf die Darstellung in
einer Strecke iibertragen kann. Sie erklart weiter, dass sie zuvor ,,nur eins* also nur
einen Teil eingezeichnet habe, ihre Partnerin jedoch die ganze Strecke in gleiche
Teile teilt. Sie konnte dieses Einteilen der ganzen Strecke bereits als Anwendung
des zweiten Herstellungsschritts interpretieren.

Insgesamt konnen die Beobachtungen in Laura und Nikes Bearbeitung in fol-
genden Deutungshypothesen zusammengefasst werden:

e Der Reprisentationswechsel bzw. die Anwendung des Herstellungsverfahrens
auf ein neues Reprisentationsobjekt bedarf der Anpassung des Verfahrens an
die Eigenschatten der neuen Reprisentation. Im Falle des Wechsels von Fli-
chendarstellungen, wie einem Kreis oder Rechteck auf die Darstellung einer
Strecke, fillt es Laura schwer ein Maf3 bzw. die GroBe zu identifizieren, auf die
das Verfahren angewendet wird. Wihrend zuvor Anteile zumeist als Fldche dar-
gestellt wurden, ist die Grofe fiir einen Anteil einer Strecke eine Linge. Da Laura
dies nicht sofort erkennt, hat sie zunichst Schwierigkeiten bei der Anwendung
des Verfahrens.

e Die hohe kognitive Belastung, die durch die Ubertragung des Verfahrens und
Anpassung an die Eigenschaften des neuen Reprisentationsobjekts aufgebaut
wird, kann dazu fiihren, dass einzelne Losungsschritte iibergangen bzw. ausge-
lassen werden oder anders interpretiert werden als zuvor. In Laura und Nikes
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vorhergehenden Bearbeitungen war deutlich zu erkennen, dass sie grolen Wert
auf die Darstellung beider Herstellungsschritte gelegt haben, weshalb davon aus-
zugehen ist, dass das fehlende Markieren des Anteils nicht auf ihr Unverstédndnis
zuriickzufiihren ist. Vielmehr ist anzunehmen, dass sie diesen zweiten Schritt
vergessen oder das Einteilen der ganzen Strecke als entsprechenden Handlungs-
schritt interpretieren.

Luca & Miguel — Darstellung nach Augenmaf

In Luca und Miguels Bearbeitung des zweiten unvollstindigen Beispiels war zu
erkennen, dass sie auf symbolischer Ebene ohne Schwierigkeiten die richtigen Teil-
operatoren zur Bruchherstellung ableiten konnen. In ihren ikonischen Darstellungen
wurde jedoch deutlich, dass sie die Teiloperatoren auf enaktiver bzw. ikonischer
Ebene nicht entsprechend deuten und ihre Interpretationen sich fiir verschiedene
Reprisentationsobjekte unterscheiden (siehe 5.1.1). In der vorhergehenden Aufgabe
3 sollten die Lernenden verschiedene Briiche ikonisch darstellen. Die Zeichnungen
von Luca und Miguel lassen erkennen, dass sie zur Darstellung der Briiche die
Schritte zum Einteilen des Ganzen in gleiche Teile und Féarben des Anteils durch-
fiihren, sondern die Anteile nach Augenmal} markieren, ohne eine Einteilung des
Ganzen vorzunehmen (vgl. Abb.5.17). Im Anschluss beginnen sie unmittelbar mit
der Bearbeitung von Aufgabe 4.
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Abbildung 5.17 Lucas Bruchdarstellungen in Aufgabe 3

Transkript B1A4 — Luca & Miguel — Szene 1 — Aufgabe 4

1 beide: (lesen Aufgabenstellung und beginnen individuell zu
2 arbeiten)
3 Miguel: Ok, 2 Drittel.
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Luca: 1 Viertel

4
s beide: (individuelles Arbeiten)

¢ Luca: 2 Drittel. Das ist hier so. 5 Sechstel, das ist hier
7 so, 3 Zwdlftel

s Miguel: Woher weifdt du eigentlich was du machst? ... Dumusst
9 das vier mal in die Reihe kriegen.

10 beide: (individuelles Arbeiten)

11 Luca: 2 Drittel. ... 5 Sechstel. ... Das passt nicht.
12 Miguel: (guckt bei Luca)

13 Luca: Hier ungefdhr so. Ach egal, komm 5 zZwdlftel.
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Abbildung 5.18 Lucas Bruchdarstellungen in Aufgabe 4

Luca und Miguel widmen sich der Aufgabe wie in den vorhergehenden Bearbeitun-
gen zunéchst ohne miteinander iiber die Aufgabe zu sprechen. Luca kommentiert:
,.Das ist hier so. 5 Sechstel, das ist hier so, 3 Zwolftel ...” (6-7). Dabei lésst seine
Beschreibung den Eindruck entstehen, dass er die Bruchteile nach Augenmaf an der
Strecke abtrigt. Die Genauigkeit seiner Markierungen scheint ihm dabei nicht son-
derlich wichtig zu sein. In diesem Sinne interpretiert auch sein Partner Miguel seine
Beschreibung, der ihn fragt: ,,Woher weifit du eigentlich was du machst? (8). Luca
antwortet ihm auf diese Frage zunichst nicht, was die Deutung seines Vorgehens
stiitzt, dass er die Lange der Bruchteile abschitzt. Miguel fiigt mit Bezug auf den
Bruch % an, dass er ,,das vier mal in die Reihe kriegen* (8-9) miisse. Luca erwidert
auf diese Bemerkung nichts, sondern iiberpriift und korrigiert seine Zeichnungen:
,-2 Drittel ... 5 Sechstel ... Das passt nicht™ (11). Er stellt scheinbar einen Fehler bei
seiner Markierung des Bruchs % in Teilaufgabe c) fest, den er umgehend korrigiert
(vgl. Abb.5.18). Erneut macht seine AuBerung nicht den Eindruck, die Bruchteile
sonderlich genau einzeichnen zu wollen. Er kommentiert seine zeichnerische Kor-
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rektur mit den Worten ,,Hier ungefihr so. Ach egal, komm 5 Zwolftel” (13). Miguel
tibernimmt Lucas Darstellungen ohne diese weiter zu hinterfragen.

Die eingehende Betrachtung von Lucas Darstellungen stiitzt die Annahme, dass
er, wie sein Partner Miguel festgestellt hat, zundchst durch Abschitzen und nach
Augenmal die Bruchteile an der Strecke abtrégt. Er orientiert sich dabei nicht unbe-
dingt an dem den Streckenabbildungen unterliegenden Kistchenmuster, wie in sei-
ner Darstellung in Teilaufgabe zu erkennen ist. Auf den Hinweis von Miguel, dass
der Streckenabschnitt mit der Linge % vier mal in die ganze Strecke passen miisse,
nimmt er diese Eigenschaft des Anteils als Anlass seine Zeichnungen zu iiberprii-
fen und dementsprechend zu korrigieren. Dabei orientiert er sich bei den Briichen %
und 15—2 ausschlieBlich am Nenner der Briiche und markiert in etwa ein Sechstel und
ein Zwolftel der Strecke durch einen Trennstrich. Er iibertragt somit das Vorgehen
aus Teilaufgabe a) auf die nachfolgenden Bruchdarstellungen. Die Ausnahme zu
diesem Vorgehen ist der Bruch %, fiir den er die Strecke in zwei Teile teilt, was
so erkldrt werden kann, dass er sich hier am Zihler des Bruchs orientiert und ver-
sucht ein Segment der Strecke zu kennzeichnen, das zweimal in die ganze Strecke
hineinpasst.

Insgesamt wird deutlich, dass Luca und Miguel nicht das Bruchherstellungsver-
fahren iibertragen um Bruchteile an einer Strecke zu markieren. Stattdessen orien-
tieren sich an der Anteilvorstellung zu Stammbriichen, dass n - % = 1 bzw. ein
Ganzes ist. Dabei werden Unsicherheiten beziiglich der Bedeutung von Zihler und
Nenner erkennbar. Es kann angenommen werden, dass die fehlende Anwendung des
Bruchherstellungsverfahrens auf die Darstellung an einer Strecke darauf zurtickzu-
fiihren ist, dass sie fehlerhafte Herstellungshandlungen mit den Teiloperatoren zur
Bruchherstellung verbinden, wie in ihrer Bearbeitung des zweiten unvollstdndigen
Beispiels zu erkennen war. Die Beobachtungen in dieser Aufgabe stirken weiterhin
die Deutung, dass Luca und Miguel die anschauliche Ebene und die rechnerische
Ebene des Bruchherstellungsverfahrens nicht miteinander in Beziehung setzen. Aus
diesem Grund haben sie Schwierigkeiten bei der ikonischen Darstellung von Bruch-
teilen und kein Handlungsschema verfiigbar, an dem sie sich orientieren konnen.

Die Bearbeitung von Luca und Miguel kann in den folgenden Deutungshypo-
thesen zusammengefasst werden:

e Luca und Miguel iibertragen das Bruchherstellungsverfahren nicht auf die Dar-
stellung von Bruchteilen an einer Strecke. Aus Ermangelung eines Herstellungs-
schemas versucht Luca zundchst die Anteile an der Strecke nach Augenmaf
abzuschitzen.

e Im Weiteren orientieren sich sich an der Anteilvorstellung zu Stammbriichen,
dass % n-mal in die ganze Strecke passen muss. Mit Ausnahme eines Bruchs, bei
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dem sie sich am Zihler und nicht am Nenner des Bruchs orientieren, {ibertragen
sie dieses Vorgehen auf die nachfolgenden Bruchdarstellungen und markieren
entsprechend jeweils nur einen Teil des Bruchteils.

e Da bereits in ihren vorhergehenden Bearbeitungen eine Entkopplung von sym-
bolischer und anschaulicher Ebene angenommen wurde, wird diese Annahme
weiter gestiitzt. Luca und Miguel verbinden die Teilschritte der Bruchherstellung
nicht mit entsprechenden anschaulichen Vorstellungen und kénnen das Herstel-
lungsschema in der Folge nicht iibertragen und anwenden.

Vergleich der Bearbeitungen zur Bruchdarstellung an einer Strecke
Auf normativer Ebene stellt sich der Transfer des Bruchherstellungsverfahrens auf
die Darstellung von Bruchteilen °* an einer Strecke in Form von zwei Transfer-

schritten dar:

e Anwenden des Teiloperators: n zum Einteilen der Strecke in n gleich lange
Streckenabschnitte und
e Anwenden des Teiloperators -m zum Markieren von m Streckenabschnitten.

Die Beobachtungen der Analysen umfassen daher im Wesentlichen Aspekte der
Ubertragung des Operatorschemas sowie der Anpassung des Herstellungsverfah-
rens an die neue Reprdisentation.

Ubertragung des Operatorschemas: Mit Ausnahme der Bearbeitung von Luca
und Miguel sind in allen Analysen deutlich die Ubertragung von Aspekten des
Operatorschemas in Form des Bruchherstellungsverfahrens zu erkennen. Bennet
und Julius tibertragen dieses Verfahren quasi spontan und ohne Zogern. In Bezug
auf die Anwendung sind jedoch Unterschiede im Vorgehen von Bennet und Julius
zu erkennen. Julius orientiert sich strikt an dem Handlungsschema Aufteilen und
Markieren. Er bestimmt die Lange der ganzen Strecke in der Einheit 1 Késtchen,
teilt die Lange rechnerisch in gleiche Teile und markiert die entsprechende Anzahl
der Teile. Im Gegensatz zu Julius ist in den schriftlichen Dokumenten zu erkennen,
dass Bennet die Liange der Teilsegmente nicht rechnerisch bestimmt, sondern ,,so
kurz iiber’n Daumen® die Strecke unterteilt. Dieses Vorgehen ldsst vermuten, dass
er sich im Zuge einer Abstraktion beginnt von der schematischen Ausfiihrung des
Verfahrens zu 16sen, indem er zwar das grundlegende Handlungsschema anwendet,
aber scheinbar bereits ein mentales Bild vor Augen hat, an dem er sich orientiert, und
keine Notwendigkeit sieht, die Lénge der einzelnen Streckenabschnitte rechnerisch
exakt zu bestimmen.
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Genau wie Julius wendet auch Aliya ohne Schwierigkeiten das Operatorschema
zur Berechnung der Segmentlinge und zum Markieren des Anteils an. Anders verhilt
es sich bei ihrer Partnerin Aliya, die zur Darstellung der Anteile an einer Strecke vor-
wiegend eine statisch-abbildhafte Vorstellung eines Bruchs als Anteil einer diskreten
Menge aktiviert. Anders als ihre Partnerin stellt sie keinen Bezug zur Herstellung
des Bruchs her, sondern deutet den Nenner des Bruchs entsprechend der Fehlvor-
stellung % bezeichnet eine Menge von n Objekten als Anzahl der zu markierenden
Kistchen, ohne dabei einen Bezug zur ganzen Strecke herzustellen. Im Gegensatz
zu ihrer Partnerin, die durch ihre dynamische Sichtweise die vorgegebenen Brii-
che mit ihrer Herstellungshandlung verkniipft, betrachtet Aisha Briiche statisch als
Anzahl von Teilen. Sie formuliert zwar, dass le ,,eins von vier Stiicken* bedeutet,
betrachtet dann aber nur den Nenner, was auf eine Verhaftung ihres Denkens an die
natiirlichen Zahlen hindeutet.

Ein dhnliches Erkldarungsmodell kommt auch in der Bearbeitung von Luca und
Miguel zum Tragen. Die Bearbeitungen der beiden Schiiler deuteten bereits zuvor
eine Entkopplung der symbolischen und anschaulichen Ebene hin, bei der sie
die symbolischen Herstellungsoperatoren mit fehlerhaften Herstellungshandlun-
gen tlibersetzt haben. In ihrer Bearbeitung kommt das Operatorschema nicht zur
Anwendung. Stattdessen betrachten sie ausschlielich die Nenner n der vorgegebe-
nen Briiche % und markieren jeweils ein Streckensegment der Linge % Das ihrer
Bearbeitung zugrunde liegende Erklarungsmodell ist, dass % n-mal in die ganze
Strecke passen muss. Auch hier ist eine Orientierung am Umgang mit natiirlichen
Zahlen anzunehmen, die sich in der Deutung der Briiche auf Grundlage der Anteil-
vorstellung von Stammbriichen dufert.

In der Bearbeitung von Laura und Nike ist die teilweise Anwendung des Opera-
torschemas zu erkennen. Sie bestimmen die Linge der Strecke in der GroBeneinheit
1 Kistchen und berechnen die Linge der Streckensegmente. Jedoch tragen sie im
Anschluss daran nicht die vorgegebenen Anteile ein, sondern beschrinken sich auf
die Einteilung der Strecke in je n gleiche Teile. Die AuBerungen der beiden Schii-
lerinnen deuten auf Schwierigkeiten bei der Ubertragung des zweiten Teiloperators
auf die neue Reprisentation hin. Wihrend sie bei der Darstellung von % keine
Schwierigkeiten formulieren, bemerkt Laura beim Einzeichnen des Bruchs %, dass
sie sich das nicht vorstellen konne. Es ist anzunehmen, dass sie sich dabei auf die
Anwendung des zweiten Teiloperators zum Vervielfachen eines Teils bezieht.

Die Anwendung des Bruchherstellungsverfahrens und respektive die Anwen-
dung des Operatorschemas zur Darstellung von Briichen an einer Strecke ist insbe-
sondere von der Anwendung auf eine Strecke als neues Reprisentationsobjekt und
der Anpassung des Verfahrens an die Eigenschaften einer Strecke geprigt.
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Anpassung des Herstellungsverfahrens an die neue Repriisentation: Beim Ver-
gleich der dargestellten Bearbeitungsprozesse wird erkennbar, dass die Anwendung
des Bruchherstellungsverfahrens auf eine neue Reprisentation, wie in diesem Fall
die Darstellung an einer Strecke, die Koordination von wenigstens drei subjektiven
Erfahrungsbereichen bzw. Grundvorstellungen erfordert:

e Der Vorstellung von Briichen als Anteil: ’,"7 bedeutet m von n Teilen,

o die Vorstellung der Bruchherstellungshandlung: “- bedeutet, das Ganze wird in
n Teile geteilt, von denen m markiert werden sowie

e dem subjektiven Erfahrungsbereich ,,Operieren mit einer Strecke®.

Die Argumentationen von Aliya, Bennet und Julius spiegeln diese Koordination
wieder. Sie erkennen die vorgegebenen Briiche als Anteile, bringen diese Anteile
mit ihrer Herstellungshandlung in Verbindung und erkennen, wie sie diese Herstel-
lungshandlung an einer Strecke durchfiihren kénnen. In Julius Argumentation ist
weiterhin eine Orientierung an Handlungen mit konkreten Gegenstinden erkenn-
bar. Im Gegensatz zur Bearbeitung der unvollstidndigen Beispiele zuvor, in der die
Orientierung am Umgang mit gegenstindlichen Handlungsobjekten zur Wahl der
falschen Rechenoperation fiihrte, unterstiitzt sie in diesem Fall den Transfer des
Herstellungsverfahrens auf die Reprisentation an einer Strecke.

Im Gegensatz dazu ist Lauras Argumentationen zu entnehmen, dass sie zunichst
einmal Schwierigkeiten bei der Aktivierung des subjektiven Erfahrungsbereichs
»Operieren mit einer Strecke” hat. Sie hat zundchst Probleme zu identifizieren,
welches Mafs bzw. welche Grofieneinheit beim Umgang mit einer Strecke zu ver-
wenden ist. Erst als ihre Partnerin ihr erklért, dass sie die Lénge der Strecke ermitteln
miisse, findet sie einen Zugang zur Darstellungshandlung. In der Folge gelingt es ihr
korrekt % der Strecke zu kennzeichnen. Eine weitere Schwierigkeit in ihrem Bear-
beitungsprozess stellt die Ubertragung des zweiten Herstellungsoperators auf die
neue Reprisentation dar. Bei der Darstellung des Bruchs % erklart sie, dass sie das
nicht verstehe, wobei sie sich sehr wahrscheinlich auf die Ubersetzung des Zihlers
bezieht. Sie erkennt im weiteren, dass ihre Partnerin Nike, anders als Laura, bei der
Darstellung von % nicht nur den Bruchteil kenntlich gemacht hat, sondern die ganze
Strecke in gleich groBe Teile eingeteilt hat, was sie im weiteren als Anwendung des
zweiten Herstellungsoperators interpretiert. Entsprechend kann im Fall von Laura
und Nike die Schwierigkeit bei der Bearbeitung auf die Koordination der Bruch-
herstellungshandlung und des Operierens mit einer Strecke zuriickgefiihrt werden.
Es gelingt ihnen nur fiir den ersten Herstellungsschritt eine Analogie zwischen der
Herstellungshandlung an einer Flichenreprisentation (Kreis oder Rechteck) und
der linearen Darstellung an einer Strecke herzustellen.
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Auch die beobachteten Schwierigkeiten in den Bearbeitungsprozessen von
Aisha, Luca und Miguel lassen sich durch ein unzureichende Koordination der
oben genannten Vorstellungen bzw. Erfahrungsbereiche beschreiben. Die Bearbei-
tungsprozesse der drei Schiilerinnen und Schiiler haben gemeinsam, dass zwar die
Anteilvorstellung und auch den Erfahrungsbereich des Operierens mit einer Strecke
aktivieren. Es sind jedoch keine Anzeichen fiir die Aktivierung der Operatorvorstel-
lung bzw. des Bruchherstellungsverfahrens zu erkennen und sie interpretieren die
vorgegebenen Briiche vor allem als statische Entitdten. Aisha deutet den Bruch %
als ,.eins von vier Stiicken” und Luca und Miguel deuten den Bruch % so, dass
das entsprechende Streckensegment vier mal in die ganze Strecke passen muss.
Insgesamt kann angenommen werden, dass die Schwierigkeiten von Aisha, Luca
und Miguel auf eine noch nicht erfolgte oder fehlerhafte Verkniipfung der Anteil-
und Operatorvorstellung zuriickzufiihren ist. In Luca und Miguels Bearbeitung der
unvollstindigen Beispiele wurde deutlich, dass sie die Herstellungsoperatoren mit
fehlerhaften Handlungen auf ikonischer Ebene iibersetzen. Aufgrund dessen haben
sie bereits grundlegende Schwierigkeiten bei der Darstellung von Briichen in einem
Kreis oder Rechteck. In der Folge mangelt es ihnen an einem konkreten Handlungs-
schema, an dem sie sich orientieren konnen und dass sie an die Eigenschaften einer
Strecke anpassen konnen.

5.1.3 Vergleich der Bearbeitungsprozesse zu den beiden
Transferaufgaben

Die hier dargestellten Analysen der Bearbeitungsprozesse der Schiilerinnen und
Schiiler konnen in der Charakterisierung von drei zentralen Transferprozessen
zusammengefasst werden:

(i) Der Verkniipfung der Herstellungshandlungen auf symbolischer und anschau-
licher Ebene,
(ii) die Verkniipfung von Briichen als Anteile eines Ganzen mit ihrer Herstel-
lungshandlung und
(iii) die Aktivierung und Koordination verschiedener Erfahrungsbereiche zur
Anpassung des anschaulichen Herstellungsverfahrens auf die Eigenschaften
der neuen Reprisentation.

Fiir die Anwendung des Operatorschemas zur Erkldarung der Herstellung von Brii-
chen stand insbesondere die Verkniipfung der Herstellungshandlung auf symbo-
lischer und anschaulicher Reprisentationsebene im Zentrum des Transfers. In den
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Analysen wurde aufgezeigt, dass es fiir die Ubertragung des Herstellungsverfahrens
von besonderer Bedeutung ist, die Teiloperatoren der Herstellung mit addquaten
Herstellungshandlungen auf anschaulicher Ebene in Beziehung zu setzen. Diesbe-
ziiglich konnte beobachtet werden, dass die Formulierung des ,,Nehmens von m
Teilen* sinngemiB mit einem Wegnehmen und entsprechend einer Subtraktion von
m Teilen iibersetzt wird. Zudem war zu beobachten, dass mit dem Divisionsoperator
ein Wegnehmen von Teilen und mit dem Multiplikationsoperator ein Hinzufiigen
von Teilen anstelle des Vervielfachen eines Teils verbunden wurde. Fehlerhafte
Ubersetzungen dieser Art hatten vor allem die Wahl der falschen Rechenopera-
tionen sowie eine Entkopplung der symbolischen und anschaulichen Ebene der
Bruchherstellung zur Folge.

In den Bearbeitungen zur Darstellung von Briichen an einer Strecke konnte in
diesem Zusammenhang festgestellt werden, dass eine unzureichende Verkniipfung
von Briichen mit ihrer Herstellungshandlung bzw. des Bruchherstellungsverfahrens
zu einer statischen Sichtweise auf Briiche und der Dominanz der Anteilvorstel-
lung fiihrt. Die Schiilerinnen und Schiiler, die die vorgegebenen Anteile nicht mit
ihrer Herstellung in Verbindung gebracht haben, hatten Schwierigkeiten bei der
Darstellung an der Strecke und somit beim Représentationstransfer, was mogli-
cherweise zur Verfestigung der Entkopplung der symbolischen und anschaulichen
Ebene beitrdgt. In Bezug auf die Anwendung der Herstellungshandlung auf die
Darstellung von Briichen in unterschiedlichen ikonischen Reprisentationen konnte
in diesem Zusammenhang beobachtet werden, dass die Herstellungshandlungen
bei der Anwendung auf unterschiedliche Représentationsobjekte unterschiedlich
gedeutet werden, was der intendierten Forderung der Abstraktion des Verfahrens
und Loslosung von spezifischen Reprisentationsobjekten entgegen wirken kann.

Bei der Ubertragung des Herstellungsverfahrens auf die Darstellung von Brii-
chen an unterschiedlichen ikonischen Reprisentationen wurde deutlich, dass die
Vorstellung von Briichen als Anteile, die Herstellungshandlung von Briichen und
die Eigenschaften des betreffenden Reprisentationsobjekt als zunichst voneinander
getrennte subjektive Erfahrungsbereiche betrachtet werden kénnen. In den Bear-
beitungen konnte beobachtet werden, dass eine fehlende Koordination bzw. Ver-
kniipfung dieser Erfahrungsbereiche zu fehlerhaften Darstellungen und Verstind-
nisschwierigkeiten fiihren kann. In den analysierten Bearbeitungen wurden Fille
dargestellt, in denen eine unzureichende Verkniipfung von Anteilen mit ihrer Her-
stellungshandlung zu Schwierigkeiten oder fehlerhaften Darstellungen fiihrte. Zum
anderen wurde ein Fall dargestellt, in dem eine Schiilerin zunichst keinen Grofien-
bereich zur Darstellung an einer Strecke identifiziert hat. In den Fillen, in denen die
Schiilerinnen und Schiiler erfolgreich die Herstellungshandlung zur Darstellung von
Briichen an einer Strecke iibertragen haben, konnte hingegen festgestellt werden,
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dass sie die Briiche mit ihrer entsprechenden Herstellungshandlung in Beziehung
gesetzt und diese an die Eigenschaften bzw. den Groenbereich des neuen Repri-
sentationsobjekt angepasst haben.

5.2  Anteile von beliebigen Gréf3en

In diesem Abschnitt werden die Analysen der Daten aus der zweiten Datenerhebung
dargestellt. Dazu werden zunichst zum Uberblick die eingesetzten Lernmaterialien
beschrieben. Diese umfassen wie zuvor ein interaktives animiertes Losungsbeispiel,
zwei unvollstindige Beispiele sowie ausgewihlte Transferaufgaben. Die Beschrei-
bung der Materialien erfolgt auch sachanalytischer Ebene mit Bezug zu den ent-
haltenen Grundvorstellungen. Die normativen Analysen bilden den Ausgangspunkt
fiir die Beschreibung der in den Transferaufgaben erforderten Transferprozesse.

In der Zeit zwischen der ersten und zweiten Datenerhebung haben die Schiile-
rinnen im Klassenunterricht mit dem Arbeitsbuch weitergearbeitet. In zwolf Unter-
richtsstunden haben sie dabei den Inhalt der ersten Datenerhebung weiter vertieft
und zudem folgende Inhalte behandelt:

e Briiche als Teile eines Ganzen — Unechte Briiche und gemischte Schreibweise
e Briiche als Teile eines Ganzen — Briiche als Maf3zahlen in Gréenangaben
e Briiche als Teile mehrerer Ganzer

Losungsbeispiel: Die Eingangsphase der Unterrichtsstunde beginnt mitdem Lesen
eines digitalen animierten Losungsbeispiels in zwei Teilen. Der Kontext ist fiir beide
Teile ein gerechtes Aufteilen eines Geldgewinns von 21000<€ auf die zwei Familien
Meyer und Familie Stein. Familie Meyer besteht dabei aus drei, Familie Stein aus
vier Personen.

Im ersten Teil des Losungsbeispiels (vgl. Abbildung 5.19) werden die Anteile am
Gewinn fiir jede Familie bestimmt. Dazu wird 21000 <€ als Ganzes interpretiert und
durch einen Kreis reprisentiert. Da der Anteil entsprechend der Anzahl an Personen
jeder Familie bestimmt wird, wird das Ganze auf die Anzahl aller Personen der
beiden Familien in sieben gleich grofe Teile aufgeteilt. Ein Teil ist % des Ganzen
und wird durch ein Stiick des Kreises reprisentiert. Jede Person erhilt ein Teil des
Ganzen und somit ein Stiick des Kreises.

Familie Meyer besteht aus drei Personen und erhilt entsprechend drei Teile, also
% des Ganzen. In einer Animation werden drei Teile des Kreises in Richtung der
Familie verschoben. Familie Stein besteht aus vier Personen und erhilt somit vier
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Teile des Ganzen. Die vier Teile der Familienmitglieder bewegen sich zusammen
zu einem Anteil, der ‘71 betrégt.

Mathematik

heu e m n Schroedel

Familie Meyer (3 Personen) und Familie Stein (4 Personen) spielen
gemeinsam Lotto. Sie haben vereinbart, einen Gewinn auf alle 7
Familienmitglieder gleichmaBig zu verteilen. Am letzten Spieltag
haben sie gemeinsam 21 000 € gewonnen.

a) Welchen Anteil am Gewinn erhalt jede Familie?

[24000< %»
Losung 215
Das Ganze ist der Gewinn, also 21 000 €.
Er muss in 7 gleich groBe Teile zerlegt werden.
Jeder Teil ist % des Gewinns.
3 dieser Teile erhalt Familie Meyer, das sind %des Gewinns.
4 dieser Teile erhalt Familie Stein, das sind % des Gewinns. ?
Familie Familie
Meyer Stein

Familie Meyer (3 Personen) und Familie Stein (4 Personen) spielen
gemeinsam Lotto. Sie haben vereinbart, einen Gewinn auf alle 7
Familienmitglieder gleichmaBig zu verteilen. Am letzten Spieltag
haben sie gemeinsam 21 000 € gewonnen.

b) Wie viel Euro erhalt jede Familie?

Losung 24000€

Familie Meyer erhalt % von 21 000 €:

Familie Stein erhalt % von 21 000 €:

damon% davcn%
21000€ —» 9000 € 21000€ — 12000 €
v L 4

7 A -4

7 A ]

21000€:7=3000€ 21000€:7= 3000€
3000€-3=9000€ 3000€-4=12000€

Ergebnis: Familie Meyer erhalt 9 000 €. Ergebnis: Familie Stein erhalt 12 000 €.

Abbildung 5.19 Endzustand der Teile a) und b) des animierten Lsungsbeispiels



5.2 Anteile von beliebigen Gro3en 265

Im zweiten Teil des Beispiels werden die Anteile am Gewinn fiir beide Familien
anhand eines Pfeildiagramms berechnet (siche Abbildung 5.19).

Familie Meyer erhélt % und Familie Stein % des 21000€ Gewinns. Zur Berech-
nung wird der Gewinn zunichst durch 7 geteilt — % von 21000<€ sind 3000€ —
und fiir Familie Meyer schliefllich mit 3 und fiir Familie Stein mit 4 multipliziert.
Somit erhilt Familie Meyer 9000€ und Familie Stein 12000€. Die Berechnung
der Anteile nacheinander fiir jede Familie in einem Pfeildiagramm dargestellt. Die
Pfeildiagramme bauen sich als Animation Schritt fiir Schritt auf.

Unter der Darstellung der Rechenoperationen in den Pfeildiagrammen, wird
die Rechnung zusitzlich in schrittweiser Form dargestellt und jeweils mit einem
Ergebnissatz erginzt.

In den Arbeitsheften der Lernenden werden die statisch abgebildeten Teile des
Losungsbeispiels mit folgenden fokussierenden Fragestellungen ergénzt:

Losungsbeispiel Teil a): Erklire, warum Familie Meyer 3 und Familie Stein 3

erhilt.
Losungsbeispiel Teil b): Was bedeutet % von 21000€ und wie kann man das
berechnen?

Die erste fokussierende Fragestellung bezieht sich auf das Nachvollziehen der Auf-
teilung des Gewinns auf die beiden Familien. Im Vordergrund steht hierbei die
Argumentation, dass die beiden Familien unterschiedliche Anzahlen an Familien-
mitgliedern haben. Die zweite fokussierende Frage bezieht sich auf das Verfahren
der Anteilberechnung. Fiir die Beantwortung dieser Frage wird erwartet, dass die
Lernenden beschreiben, dass der Gewinn durch die Division :7 in sieben gleiche
Teile zu je 3000<€ aufgeteilt wird. % entsprechen drei dieser sieben Teile und man
erhilt den Anteil durch Vervielfachen eines Teils durch die Multiplikation -3.

Ausgewiihlte Transferaufgaben: Im Anschluss an die interaktiven animierten
Losungsbeispiele folgt eine Serie von Ubungs- und Transferaufgaben (siche
Tabelle 5.2). Detaillierte Aufgabenbeschreibungen und Erlduterungen der Transfer-
prozesse erfolgen an den entsprechenden Stellen in diesem Abschnitt. Der Haupt-
transfer in dieser Sitzung ist der Ubergang von konkreten Gegenstiinden zu belie-
bigen Grdflen. In der Unterrichtseinheit wurden zunichst Anteile von konkreten
Gegenstéinden, z.B. einer Pizza oder eines Kuchens, gebildet. Im Gegensatz dazu
sind die Ganzen in den nachfolgenden Aufgaben keine gegenstindlichen Gan-
zen, sondern (abstrakte) Groen, wie z. B. ein Geldbetrige, Liangen oder Mengen
von Objekten. Dieser Transfer der Anteilbildung von konkreten Gegenstinden auf
abstrakte Grofen spielt in allen Bearbeitungen eine wichtige Rolle, auch wenn er
nicht zwingend in den Aufgaben enthalten ist.
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Tabelle 5.2 Transferaufgaben — Anteile von beliebigen GréBen

Aufgabe Zentrale Transferprozesse
2.1&22 Unvollstdandige Ubertragung des Verfahrens zur
Losungsbeispiele Anteilbestimmung und -Berechnung aus

dem Losungsbeispiel auf eine analoge
und strukturihnliche Sachsituationen

29 Umkehrung der Anteilbildung | Umkehrung der Anteilbildung zur
Bestimmung zur Bestimmung des
Ganzen

5.2.1 Unvolistandige Beispiele

Erstes unvollstiindiges Beispiel: Das erste unvollstindige Beispiel ist struktur-
gleich mit dem vorhergehenden Losungsbeispiel (siehe Abb. 5.20). Ein Geldgewinn
von 900 € soll auf zwei Familien, die Familie Schmidt und die Familie Tenner, auf-
geteilt werden, wobei Familie Schmidt aus zwei Personen und Familie Tenner aus
vier Personen besteht.

Analog zum ersten Teil des Losungsbeispiels soll zunichst der Anteil bestimmt
werden, den jede Familie vom Gewinn erhilt. Als Hilfestellung wird im Aufgaben-
text bereits vorweggenommen, dass das Ganze entsprechend der Anzahl der Perso-
nen beider Familien in sechs gleiche Teile geteilt wird, die auf die beiden Familien
verteilt werden. Jeder Teil ist ein Sechstel des Gewinns. Da Familie Schmidt zwei
Familienmitglieder hat erhilt sie zwei Teile, also % vom Ganzen. Familie Tenner
erhélt mir vier Familienmitgliedern % vom Ganzen. Zur Veranschaulichung der Auf-
teilung des Ganzen sollen die Lernenden in einer vorgegebenen Kreisreprisentation
die Anteile einzeichnen.

Die jeweiligen Losungsschritte sind als Bearbeitungshilfen in Sprechblasen
notiert. Sie enthalten die Hinweise: ,,Wie viele Sechstel erhilt jede Familie? und
,-Leile passend ein und firbe die Anteil der Familien.

Im zweiten Teil des unvollstindigen Beispiels sollen die den Anteilen entspre-
chenden Geldbetrige fiir jede Familie berechnet werden. Analog zur Struktur im
Losungsbeispiel sind fiir diese Rechnungen zwei unvollstidndige Pfeilschemata dar-
gestellt, in denen die entsprechenden Rechenoperationen und Ergebnisse eingetra-
gen werden sollen. Zum Abschluss sollen die Schiilerinnen und Schiiler analog zum
Losungsbeispiel einen Antwortsatz formulieren, dessen Anfang bereits vorgegeben
ist. In zwei Sprechblasen werden Hinweise zur Bearbeitung gegeben: Mit Verweis
auf die Pfeildarstellungen enthalten sie den Auftrag ,,Erginze die Pfeilbilder” und
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AUFGABE 1
Familie Schmidt (2 Personen) und Familie Tenner (4 Personen) haben bei einer Verlosung
900 € gewonnen. Das Geld soll auf alle Familienmitglieder gleichmaBig verteilt werden.

a) Welchen Anteil am Geld erhalt jede Familie?
b) Wie viel Euro bekommt jede Familie?

Teile
and ain und

Losung: peis
larbe die Anteile der
Familien

a) 900 Euro sind das ganze gewonnene Geld.
Es wird in 6 gleich groBe Teile zerlegt.

Jeder Teil ist ein Sechstel des Gewinns.

900 €

Wie viale

b) Familie Schmidt: Familie Tenner:

2
davon -

900 € —— " | R INE=====

Wie viel Geld erhall jede
Familia?

Antwort:

Familie Schmidt ..

Abbildung 5.20 Unvollstindiges Beispiel — Aufgabe 2.1
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mit Verweis auf den Losungssatz wird die Frage formuliert ,,Wie viel Geld erhalt
jede Familie?.

Transferprozesse im ersten unvollstiindigen Beispiel: Das erste unvollstindige
Beispiel ist sehr nah am Losungsbeispiel gestaltet. Das bedeutet, dass der Sach-
kontext und die beinhalteten Grolen dieselben sind. Der zentrale Transferprozess
ist in diesem Zusammenhang die Ubertragung der einzelnen Losungsschritte, dem
Bestimmen der Anteile fiir die beiden Familien und die Berechnung der entspre-
chenden Geldbetrige. Die einzigen Unterschiede zum Losungsbeispiel betreffen die
Personenzahl der beiden Familien und den aufzuteilenden Geldbetrag: Der Gewinn
betrdgt nicht 21000€, sondern 900 € und die Familien bestehen aus zwei und vier
Personen, weshalb der Gewinn nicht in sieben, sondern in sechs gleiche Teile geteilt
wird und die entsprechenden Anteile % von 900 € sowie % von 900 € sind.

Zweites unvollstiindiges Beispiel: Im zweiten unvollstindigen Beispiel soll erneut
ein Geldbetrag gerecht auf zwei Parteien aufgeteilt werden. Im Gegensatz zum
Losungsbeispiel und dem ersten unvollstdndigen Beispiel wurde der Sachkontext
leicht verdndert. Zwei Jugendliche, Lisa und Jan, haben in einem Jugendclub gear-
beitet und gemeinsam 84 € als Lohn fiir ihre Arbeit bekommen, den sie gerecht
untereinander aufteilen wollen. Da Lisa mit sieben Stunden mehr gearbeitet hat als
Jan, der fiinf Stunden gearbeitet hat, muss der Gewinn fiir eine gerechte Teilung
entsprechend der geleisteten Arbeitsstunden aufgeteilt werden (Abb.5.21).

Zur Strukturierung des Losungsweges ist die Aufgabenstellung zweigeteilt. Im
ersten Schritt sollen die jeweiligen Anteile fiir Lisa und Jan bestimmt werden. Da
die beiden Jugendlichen zusammen 7 +5 = 12 Stunden gearbeitet haben, muss der
Lohn in zwolf gleiche Teile aufgeteilt werden. Da Lisa sieben der insgesamt zwolf
Stunden gearbeitet hat, bekommt sie sieben Teile, also % vom Ganzen. Jan hat fiinf
der zwolf Stunden gearbeitet und bekommt somit 15—2 des Ganzen. Im Arbeitsheft ist
anders als im unvollstidndigen Beispiel zuvor kein Losungsansatz vorgezeichnet. Es
ist lediglich eine Flidche mit Kédstchenmuster vorgegeben, in der die Lernenden ihren
Losungsweg notieren sollen. Zur Veranschaulichung findet sich auf der rechten Seite
die Abbildung eines Kreises, der mit 84 € unterschrieben ist, in den die Schiilerinnen
und Schiiler die Anteile am Gewinn einzeichnen konnen. In einer Sprechblase ist
der Hinweis notiert: ,,Gib den Anteil an, den jeder bekommt. Du kannst die Anteile
auch einzeichnen®.

Im zweiten Aufgabenteil sollen die Anteile berechnet und die Frage beantwortet
werden, wie viel Euro Lisa und Jan jeweils bekommen. Dazu sind zwei getrennte und
mit den Namen von Lisa und Jan iiberschriebene Bearbeitungsflichen vorgegeben.
In einer Sprechblase wird der Hinweis gegeben ,,Hier kannst du rechnen oder ein
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AUFGABE 2

Lisa und Jan haben in den Ferien in einem Jugendclub gearbeitet. Sie bekommen 84 €.
Lisa hat 7 Stunden und Jan hat 5 Stunden gearbeitet.

a) Welchen Anteil am Geld bekommt Lisa, welchen Anteil bekommt Jan?
b) Wie viel Euro bekommt Lisa, und wie viel Jan?

Losung: Gib den Anteil an, den jeder
bekommt. Du kannst die Anteile auch
a) einzeichnen
b) Hier kannst du
rechnen oder ein Pfeilbild
Lisa: Jan: zeichnen.

Antwort: Wie viel Geld bekommt jeder?

Abbildung 5.21 Unvollstindiges Beispiel — Aufgabe 2.2
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Pfeilbild zeichnen”. Es wird den Lernenden somit selbst iiberlassen, ob sie eine
einfache Rechnung oder eine Rechnung im Operator- bzw. Pfeilschema notieren.
Zuletzt ist eine Fldche fiir die Formulierung eines Antwortsatzes vorgegeben.

Transferprozesse im zweiten unvollstéindigen Beispiel: Obgleich die Aufgaben-
stellung und auch die Aufgabenlosung analog zum Losungsbeispiel und dem ersten
unvollstindigen Beispiel ist, erfordert die Losung dieser Aufgabe einen weiteren
Transfer als noch im ersten unvollstindigen Beispiel. Die Griinde dafiir sind die fol-
genden: Zunichst sind anders als im ersten unvollstindigen Beispiel keine Teile des
Losungsweges oder Darstellungen zur Ergénzung vorgegeben und die Lernenden
miissen alle Losungsschritte selbst durchfiihren. Die zweigeteilte Aufgabenstellung
sowie die Hinweise in den Sprechblasen sind die einzigen Losungshilfen fiir die
Lernenden und sollen den Losungsprozess strukturieren und die Ubertragung des
Losungsweges aus dem Losungsbeispiel und dem ersten unvollstindigen Beispiel
unterstiitzen.

Fiir die Ubertragung und Anwendung des Verfahrens sind die Unterschiede zu
den vorhergehenden Aufgaben von Relevanz, da sie die Bildung einer Analogie
und damit die Anpassung des Losungsweges erfordern. Erstens wird der Geldbetrag
nicht auf zwei Familien aufgeteilt, sondern auf zwei Personen und zweitens ist hier
nicht die Anzahl der Personen die Bezugsgrofle zur Bildung der Anteile, sondern
die Anzahl an geleisteten Arbeitsstunden.

Durch diese Unterschiede lésst sich der Transfer in dieser Aufgabe als Transfer
auf Ebene des Sachkontexts charakterisieren. Fiir die Bildung einer Analogie zum
Losungsbeispiel und dem ersten unvollstindigen Beispiel ist es essenziell zu erken-
nen, dass die Summe der Arbeitsstunden als Einteilung des Ganzen genutzt werden
muss. Die Summe der Arbeitsstunden in dieser Aufgabe entspricht der Summe der
Familienmitglieder der beiden Familien zuvor. Es wird angenommen, dass diese
Abbildung bei einigen Schiilerinnen und Schiilern zu Schwierigkeiten fiihrt, da
unterschiedliche BezugsgroBen miteinander in Beziehung gesetzt werden miissen.
Es besteht somit die Moglichkeit, dass eine fehlerhafte Analogie hergestellt wird,
die zu einem falschen Ergebnis bzw. einer ungerechten Aufteilung des Geldbetrags
fiihren kann.

Zusammenfassend sind die fiir die Losung dieser Aufgabe erforderlichen Trans-
ferprozesse im Rahmen des Ubertragens und Anwendens des Verfahrens aus dem
Losungsbeispiel und dem ersten unvollstindigen Beispiel zu beschreiben. Im Spe-
zifischen betrifft das die folgenden Prozesse:
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e Herstellen der Analogie zwischen der Anzahl der Personen der Familien und der
Anzahl der geleisteten Arbeitsstunden als Bezugsgrole fiir die Aufteilung des
Ganzen,

e Ubertragung und Anwendung des Verfahrens zu Anteilbestimmung und

e Ubertragung und Anwendung des Verfahrens zur Berechnung von Anteilen einer
Grofe.

Bennet & Julius — Erfolgreicher Transfer des Operatorschemas

Bennet und Julius haben das Losungsbeispiel zum Einstieg eingehend gelesen und
wihrend des Lesens auch mehrfach innegehalten, um einzelne Losungsschritte
nachzuvollziehen und vereinzelte Unklarheiten zu diskutieren. Dies spiegelt sich
auch in ihren Antworten auf die fokussierenden Fragestellungen wieder, in der sie
zunichst die Aufteilung des Gewinns auf Grundlage der Anzahl der Personen in
jeder Familie erkldren und die Berechnung des Anteils fiir Familie Meyer in Form
einer Rechnung beschreiben (vgl. Abb.5.22).

i 3 - |
j Erklére, warum Familie Meyer 7 und Familie Stein 7 erhalt.

3 ;
Was bedeutet 7 von 21000 € und wie kann man das berechnen?

Mam  rechned Q7000 €:7% 3000€
3000€ . 3 - 9000¢&

3
;Ma&ﬁ Than 3 Ton %mynm{.

Abbildung 5.22 Julius Antworten auf die fokussierenden Fragen zum Losungsbeispiel

Transkript B2A1 — Bennet & Julius — Szene 1 — Aufgabe 1

1 Bennet: H&? Ist das nicht dasselbe a) und b)? (liest laut:)
2 a) Welchen Anteil am Gewinn erh&lt jede Familie? Und b)
3 wie viel Euro bekommt jede Familie?
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4 Julius: Nein, der Anteil das ist doch das in dem Bruch oder
5 nicht? (zur Lehrkraft:) Ist der Anteil dann der Bruch?
6 Weil da steht ja: Wie viel Euro bekommt jede Familie und
7 wie viel Geld erhdlt jede Familie.

s Lehrkraft: Fur den Anteil musst ihr gucken, was das fir ein
9 Bruch ist.

10 Bennet: Also fir alle?

11 Lehrkraft: Fiir jede Familie, also du hast ja zweil Familien.

12 Bennet: Also geteilt durch 2. ... Nein, achso, hd? Man muss
13 das ja ganz anders rechnen. Das ist ja schwierig.

14 Lehrkraft: Guckt euchnochmal das Losungsbeispiel anund lest
15 euch noch einmal die Aufgabe durch.

16 Julius: Aber dazu gibt’s gar keins.

17 Bennet: Egal, komm wir machen das jetzt.

18 Julius: Wir missen fdrben.

19 Bennet: So, man muss das jetzt doch geteilt durch 6. Man muss
20 erstmal 6 Dinger machen.

21 Julius: H4? Wie sollen wir da 6 machen?

22 Bennet: Na wie das da. (zeigt auf den Endzustand von LSB2b
23 auf dem Bildschirm) Ach nee, das sind 7.

Der Beginn der Bearbeitung von Bennet und Julius ist auf den ersten Blick von
der Klidrung der Aufgabenstellung geprigt. Bennet sieht direkt nach dem Lesen
der Aufgabenstellung keinen Unterschied zwischen den Teilaufgaben a) und b):
,Ist das nicht dasselbe?* (1). Im weiteren Verlauf ist jedoch zu erkennen, dass
die Kldrung der Aufgabenstellung die Abgrenzung des Begriffs Anteil voraussetzt.
Julius erwidert, dass mit dem Begriff Anteil die Angabe eines Bruchs gemeint ist.
Er versichert sich dazu bei der Lehrkraft: ,,Ist der Anteil dann der Bruch?* (5), was
die Lehrkraft bestitigt und erklirt, dass sie fiir die Angabe des Anteils iiberlegen
miissen, ,,was das fiir ein Bruch ist“ (8-9). Bennet fragt darauthin, ob sie die Anteile
fiir ,,alle” (10) Personen bestimmen sollen, worauf die Lehrkraft verweist, dass sie
iberlegen sollen welchen Anteil jede der zwei Familien bekommt (11). Mit Blick
auf die zwei Familien schldgt Bennet spontan vor, den Gewinn ,,durch 2 (12) zu
teilen, bemerkt dann aber umgehend, dass sie ,,ja ganz anders rechnen® miissen,
was ,.ja schwierig® (13) sei.

Ab diesem Moment scheint Bennet zu wissen, wie sie vorgehen miissen: ,,So,
man muss das jetzt doch geteilt durch 6 (19) rechnen. Beziiglich der Veranschau-
lichung der Anteile im Kreisdiagramm sagt er, dass sie ,,erstmal 6 Dinger machen”
(20) miissen, womit er meint, dass sie den Kreis in sechs gleiche Teile einteilen
miissen.

Dieerste Szene der Bearbeitung von Bennet und Julius macht deutlich, dass selbst
nach intensivem Lesen und Diskutieren des animierten Losungsbeispiels und der
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ausfiihrlichen Beantwortung der fokussierenden Fragestellungen, die Ubertragung
des Vorgehens nicht einfach ist. Beide Schiiler stellen zunichst keine Beziehung zum
Losungsbeispiel her und Julius erwidert auf den Hinweis der Lehrkraft, noch einmal
in das Losungsbeispiel zu schauen, dass es zu dieser Aufgabe ,,gar keins* gebe (16).
Auch Bennet stellt zunichst keine Verbindung zum Vorgehen im Losungsbeispiel
her. Erst als er selber vorschldgt, dass der Geldbetrag durch zwei geteilt werden
miisse, stellt er eine Verbindung zum Losungsbeispiel her und erkennt, dass das
Ganze durch Summe der Anzahlen an Familienmitgliedern geteilt werden muss. Es
ist anzunehmen, dass er sich durch seinen Vorschlag den Gewinn in zwei gleiche
Teile zu teilen an das Losungsbeispiel erinnert, in dem der Gewinn ebenfalls gerecht
auf zwei Familien aufgeteilt werden sollte, dabei jedoch nicht halbiert, sondern auf
die Anzahl an Personen aufgeteilt wurde.

Es sind verschiedene Griinde denkbar, warum die Schiiler die Analogie zum
Losungsbeispiel nicht sofort herstellen. Zum einen unterscheidet sich die visuelle
Gestaltung der Aufgabe deutlich von der Darstellung im Losungsbeispiel. Beson-
ders hervorzuheben ist hierbei, dass die Aufgabenstellung keine Abbildungen der
Familien bzw. Familienmitglieder enthilt, wihrend die Personenabbildungen im
Zentrum der Darstellung des Vorgehens im Losungsbeispiel stehen. Entsprechend
stellen Bennet und Julius nicht direkt einen Zusammenhang zwischen der Anzahl der
Personen und der Anzahl der Teile her, in die das Ganze geteilt werden muss. Zum
anderen unterscheiden sich die enthaltenen Zahlen im Losungsbeispiel und im ersten
unvollstindigen Beispiel deutlich. Wihrend im Losungsbeispiel ein verhéltnismé-
Big groBer Geldbetrag von 21000€ aufgeteilt wird, ist es im ersten unvollstdndigen
Beispiel ein Betrag von 900 €.

Transkript B2A1 — Bennet & Julius — Szene 2 — Aufgabe 1

23 Julius: In wie viele Teile muss ich das denn machen? In 67
2% Bennet: In so viele Teile wie Personen da sind.

27 Julius: Also 6 Personen, ne-?

23 Bennet: Ja, aber ich kann das nicht so gut. (zeigt auf sein
29 Arbeitsheft) Das ist doch kein Sechstel. Wie hdsslich das
30 geworden ist.

31 Julius: H&? Aber dann kann ich doch den ganzen Kreis anmalen,
32 oder nicht?

33 Bennet: Ja, aber wir missen ja wissen, wie viel jede Familie
34 bekommt .

33 Julius: Achso, sollichdanninzweiunterschiedlichenFarben?
3 beide: (zeichnen individuell)

37 Bennet: Also 2 Personen hat Familie Schmidt, also k6énnen wir
38 die auch anmalen.

39 beide: (zeichnen individuell)
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40 Julius: ScheiRe, ich hab meins in 8 Teile gemacht. Mist.
421 Bennet: 8 Teile sind noch einfach, aber 6 Teile ist richtig
2 schwer einzuteilen. Deswegen habe ich eben noch so lange
43 tberlegt.

44 beide: (zeichnen individuell)

Bennet und Julius beginnen ihre Bearbeitung mit der ikonischen Darstellung der
Anteile fiir jede Familie. Auf Julius Riickfrage, ob sie den Kreis ,,in 6 (25) Teile
sollen, stellt Bennet noch einmal heraus, dass sie das Ganze ,,in so viele Teile wie
Personen da sind* (26) teilen miissen. Diese AuBerung stiitzt die Annahme, dass
er die Analogie zum Losungsbeispiel aufgrund der fehlenden Personendarstellung
in der Aufgabe nicht sofort herstellen konnte. In der Abbildung der Aufgabe sind
die Personen nicht zu sehen, sondern lediglich den Zahlen im Aufgabentext zu
entnehmen.

Im Gegensatz zu seinem Partner scheint Julius die Verbindung zum Losungsbei-
spiel noch nicht vollstindig hergestellt zu haben. Nachdem er die Kreisreprisenta-
tion in sechs gleiche Teile eingeteilt hat, stellt er irritiert fest, dass er ,,doch den gan-
zen Kreis anmalen (31-32) konne. Es kann angenommen werden, dass er erkannt
hat, dass die Familien zusammen sechs Personen haben, jedoch nicht erkannt hat,
dass die Teile dann entsprechend der Personenanzahl der beiden Familien verteilt
werden, also eine Familie zwei Teile und eine Familie vier Teile bekommt. Auf den
Hinweis von Bennet, dass sie ,,wissen [miissen], wie viel jede Familie bekommt*
(33-34) schlédgt er dann jedoch vor die Anteile ,,in zwei unterschiedlichen Farben*
(35-36) einzuzeichnen.

Das Einteilen der Kreisrepréisentation in sechs gleiche Teile gestaltet sich fiir
beide Schiiler schwierig. Beim Einfirben der Teile fillt Julius auf, dass er das Ganze
nicht in sechs, sondern in acht Teile eingeteilt hat (41). Auch Bennet erklért, dass das
Einteilen in 8 Teile ,,noch einfach® sei, aber ,,6 Teile [...] richtig schwer einzuteilen*
sei, weswegen er ,,eben noch so lange iiberlegt” (42—44) habe. Diese AuBerung von
Bennet deutet darauf hin, dass er die Darstellung der Anteile vor dem Einzeichnen
zunichst in seiner Vorstellung simuliert hat und somit beim Einzeichnen auf dem
Papier mit einer Strategie vorgegangen ist. Im Gegensatz dazu ist anzunehmen,
dass Julius versucht hat durch sukzessives Halbieren sechs Teile herzustellen, was
zu seiner Einteilung des Ganzen in acht gleiche Teile gefiihrt hat.

Transkript B2A1 — Bennet & Julius — Szene 3 — Aufgabe 1

4s Benmnet: Das ist einfach. 900.
46 Julius: H&? Da muss man doch nur ...
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47 Bennet: Geteilt durch 6. Ich rechne das schriftlich, dann
48 wissen die das besser.

49 Julius: Also, da muss man doch nur 2 Sechstel und 4 Sechstel,
50 oder?

51 Benmet: Ja, ich rechne das jetzt erstmal aus.

52 Julius: Wie?

53 Bennet: 150 Euro sind 1 Sechstel und dann wollen wir Familie
54 Schmidt als erstes machen.

ss Julius: Also 900 durch 6?

56 Benmnet: 150 Euro mal 2.

57 Julius: Kommt da 150 Euro raus-?

ss Bennet: Kann sein, 150 Euro mal 2 gleich 300 Euro. Das ist
59 jetzt Familie Schmidt.

60 Julius: Was?

s1 Bennet: Das.

62 Julius: Ja, und dannmuss man ja nur noch Dingens machen, oder,

63 warte ... dies hier ist doch fir Familie Schmidt hier?
¢4 Bennet: Nee, du musst das ja noch mal 2 rechnen, weil du hast
65 ja jetzt erst 1 Sechstel ausgerechnet, aber wir brauchen
66 2 Sechstel.

&7 Julius: Ok, dann rechne ich hier drunter 2 mal 150 Euro gleich
68 300 Euro.

60 Bennet: Und 600 Euro bekommt Familie Tenner.

70 Julius: Genau 600? Ah ja, zeigmal, wie hast du das gerechnet?
71 Bennet: Mal 4.

72 Julius: Also 300 Euro mal 4? Oder 1507

73 Bennet: 150.

74 beide: (schreiben individuell)

Nachdem Bennet und Julius jeweils die Anteile fiir beide Familien in unterschied-
lichen Farben eingezeichnet haben, beginnen sie mit der Berechnung der Anteile.
Bennet scheint sofort zu wissen, wie er den Gewinn der beiden Familien berechnen
kann (45). Er rechnet schriftlich 900 : 6 (47-48) und erklirt, dass 150€ einem
Sechstel des Gewinns entsprechen (53-54). Fiir den Anteil von Familie Schmidt
multipliziert er ,,150 Euro mal 2 gleich 300 Euro. Das ist jetzt Familie Schmidt*
(58-59). Es ist deutlich zu erkennen, dass Bennet die Berechnung der Anteile durch
Anwendung des Operatorschemas leicht fillt, was auch durch seine Bemerkung
,,Das ist einfach” (45) gestiitzt wird. In seinem Rechenweg ist deutlich die Uber-
setzung des Anteils in die Hintereinanderausfiihrung von zwei Teiloperatoren zu
erkennen.

Im Gegensatz zu seinem Partner scheint Julius nicht sofort zu wissen, wie man
die Anteile am Gewinn ausrechnet. Auf die Aussage von Bennet, dass er das ,jetzt
erstmal aus[rechnet] (51) reagiert Julius mit der Frage ,,Wie?* (52). Im weiteren
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versucht er dem schnellen Vorgehen von Bennet zu folgen und versichert sich der
einzelnen Rechenschritte und Zwischenergebnisse (55, 57). In seinen Nachfragen ist
zu erkennen, dass er sich beziiglich der erforderlichen Rechenschritte sehr unsicher
ist. Er teilt wie sein Partner 900<€ durch 6 und kommt ebenfalls zu dem Ergebnis
150€. Er folgert dann jedoch, dass diese 150€ bereits den Anteil fiir Familie
Schmidt darstellen, woraufhin Bennet ihm erklirt: ,,Du musst das ja noch mal 2
rechnen, weil du hast ja jetzt erst 1 Sechstel ausgerechnet, aber wir brauchen 2
Sechstel” (64-66). Auch bei der Berechnung des Anteils fiir Familie Tenner scheint
Julius unsicher zu sein, was er rechnen muss. Er bittet seinen Partner ihm zu zeigen,
wie er das gerechnet hat (70) und weifl auch auf die Erwiderung von Bennet, dass
er ,,mal 4 (71) gerechnet habe nicht, worauf der den Operator -4 anwenden soll:
,»Also 300 Euro mal 4? Oder 1507 (72).

Es ist denkbar, dass Julius Schwierigkeiten bei der Anteilberechnung auf die
hohe Geschwindigkeit der Bearbeitung seines Partners zuriickzufiihren ist und er
mehr Zeit zur Herstellung der Analogie zum Losungsbeispiel und zum Ableiten
der entsprechenden Rechenoperationen benotigt. Hinzu kommt, dass die beiden
Schiiler die Berechnung der Anteile bereits in Teilaufgabe a) vornehmen und sich
noch nicht die vorgegebenen Pfeilschemata in Teilaufgabe b) angeschaut haben (vgl.
Abb.5.23). An dieser Stelle kann angenommen werden, dass ihm die Berechnung
der Anteile in einem Pfeildiagramm helfen wiirde.

Transkript B2A1 — Bennet & Julius — Szene 4 — Aufgabe 1

76 Julius: Hast du den Bruch schon hingeschrieben?
77 Bennet: Ja.

78 Julius: Wo denn?

79 Bennet: Ach nee, hab ich nicht.

s0o Julius: Ich wlirde da drunter noch schreiben 2 Drittel ... &h
81 2 Sechstel sind das und 4 Sechstel.

2 Bennet: Das ist eigentlich richtig einfach. Nur wenn man das
83 so [zeligt auf ein Pfeilbild] aufschreibt, dann ...

ss Julius: Das haben wir doch schon gemacht. H&? Was soll man
85 denn da machen?

ss Bennet: Das gleiche wie daneben, aber da muss man noch ein
87 Pfeilbild malen.

ss Julius: Davon 4 Sechstel? Und was machen wir da drunter?
g9 Bennet: Das, was wir da gerechnet haben, weil wir miissen ja
% geteilt durch 6 rechnen, dann haben wir die Sechstel, die
91 150 und das dann mal 4, dann haben wir 4 Sechstel.

92 beide: (schreiben individuell)



5.2 Anteile von beliebigen Gro3en 277

a) 900 Euro sind das ganze gewonnene Geld.
Es wird in 6 gleich grofie Teile zerlegt.
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Abbildung 5.23 Bennets Losung von Aufgabe 2.1

Als die beiden Partner im Anschluss zu Teilaufgabe b) iibergehen, ist Julius zunéchst
irritiert: ,,Das haben wir doch schon gemacht. Hi? Was soll man denn da machen?*
(84-85). Er erkennt scheinbar, dass das Pfeilschema der Berechnung der Anteile
dient, weshalb er feststellt, dass sie das schon gemacht haben. Entsprechend wundert
er sich, was sie dann mit den Pfeildiagrammen machen sollen.

Bennet erkennt, dass sie mit der Berechnung der Anteile dem Aufgabenteil b)
bereits vorgegriffen haben. Er erklért, dass er die Berechnung von Anteilen ,.ei-
gentlich richtig einfach® (82) findet, jedoch die Darstellung der Rechnung in einem
Pfeildiagramm nicht als Hilfe, sondern als Erschwernis empfindet (82-83). Er weil3
jedoch sofort, was an den entsprechenden Stellen im Pfeildiagramm eingetragen
werden muss und erklart: ,,Das, was wir da gerechnet haben, weil wir miissen ja
geteilt durch 6 rechnen, dann haben wir die Sechstel, die 150 und das dann mal 4,
dann haben wir 4 Sechstel (89-91). Es ist anzunehmen, dass er die Darstellung
im Pfeildiagramm als erschwerend empfindet, weil er sie nicht als Hilfe benotigt
und auch ohne die Darstellung, weifl was er rechnen muss. Vor diesem Hintergrund
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ist anzunehmen, dass er somit fiir die Darstellung des Pfeilschemas zusitzlich zu
den erforderlichen Rechenoperatoren noch dariiber nachdenken muss, wie diese
Rechnung im Diagramm dargestellt werden muss, wodurch diese Darstellung fiir
ihn lediglich einen zusitzlichen Aufwand bedeutet.

Obwohl sie die entsprechenden Anteile bereits in Teilaufgabe a) berechnet und
die erforderlichen Rechenoperatoren und Ergebnisse berechnet haben, scheint Julius
diese nicht auf die Darstellung im Pfeildiagramm iibertragen zu konnen, sodass er
seinen Partner fragt, was sie dort eintragen miissen. Diese Beobachtung entkriftet
die Annahme, dass er zuvor lediglich Schwierigkeiten hatte, der Geschwindigkeit
seines Partners zu folgen. Wire dem so gewesen, wire anzunehmen gewesen, dass
er ohne Schwierigkeiten die entsprechenden Ergidnzungen im Pfeildiagramm hitte
vornehmen konnen. Stattdessen sucht er jedoch Hilfe bei seinem Partner und iiber-
nimmt dessen Losung.

Die Interpretation von Bennet und Julius Bearbeitung von Aufgabe 1 kann in
den folgenden Deutungshypothesen zusammengefasst werden:

e Die Schiiler haben die Analogie zum Losungsbeispiel erst nach einem Hinweis
von der Lehrkraft hergestellt. Obgleich die Aufgabenstellung mit Ausnahme
der Zahlenwerte nahezu identisch zur Aufgabenstellung im Losungsbeispiel ist,
erkennen Bennet und Julius zunéchst keinen Zusammenhang. Julius merkt sogar
an, dass es fiir diese Aufgabe kein Losungsbeispiel gebe. Erst im Austausch mit
der Lehrkraft, die den Fokus der Schiiler auf den Kontext der Aufgabe und
im Speziellen auf das Aufteilen eines Geldbetrags auf zwei Familien lenkt,
stellt Bennet eine Beziehung zum Losungsbeispiel her und bildet die einzelnen
Losungsschritte auf die Bearbeitung des unvollstindigen Beispiels ab. Es kann
vermutet werden, dass die duflere Gestaltung der Aufgabe, die sich sehr vom
Losungsbeispiel unterscheidet, der wesentliche Grund fiir die zuné4chst getrennte
Betrachtung von Bennet und Julius ist. Da im Losungsbeispiel durch die Abbil-
dung von Personen ein direkter Zusammenhang zwischen den Teilen des Ganzen
und den Familienmitgliedern dargestellt wird, sind im ersten unvollstindigen
Beispiel keine Personen abgebildet. Dies hat womdoglich zur Folge, dass die Per-
sonenanzahl nicht direkt als Aufteilungsgrundlage erkannt und somit zunichst
kein Bezug zum Losungsbeispiel hergestellt wird.

e Das Einzeichnen von Sechsteln im Kreisdiagramm fllt beiden Schiilern schwer.
Bennet und Julius sind sich schnell einig, dass sie die Kreisrepridsentation in ins-
gesamt sechs gleich grofle Teile einteilen miissen. Die Durchfiihrung gestaltet
sich jedoch nicht so einfach. Wihrend Julius versucht iiber ein schrittweises
Halbieren der Kreissegmente die Einteilung herzustellen und so den Kreis in
acht anstelle von sechs gleichen Teilen einteilt, erkldrt Bennet, dass er ,lange*
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tiber die Einteilung nachdenken musste. Beiden Schiilern ist an einer moglichst
genauen Einteilung gelegen. Da die Einteilung in Sechstel nicht durch fortge-
setztes Halbieren des Kreises und der Kreissegmente hergestellt werden kann, ist
es notwendig im Vorhinein entweder eine genaue Vorstellung von dem Ergebnis
der Einteilung oder eine Strategie zum Einzeichnen zu haben, z.B. Einteilen
in Drittel und Halbieren der Drittel. Beides setzt die mentale Simulation des
Vorgehens oder eine mentale Reprisentation voraus.

e Das Operatorschema wird sowohl auf die Bildung wie auch auf die Berechnung
der Anteile iibertragen und angewendet. Nachdem Bennet den Zusammenhang
zum Losungsbeispiel hergestellt hat, gelingt es ihm zunichst die Anteile fiir
beide Familien zu bestimmen, indem er das Ganze in sechs gleiche Teile auf-
teilt und diese Teile den einzelnen Familien zuordnet. Auch die Berechnung des
Gewinns fiir beide Familien stellt fiir ihn keine Schwierigkeit dar. Er wendet die
korrekten Losungsschritte und Rechenoperationen an, ohne dass er sich dabei
am Losungsbeispiel orientieren muss bzw. auf dieses zuriickgreifen muss, was
so interpretiert werden kann, dass er das Operatorschema bereits verinnerlicht
hat und flexibel auf neue Anforderungen iibertragen kann. Im Gegensatz zu Ben-
net zeigt Julius Unsicherheiten beziiglich der Anwendung des Operatorschemas.
Seine Unsicherheiten betreffen die Bestimmung der erforderlichen Teiloperato-
ren und auf welche Gro3en diese angewendet werden miissen. Dennoch gelingt
es ihm, dem Losungsweg seines Partners zu folgen und die Losung selbststindig
Zu notieren.

e Bennet duflert, dass die Anwendung des Operatorschemas zur Berechnung von
Anteilen ,eigentlich einfach” sei, er jedoch die Darstellung im Pfeilschema als
schwierig oder aufwindig empfindet. Es ist anzunehmen, dass er das Vorge-
hen zur Bruchherstellung und Anteilberechnung bereits soweit verallgemeinert
hat, dass er direkt die erforderlichen Herstellungs- bzw. Rechenschritte ableiten
und auf symbolischer Ebene anwenden kann. Die Darstellung in einer geson-
dert strukturierten Darstellung wie dem Pfeilschema bedeutet in diesem Fall
einen zusétzlichen Aufwand, da die Struktur erinnert und zeichnerisch darge-
stellt werden muss. Im Fall von Julius, der Unsicherheiten bei der Anwendung
des Verfahrens zeigt, ist im Gegensatz dazu anzunehmen, dass fiir ihn eine Dar-
stellung im Pfeilschema eine Unterstiitzung bei der Strukturierung des Rechen-
wegs sein konnte. In diesem Zusammenhang ist zu bemerken, dass Bennet und
Julius bereits in Teilaufgabe a) die Gewinnanteile der beiden Familien berech-
nen, ohne die vorgegebenen Pfeilschemata bisher bewusst wahrgenommen zu
haben und somit nicht auf ihre Struktur zugegriffen haben.
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Direkt im Anschluss an die Bearbeitung des ersten unvollstindigen Beispiels gehen
Bennet und Julius zum zweiten unvollstindigen Beispiel iiber.

Transkript B2A2 — Bennet & Julius — Szene 5 — Aufgabe 2

1 Bennet: Wir zeichnen das wieder.

2 Julius: Ja, aber ich verstehe das nicht. Das hier, guck. Lisa
3 und Jan haben in den Ferien in einem Jugendclub gearbeitet.
4 Sie bekommen 84 Euro. Bekommen die zusammen 84 Euro, oder
5 was?

¢ Bennet: Sie bekommen 84 Euro und jetzt teilen sie es auf, wer
7 wie viel gearbeitet hat. Das miissen wir ausrechnen. Ich
8 teil das hier jetzt.

9 Julius: Durch 2 doch, oder?

10 Bennet: Nee, weil jeder hat ja unterschiedlich gearbeitet,
il also

12 Julius: Durch 12.

13 Bennet: Durch 12, ja richtig, durch 12. Und das miissen wir
14 dann ...

15 Julius: Und dann muss einer ja mehr bekommen.

16 Bennet: Das missen wir erstmal so teilen.

17 Julius: In 12 Stiicke, ne-?

18 Bennet: Ja, ich weifd gar nicht, wie man das macht.

19 Julius: Ich glaub, so schwer ist das nicht.

20 beide: (zeichnen individuell)

Nach dem Lesen der Aufgabenstellung schldgt Bennet vor, wieder eine Zeichnung
anzufertigen (1). Er scheint beim Lesen der Aufgabenstellung bereits verstanden zu
haben, was in der Aufgabe zu tun ist und mochte direkt die Aufteilung des Geldbe-
trags auf die beiden Jugendlichen zeichnerisch veranschaulichen: ,,Sie bekommen
84 Euro und jetzt teilen sie es auf, wer wie viel gearbeitet hat. Das miissen wir
ausrechnen. Ich teil das hier jetzt” (6-8). Bennets Erkldrung ldsst annehmen, dass
er sofort erkannt hat, dass die Summe der Arbeitsstunden der beiden Jugendlichen
als Grundlage fiir die Einteilung des Ganzen genutzt werden muss.

Julius erkennt diesen Zusammenhang hingegen nicht auf Anhieb und sagt, er
,,verstehe das nicht” (2). Er entnimmt der Aufgabenstellung, dass die beiden Jugend-
lichen zusammen 84 € bekommen haben, die sie untereinander aufteilen wollen.
Entsprechend schligt er vor, dass der Lohn ,,durch 2 (9) geteilt werden miisse, worin
zu erkennen ist, dass er die unterschiedliche Arbeitszeit der beiden Jugendlichen
in seinen Uberlegungen nicht beriicksichtigt. Auf die Erwiderung von Bennet, dass
die beiden Jugendlichen unterschiedlich lange gearbeitet haben (10-11), erkennt
Julius seinen Fehler und stellt fest, dass der Lohn dann ,,durch 12 (12) geteilt wer-



5.2 Anteile von beliebigen GroBen 281

den miisse, was Bennet bestétigt. Es ist anzunehmen, dass Julius Wahl des falschen
Ansatzes eher darauf zuriickzufiihren ist, dass er die Aufgabenstellung nicht direkt
in vollem Umfang erfasst hat, als dass er das grundlegende Verfahren nicht ver-
standen hat. Diese Annahme wird insbesondere dadurch gestiitzt, dass Julius sich
zu Beginn bei seinem Partner versichert, dass die beiden Jugendlichen zusammen
einen Lohn ausgezahlt bekommen, was eine eher ungewohnliche Situation ist, da
ein Arbeitslohn im Alltag direkt an die arbeitende Person ausgezahlt wird und dieser
nicht erst aufgeilt werden muss. In diesem Zusammenhang kann seine Irritation auf
die ErschlieBung des Aufgabenkontexts zuriickgefiihrt werden. Zudem erkennt er
unmittelbar auf den Hinweis von Bennet, dass die beiden Jugendlichen unterschied-
lich lange gearbeitet haben, dass der Gewinn durch die Summe der Arbeitsstunden
geteilt und das Ganze entsprechend in zwolf gleiche Teile geteilt werden muss.
Zudem erkennt er, dass die beiden Jugendlichen nicht denselben Anteil erhalten,
sondern ,.einer ja mehr bekommen* (15) muss. Die Spontaneitit dieser Folgerung
deutet darauf hin, dass er sofort einen Bezug zu den vorhergehenden Aufgaben her-
stellt und das Verfahren auf die neue Situation bzw. die neuen Zahlenwerte anpasst
und anwendet.

Im Anschluss teilen die beiden Partner eigenstindig die vorgegebene Kreisre-
prasentation in zwolf gleiche Teile und farben die Anteile von Lisa und Jan in
verschiedenen Farben ein (vgl. Abb.5.24).

Transkript B2A2 — Bennet & Julius — Szene 6 — Aufgabe 2

21 Julius: Warte, jetzt muss ich ja dann 5 Stunden ... hd? Da
2 mach ich doch 5 und 7, oder? 7 zwdlftel und 7 Finftel,
23 oder? Ah, 5 Siebtel. Nee, 5 Zwdlftel.

22 Bennet: Dumusst jetzt erstmal 5 Stiicke und nochmal 7 Stiicke.
23 beide: (schreiben individuell)

26 Bennet: H&? Wir miissen doch hier jetzt den Anteil ausrechnen
27 (schaut bei Julius) Wie bist du auf das gekommen?

22 Julius: Was?

29 Bennet: Ach, egal.

30 Julius: 84 Euro durch 12 sind doch 7.

31 beide: (schreiben individuell)

32 Julius: Dann kommt da ja 7 Euro raus und dann miissen wir 7
33 mal 7

3» Bennet: Warte doch kurz.

35 beide: (schreiben individuell)

3 Julius: Hast du das genauso wie ich? Wenn man 84 durch 12
37 nimmt, kommt ja 7 Euro raus, ne? Und dann musst du ja,
38 Lisa hat ja 7 Stunden gearbeitet und Jan 5. Dann muss
39 man 7 mal 7 Euro sind ja gleich 49 Euro. Also Lisa hat
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40 49 Euro bekommen und bei Jan ist es ja auch so und da
7l nur einfach mal 5 mal 7. Da kommt 35 Euro raus.

42 Bennet: Ja, hab ich genauso.

43 Julius: Und wenn man beides addiert kommt da

Nachdem beide Schiiler ohne Schwierigkeiten die entsprechenden Anteile einge-
zeichnet haben versucht Julius die Anteile zu benennen: ,,Warte, jetzt muss ja dann
5 Stunden ... hd? Da mach ich doch 5 und 7, oder? 7 Zwolftel und 7 Fiinftel, oder?
Ah, 5 Siebtel. Nee, 5 Zwolftel“ (21-23). Obwohl er die Anteile korrekt eingeteilt
und markiert hat, wirkt Julius zunichst ein wenig irritiert, was die Einheit bzw. der
Nenner der Briiche ist. Er hat erkannt, dass die eine Person fiinf Stunden und die
andere Person sieben Stunden bezahlt bekommt (21) und entsprechend die Zahler
der Briiche 5 und 7 sein miissen (22). Nach einigen Versprechern nennt er dann
korrekt die Anteile % und % Bennet bestitigt dies, indem er auf die Einteilung
der Kreisfliche verweist: ,,Du musst erstmal 5 Stiicke und nochmal 7 Stiicke* (24),
wobei er sich mit ,,Stiicke* auf die Teile des Ganzen, also Zwolftes bezieht.

In der Folge rechnen beide Schiiler in individueller Stillarbeit die entsprechen-
den Lohnanteile fiir die beiden Jugendlichen aus. Dabei zeigt Julius, dass er das
Operatorschema zur Anteilberechnung sicher anwenden kann. Er beschreibt seine
Rechnung: ,,84 Euro durch 12 sind doch 7. [...] Dann kommt da ja 7 Euro raus und
dann miissen wir 7 mal 7 (30, 32-33). Um sich der Richtigkeit seiner Losung
zu versichern wiederholt er schlielich noch einmal den ganzen Rechenweg fiir die
Anteile beider Schiiler. Dabei formuliert er: ,,Wenn man 84 durch 12 nimmt, kommt
ja 7Euro raus, ne? [...]Lisa hat ja 7 Stunden gearbeitet und Jan 5. Dann muss man
7 mal 7Euro [...] Also Lisa hat 49 Euro bekommen und bei Jan ist es ja auch so
und da nur einfach mal 5 mal 7. Da kommt 35 Euro raus® (36-41). Hier ist deut-
lich zu erkennen, dass er die Operatoren zur Anteilberechnung (:12 und -7 bzw.
-5) korrekt anwendet und ihre Wirkung im Kontext interpretiert. Bennet bestétigt
die Richtigkeit von Julius Rechnungen und sagt, dass er ,,genauso* (42) gerechnet
habe.

Zuletzt setzt Julius zu einer Proberechnung an und beginnt: ,,Und wenn man
beides addiert kommt da...* (43). Er wird jedoch von Bennet unterbrochen, der
bereits mit der Bearbeitung der nichsten Aufgabe beginnt. An dieser Stelle zeigt
sich, dass Julius verstanden hat, dass die beiden Anteile zusammen wieder das
Ganze, also 84€ ergeben miissen und er folglich die Anteile jeweils im Bezug
zum Ganzen sieht und den Zusammenhang zwischen Anteilen und Ganzem im
Sachkontext herstellt.

Fiir die Darstellung ihrer Rechnung verzichten Bennet und Julius auf eine Dar-
stellung im Pfeilschema und schreiben die beiden Rechnungsschritte als Terme
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untereinander. Die Moglichkeit der Erstellung eines Pfeilschemas wird in ihrer
Bearbeitung nicht erwihnt.
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Abbildung 5.24 Bennets (links) und Julius (rechts) Losung von Aufgabe 2.2

Bennet und Julius Bearbeitung des zweiten unvollstindigen Beispiels kann
zusammenfassend in den folgenden Deutungshypothesen beschrieben werden:

e Die ungewohnliche Sachsituation fiihrt zu Verstidndnisschwierigkeiten. Julius
ist zunédchst irritiert von der Sachsituation des zweiten unvollstindigen Bei-
spiels. Dies betrifft insbesondere die Beschreibung, dass die beiden Jugendlichen
gemeinsam einen Lohn ausgezahlt bekommen. Julius ist sich zunéchst unsicher,
ob er die Aufgabe richtig versteht.

e Bennet und Julius iibertragen das Operatorschema erfolgreich zur Bestimmung
und zur Berechnung der jeweiligen Anteile am Geldbetrag. Wohingegen in
Julius Bearbeitung des ersten unvollstandigen Beispiels zunéchst Unsicherheiten
beziiglich der Bestimmung und Anwendung der Teiloperatoren beobachtet wer-
den konnten, sind in seiner Bearbeitung des zweiten unvollstindigen Beispiels
keine derartigen Schwierigkeiten zu erkennen. Dies kann als Zeichen gedeutet
werden, dass er mit dem Verfahren zunehmend vertraut wird.

e Beide Schiiler verzichten in ihrer Notation des Rechenwegs auf die Darstellung in
einem Pfeilschema, sondern notieren den Rechenweg in Form von zwei Termen.
Es ist anzunehmen, dass Bennet und Julius das Verfahren soweit verallgemei-
nert haben, dass sie auf das Pfeildiagramm zur Strukturierung der Anteilberech-
nung nicht angewiesen sind und es im Gegenteil als zusétzliche Erschwernis
betrachten.



284 5 Detailanalysen von Transferprozessen

Can & Philip — Probleme bei der Ubertragung und Anwendung des Verfah-
rens

Can und Philip Arbeitsverhalten kann als unkonzentriert charakterisiert werden.
Insbesondere Can versucht hédufig seinen Partner sowie die benachbarten Paare
abzulenken. Das Losungsbeispiel haben sie schnell tiberflogen, ohne iiber ein-
zelne Losungsschritte zu sprechen. Die fokussierenden Fragestellungen wurden
im Wesentlichen von Philip bearbeitet (vgl. Abb.5.25), der die Antworten im End-
zustand des Losungsbeispiels am Bildschirm gesucht hat. Can hat die Antworten
unkommentiert von Philip abgeschrieben. Im Anschluss gehen sie zur Bearbeitung
des ersten unvollstindigen Beispiels iiber.
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Abbildung 5.25 Philips Antworten zu den fokussierenden Fragestellungen zum Losungs-
beispiel

Transkript B2A1 — Can & Philip — Szene 1 — Aufgabe 1

Can: 900 geteilt durch 6, wie viel sind das?

Philip: 1500.

Can: Echt?

beide: (Ablenkung)

Can: So, was war das noch mal? 900 geteilt durch 6, ne? Wie
rechnet man nochmal geteilt? Wie oft passt 6 in die 9, ne?

. Einmal.
Philip: (rechnet schriftlich 900 : 6, Can sieht ihm dabei zu)
Can: Ja, was kommt jetzt raus? 15007

O ® N L AW oN =
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10 Philip: (liest Sprechblase laut vor:Wieviel Sechstel erhdlt
1 jede Familie?

12 Can: Ja, 1500.

13 Philip: Wie viele Sechstel?

14 Can: Ja, woher sollenwir daswissen ... 2 Sechstel, das steht
15 da doch schon.

16 Philip: Das ist b).

17 Can: Ja und? (zur Lehrkraft:) Hier steht ja, wie viele Sech-
18 stel erhdlt jede Familie, dann erhdlt doch jede Familie 2
19 Sechstel, oder?

20 Philip: Jede Familie erh&dlt 3 Sechstel.

Nachdem Can und Philip die Aufgabenstellung gelesen haben fragt Can umgehend
wie viel ,,900 geteilt durch 6 (1) ist, was Philip mit ,,1500* (2) beantwortet. Es
folgt eine Phase der Ablenkung. Cans Frage deutet darauf hin, dass er nicht der
Aufgabenstellung entsprechend die Anteile am Gewinn fiir jede Familie bestim-
men mochte, sondern sich mit seiner Frage auf das vorgegebene Pfeildiagramm in
Aufgabenteil b) bezieht und dort eine Rechnung herausgreift.

Als die beiden Schiiler sich wieder der Aufgabe zuwenden, geht Can erneut auf
diese Rechnung ,,900 geteilt durch 6 ein und fragt seinen Partner, wie man eine
solche Division durchfiihrt (5-7). Philip hilft ihm und beginnt schriftlich 900 : 6
zu rechnen. Er fiihrt diese Rechnung jedoch nicht vollstindig aus, sondern liest die
Sprechblase mit dem Bearbeitungshinweis ,,Wie viel Sechstel erhilt jede Familie?*
(10-11). Can antwortet direkt mit ,,1500* (12). In dieser Sequenz wird deutlich,
dass die beiden Schiiler das erste unvollstdndige Beispiel nicht mit dem Losungs-
beispiel in Verbindung setzen, sondern versuchen den unvollstindigen Losungsweg
auf Grundlage der dargebotenen Informationen zu ergidnzen. Erst als Philip den
Bearbeitungshinweis liest beginnen sie mit der Bestimmung der Anteile fiir die
zwei Familien. Can scheint mit dem Begriff ,,Anteil” keinen Bruch zu verbinden,
sondern wiederholt Philips Antwort auf seine Frage, wie viel 900 : 6 sei.

Philip gibt Can zu verstehen, dass ,,1500“ keine ,,Sechstel” sind, indem er die
Frage wiederholt: ,,Wie viele Sechstel 7 (13). Can erwidert, dass sie das nicht wissen
konnen und greift dann den Anteil % aus dem unvollstindigen Pfeildiagramm in
Aufgabenteil b) auf (14-15). Can wendet sich an die Lehrkraft und fragt diese,
ob jede Familie 2 Sechstel erhalte (17-19), was Philip mit ,,jede Familie erhilt 3
Sechstel” (20) erwidert bevor die Lehrkraft auf Cans Frage antworten kann.

Insgesamt wird der Eindruck verstirkt, dass Can im vorliegenden Aufgaben-
material nach Losungen bzw. Rechenwegen sucht, ohne auf die Aufgabenstellung
einzugehen. Im Gegensatz dazu greift Philip die Information auf, dass das Ganze auf
zwei Familien aufgeteilt werden soll. Er folgert daraus, dass jede Familie den glei-
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chen Anteil ,,3 Sechstel” (20) erhilt. Es fillt auf, dass die beiden Schiiler an keiner
Stelle das Teilen des Gewinns durch sechs hinterfragen oder reflektieren. Entspre-
chend ist weiterhin anzunehmen, dass sie keine Verbindung zum Losungsweg im
Losungsbeispiel herstellen, sondern im Aufgabenmaterial nach einem Losungsweg
suchen. Dabei nutzen sie keine erkennbaren Strukturen, sondern befolgen die Hin-
weise im Arbeitsheft.

Transkript B2A1 — Can & Philip — Szene 2 — Aufgabe 1

21 Lehrkraft: Guckt euch das noch mal ganz genau an, schaut euch

2 das (das Ldsungsbeispiel) noch einmal ganz von vorne an
23 und geht mal wirklich Schritt fiir Schritt durch was da
24 gemacht wird, ok? Diese Aufgabe ist ndmlich fast genauso.
25 Also, mit ganz genau angucken meine ich, durchlesen und
26 gucken, ob ihr jeden Schritt und alles was da passiert
27 auch wirklich versteht.

23 Can: Was hast du gesagt? 3 Sechstel erhdlt jede Familie?
2 beide: (klickenLésungsbeispieliiberdieVorspultasteschnell
30 durch - kein Lesen erkennbar)

31 Can: Also, erhdlt jede Familie 3 Sechstel.

32 Philip: Ja.

33 beide: (schreiben individuell)

Die Lehrkraft weist Can und Philip darauf hin, dass sie sich noch einmal ,,genau”
das Losungsbeispiel anschauen sollen, da dieses ndmlich ,,fast genauso® sei (21—
25). Sie erklart zudem, dass sie sich das Losungsbeispiel nicht nur anschauen sollen,
sondern versuchen sollen, die einzelnen Losungsschritte nachzuvollziehen (25-27).
Auf die Aufforderung der Lehrkraft klicken Can und Philip sich erneut iiber die
Vorspultaste durch das Losungsbeispiel, ohne dass zu erkennen ist, dass sie den Text
im Losungsbeispiel lesen, und bleiben bei Philips Annahme, dass beide Familien
den gleichen Anteil % bekommen. Erneut stellen sie keinen Bezug zwischen der
Personenanzahl der beiden Familien und der Aufteilung des Gewinns her.

Transkript B2A1 — Can & Philip — Szene 3 — Aufgabe 1

3 Can: Guckmal Philip, Familie Schmidt hat 2 Personen, Familie
35 Tenner hat 4 Personen.

36 Philip: (benutzt seinen Tintenkiller groRflédchig)

37 Can: H&? Das war doch richtig.

33 Philip: Dann bekommen die 2 Sechstel und die 4 Sechstel.
39 beide: (Philip schreibt/zeichnet, Can sieht ihm zu)

40 Can: (liest bei Philip:) 900 geteilt durch 6 sind 150.

41 Philip: Und 2 Sechstel von 900 sind 300. Ja.
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42 Can: Davon 4 Sechstel, ne?

43 Philip: Ja, 900 geteilt durch 6 sind 150, mal 4 sind 600.
4 beide: (individuell, Philip schreibt, Can schreibt ab)

45 Can: Familie Schmidt erhdlt 300 Euro, Familie Tenner erhdlt
46 600 Euro.

47 Philip: Ja.

Can liest erneut die Aufgabenstellung durch und merkt an, dass Familie Schmidt aus
zwei und Familie Tenner aus vier Personen besteht (34-35). Auf diese Bemerkung
seines Partners 16scht Philip aus, was er bisher notiert hat und erklirt ,,dann bekom-
men die 2 Sechstel und die 4 Sechstel (38). Er notiert die Anteile und ergénzt in
der Folge die vorgegebenen Pfeilschemata (Abb. 5.26). Wihrend im ersten Pfeildia-
gramm zur Berechnung von % von 900 € lediglich der Operator zum vervielfachen
sowie das Ergebnis erginzt werden miissen, sind im zweiten Pfeildiagramm keine
Teillosungen vorgegeben. Auch hier trigt Philip die korrekten Rechenoperatoren
und Ergebnisse ein: ,,900 geteilt durch 6 sind 150, mal 4 sind 600 (44). Can iiber-
nimmt die Ergebnisse von Philip.

Die plotzliche Reaktion von Philip ldsst vermuten, dass er die Information iiber
die Anzahl der Familienmitglieder beim Lesen der Aufgabenstellung iibersehen
hat oder nicht fiir wichtig befunden hat. Als Can ihm die Information vorliest,
reagiert Philip sofort, nennt die korrekten Anteile fiir die Familien und ergénzt
die Berechnungen der Anteile im Pfeildiagramm. Er scheint unmittelbar mit dieser
Information eine Beziehung zum Losungsbeispiel herzustellen und den Losungsweg
zu libertragen.

Can stellt weiterhin keine Beziehung zum Losungsbeispiel her, worauf seine
Reaktion ,,H&, das war doch richtig® (37) auf Philips Ausloschen seiner bisherigen

Jeder Teil ist ein Sechstel des Gewinns.
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Abbildung 5.26 Philips Losung von Aufgabenteil a) des ersten unvollstindigen Beispiels
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Ergebnisse hindeutet. Im weiteren schreibt er die Losungen seines Partners ab, ohne
dass zu erkennen ist, dass er diese nachvollzieht oder reflektiert (Abb.5.27).
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Abbildung 5.27 Philips Losung von Aufgabe 1 b)

Insgesamt ldsst sich die Bearbeitung von Can und Philip in folgenden Aspekten
zusammenfassen:

e Can und Philip stellen keinen Bezug zur Situation in der Aufgabenstellung, dem
Sachkontext im Allgemeinen oder dem Losungsbeispiel her. Stattdessen ver-
suchen sie die Aufgabe allein anhand der vorgegebenen Losungsansitze und
Zahlenwerte zu bearbeiten. Thre Hauptschwierigkeit besteht darin, die Anteile
zu bestimmen, zu denen der Geldbetrag auf die beiden Familien aufgeteilt wer-
den soll. Zu einem Transfer des Vorgehens aus dem Losungsbeispiel kommt
es erst, als Can beim erneuten Lesen der Aufgabenstellung bemerkt, dass die
beiden Familien aus unterschiedlich vielen Personen bestehen und die Perso-
nenzahlen nennt. Als unmittelbare Reaktion auf diese Information stellt Philip
die Anteile fiir jede der beiden Familien fest und beginnt sofort die Geldbetrige
zu berechnen. Es ist daher anzunehmen, dass die Schiiler zu Beginn die Auf-
gabenstellung nicht eingehend genug gelesen haben und aufgrund des daraus
resultierenden Mangels an Informationen versuchen die vorgegebenen Losungs-
ansitze zu vervollstdndigen, ohne einen wirklichen Bezug zur Aufgabenstellung
oder eine Analogie zum Losungsbeispiel herzustellen.
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e Unmittelbar nach der Feststellung der Anteile am Gewinn fiir jede Familie wen-
det Philip das Operatorschema zur Berechnung der Anteile an und erginzt die
fehlenden Angaben in den vorgegebenen Pfeildiagrammen. Dabei sind keine
Schwierigkeiten erkennbar. Im Gegensatz zu Philip tréigt sein Partner Can wenig
zur Berechnung der Anteile bei und iibernimmt zuletzt die Losungen von sei-
nem Partner. Insbesondere Cans als ,ratend* zu charakterisierendes Vorgehen
sowie sein kurzzeitiges beharren auf der Idee, dass beide Familien % des Gewinns
erhalten, bestirken die Annahme, dass er das Verfahren im Losungsbeispiel nicht
erfasst hat, sodass er entsprechend auch nicht auf dieses zuriickgreifen kann.

Transkript B2A2 — Can & Philip — Szene 4 — Aufgabe 2

Philip: Wir missen jetzt wieder diesen scheifs Rechenweg
beschreiben.

Can: Ich schreib da jetzt einfach hin 84 Euro geteilt durch
7.

Philip: Aber hier musst du doch den Rechenweg hinmachen.

Can: Bei b), aber wir sind doch erst bei a). Lass uns erstmal
ein anderes Blatt machen. Das ist zu schwer.

beide: (gehen zur ndchsten Aufgabe im Arbeitsheft iiber)

©® N o u s w o =

Zu Beginn der Bearbeitung des zweiten unvollstindigen Beispiels lesen Can und
Philip im Stillen die Aufgabenstellung. Philip erklidrt umgehend, dass sie ,.die-
sen [...] Rechenweg beschreiben® (1-2) miissen, womit er sich vermutlich auf die
Berechnung eines Anteils anhand des Operatorschemas bezieht. Sein Partner Can
erwidert, dass er ,,da jetzt einfach [...] 84 Euro geteilt durch 7 (3—4) schreibe. Auf
einen Einwand von Philip (5) erklirt er weiter, dass sie erst bei Teilaufgabe b) ,,den
Rechenweg aufschreiben miissen, sie jedoch erst bei Teilaufgabe a) seien (6-7).
Es ist anzunehmen, dass er erkennt, dass seine Rechnung in den Aufgabenteil b)
gehort, in dem die Anteile berechnet werden sollen, und er somit nicht weil}, was
sie im Aufgabenteil a) machen sollen. Er stellt fiir sich fest ,,das ist zu schwer (7)
und schligt vor, zunichst die iibrigen Aufgaben im Arbeitsheft zu bearbeiten.

Es ist zu erkennen, dass Can nicht versucht den Aufgabenkontext zu erschlie-
Ben und zur Erarbeitung eines Losungsweg zu nutzen, sondern im Aufgabentext
nach Zahlenwerten sucht, die er direkt in einer Rechnung zusammenstellen kann.
Mit Ausnahme von Philips Feststellung, dass sie erneut eine Rechnung im Pfeil-
schema darstellen sollen, wird keine Beziehung zum Losungsbeispiel oder dem
ersten unvollstdndigen Beispiel hergestellt. Da die beiden Schiiler auf Anhieb kei-
nen Zugang zu der Aufgabe finden, beschlieen sie, die Aufgabe an das Ende ihrer
Bearbeitung des Arbeitshefts zuriickzustellen, da sie ,,zu schwer* (7) sei.
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Transkript B2A2 — Can & Philip — Szene 5 — Aufgabe 2

9 Can: 84 geteilt durch 7 rechnen wir jetzt. ... Was sollen wir
10 machen, das hat er uns nicht erkldrt. Das machen wir nicht.
11 Philip: Wir missen uns diese scheifd Pfeilrechnung tiberlegen.
12 Can: Wir machen das nicht, wir haben das nicht verstanden.
13 Philip: Das geht doch aber.

14 Can: Ja, natiirlich geht das, nur ... Das ist genau dasselbe
15 wie bei dieser Aufgabe Philip.

16 Philip: Wie bei der ersten. (beginnt zu schreiben)

17 Can: Was machst du?

18 Philip: Ich mach diese Rechnung.

19 Can: 84 geteilt durch 72

20 Philip: Ja, ok. ... Geteilt durch 7? Das sind 12.

21 Can: Gleich 12, und dann? Mal? 12 mal?

22 Philip: Nee, 12 ist richtig.

23 Can: Und dann-?

22 Philip: Einfach nur 12. H&? Da steht kein Bruch.

23 Can: Ja, Lisa bekommt 12 Euro. Und dann bekommt er den Rest.

26 H&? Dann bekommt er doppelt so viel wie sie einfach.

27 Was ist das fir eine Scheiffe. Hier ist gar kein Bruch.
28 (Ablenkung)

20 Can: (zum Paar am Nebentisch:) Das ist voll schwer. Da steht
30 gar kein Bruch, wie soll man das rechnen-?

31 Nachbarin: Die Stunden sind der Bruch.

32 Can: 7 Stunden ist der Bruch? Das geht nicht. Wie viel Geld
33 bekommt Lisa? 12 Euro? Wir lassen das jetzt einfach weg,
34 ok? (Ablenkung)

35 Can: Die Hadlfte ist 32.

3 Philip: Nein, die Hadlfte ist 42.

37 Can: 42 Euro bekommt jeder, was willst du?

33 Philip: Nein.

Am Ende der Unterrichtsstunde nehmen Can und Philip die Bearbeitung des zweiten
unvollstindigen Beispiels wieder auf. Nachdem Can seine Rechnung ,,84 geteilt
durch 7 (9) vom ersten Bearbeitungsversuch wieder aufnimmt, fragt er, was sie
machen sollen und bemingelt, dass man ihnen ,,nicht erklart“ (10) habe. Philip
erwidert, dass ,,diese [...] Pfeilrechnung® (11) iiberlegen miissen und das es ,,wie
bei der ersten” (16) Aufgabe sei. Es wird nicht deutlich, ob er sich dabei auf das
Losungsbeispiel oder das erste unvollstindige Beispiel bezieht. Es kann jedoch
vermutet werden, dass er das Losungsbeispiel meint, indem der Gewinn zunéchst
entsprechend der sieben Personen in sieben gleiche Teile geteilt wurde. In der Folge
beginnt er ,,84 geteilt durch 7 (19) zu rechnen und kommt zu dem Ergebnis ,,das
sind 12 (20). Can stellt augenscheinlich einen Bezug zum Operatorschema her und
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fragt, was sie danach rechnen sollen: ,,Mal? 12 mal? (21). Diese Nachfrage deutet
darauf hin, dass er das Operatorschema soweit verinnerlicht hat, dass er nach dem
Teilen des Ganzen eine Multiplikation durchfiihren muss.

Philipistebenfallsirritiert und stellt fest, dass ,,da[...] kein Bruch [steht]* (24). Er
erkennt, dass er zum Berechnen eines Anteils zundchst wissen muss, welchen Anteil
er berechnen soll. Entsprechend findet er keinen Faktor, mit dem er 12 multiplizieren
kann. Er dufert, dass das Ergebnis ,.einfach nur 12 (24) sei, vermutet aber scheinbar,
dass 12 nicht das korrekte Ergebnis ist.

Can nimmt entgegen Philips Unsicherheit das Ergebnis ,,12* auf und folgert:
,,Lisa bekommt 12 Euro. Und dann bekommt er [Jan] den Rest (25). Beim Vergleich
der entsprechenden Lohne fiir die beiden Jugendlichen bemerkt er dann aber auch,
dass diese Annahme nicht stimmen kann, denn ,,dann bekommt er doppelt so viel
wie sie einfach” (26). Es ist bemerkenswert, dass er annimmt, dass die Differenz
von 84 und 12 lediglich das Doppelte von 12 sei. Es ist jedoch moglich, dass er mit
dem Doppelten meint, dass Jan in diesem Fall wesentlich mehr Geld bekidme als
Lisa. Es ist jedoch nicht auszuschliefen, dass er Schwierigkeiten beim Einordnen
von natiirlichen Zahlen hat.

Can wendet sich an das Paar, das am Nebentisch arbeitet, und merkt an, dass
diese Aufgabe ,,voll schwer” sei, da,.kein Bruch angegeben sei (29-30) Aus diesem
Grund wissen sie nicht, wie ,,man das rechnen‘ (30) soll. Ihre Nachbarin erwidert,
dass ,,die Stunden“ (31) der Bruch seien, womit sie meint, dass die Stunden die
Grundlage zum Aufteilen des Ganzen sind. Can interpretiert diesen Hinweis jedoch
wortlich und versteht ihn dementsprechend nicht: ,,7 Stunden ist der Bruch? Das
geht nicht.“ (32).

Nach einer weiteren Ablenkung schlidgt Can vor, dass sie den Gewinn einfach zu
gleichen Teilen auf die beiden Jugendlichen aufteilen. Er sagt ,,die Hilfte [von 84]
ist 32* (36), was die Annahme seiner Unsicherheit beim Umgang mit natiirlichen
Zahlen stiitzt. Nach der Korrektur von Philip, dass die Hélfte von 84 nicht 32, sondern
42 sei, erkliart Can weiter: ,,42 Euro bekommt jeder (38). Philip lehnt diese Losung
jedoch ab (39).

Es ist deutlich zu erkennen, dass es Can und Philip nicht gelingt, die Anteile am
Ganzen fiir beiden Jugendlichen zu bestimmen. Sie suchen weiterhin nach mogli-
chen Kombinationen der Zahlen im Aufgabentext zur Durchfiihrung einer Rech-
nung. Obwohl sie eine Ahnlichkeit zu den vorhergehenden Aufgaben und dem
Losungsbeispiel vermuten, stellen sie keine Beziehung zu diesen her. Dies kann
moglicherweise dadurch erkldart werden, dass sie den Aufgabenkontext und die
Aufgabensituation nicht in ihre Uberlegungen einbeziehen, sondern lediglich nach
Zahlenwerten zum Aufstellen einer Rechnung suchen.
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Transkript B2A2 — Can & Philip — Szene 6 — Aufgabe 2
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Nachbarin: Jan bekommt 5 Zwolftel.

Can: Was hast du gesagt? 5 Zwolftel bekommen die?

Nachbarin: Jan bekommt die.

Can: 5 zZwdlftel ist richtig, weil 5 mal 12 sind 84.

beide: (schreiben: Jan bekommt 5 Zwélftel)

Philip: Lisa bekommt ... 7 zZwdlftel.

Can: Is so, weil 7 Stunden, 5 Stunden. ... Also mussen wir
das in 12 Teile aufteilen, dieses Ding.

Philip: Ja.

beide: (Philip beginnt zu zeichnen; Can sieht ihm zundchst
zu und beginnt dann selber zu zeichnen)

Can: Aber jetzt, 5 Zweitel ... 5 Zwolftel von 84. Wie viel sind
das? Uns fehlt die Antwort. Wie viel Geld bekommt jeder?
Philip: Das ist voll leicht, du musst jetzt 84 ... (beginnt

zu schreiben)
Can: Was machst du?
Philip: 48 durch 12 rechnen.
Can: 48 geteilt durch 12 mal 5. Oh, bin ich gut.
Philip: (schreibt, Can schreibt ab)
Can: Und dann 7 mal 5, ne?
Philip: 7 mal 5, 35.
Can: Ja.
Philip: Ok, und jetzt
Can: Antwort erstmal: Lisa bekommt 35 Euro.
Philip: Nein, das miissen wir mal 7 rechnen.
Can: Was? (gucktbei Philip) Aber trotzdembekommt Jan 35 Euro.
Philip: Ja. Und 7 mal 7 gleich 49.
Can: 48 auch geteilt durch ... 12 gleich 7.
Philip: Ja, gleich 7 und dann mal 7, 49.
Can: Warte, das musst du hier doch hinschreiben.
Philip: Ich hab das ohne geschrieben.
Can: Warum bekommt das Maddchen denn mehr als der Junge?
Philip: Weil das M&dchen mehr gearbeitet hat, weil der Junge
zu faul ist.
Can: Zwei Stunden und sie bekommt direkt das doppelte.

Thre Tischnachbarin gibt ihnen einen zweiten, diesmal wesentlich expliziteren Hin-
weis und sagt ihnen vor, dass ,Jan [...] 5 Zwolftel [bekommt]“ (40). Can nimmt
diesen Hinweis direkt auf und begriindet ihn damit, dass ,,5 mal 12 [...] 84 [sind]*
(43). Er begriindet demnach, dass 15—2 ein korrekter Anteil sei, weil das Produkt von
Zihler und Nenner die Ausgangsgrofe ergebe. Ungeachtet des Rechenfehlers, der
ihm hier unterléduft, deutet seine Begriindung auf eine Fehlvorstellung hin: Er inter-
pretiert, den Zéhler und Nenner eines Bruchs nicht als Herstellungshandlungen oder
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Teiloperatoren, die auf eine GroBle wirken, sondern als Faktoren, deren Produkt die
Ausgangsgrofe ergibt. Somit deutet der den Bruch % weder als Anteil noch als
Operator, sondern betrachtet den Bruch komponentenweise als Zusammenfassung
zweier natiirlicher Zahlen.
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Abbildung 5.28 Philips Lsung von Aufgabe 2

Philip geht nicht auf Cans Erkldrung ein, sondern schlieft von dem Hinweis,
dass Jan 15—2 des Ganzen erhilt, darauf dass Lisa 17—2 des Ganzen bekommt (45). Es
ist nicht zu entscheiden, ob er diesen Schluss zieht, da er den Zusammenhang zu
den Arbeitsstunden erkennt, oder ob er lediglich den Bruch % zu einem Ganzen
erginzt. Can stellt darauf hin den Zusammenhang zu den Anzahlen der geleisteten
Arbeitsstunden her (46) und folgert fiir die ikonische Darstellung der Anteile im
Kreisdiagramm: ,,Also miissen wir das in 12 Teile aufteilen, dieses Ding* (47). In der
Folge unterteilt Philip die vorgegebene Kreisfldche in zwolf gleiche Teile und firbt je
acht und vier Teilsegmente in unterschiedlichen Farben als Reprisentation fiir die
Arbeitsstunden der beiden Jugendlichen (vgl. Abb.5.28). Die fehlerhafte Anzahl
der gefirbten Teilsegmente kann dabei als Fliichtigkeitsfehler betrachtet werden.
Can schaut Philip zundchst beim Zeichnen zu bevor er selber damit beginnt, die
Anteile in der Kreisreprisentation darzustellen. Er tibernimmt die Zeichnung nicht
von seinem Partner, sondern zeichnet die Anteile eigenstindig ein (vgl. Abb.5.29).

Nachdem beide Partner die Anteile eingezeichnet haben, gehen Can und Philip
zur Berechnung der Anteile iiber. Philips Aussagen zeigen, dass er jetzt, wo er weil,
welche Anteile die beiden Jugendlichen jeweils bekommen, das Operatorschema
anwendet, die jeweiligen Teiloperatoren :12 und -5 bzw. -7 korrekt bestimmt und
die Anteile berechnet.
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Abbildung 5.29 Can Losung von Aufgabe 2

Im Gegensatz zu Philip zeigt Can Unsicherheiten beziiglich der Berechnung
der Anteile. Er fragt seinen Partner zunichst wiederholt, wie viel 15—2 von 84 sind,
wie viel Geld jeder bekommt (51-53) und was Philip macht, um die Anteile zu
berechnen (56). Philip erkldrt ihm den Rechenweg und Can notiert ihn in sei-
nem Arbeitsheft. Obgleich die Interaktion und Cans wiederholte Blicke auf Philips
Arbeitsheft den Anschein erwecken, dass er die Rechnungen bei seinem Partner
abschreibt, sind deutliche Unterschiede in der Notation der beiden Schiiler zu erken-
nen. Wihrend Philip die Rechnungen in einer Art Term notiert, in dem er schreibt
84 : 12 = 7 -7 = 49 (vgl. Abb.5.28), notiert Can den Rechenweg korrekt in
einem Pfeilschema (vgl. Abb.5.29). Es ist anzunehmen, dass er aufgrund grofer
Unsicherheit sich mehrfach bei seinem Partner versichert, wie der Rechenweg lau-
ten muss, jedoch die Darstellung der Rechnung in einem Pfeilschema tibertragen
und in dieser Situation anwenden kann. Es kann daher angenommen werden, dass
er die Struktur der Rechnung im Allgemeinen iibertrdgt, jedoch Schwierigkeiten
hat, die korrekten Rechenoperatoren eigenstindig herzuleiten. Diese Interpretation
wird durch die beobachteten Schwierigkeiten Cans beim Rechnen mit natiirlichen
Zahlen sowie seine vorhergehende Begriindung, dass % der korrekte Anteil sei, da
5 -7 = 84 sei, gestiitzt.

Zuletzt dufert Can seine Irritation dariiber, dass Lisa mehr Geld ausgezahlt
bekommt als Jan. Auch die Differenz der Geldbetrige scheint er nicht korrekt zu
erfassen, da er anmerkt, dass Lisa lediglich ,,zwei Stunden* mehr gearbeitet habe
und mit 49 € , direkt das doppelte* (76) von 35€ bekomme. Aufgrund dieser Aufe-
rungen von Can ist zu anzunehmen, dass er die Anteilbildung in dieser Situation
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noch nicht vollstindig verstanden hat. Ihm scheint nicht ersichtlich zu sein, dass
die beiden Jugendlichen entsprechend ihrer unterschiedlichen Anzahl an geleiste-
ten Arbeitsstunden einen unterschiedlichen Betrag ausgezahlt bekommen. Obwohl
seine Irritation jedoch auch mit der weit iiberschitzten Differenz der Geldbetrige
erkliart werden kann, ist vor dem Hintergrund seiner vorhergehenden Aussagen,
gedullerten Verstindnisschwierigkeiten und Fehlinterpretationen von Anteilen den-
noch anzunehmen, dass er den Bezug der Anteile zur Aufgabensituation nicht voll-
standig hergestellt und verstanden hat, auch wenn er den Hinweis der Sitznachbarin
wiederholt, dass die Anteile der beiden Jugendlichen etwas damit zu tun haben, dass
Lisa 7 und Jan 5 Stunden gearbeitet hat (46-47).

Insgesamt lésst sich die Bearbeitung von Can und Philip in den folgenden Deu-
tungshypothesen zusammenfassen:

e Es wird kein Bezug zum Losungsbeispiel oder dem ersten unvollstindigen Bei-
spiel hergestellt und demzufolge auch keine Analogie zum Transfer des Losungs-
verfahrens gebildet. Im Losungsbeispiel sowie im ersten unvollstindigen Bei-
spiel werden die Anteile des Ganzen gemifl der Personenanzahl gebildet. Im
zweiten unvollstindigen Beispiel hingegen miissen die Anteile entsprechend der
Arbeitszeit in Stunden gebildet werden. Can und Philip identifizieren zwar den
Geldbetrag von 84€ als das Ganze, jedoch gelingt es ihnen nicht die Anteile
zu bestimmen, auf die das Ganze aufgeteilt werden soll. Es anzunehmen, dass
der ausbleibende Transfer auf die verdnderten Kontextbedingungen im Vergleich
zum Losungsbeispiel und dem ersten unvollstindigen Beispiel zuriickzufiihren
ist. Entsprechend der Aufteilung auf Grundlage der Anzahl an Personen wird
eine Aufteilung in gleiche Teile vorgeschlagen, jedoch aufgrund der unterschied-
lichen Anzahl an Arbeitsstunden der beiden Jugendlichen verworfen. Eine Auf-
teilung anhand der Arbeitsstunden wird dennoch nicht in Betracht gezogen.
Auch mit dem Hinweis ihrer Sitznachbarin, dass sie die Anteile entsprechend
der Arbeitszeit in Stunden bilden sollen, gelingt es ihnen nicht die Anteile zur
Aufteilung des Ganzen zu bestimmen. Der Grund dafiir ist, dass sie lediglich den
Geldbetrag von 84 € als Ganzes identifizieren und nicht erkennen, dass dieser
Geldbetrag mit der Summe der Arbeitsstunden im Zusammenhang steht.

e Die Schwierigkeit die Anteile am Gewinn zu bestimmen fiihrt dazu, dass Can
und Philip versuchen anhand der Zahlenwerte im Aufgabentext eine Rechnung
zusammenzustellen, ohne dabei den Aufgabenkontext einzubeziehen.

e Ungeachtet ihrer Schwierigkeiten bei der Bestimmung der Anteile iibertragen
Can und Philip das Operatorschema zur Berechnung der Anteile. Nachdem ihre
Sitznachbarin ihnen gesagt hat, welche Anteile die beiden Jugendlichen erhalten,
beginnen Can und Philip sofort damit die Anteile auszurechnen. Wihrend Can
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zundchst Unsicherheiten beziiglich der Teiloperatoren und Zwischenergebnisse
zeigt, wendet Philip das Operatorschema sicher an. Im Gegensatz zu Can, der
den Rechenweg in einem Pfeildiagramm darstellt, notiert Philip eine Art Term,
in dem er die beiden Teilrechnungen hintereinander ausfiihrt.

e Can deutet den Bruch im Anteil % von 84 € im Sinne einer komponentenweise
Betrachtung von Zihler und Nenner und argumentiert, dass 5-12 = 84 sei. Diese
Fehlinterpretation kann einerseits auf die fehlerhafte Kopfrechnung zuriickge-
fithrt werden, deutet andererseits aber auch darauf hin, dass er den Bruch in
diesem Zusammenhang weder als Anteil noch als Operator, sondern als zwei
natiirliche Zahlen betrachtet, was moglicherweise zur Entwicklung eines fehler-
haften Denkmusters bzw. einer Fehlvorstellung fiihren kann.

Vergleich der Bearbeitungen der unvollstindigen Beispiele:

Die Bearbeitung erfordert die Ubertragung des Verfahrens der Anteilbestimmung
und Anteilberechnung von dem Losungsbeispiel auf nahezu identische Aufgaben-
stellung mit verdnderten Zahlenwerten sowie auf eine analoge Aufgabenstellung in
einem neuen strukturgleichen Sachkontext mit anderen Bezugsgroien. Die zentra-
len Aspekte in den Detailanalysen der Bearbeitungsprozesse waren dabei zum einen
die Bildung einer Analogie zwischen dem Losungsbeispiel und den unvollsténdi-
gen Beispielen sowie die Ubertragung des Operatorschemas zur Bestimmung und
Berechnung von Anteilen eines Ganzen.

Analogiebildung: In den beiden dargestellten Bearbeitungsprozessen konnen die
zentralen Schwierigkeiten der Aufgabenlosung im Rahmen der Analogiebildung
als Voraussetzung zur Ubertragung des Losungsverfahrens beschrieben werden.
Anders als es aufgrund der sachanalytischen Analysen erwartet wurde, betrifft dies
bereits die Bearbeitung des ersten unvollstindigen Beispiels, in dem sowohl der
identische Sachkontext sowie die beinhalteten Groflen eine direkte Abbildung der
Losungsschritte ermoglichen sollten.

Bennet und Julius erkennen zunichst keinen Zusammenhang zu dem Losungs-
beispiel und betrachten das erste unvollstindige Beispiel als vollkommen neue Auf-
gabe. Julius bemerkt gar, dass es fiir diese Aufgabe kein Losungsbeispiel gebe.
Erst im Austausch mit der Lehrkraft, die sie zunéchst auf die Beziehung mit dem
Losungsbeispiel hinweist und zudem die Aufmerksamkeit der Schiiler auf den Kon-
text der Aufgabe, insbesondere das Aufteilen eines Geldbetrags auf zwei Familien
mit unterschiedlichen vielen Familienmitgliedern lenkt, erkennen sie die analoge
Struktur zum Losungsbeispiel. In der Folge bilden sie erfolgreich und ohne erkenn-
bare inhaltliche Verstindnisschwierigkeiten die einzelnen Verfahrensschritte auf die
neuen Zahlenwerte ab.
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Genau wie Bennet und Julius erkennen auch Can und Philip zunéchst keinen
Zusammenhang zwischen dem Losungsbeispiel und dem ersten unvollstdndigen
Beispiel. Es fillt auf, dass der Sachkontext in ihre Bearbeitung zunéchst nicht auf-
gegriffen wird und die Schiiler versuchen allein auf Grundlage der vorgegebenen
Losungsansitze und Zahlenwerte die Aufgabe zu bearbeiten. Dies scheitert zunéchst
daran, dass es ihnen nicht gelingt die Gewinnanteile fiir jede Familie zu bestimmen,
die genau wie im Losungsbeispiel von der Anzahl der Familienmitglieder der bei-
den Familien abhingt. Erst als Can scheinbar zufillig beim wiederholten Lesen der
Aufgabenstellung bemerkt, dass die beiden Familien aus unterschiedlichen vielen
Personen bestehen, stellt Philip erkennt Philip den Zusammenhang zum Losungs-
beispiel und es gelingt ihm die einzelnen Losungsschritte zu iibertragen.

Beide Bearbeitungsprozesse haben gemeinsam, dass die Schiiler ihre Aufmerk-
samkeit zunéchst nicht auf die Anzahl der Personen in jeder Familie richten und ent-
sprechend keine Beziehung zum Losungsbeispiel herstellen, obwohl der Losungs-
weg bereits vorstrukturiert und mit Hinweisen versehen ist. Die Bearbeitungspro-
zesse beider Schiilerpaare deuten darauf hin, dass die vom Losungsbeispiel ver-
schiedene duBere Gestaltung des ersten unvollstdndigen Beispiels ein wesentlicher
Grund fiir das anfingliche Nichterkennen der Strukturgleichheit zwischen diesen
beiden ist. Wahrend im Losungsbeispiel die Aufteilung des Ganzen auf die jewei-
ligen Familien und Familienmitglieder in Form von ikonischen Personendarstel-
lungen und einer ikonischen Kreisreprisentation dynamisch veranschaulicht wird,
sind im ersten unvollstdndigen Beispiel keine Abbildungen von Personen enthalten.
Stattdessen ist die Darstellung der Aufgabenstellung auf einen Text beschrinkt, der
die Anzahl der Familienmitglieder in Klammern hinter den Familiennamen angibt.
Auch die vorgegebene Kreisreprisentation enthilt keinen Hinweis auf die Anteile
fiir die beiden Familie, da diese von den Schiilern selbst eingezeichnet werden miis-
sen. Aus diesen Griinden wird die Aufmerksamkeit nicht direkt auf die Personen
gelenkt und die Schiiler suchen nach alternativen Moglichkeiten der Anteilbestim-
mung. Dies wird insbesondere durch die Vorgabe von Losungsansétzen unterstiitzt,
da diese nahelegt, das die Losungsschritte nur ergiinzt werden miissen. Vor allem in
der Bearbeitung von Can und Philip ist zu beobachten, dass die Schiiler zunéchst
ausschlieBlich in den Losungsansitzen nach Hinweisen fiir die Anteilbestimmung
suchen, und den Sachkontext im Aufgabentext nicht beachten.

In den Bearbeitungen des zweiten unvollstindigen Beispiels besteht die Bildung
einer Analogie in der Abbildung der Strukturelemente unter Beachtung der unter-
schiedlichen Bezugsgrofien (vgl. Tab.5.3).
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Tabelle 5.3 Abbildung der Kontextelemente des Losungsbeispiels auf das zweite unvoll-

stindige Beispiel

Losungsbeispiel

Zweites unvollstindiges Beispiel

Das Ganze ist ein Geldbetrag von 21000<€.

Das Ganze ist ein Geldbetrag von 84 €.

Der Geldbetrag wird auf die zwei Familien
Meyer und Stein aufgeteilt.

Der Geldbetrag wird auf die zwei
Jugendlichen Lisa und Jan aufgeteilt.

Die Familien haben eine unterschiedliche
Anzahl an Familienmitgliedern. Familie
Meyer besteht aus drei Personen, Familie
Stein aus vier.

Die beiden Jugendlichen haben eine
unterschiedliche Anzahl an Stunden
gearbeitet. Lisa hat sieben Stunden
gearbeitet und Jan fiinf.

Insgesamt wird der Geldbetrag auf sieben
Personen aufgeteilt.

Die beiden Jugendlichen haben zusammen
zwolf Stunden gearbeitet.

Jede Familie erhilt jeweils einen Teil fiir
jedes Familienmitglied.

Lisa und Jan erhalten jeweils einen Teil fiir
jede Arbeitsstunde.

Im Fall von Bennet und Julius konnte beobachtet werde, dass Bennet quasi spon-
tan die in Tabelle 5.3 beschriebenen Abbildungen vorgenommen hat, und auf diese
Weise die neue Sachsituation erfassen und erschlieBen konnte, sodass er sofort
erklért, dass das Ganze in zwolf gleiche Teile aufgeteilt werden muss, die dann
auf die beiden Jugendlichen aufgeteilt werden. Seinem Partner Julius gelingt die
Abbildung nicht auf Anhieb, sondern erst durch einen Hinweis von Bennet. Julius
gedullerte Verstindnisschwierigkeiten bringen zum Ausdruck, dass es in seinem Fall
womoglich nicht allein die verdnderten BezugsgroBen sind, die ihn irritieren. Seine
Irritation betrifft vor allem die Beschreibung der Sachsituation, dass zwei Jugend-
liche unterschiedlich lange gearbeitet haben und gemeinsam einen Lohn fiir ihre
Arbeit ausgezahlt bekommen. Fiir gewohnlich bekommt man den Lohn fiir seine
Arbeit direkt ausgezahlt und muss ihn sich nicht mit einem Arbeitskollegen teilen.
Sein erster Vorschlag fiir eine Aufteilung ist, dass sie den Lohn in gleiche Teile
aufteilen. Erst als Bennet ihn darauf hinweist, dass die beiden Jugendlichen unter-
schiedlich lange gearbeitet haben, erkennt er, dass der Lohn durch die Summe der
Arbeitsstunden in zwolf gleiche Teile aufgeteilt werden muss, von denen Lisa und
Jan schlieBlich die ihren Arbeitsstunden entsprechende Anzahl an Teilen bekom-
men.

Can und Philip haben wesentlich groere Schwierigkeiten mit der Abbildung der
strukturrelevanten Aufgabenelemente. Sie identifizieren den Geldbetrag von 84 €
sofort als Ganzes und erkennen auch, dass dieser gerecht auf die zwei Jugendli-
chen aufgeteilt werden soll. Sie stellen jedoch keinen Zusammenhang zwischen der
Anzahl der Arbeitsstunden der beiden Jugendlichen und der Aufteilung des Ganzen
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her und es gelingt ihnen aufgrund dessen nicht, die Anteile am Geldbetrag fiir die
beiden Jugendlichen zu bestimmen. In ihren Bearbeitungsvorschlidgen wird deut-
lich, dass sie nicht versuchen auf Grundlage des Sachkontexts die Anteile abzuleiten,
sondern versuchen anhand der enthaltenen Zahlenwerte direkt die Geldbetrige zu
berechnen. Auch ein erster Hinweis ihrer Sitznachbarin, dass die Stunden zur Anteil-
bildung genutzt werden sollen, hilft ihnen nicht. Erst als ihre Nachbarin expliziter
wird und ihnen den Anteil nennt, den Jan bekommt, erschliefen sie auch den Anteil
fiir Lisa und stellen die Anteile im Kreisdiagramm dar. Diese Beobachtungen legen
den Schluss nahe, dass Can und Philip zwar die Stundenanzahl wahrgenommen
haben, jedoch nicht den Zusammenhang entdeckt haben, dass der Geldbetrag der
Summe der Arbeitsstunden entspricht. Es ist moglich, dass ihre Schwierigkeiten
bei der Analogiebildung auf ihr fliichtiges Lesen des Losungsbeispiels zuriickzu-
fiihren ist. Anstatt die einzelnen Losungsschritte nachzuvollziehen, haben sie diese
lediglich schnell durchgeklickt und die Antworten auf die fokussierenden Frage-
stellungen in den Endzustédnden des Losungsbeispiels gesucht. Diese Beobachtung
stiitzt die Vermutung einer oberflichlichen Verarbeitung des Losungsbeispiels, die
dazu fiihrt, dass sie die strukturellen Zusammenhénge nicht vollstindig erschlie-
Ben und entsprechend auf die Anteilbildung im zweiten unvollstindigen Beispiel
iibertragen konnen.

Zusammenfassend kann angenommen werden, dass die folgenden Aspekte den
Transfer des Losungswegs auf die unvollstindigen Beispiele beeinflussen:

Die duBere Gestaltung der unvollstindigen Beispiele,
Oberflachliches Lesen des Losungsbeispiels,

geringe Vertrautheit mit der Sachsituation,

die Fokussierung auf den Rechenweg,

Irritationen durch veridnderte Groen und Beziige zueinander.

Ubertragung und Anwendung des Operatorschemas: Im Gegensatz zum Bil-
den der Anteile des Ganzen gelingt es beiden Schiilerpaaren das Operatorschema
zur Berechnung der Anteile auf die unvollstindigen Beispiele zu iibertragen und
anzuwenden. Im Fall von Julius ist zu beobachten, dass er bei der Bearbeitung des
ersten unvollstdndigen Beispiels noch deutliche Unsicherheiten bei der Bestimmung
der Teiloperatoren hat, und nicht sicher ist, auf welche Grofen diese angewendet
werden. In der Bearbeitung des zweiten unvollstindigen Beispiels sind diese Unsi-
cherheiten hingegen nicht mehr zu beobachten. Diese Beobachtung kann als eine
zunehmende Vertrautheit und Verinnerlichung mit dem Verfahren interpretiert wer-
den.
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Ahnliche Unsicherheiten, wie sie in Julius Bearbeitung des ersten unvollstdndi-
gen Beispiels zu beobachten sind, konnen auch im Fall von Can gemacht werden.
Er versichert sich sowohl im ersten wie auch im zweiten unvollstindigen Beispiel
bei seinem Partner {iber die korrekten Rechenschritte.
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Abbildung 5.30 Cans, Philips und Julius (von links nach rechts) Notation der Berechnung
von 17—2 von 84

In Bezug auf die Notation des Rechenwegs ist festzustellen, dass lediglich Can
die Darstellung der Rechnung im zweiten unvollstindigen Beispiel anhand eines
Pfeildiagramms vornimmt. Die anderen Schiiler notieren den Rechenweg in Form
von Termen (vgl. Abb.5.30). Insbesondere in der Abbildung der Rechnung von Phi-
lip ist zu erkennen, dass er zunéchst 84 : 7 gerechnet hat, und diesen Rechenweg
in einem Pfeildiagramm darstellen wollte. Da er diese Rechnung im Rahmen der
Suche nach einem Losungsweg aufgestellt hat, ist anzunehmen, dass er sich hierbei
nicht sicher ist ob diese Rechnung zum Ziel fiihrt. Zusammen mit der Beobachtung
von Cans Unsicherheiten bei der Berechnung der Anteile kann vermutet werden,
dass die Schiiler im Fall von Unsicherheit die Darstellung in einem Pfeildiagramm
bevorzugen bzw. sich an diesem orientieren. In Bennet und Julius sowie spiter auch
Philips Anteilberechnung im zweiten unvollstdndigen Beispiel sind keine Unsicher-
heiten oder Schwierigkeiten zu erkennen und sie notieren den Rechenweg ohne die
Darstellung in einem Pfeildiagramm in einer ihnen womdoglich vertrauteren Term-
schreibweise. In diesem Zusammenhang merkt Bennet an, dass er die Rechnung an
sich ,,einfach” findet, jedoch die Darstellung im Pfeildiagramm einen zusétzlichen
und womdéglich unnétigen Aufwand darstellt.

5.2.2 Anwendung des Verfahrens in einem komplexen
Sachkontext

Im Anschluss an die Bearbeitung der unvollstindigen Beispiele haben die Schiilerin-
nen und Schiiler in ihren Arbeitsheften verschiedene Aufgaben zum Berechnen von
Anteilen beliebiger Groflen bearbeitet. Diese umfassten u. a. Aufgaben zur Berech-
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nung von Anteilen von Strecken und Gewichten, Anteilen von mehreren Ganzen
sowie Aufgaben, in denen Fehler in vorgegebenen Rechnungen gesucht und korri-
giert werden sollten. Die nun vorliegende Aufgabe geht tiber die Anwendung des
Verfahrens zur Berechnung von Anteilen beliebiger Groflen hinaus, da nicht wie
bisher ein Anteil von einer beliebigen Grofe berechnet, sondern von einem Anteil
einer beliebigen Grofe auf einen anderen Anteil derselben GrofBe geschlossen wer-
den soll (Abb.5.31).

AUFGABE 9

Bei einer Fahrradkontrolle wurden an 34 Fahrradern Mangel festgestellt.
%

Das waren = aller kontrollierten Fahrréader.

An wie vielen Fahrradern wurden keine Mangel festgestellt?

Abbildung 5.31 Aufgabe 2.9

Im Aufgabentext ist die Anzahl von 34 Fahrridern gegeben, die % der Gesamt-
menge kontrollierter Fahrrdder entspricht. Es soll berechnet werden, an wie vielen
Fahrriadern keine Mingel festgestellt wurden. Dazu ist es notwendig die 34 Fahr-
ridder als Teil eines Ganzen zu interpretieren und einen Bezug zum Ganzen bzw.
der Anzahl aller kontrollierten Fahrridder herzustellen. Es sind drei Losungswege
denkbar:

1. Bestimmen des Ganzen und Berechnen von % des Ganzen als komplementiiren
Anteil zu % (Zweisatz):
34 Fahrrider entsprechen % aller kontrollierten Fahrrdder. Zur Bestimmung des
Ganzen muss somit das Verfahrens zur Anteilberechnung umgekehrt werden:
34 Fahrrdder : 2 = 17 Fahrridder und 17 Fahrrédder -7 = 119 Fahrrider.
Es wurden also insgesamt 119 Fahrriader kontrolliert. Da an % dieser Fahrriader
Mingel festgestellt wurden, wurden an % von 119 Fahrriddern keine Méngel
festgestellt:
119 Fahrridder : 7 = 17 Fahrrdder und 17 Fahrrédder -5 = 85 Fahrréder.

2. Bestimmen von % des Ganzen und Berechnen von % des Ganzen (Anwenden von
Operatoren):
Da 34 Fahrrider % aller kontrollierten Fahrrédder sind, entspricht die Hélfte dieser
34 Fahrrider, also 17 Fahrrider, % aller kontrollierten Fahrrader. Durch Multi-

plikation mit 5 erhdlt man % des Ganzen bzw. die Anzahl der Fahrridder, an denen
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keine Mingel festgestellt wurden:
34 Fahrrdder : 2 = 17 Fahrridder und 17 Fahrrédder -5 = 85 Fahrréder.

3. Bestimmen des Ganzen und Bilden der Differenz:
34 Fahrréder entsprechen % aller kontrollierten Fahrrider. Zur Bestimmung des
Ganzen muss somit das Verfahrens zur Anteilberechnung umgekehrt werden:
34 Fahrrader : 2 = 17 Fahrrdder und 17 Fahrridder -7 = 119 Fahrrider. Da an
34 von 119 Fahrriadern Mingel festgestellt wurden, sind an 119 — 34 = 85
Fahrridern keine Mingel festgestellt worden.

Transferprozesse: Die Losung dieser mehrschrittigen Aufgabe erfordert sowohl
die Aktivierung der Anteilvorstellung als auch der Operatorvorstellung. Im ersten
Schritt muss der Bruch % als Anteil interpretiert werden, um abzuleiten, dass zu
einem Ganzen noch % fehlen. Auf Grundlage der Operatorvorstellung muss in der
Folge entweder das Verfahren zur Anteilberechnung riickgidngig gemacht werden,
um vom Anteil ausgehend das Ganze zu berechnen, oder von % auf % zu schlieBen,
um % berechnen zu konnen.

Somit besteht der Transfer in dieser Aufgabenstellung zum einen in der Interpre-
tation der Sachsituation auf Grundlage der Anteilvorstellung zum Bestimmen des
Anteils, eines Teils und des Ganzen sowie zum Herstellen eines Zusammenhangs
zwischen diesen. Zum anderen ist es erforderlich das Operatorschema bzw. das
Verfahren zur Berechnung von Anteilen zu iibertragen und anzuwenden, um ausge-
hend von dem vorgegebenen Anteil des Ganzen einen Teil des Ganzen zu berechnen
und mit diesem das Ganze oder den gesuchten Anteil vom Ganzen zu berechnen.
Die Anwendung des Operatorschemas erfordert zudem eine Anpassung in Form
der Umkehrung des Verfahrens zum Riickgéingigmachen von Teiloperationen der
Anteilberechnung.

Auf Ebene des Sachkontexts besteht der Transfer in dieser Aufgabe zudem in
der Ubertragung der Anwendung des Verfahrens von standardisierten MaBeinheiten
(Geldbetrige in €, Liangen, Gewichten) als GroBe auf eine diskrete Menge von
Objekten (Fahrrider).

Bennet & Julius — Bestimmen des Ganzen

Im Anschluss an die Bearbeitung der unvollstindigen Beispiele haben Bennet und
Julius die nachfolgenden Aufgaben im Arbeitsheft der Reihe nach gelost. Dabei
konnten keine besonderen Schwierigkeiten beobachtet werden. Einzig in der Bear-
beitung einer Aufgabe zum Bestimmen eines Anteils mehrerer Ganzer, in der gefragt
wurde, wie viel Pizza jede Person bekommt, wenn sich sechs Personen 4 Pizzas tei-
len, konnte beobachtet werden, dass Julius einen zeichnerischen Losungsansatz
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verfolgte. Bennet hingegen interpretierte die Situation im Rahmen einer Division
und beschrieb die Aufteilung auf symbolischer Ebene als ,,4 Pizzen: 6 = % Pizzen*.
Wihrend Bennet bereits zur nidchsten Aufgabe iibergehen wollte, war Julius noch
mit dem Zeichnen von vier Kreisen beschéftigt, was er kurzerhand abbrach und die
Losung von seinem Partner iibernahm. Die unterschiedlichen Losungsansitze in
dieser Aufgabe sind charakteristisch fiir die allgemeinen Zugéinge von Bennet und
Julius: Wiéhrend Julius stets versucht, die Aufgaben auf eine anschauliche Ebene
zu iibertragen, arbeitet Bennet stets auf rein symbolischer Ebene und fertigt nur
Darstellungen an, wenn es in der Aufgabenstellung vorgesehen ist.

Transkript B2A9 — Bennet & Julius — Szene 1 — Aufgabe 9

1 Bennet: (liestdieAufgabenstellung laut vor) Achherrje. ...
2 Ach, das ist ganz einfach. 7mal ... Nein, das ist falsch.
3 . Achso, das ist einfach 34 geteilt durch 2 gleich 16
4 17. 17, ne?

5 Julius: Was denn? 347

¢ Bennet: 7 mal ... 17 gleich ... 70 ... 119.

7 Julius: Warte mal (schaut auf Bennets Arbeitsblatt) 7 mal 8
8 7 mal was?

9 Bennet: 7 mal 17.

10 Julius: Ach, ist die 8 durchgestrichen?

11 Bennet: Das soll 'ne 3 sein. (schreibt laut) An 119 Fahrr&ddern

12 wurden keine Méngel festgestellt. ... Ach herrje, jetzt
13 hab ich schon wieder was falsch gemacht.

14 Julius: (schreibt bei Bennet ab) Also die 8 hier soll durch-
15 gestrichen sein, ne-?

16 Bennet: Fuck ey ... Das hab ich jetzt richtig falsch gemacht.

Direkt nach dem Lesen der Aufgabenstellung erweckt Bennet den Eindruck, dass er
mehrere Ideen fiir einen Losungsweg hat. Zunichst scheint er die Aufgabe schwierig
zu finden, kurz darauf wiederum ,,ganz einfach (1-2). Sein erster Losungsvorschlag
ist die Berechnung des Ganzen durch eine Multiplikation mit sieben (2). Diesen
Vorschlag revidiert er kurz darauf jedoch wieder und erklirt, dass man zunichst ,,34
geteilt durch 2* (3) rechnen miisse.

Intuitiv nimmt er zunichst an, dass er iiber eine Multiplikation mit sieben das
Ganze erhilt (2), was er nach kurzem Nachdenken jedoch revidiert und erklrt,
dass man zunichst ,,34 geteilt durch 2 (3) rechnen miisse. Er kommt zu dem
Zwischenergebnis 17, multipliziert mit 7 und nennt 119 als Ergebnis (6). In seinem
Arbeitsheft notiert er laut mitlesend: ,,An 119 Fahrrddern wurden keine Méngel
festgestellt (11-12). Unmittelbar nachdem er seinen Satz beendet hat bemerkt er
jedoch, dass er ,,schon wieder was falsch gemacht (12-13, 16) habe.
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Bennets Erkldarungen bieten Anlass zur Annahme, dass er den Losungsweg nach
und nach erschlief3t, indem er eine Idee ausprobiert, diese reflektiert und korrigiert.
Auf diese Weise folgt er zunéchst seiner ersten Idee, die vorgegebene Anzahl von
34 Fahrrdadern mit sieben zu multiplizieren, um das Ganze bzw. die Anzahl aller
kontrollierten Fahrrider zu berechnen. Er bemerkt jedoch, dass die Anzahl 34 nicht
%, sondern % des Ganzen sind und korrigiert seine Rechnung umgehend. Er dividiert
im Weiteren durch 2 und multipliziert anschlieBend mit 7. Wéhrend er seine Losung
notiert, bemerkt er seinen Fehler, dass er lediglich das Ganze bestimmt hat, was
jedoch nicht der Anzahl aller Fahrridder ohne Mingel entspricht.

Julius trdagt zu der Bearbeitung nichts bei. Er fragt wiederholt, was Bennet rech-
net und aufschreibt, stellt jedoch keine inhaltlichen Nachfragen oder beteiligt sich
konstruktiv an der Losung.

Transkript B2A9 — Bennet & Julius — Szene 2 — Aufgabe 9

17 Julius: 7 mal 17, oder-?

18 Bennet: Die Aufgabe ist schon mal richtig, nur die Antwort
19 noch nicht.

20 Julius: 7 mal 17 gleich ... 1197

21 Bennet: Ja, aber du kannst das auch nochmal nachrechnen.
2 beide: (individuell - Julius schreibt ab)

23 Bennet: Ich schreib da jetzt noch was anderes hin. (schreibt

24 laut mitlesend) 119 minus 34 sind 20, 17, 85. So, jetzt
25 hab ich’s richtig.

26 Julius: Was kommt da raus? ... Was sind denn Dingens, Bennet?
27 Keine Méngel?

23 Bennet: Mdngel gefunden-?

29 Julius: Was ist das?

3 Bennet: Warte, ... du weifRt nicht, was Midngel sind?

31 Julius: Nein.

32 Bennet: Midngel sind, wenn das irgendwie kaputt ist, also wenn
33 es zum Beispiel ganz verrostet ist.

32 Julius: Achso.

35 Bennet: Oder die Bremsen nicht funktionieren.

36 Julius: (schreibt bei Bennet ab)

Bennet erklirt, dass seine Rechnung bisher ,,schon mal richtig® sei, ,,nur die Ant-
wort noch nicht” (18-19). Wenig spiter er notiert er erneut laut mitlesend seine
Losung und stellt fest: ,,So, jetzt hab ich’s richtig” (23-25). Da er bereits die Anzahl
aller kontrollierten Fahrriader berechnet hat, subtrahiert er von diesen die Anzahl der
mangelhaften Fahrrider und kommt zu dem Ergebnis, dass 85 Fahrrider die Kon-
trolle ohne Miingel passiert haben. In seinem Losungsweg (Abb. 5.32) ist deutlich
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zu erkennen, dass er sich Schritt fiir Schritt dem einem richtigen Losungsweg anné-
hert, sein Vorgehen dabei stets hinterfragt und in Beziehung zum Aufgabenkontext
setzt. Dabei wird deutlich, dass er das Operatorschema duflerst flexibel anwendet
und problemlos Beziehungen zwischen Teil und Ganzem herstellt und diese rech-
nerisch bestimmen kann. Obgleich er zunichst die 34 Fahrréder als % interpretiert,
bemerkt er seinen Fehler und korrigiert diesen umgehend.
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Abbildung 5.32 Bennets Losung von Aufgabe 2.9

Seine Erkldarungen deuten darauf hin, dass er die Aufgabensituation zunéchst
nicht richtig gelesen oder verstanden hat, da er zunéchst das Ganze bzw. die Anzahl
aller kontrollierten Fahrrider berechnet und diese als Ergebnis der Aufgabe inter-
pretiert. Wihrend er einen Antwortsatz auf die Frage in der Aufgabenstellung for-
muliert (11-13) bemerkt er seinen Fehler. Es ist anzunehmen, dass er sich bewusst
ist, die Anzahl aller kontrollierten Fahrréder berechnet zu haben, und genau das das
Ziel seines Losungsweges war. Wihrend er seinen Antwortsatz notiert und dazu
Bezug zum Aufgabenstellung nimmt, erkennt er jedoch sofort, dass er nicht die
Frage nach der Anzahl der mingelfreien Fahrrider, sondern die Fragen nach der
Anzahl aller kontrollierten Fahrridder beantwortet hat. Erneut kann er umgehend
seinen Fehler korrigieren, indem er die Differenz zwischen der Anzahl aller kon-
trollierten Fahrriader und der Anzahl der mangelhaften Fahrréider berechnet. Es ist zu
vermuten, dass in dhnlichen Aufgabenstellungen, die im Unterricht behandelt wur-
den, stets nach dem Ganzen gefragt wurde, da dies ein iibliches Aufgabenformat
ist, bei dem ein Zusammenhang zwischen Teil und Ganzem hergestellt wurde. Vor
diesem Erfahrungshintergrund ist es moglich, dass er die Aufgabenstellung nicht
wortgetreu gelesen hat und entsprechend nicht erkannt hat, dass nicht nach dem
Ganzen, sondern nach dem komplementiren Anteil gefragt wird. Diese Vermutung
wird dadurch gestiitzt, dass er beim Schreiben seines Antwortsatzes, wobei er sich
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an der Formulierung der Aufgabenstellung orientiert, seinen Fehler sofort erkennt
und diesen korrigieren kann.

Wihrend Julius die Losung von Bennet abschreibt, fragt er seinen Partner was
der Ausdruck ,.keine Mingel“ (26-27) bedeutet und erklart, dass er nicht wisse, was
dieser bedeutet. Da er im gesamten Bearbeitungsprozess vor allem die Rolle eines
Beobachters einnimmt und seine Teilnahme an der Bearbeitung sich auf Nachfra-
gen nach Rechenschritten und Notationen beschridnken, ist anzunehmen, dass er
tatsdchlich nicht weill was dieser Ausdruck bedeutet. In diesem Zusammenhang
kann seine Passivitit im Losungsprozess als mangelndes sprachliches Verstiandnis
der Aufgabenstellung gedeutet werden.

Insgesamt kann die Bearbeitung von Bennet und Julius in folgenden Deutungs-
hypothesen zusammengefasst werden:

e Durch flexibles Anpassen des Operatorschemas gelingt es Bennet von dem vor-
gegebenen Anteil zunéchst einen Teil des Ganzen, das Ganze selber sowie einen
anderen Anteil des Ganzen zu bestimmen und diesen zu berechnen. Dabei inter-
pretiert er die angegebenen Anteile durchgehend als Grofen und rechnet mit
diesen auf symbolischer Ebene. Vor allem vor dem Hintergrund der wiederhol-
ten Korrekturen seines Losungsweges ist zu erkennen, dass er sehr sicher die
Zusammenhdinge zwischen Teil, Anteil und Ganzem herstellen und diese auf eine
rechnerische Ebene iibertragen kann.

e Eine zentrale Schwierigkeit bei der Bearbeitung ist das Verstindnis der Auf-
gabenstellung. In der Bearbeitung von Bennet und Julius konnte dies in zwei
Ausprigungen beobachtet werden. Im Fall von Julius ist anzunehmen, dass er
die Aufgabenstellung sprachlich nicht versteht. Er bittet seinen Partner ihm das
Wort ,,Méngel“ zu erkléren, da er dieses nicht kenne. Da dieses Wort wesent-
lich fiir das Verstandnis der Aufgabenstellung ist, nimmt er lediglich passiv am
Bearbeitungsprozess teil. Im Fall von Bennet ist anzunehmen, dass er im Sinne
einer Ubergeneralisierung friiherer Aufgaben, in denen von einem Teil auf das
Ganze geschlossen werden sollte, die Aufgabenstellung falsch interpretiert und
annimmt, dass das Ganze bestimmt werden soll. Bei der Notation seines Antwort-
satzes, fiir die er sich an der Fragestellung im Aufgabentext orientiert, bemerkt
er seinen Fehler und korrigiert diesen umgehend.

Anna Lena & Ellen — Pfeilschema

Anna Lena und Ellen arbeiten iiber die gesamte Zeit sehr konzentriert und inter-
aktiv. In allen Bearbeitungen besprechen sie sehr detailliert ihre Losungsansétze
und -vorschlédge und stellen stets sicher, dass beide Partner alles verstanden haben.
Obgleich die Vortestergebnisse der beiden Schiilerinnen von 40 % (Anna Lena)
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und 90 % (Ellen) auf deutliche Unterschiede im Vorwissen hindeuten, sind diese in
ihren Bearbeitungsprozessen nicht zu erkennen. Beide Schiilerinnen tragen in glei-
cher Weise zur Bearbeitung der Aufgaben bei. Ihre vorhergehenden Aufgabenlo-
sungen lassen dabei erkennen, dass sich sehr nah am Vorgehen im Losungsbeispiel
orientieren. So haben sie z.B. Anteile von Grofen stets anhand eines Pfeilsche-
mas berechnet und dargestellt. In ihren Bearbeitungsprozessen der vorhergehenden
Aufgaben konnten mit Ausnahme vereinzelter Rechenfehler keine nennenswerten
Schwierigkeiten der beiden Schiilerinnen festgestellt werden. Das folgende Tran-
skript dokumentiert ihre Bearbeitung von Aufgabe 2.9.

Transkript B2A9 — Anna Lena & Ellen — Szene 1 — Aufgabe 9

1 Ellen: (liest die Aufgabenstellung laut vor)

> Anna Lena: Ok, wir rechnen jetzt. Kein Schaubild, ok? Ichmuss
3 Uberlegen. ... Ich weifs es drei vier ... Ich muss jetzt
4 rechnen ...

5 Ellen: Das geht nicht.

¢ Anna Lena: Betrug.

7 Ellen: Dann gibt’s halt nur ein halbes Fahrrad ... Oder einer
8 hat sein Einrad dabei.

9 Anna Lena: Einrad-?

1o Ellen: Ja, mit Lenker.

11 Anna Lena: Warte mal, ich muss mal in den L&sungen schauen.

12 (bldttert durch die vorherigen Aufgaben) Immer mal das
13 untere.. Nee, durch das untere. ... Ja, durch 7, ich hab
14 alles richtig gemacht. ... Ich kapier das nicht.

15 Ellen: Ich kapier das auch nicht. Wieso haben wir denn da ein
16 halbes Fahrrad? ... Ja, echt, dasmiissten 35 sein. 34 durch
17 7 geht ja auch nicht mal.

Nachdem Ellen die Aufgabenstellung laut vorliest, sagt Anna Lena umgehend, dass
sie ,,jetzt rechnen miissen und schlédgt vor in dieser Aufgabe ,.kein Schaubild* zu
zeichnen, womit sie sich auf die Darstellung der Rechnung in einem Pfeilschema
bezieht (2—4). Ellen versucht zundchst 34 durch 7 zu teilen, stellt dann aber fest,
dass diese Division nicht ganzzahlig aufgeht: ,,Das geht nicht” (5).

Anna Lena blittert zunéchst iiber die vorhergehenden Aufgaben und versichert
sich der Teiloperatoren zur Anteilberechnung bzw. der Bedeutung des Zihlers und
Nenners eines Bruchoperators: ,Jmmer mal das untere.. Nee, durch das untere”
(11-13). Daraus schlieft sie auf den gleichen Rechenweg wie ihre Partnerin und
stimmt ihr zu: ,,Ja, durch 7 (13). Auch sie kommt bei dieser Rechnung nicht auf
ein ganzzahliges Ergebnis und schlie3t mogliche Rechenfehler aus (13—-14).



308 5 Detailanalysen von Transferprozessen

Ohne dass Ellen zu Beginn sagt, was sie rechnet, sind sich die beiden Partne-
rinnen iiber den Losungsansatz einig. Sie versuchen beide die vorgegebene Anzahl
von 34 Fahrrddern entsprechend des zuvor wiederholt angewendeten Verfahrens zur
Berechnung von Anteilen durch sieben zu teilen. Beide Schiilerinnen stellen dabei
fest, dass diese Division kein ganzzahliges Ergebnis hat. Sie stellen direkt eine
Beziehung zum Aufgabenkontext her und interpretieren das Ergebnis ihrer Rech-
nung im Sachkontext: ,,Dann gibt’s halt nur ein halbes Fahrrad ... Oder einer hat
sein Einrad dabei* (7-8). Wiahrend Ellen unmittelbar nach dem Lesen der Aufgaben-
stellung beginnt zu rechnen, muss Anna Lena noch einmal auf die vorhergehenden
Aufgaben zuriickgehen, um sich des genauen Vorgehens bei der Anteilberechnung
zu versichern. Es kann einerseits angenommen werden, dass Anna Lena noch sehr
unsicher bei der Wahl der Rechenoperationen ist, wihrend Ellen das Verfahren an
dieser Stelle bereits soweit verinnerlicht hat, dass sie sofort die Rechenoperationen
zur Anwendung des Operators % ableiten kann. Ungeachtet dessen, stellen beide
Schiilerinnen fest, dass ihr Rechenansatz nicht richtig sein kann. Ellen erklart: ,,Ich
kapier das auch nicht. Wieso haben wir denn da ein halbes Fahrrad? ... Ja echt, das
miissten 35 sein. 34 durch 7 geht auch nicht mal*“ (15-17).

Transkript B2A9 — Anna Lena & Ellen — Szene 2 — Aufgabe 9

13 Anna Lena: Ah, wir haben was v6llig falsches gerechnet..
19 Ellen: Ja, eben, sag ich doch.
20 Anna Lena: Es sind ja die, die Mangel haben. Ich glaube, wir

21 miissen genau anders herum. Also es waren, es sind 2 von . ..
2 Ah, ich weifl es. Also 2 sind ja diese 34, ne? HO6r auf am
23 Finger zu nuckeln. Also, und dann 7, 7 sind ... von 7 ...
24 Was ist die Halfte davon? Was ist 34 durch 2? Geht das?
253 Ellen: Ja, das geht ... 18.

2% Anna Lena: 18, super. Sicher?

27 Ellen: Ja.

23 Anna Lena: CGut, dann sind es 18 und das 5 mal, 18 mal 5.
2% Ellen: 18 mal 5. (rechnet schriftlich) 90.

30 Anna Lena: Und was macht das jetzt?

31 Ellen: 90 Fahrrdder ... Ja, 90 Fahrréader.

Nach einer kurzen Phase, in der die beiden Schiilerinnen still fiir sich nachdenken
stellt Anna Lena fest: ,,Ah, wir haben was vollig falsches gerechnet* (18). Sie
erklirt weiter, dass die Zahl 34 fiir die Anzahl der Fahrrider steht, ,,die Méngel
haben (20) und ,,genau anders herum* (21) rechnen miissen. Sie erkennt, dass 34
Fahrrider zwei Teilen entsprechen (Zeile 22: ,,Also 2 sind ja diese 34*) und sie
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diese Anzahl demnach halbieren miissen, um % des Ganzen zu erhalten: ,,Was ist
die Hilfte davon? Was ist 34 durch 27 (24).

Ellen stimmt Anna Lena zu und nennt ,,18* (26) als die Hilfte von 34, worauf-
hin Anna Lena hinzufiigt, dass der weitere Rechenweg ,,18 mal 5* (29) sei. Ellen
tibernimmt diese Rechnung und kommt zu dem Ergebnis ,,90 Fahrréder ... Ja, 90
Fahrrider. Beide Schiilerinnen notieren im Stillen ihre Losung.
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Abbildung 5.33 Anna Lenas (links) und Ellens (rechts) Losung von Aufgabe 2.9

Ungeachtet ihres Rechenfehlers 34 : 2 = 18 ist in der Bearbeitung von Anna
Lena und Ellen deutlich zu erkennen, dass sie zunichst versuchen das Verfahren zur
Anteilberechnung direkt auf die Zahlen in der Aufgabenstellung anzuwenden und %
von 34 Fahrradern berechnen wollen. Da die Division durch sieben jedoch zu keinem
ganzzahligen Ergebnis fiihrt, folgern sie, dass ihr Ansatz falsch sein muss. Nach
kurzem Uberlegen stellt Anna Lena dann fest, dass die angegebene Anzahl von 34
Fahrradern nicht die Anzahl aller kontrollierten Fahrrider ist, sondern der Anteil %
von 34 Fahrradern ist und berechnen miissen, an wie vielen Fahrriadern keine Mingel
festgestellt wurden. Sie leitet richtig ab, dass wenn % der Fahrrider mangelhaft
waren, der Anteil der Fahrrider ohne Mingel dann % entsprechen miissen. Um dies
zu Berechnen teilt Anna Lena dann 34 durch zwei, um % zu erhalten und multipliziert
danach mit fiinf, um % zu erhalten.

Obwohl Anna Lena zu Beginn noch einmal nachsehen muss, welche Rechen-
operationen mit dem Zahler und Nenner durchgefiihrt werden, gelingt es ihr einen
Zusammenhang zwischen dem vorgegebenen Anteil, einem Teil und dem komple-
mentédren Anteil herzustellen. Dabei erscheint es ihr der naheliegendste Weg zu sein
% des Ganzen zu berechnen, was darauf hindeutet, dass sie die Rechenoperationen
und Briiche im Zusammenhang richtig interpretiert und das urspriingliche Verfah-
ren flexibel an die neue Situation anpasst. Dieser Eindruck wird auch durch ihre
schriftliche Formulierung der Losung bestirkt, in der sie anders als in allen vorher-
gehenden Aufgaben kein Pfeilschema zeichnet, sondern ihre schrittweise Rechnung
in Termen notiert.
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In der Kommunikation der beiden Schiilerinnen wird nicht deutlich, inwieweit
Ellen den Losungsweg von Anna Lena nachvollzieht. Anders als ihre Partnerin
notiert sie nicht den Rechenweg, sondern schreibt lediglich die schriftliche Multi-
plikation 18 - 5 sowie einen Antwortsatz auf. IThr Antwortsatz deutet jedoch darauf
hin, dass sie den Losungsweg moglicherweise nicht verstanden hat. Sie schreibt
,-Bs gab 90 Fahrriader (sieche Abb.5.33). Dieser Antwortsatz kann unterschiedlich
interpretiert werden. Einerseits kann dieser Satz bedeuten, dass sie den Losungsweg
ihrer Partnerin nicht verstanden hat, und annimmt, dass in der Fahrradkontrolle ins-
gesamt 90 Fahrridder gepriift wurden. Andererseits ist es moglich, dass sie mit ,,Es
gab 90 Fahrrdder” zum Ausdruck bringen will, dass es 90 Fahrriader gab, an denen
keine Mingel festgestellt wurden. Auf Grundlage der vorliegenden Daten kann dies
jedoch nicht entschieden werden.

Die Bearbeitung von Anna Lena und Ellen kann in den folgenden Deutungshy-
pothesen zusammengefasst werden:

e Anna Lena und Ellen versuchen zunéchst das Operatorschema anzuwenden und
% von 34 zu berechnen, ohne einen direkten Bezug zur Situation im Aufgaben-
kontext herzustellen. Da diese Rechnung zu keinem plausiblen Ergebnis fiihrt,
suchen sie nach einem neuen Losungsansatz.

e Obwohl Anna Lena zu Beginn Unsicherheiten beziiglich der Anwendung des
Operatorschemas gezeigt hat, gelingt es ihr in der Folge das Verfahren flexibel
an die Sachsituation anzupassen und iiber die Bestimmung eines Teils des Ganzen
den gesuchten Anteil zu berechnen.

e Das Pfeilschema wird zur direkten Anwendung des Verfahrens genutzt. Anna
Lena und Ellen setzen zunichst an % von 34 zu berechnen und beginnen die
Rechnung in einem Pfeilschema darzustellen. Als diese Rechnung jedoch zu
keinem Ergebnis fiihrt und sie den Rechenweg anpassen, wihlen sie eine Term-
schreibweise zur Notation ihrer mehrschrittigen Rechnungen.

Julia & Marie — Fehlvorstellung von Anteilen

Die Partnerarbeit von Julia und Marie wird stark von Marie geleitet. Die Vortester-
gebnisse der beiden Schiilerinnen zeigten betrichtliche Unterschiede in ihren Vor-
kenntnissen. Wihrend Julia lediglich 20 % der Aufgaben im Vortest korrekt 16sen
konnte, erreichte Marie 75 % der moglichen Punkte. In den vorhergehenden Auf-
gabenldsungen zeigte Julia wiederholt, dass sie noch groBe Unsicherheiten bei der
Deutung von Briichen hat und sehr unsicher beim Berechnen von Anteilen ist. Die
unterschiedlichen Leistungsniveaus werden insbesondere darin deutlich, dass Marie
die Aufgaben groftenteils eigenstiandig 16st. Julia versucht dabei ihrer Partnerin zu
folgen und stellt viele Nachfragen, die von Marie ausfiihrlich beantwortet werden.
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Transkript B2A9 — Julia & Marie — Szene 1 — Aufgabe 9

1 Julia: (liest die Aufgabenstellung laut vor) An 4.. Nein,
2 an 5.

3 Marie: H&?

4 Julia: An5. An 5 Fahrrddernwurden keineMéngel festgestellt.
5 Marie: 5 Siebtel bleiben Uber. Das sind keine Fahrré&der.
6 (liest Aufgabenstellung laut vor)

7 Julia: Aber warum nicht 57

s Marie: Ja, weil 2 Siebtel, 5 Siebtel.

9 Julia: Aah.

10 Marie: Es wurden jahier 2 Siebtel ... (stdhnt) das sindja ...
11 Julia: Eswurden 2 Siebtel kontrolliert und 5 Siebtel bleiben
12 noch Uber.

13 Marie: Und dann sind’s ja 34 Fahrrdder, das sind 2 Siebtel,

14 also musst du 34 durch 2..
15 Julias: (unterbricht Marie) Warum nicht 34 durch 7? Und dann
16 mal 2? So geht das doch immer.

17 Marie Ja, aber du kannst ja nicht..
18 Julia: (zeigt auf das LSB2 am Bildschirm) Guck, da ist das
19 auch so.

20 Marie: Guckmal, ichmeinedochdas Ganze ... Die 34 Fahrréader,
21 an 34 FahrrddernwurdenMéngel festgestellt, anden anderen
2 nicht. Jetzt miissen wir erstmal rausfinden, wie viele
23 andere Fahrr&dder ... wie viele Fahrrdder gab es denn?

24 Julia: Ok, 34 durch 2.

23 Marie: Gleich 17.

26 Julia: Gleich 17.

27 Marie: Das sind 17, so. Dann sind das ja 5 mal 17 ... 85.
28 Julia: 85.

29 beide: (individuell - Marie schreibt - Julia schreibt bei
30 i1hr ab)

31 Marie: Hast du das denn verstanden?

32 Julia: Ja.

Julia liest zundchst die Aufgabenstellung laut vor und sagt sofort, dass die Antwort
auf die Frage, an wie vielen Fahrrddern keine Mingel festgestellt wurden, ,,5 sei:
,»An 5 Fahrridern wurden keine Méngel festgestellt (1-2, 4). Ihre Partnerin Marie
widerspricht diesem Vorschlag und erklért, dass ,,5 Siebtel” {ibrig bleiben und die
Siebtel ,,keine Fahrrader seien (5). Julia scheint diese Erwiderung nicht zu verste-
hen und fragt ,,warum nicht 57 (7), worauf Marie ihr erklirt, dass es ,,2 Siebtel, 5
Siebtel (8) sind. Julia nimmt diese Argumentation auf und interpretiert sie so, dass
,,2 Siebtel kontrolliert [wurden] und 5 Siebtel noch iiber*“ (12—13) bleiben.
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Julias Losungsvorschlag, dass an nur fiinf Fahrridern keine Méngel festgestellt
wurden, deutet darauf hin, dass sie die Briiche nicht als Anteile eines Ganzen,
sondern die Zihler der Briiche als natiirliche Zahlen interpretiert. Ihrer Argumenta-
tion zufolge interpretiert sie die Aufgabensituation so, dass 7 Fahrridder kontrolliert
wurden, und an 2 dieser Fahrriadern Mingel festgestellt wurden. Entsprechend miis-
sen fiinf dieser Fahrrider ohne Mingel gewesen sein. Diese Interpretation ist auf
anschaulicher Ebene mit der verbreiteten Fehlvorstellung % bezeichnet eine Menge
von n Objekten als Ubergeneralisierung des Quasikardinalzahlaspekts von Briichen
vergleichbar. Demnach iibersetzt sie den Bruch % als 2 und den Bruch % als 5. Es
ist anzunehmen, dass sie nur bedingt eine anschauliche Vorstellung zu diesen Brii-
chen aktivieren kann und in der Folge und in Bezug auf die Fragestellung in der
Aufgabenstellung, in der nach einer Anzahl von Fahrriadern gefragt wird, auf die
natiirlichen Zahlen ausweicht. Auch ihre Antwort auf die Erwiderung ihrer Partne-
rin, dass ,,2 Siebtel kontrolliert [wurden] und 5 Siebtel [...] noch iiber [bleiben]*
(12—-13) unterstiitzt diese Annahme. Bei wortlicher Interpretation dieser Aussagen
miisste angenommen werden, dass Julia meint, dass insgesamt % Fahrrider kontrol-
liert wurden und demnach noch % Fahrrader nicht kontrolliert wurden, was darauf
hindeutet, dass Julia keinen Bezug zum Ganzen herstellt bzw. % als Ganzes inter-
pretiert. Diese AuBlerung kann jedoch auch so interpretiert werden, dass sie meint,
dass % und % zusammen das Ganze ergeben.

Auf Maries Feststellung, dass 34 Fahrrider % sind und sie folglich 34 : 2 rechnen
miissen (14-15) unterbricht Julia ihre Partnerin und fragt, warum sie nicht ,,34
durch 7 [...] und dann mal 2 (16—17) rechnen, da ,,das doch immer* so gerechnet
wiirde. Hier wird deutlich, dass Julia nun den Anteil % von 34 berechnen mochte
und fiir diesen Fall auch die korrekten Rechenoperatoren bestimmt, also in dieser
Situation das Verfahren der Anteilberechnung iibertragen mochte. Da sie jedoch
die Aufgabensituation und insbesondere die Beziehungen zwischen Anteil, Teil
und Ganzem nicht verstanden hat, versteht sie nicht, warum Marie etwas anderes
rechnen mochte. Julia verweist weiterhin auf das Losungsbeispiel am Bildschirm
und stiitzt ihr Argument damit, dass im Losungsbeispiel auch so gerechnet werde
(19-20).

Im Gegensatz zu Julia scheint Marie die Aufgabensituation und insbesondere den
Zusammenhang zwischen Anteil, Teil und Ganzem sofort zu erkennen. Sie halbiert
in der Folge % bzw. 34 Fahrrider um zu berechnen, dass % des Ganzen 17 Fahrridern
entspricht. Diesen Teil multipliziert sie danach mit fiinf um % des Ganzen bzw. 85
Fahrréder als Anzahl der mangelfreien Fahrrader zu erhalten (21-29).

Insgesamt kann die Bearbeitung von Julia und Marie wie folgt zusammengefasst
werden:
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Julia interpretiert die Briiche % und % nicht als relative Anteile einer Menge,
sondern entsprechend der Fehlvorstellung - bedeutet m (siehe Abschnitt2.2.4)
als absolute Anteile (bzw. Stiickzahlen) 2 und 5 Fahrrader (Ubergeneralisierung
des Quasikardinalzahlaspekts von Briichen).

Julia mochte den Anteil % von 34 berechnen und nennt auch die dazu notwen-
digen Rechenoperatoren. Damit zeigt sie, dass die das Verfahren zur Anteilbe-
rechnung iibertrigt und anwendet. Thre AuBerungen deuten darauf hin, dass sie
diese Rechenschritte soweit verallgemeinert hat, dass sie sagt, dass immer auf
diese Weise gerechnet wiirde, und nicht versteht, warum ihre Partnerin in dieser
Situation anders rechnen mochte.

Aufgrund ihrer Fehlvorstellung zu den angegebenen Briichen gelingt es Julia
nicht den Anteil, einen Teil und das Ganze zu identifizieren und damit die Auf-
gabensituation zu verstehen.

Marie hat keine Schwierigkeiten, die Aufgabensituation zu erschliefen und das
Verfahren zur Anteilberechnung anzupassen. Sie berechnet korrekt aus dem
Anteil des Ganzen einen Teil des Ganzen, um von diesem ausgehend den gesuch-
ten Anteil zu berechnen.

Enya & Luisa — Fehlerhafter Bezug zum Ganzen

Enya und Luisa gehoren zu den leistungsstarken Schiilerinnen und Schiilern der
Lerngruppe. Bereits im Vortest konnten sie 85 % (Enya) und 90 % (Luisa) der Auf-
gaben korrekt 16sen. In den vorhergehenden Aufgaben zeigten sie keine besonderen
Schwierigkeiten und konnten alle Aufgaben korrekt 16sen.

Transkript B2A9 — Enya & Luisa — Szene 1 — Aufgabe 9

1
2
3
4
5
6
7
8
9

Enya: (liest dieAufgabenstellung laut vor) ... Damiissenwir
32 ... &h 34 mal 5 rechnen, oder?

Luisa: Oder 34 mal 7.

Enya: Nee.

Luisa: Ja, dann so.

beide: (multiplizieren individuell 34 mit 5)

Luisa: Nein, man muss nicht feststellen, wie viele Fahrrdder
... ah doch, rechne mal so.

beide: (rechnen weiter)

Luisa: Nein, das ist falsch. Das ist janicht richtig. Dumusst
ja feststellen, an wie vielen nicht Méngel festgestellt
werden konnten.

Enya: Ja, alsomussman ... 2 Siebtel waren es. 2 minus 7 sind
5, das heift 5 mal 34, weil so viele waren das ja.

Luisa: Ja, aber bei 2
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16 Enya: Und dann sind es 170 Fahrrdder, die keinen Mangel
17 hatten.
18 beide: (individuell - schreiben)

Die Bearbeitung von Enya und Luisa beginnt damit, dass Enya die Aufgabenstellung
laut vorliest und nach kurzem Uberlegen vorschligt: ,,da miissen wir [...] 34 mal 5
rechnen (1-2). Sie interpretiert 34 Fahrrider bzw. % der Fahrrider als Einheit und
hat erkannt, dass zwei Teile durch fiinf Teile zu einem Ganzen erginzt werden. Somit
folgert sie, dass fiinf Einheiten die gesuchte Menge an Fahrridern ohne Mingel
ergeben.

Ihre Partnerin Luisa schlégt alternativ vor zunéchst die Anzahl aller kontrollierten
Fahrriader bzw. das Ganze zu bestimmen und 34 mit 7 zu multiplizieren (3). Thr
Alternativvorschlag deutet darauf hin, dass sie genau wie ihre Partnerin 34 Fahrridder
als Einheit betrachtet und nicht erkennt, dass % bereits zwei Teile beinhaltet.

Luisas Vorschlag wird von Enya abgelehnt und so multiplizieren die beiden Schii-
lerinnen im Stillen 34 mit 7. Wihrend der Ausfiihrung dieser Rechnung hilt Luisa
inne und duflert Zweifel an ihrem Vorgehen: ,,Nein, muss man nicht feststellen, wie
viele Fahrréder ... ah doch rechne mal so* (7-8). Unmittelbar nach der Fertigstel-
lung ihrer Rechnung fiihrt sie ihre Zweifel genauer aus und erklart: ,,Nein, das ist
falsch. Das ist ja nicht richtig. Du musst ja feststellen, an wie vielen nicht Mingel
festgestellt werden konnten* (10-12). Demnach deutet sie ihre Rechnung nicht als
Berechnung des komplementéren Anteils, sondern nimmt an, dass sie durch eine
Multiplikation mit 5 die Anzahl aller kontrollierten Fahrrader bestimmt.
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Abbildung 5.34 Luisas (links) und Enyas (rechts) Losung von Aufgabe 2.9

Die schriftliche Dokumentation ihrer Bearbeitung stiitzt diese Deutung (vgl.
5.34). Nachdem sie 34 - 7 = 170 berechnet hat, setzt sie an 34 von 170 zu subtrahie-
ren. Sie fiihrt diese Rechnung jedoch nicht aus und streicht den Term im weiteren
wieder durch. Dieser Ansatz bestirkt einerseits die Vermutung, dass sie annimmt
durch eine Multiplikation von 34 mit 5, die Anzahl aller kontrollierten Fahrrider zu
erhalten. Zudem ist hier zu erkennen, dass sie unter der Annahme, dass insgesamt
; 170 Fahrrédern entsprechen, sie %, also 34 Fahrriider abziehen mochte, um % zu
erhalten. Dies ist insbesondere bemerkenswert, da sie offenbar 34 Fahrréder als %
des Ganzen erkennt, jedoch keine Riickschliisse auf ihren Losungsansatz zieht.
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Enya widerspricht dem Einwand von Luisa und begriindet: ,,2 Siebtel waren es.
2 minus 7 sind 5, das heifit 5 mal 34, weil so viele waren es ja* (13—14). Auch in
dieser Begriindung von Enya ist zu erkennen, dass sie korrekt den komplementiren
Anteil zu % bestimmen, dann jedoch % bzw. 34 Fahrridder als Einheit bzw. als %
betrachten und mit diesem Wert weiter rechnet.

Luisas erneuten Einwand ,,Ja, aber bei 2 (15) ignoriert sie und setzt sich letztlich
durch, indem sie ihre Begriindung fortfiihrt und erklirt, dass es dann ,,170 Fahrrader
[sind], die keinen Mangel hatten* (16—17).

Die Bearbeitung von Enya und Luisa kann in folgender Deutungshypothese

zusammengefasst werden:

e Das Verfahren zur Anteilberechnung wird direkt auf die gegebenen Zahlenwerte
iibertragen und angewendet. Enya und Luisa interpretieren den vorgegebenen
Zahlenwert von 34 Fahrridern als Einheit bzw. als % der kontrollierten Fahrrader
und nehmen diesen als Grundlage fiir ihre Rechnung. Sie erkennen nicht, dass
diese 34 mangelhaften Fahrrider selber bereits ein Anteil sind und multiplizieren
diese Anzahl gemil des bekannten Verfahrens zur Anteilberechnung mit 5.

Philip & Can — Ubergeneralisierung des Verfahrens zur Anteilberechnung und
Plausibilisierung einer falschen Rechnung sowie des Ergebnisses

Im Anschluss an die geschilderte Bearbeitung der unvollstindigen Beispiele war
die Partnerarbeit von Can und Philip weiterhin von vielen Ablenkungen geprigt. In
den auf die unvollstindigen Beispiele folgenden Aufgaben waren zwei Aufgaben
enthalten, in denen Anteile von Grof3en berechnet werden sollten. In diesen sollten
% und g von 90 Kilometern, % von 256 Kilogramm und % von 6 Metern berechnet
werden. Can und Philip haben keine dieser Aufgaben erfolgreich 16sen konnen und
in allen Fillen nach einem ersten Losungsversuch aufgegeben. Im Gegensatz dazu
haben sie in einer Aufgabe zum Kontrollieren von vorgegebenen Berechnungen von
Anteilen den enthaltenen Fehler korrekt identifiziert, konnten diesen jedoch nicht
korrigieren. Die Analyse ihrer vorhergehenden Bearbeitungsprozesse zeigt, dass sie
das Verfahren zur Berechnung von Anteilen beliebiger Groen nicht selbststandig
auf neue Aufgabensituationen und Sachkontexte iibertragen haben. Das nachfol-
gende Transkript dokumentiert ihre Bearbeitung von Aufgabe 2.9.

Transkript B2A9 — Can & Philip — Szene 1 — Aufgabe 9

1 Can: (liest die Aufgabenstellung laut vor) 34 Fahrrader
2 geteilt durch 2 Siebtel.

3 Philip: 34 durch 7. ... Geht iiberhaupt 34 durch 7? ... 34 durch
4 7 geht gar nicht.
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Can: 34 geteilt durch 2 Siebtel.

5

¢ Philip: Ich iiberlege gerade, was durch 7 ist und das dann mal
7 2. ... 35 geht, ne?

s Can: Ja, Rest 1. Dann das mal 2? Und dann plus 1. ... Gut, dann
9 rechnenwir das jetzt. Also35mal 2, ne? Sind70. ... Plus 1
10 ...71. An 71 Fahrriddern wurden keine Méngel festgestellt.

11 Philip: Aber es sind doch nur 34 Fahrré&der.
12 Can: (liest:) Bel einer Fahrradkontrolle wurden an 34 Fahr-

13 rddern Méngel festgestellt. Da steht nicht, dass das die
14 sind. Da steht nicht, dass nur 34 Fahrr&dder kontrolliert
15 wurden. Also an 71 Fahrrddern wurden keine Méngel festge-
16 stellt.

17 beide: (schreiben individuell)
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Abbildung 5.35 Philips Losung von Aufgabe 2.9

Direkt nachdem Can die Aufgabenstellung laut vorgelesen hat, versucht er das
Verfahren zur Berechnung von Anteilen anzuwenden und schligt vor ,,34 Fahrridder
geteilt durch 2 Siebtel“ (1-2) zu rechnen. Philip beginnt sofort zu rechnen und
teilt ,,34 durch 7“ (3). Er stellt jedoch fest, dass 34 nicht durch sieben teilbar ist,
worauthin Can wiederholt, dass sie ,,34 geteilt durch 2 Siebtel* rechnen miissen.

Beide Schiiler versuchen somit das Verfahren Anteilberechnung anzuwenden
und % von 34 zu berechnen. Wihrend Philip jedoch direkt beginnt zu rechnen und
versucht 34 durch sieben zu teilen, geht Can nicht auf die Feststellung seines Partners
ein, dass 34 nicht durch 7 teilbar ist. Can selber versucht nicht den Anteil auszurech-
nen, was vor dem Hintergrund der vorhergehenden Bearbeitungen, insbesondere der
unvollstindigen Beispiele, die darauf hindeuten konnten, dass er Schwierigkeiten
bei der Durchfiihrung einer solchen Anteilberechnung hat.

Es ist zudem zu erkennen, dass Can und Philip zunéchst keinen Bezug zur Auf-
gabenstellung herstellen und dem Aufgabentext lediglich die Zahlenwerte 34 und
% entnehmen, auf die sie das Operatorschema anwenden wollen. Sie hinterfragen
dabei nicht, was diese Zahlen im Sachkontext bedeuten.

Philip versucht weiter den Anteil % von 34 auszurechnen und nennt auch korrekt
die dazu notwendigen Teiloperatoren geteilt ,,durch 7 und ,,mal 2*. Erneut bemerkt
er, dass 34 nicht durch sieben teilbar ist, jedoch 35 durch 7 teilbar sei. Diesen
Gedanken nimmt Can auf und interpretiert ihn so, dass 34 bei der Division durch
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sieben den Rest eins ldsst und somit die Rechnung aufgehe (8). Er formuliert darauf
aufbauend einen neuen Rechenweg: ,,Dann das mal 2? Und dann plus 1 [...] Also
35mal2[...] sind 70 [...] plus 1 ... 71* (8-11). Can erkennt nicht, dass 34 bei der
Division durch sieben nicht den Rest eins, sondern sechs ldsst. Unabhéngig davon
geht er nun von 35 als Bezugsgrofie aus und multipliziert diese entsprechend des
zweiten Teiloperators mit 2. Er kommt zu dem Ergebnis 70 und addiert auf diesen
noch den vermeintlichen Rest eins.

Obwohl seine Rechnung den korrekten zweiten Teiloperator zum Berechnen des
Anteils von % von einer GroBe enthilt, kann Cans Rechnung so interpretiert werden,
dass er vermeintlich willkiirlich versucht eine Rechnung aufzustellen, die diesen
Teiloperator enthilt. Den ersten Teiloperator :7 erwihnt er zu keinem Zeitpunkt,
was die Annahme seiner Schwierigkeiten bei der Anwendung des Verfahrens weiter
bestidrkt. Er plausibilisiert seinen Rechenweg im weiteren dadurch, dass er den
vermeintlichen Rest eins auf sein Ergebnis addiert, obgleich er von seinem Ergebnis
eigentlich das Doppelte dieses Rests subtrahieren miisste.

Im Anschluss setzt er seine Losung in Bezug zum Aufgabenkontext und erklart
auf den Einwand von Philip, dass es ,,doch nur 34 Fahrrider (12) seien, dass in
der Aufgabenstellung nicht stehe, ,,dass nur 34 Fahrrédder kontrolliert wurden®, son-
dern ,,an 34 Fahrridern Méngel festgestellt wurden (13—16). Im Aufgabenkontext
erscheint ihm sein Ergebnis plausibel und er formuliert den Antwortsatz ,,An 71
Fahrridern wurden keine Mingel festgestellt” (16—17), den Philip iibernimmt und
im Arbeitsheft notiert (vgl. Abb.5.35).

Philips Einwand, dass ,,es doch nur 34 Fahrrader” (12) seien, bringt zum Aus-
druck, dass auch er, wie zu Beginn vermutet, die Aufgabensituation nicht richtig
versteht, sondern annimmt, dass die Aufgabe darin besteht, % von 34 zu berechnen.
Er ist zunéchst irritiert, dass Cans Ergebnis grofer ist als die von ihm angenommene
Gesamtmenge der kontrollierten Fahrrider, ldsst sich dann aber von Can iiberzeugen
und tibernimmt dessen Ergebnis.

Insgesamt lésst sich die Bearbeitung von Can und Philip in den folgenden Deu-
tungshypothesen zusammenfassen:

e Die Aufgabensituation wird von Can und Philip nicht vollstindig erschlossen.
Sie entnehmen dem Aufgabentext lediglich die Zahlenwerte % und 34, die sie so
interpretieren, dass die Aufgabe darin besteht, den Anteil % von 34 zu berech-
nen. Dieses Vorgehen kann als Ubergeneralisierung des Verfahrens zur Anteil-
berechnung verstanden werden. Can und Philip tibertragen das Vorgehen aus den
vorhergehenden Aufgaben, ohne dass sie die Aufgabenstellung in ihre Uberle-
gungen mit einbeziehen.
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e Philip nennt die fiir Berechnung des Anteils % von 34 korrekten Rechenope-
ratoren und zeigt, dass er das Verfahren zur Anteilberechnung grundsétzlich
anwenden kann und die erforderlichen Rechenoperationen ableiten kann.

e Da ihr Rechenweg bereits bei der Division durch 7 nicht aufgeht, stellt Can
einen willkiirlich wirkenden Rechenweg zusammen, anhand dem seine Schwie-
rigkeiten bei der Anteilberechnung deutlich werden. Anstatt den Ausgangswert
zunidchst durch 7 zu teilen und das Ergebnis dann mit 2 zu multiplizieren, mul-
tipliziert er direkt 34 mit 2 und addiert im Anschluss eins dazu. Es wundert ihn
dabei nicht, dass sein berechneter Anteil vom Ganzen groBer als das Ganze ist.

e Can stellt sein Ergebnis in Beziehung zum Aufgabentext und versucht anhand
diesem sein Ergebnis zu plausibilisieren. Seine Argumentation iiberzeugt auch
Philip, der seine Losung iibernimmt.

Vergleich der Bearbeitungen

In den Analysen der Bearbeitungsprozesse der unterschiedlichen Paare ist zu erken-
nen, dass in allen Fillen das Verfahren zur Anteilberechnung iibertragen und ange-
wendet wird. Der Bruchoperator ,,% von“ wurde in nahezu allen Fillen mit dem
Handlungsschema des Teilens des Ganzen in sieben gleiche Teile und dem Multi-
plizieren eines Teils mit zwei iibersetzt. Dies ist insbesondere in den Wahlen der
Rechenoperationen der Schiilerinnen und Schiiler zu erkennen.

Es konnte zudem beobachtet werden, dass die korrekte Interpretation des Ope-
rators kein hinreichendes Kriterium zur Anpassung des Verfahrens an die Situa-
tionseigenschaften des Aufgabenkontexts darstellt. Hierzu ist es erforderlich zu
erkennen, dass die vorgegebene Anzahl von 34 Fahrrddern, an denen Mingel fest-
gestellt wurden, ein Anteil der Menge aller kontrollierten Fahrridder ist. Nur durch
die Interpretation dieser Anzahl als Anteil ist moglich, die Situation vollstindig
zu erschlieBen auf die Menge aller kontrollierten Fahrrider sowie dem Anteil der
Fahrriader ohne Mingel zu schlielen. Vor diesem Hintergrund konnten in den dar-
gestellten Bearbeitungsprozessen charakteristische Fehler dokumentiert werden:

e Die direkte Anwendung des Verfahrens auf die im Aufgabentext angegebenen
Zahlenwerte ohne Reflexion der Aufgabenstellung: % von 34.
e Die Interpretation von 34 Fahrréddern als % des Ganzen und Multiplikation mit 5

zur Berechnung von %

Allgemein kann das zentrale Fehlermuster in der Anwendung der Teiloperatoren
:7 und -2 auf die falsche Bezugsgrofie zusammengefasst werden. Diese Fehler sind
somit vor allem auf eine mangelnde Interpretation der Aufgabensituation auf Grund-
lage der Anteilvorstellung zuriickzufiihren, sodass die Schiilerinnen und Schiiler
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falsche Auswahlen fiir den Anteil, einen Teil oder das Ganze getroffen haben und
fehlerhafte Beziige zwischen diesen hergestellt haben.

Die direkte Anwendung des Operators ,,% von* auf die Zahl 34 kann als Uberge-
neralisierung des Verfahrens zur Anteilberechnung interpretiert werden. Die Fokus-
sierung auf die Anwendung dieses Handlungsschemas beschrinkt in vielen Fillen
den Blick auf die Aufgabensituation, sodass diese nicht vollstindig erfasst und
fehlerhafte Zuordnungen vorgenommen werden. Eine Anpassung des Verfahrens
wurde in vielen Fillen erst dann in Betracht gezogen, als die Schiilerinnen und
Schiiler festgestellt haben, dass die vorgegebene Anzahl von 34 Fahrridern nicht
durch sieben teilbar ist. Erst dadurch wurde in vielen Fillen erkannt, dass die 34
Fahrrider zwei von insgesamt sieben Teilen der Fahrridder darstellen. Sofern diese
Verkniipfung erfolgreich hergestellt wurde, konnte beobachtet werden, dass die
Schiilerinnen und Schiiler in der Folge einen korrekten Losungsweg finden und die
notwendigen Rechenoperationen ableiten konnten.

Die Bestimmung des gesuchten Anteils erfolgte dann in den meisten Fallen nicht
tiber die Bestimmung des Ganzen bzw. der Menge aller kontrollierten Fahrrader,
sondern iiber den Teil % bzw. 17 Fahrridder. Nur im Fall von Bennet und Julius wurde
das Ganze bestimmt, wobei Bennet zunédchst angenommen hat, dass das Ziel der
Aufgabe die Bestimmung des Ganzen ist. In nahezu allen anderen Fillen wurde ein
Teil mit fiinf multipliziert, um % zu erhalten, was als Kennzeichen fiir eine flexible
Anwendung und Anpassung des Verfahrens interpretiert werden kann.

In den Bearbeitungsprozessen dieser komplexen Transferaufgabe konnten auch
fehlerhafte Denkmuster bzw. grundlegende Fehlvorstellungen dokumentiert wer-
den. Im Fall von Can und Philip fiihrte die Beobachtung, dass 34 nicht durch sieben
teilbar ist, nicht dazu, dass die Schiiler ihren Losungsansatz noch einmal reflektiert
und auf die Aufgabenstellung bezogen haben. Stattdessen versuchten sie die Teilope-
ratoren :7 und -2 auf willkiirlich anmutende Weise anzuwenden, um ein plausibles
Ergebnis zu erhalten. Dieses Vorgehen kann dem verbreiteten Befund der ,.kom-
ponentenweisen Betrachtung von Briichen als Kombination von zwei natiirlichen
Zahlen* zugeordnet werden, da die Schiiler den Zéhler und Nenner von % nicht
ganzheitlich, sondern als voneinander getrennte Objekte betrachten, die mit einer
Rechenoperation verkniipft und unabhéngig voneinander angewendet werden.

Im Fall von Julia und Marie konnte beobachtet werden, dass Julia vom Anteil
% auf den komplementédren Anteil % aller kontrollierten Fahrrdder geschlossen hat.
Sie interpretierte den Bruch % in der Folge jedoch nicht als Bruchoperator, der auf
eine Grofe angewendet wird, sondern als absoluten Anteil. Entsprechend der ver-
breiteten Fehlvorstellung schloss sie aus dem Bruch % darauf, dass fiinf Fahrrader
ohne Mingel waren. Sie bezieht den Bruch nicht als relativen Anteil auf eine Grofe,
sondern interpretiert den Zahler 5 im Sinne einer Ubergeneralisierung des Quasikar-
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dinalzahlaspekts von Briichen als absoluten Anteil bzw. als Anzahl von Fahrriadern.
Dieser Fehler deutet auf einen Riickgriff auf die Abzihlbarkeit der natiirlichen Zah-
len aufgrund der Ermangelung addquater anschaulicher Vorstellungen von Briichen
als relative Anteile hin.

5.2.3 Vergleich der Bearbeitungsprozesse in den beiden
Transferaufgaben

Die Analysen der Bearbeitungsprozesse zum Transfer des Verfahrens zum Berech-
nen von Anteilen beliebiger Gréen in diesem Abschnitt konnen unter drei wesentli-
chen Aspekten von Transferprozessen zusammengefiihrt und diskutiert werden: Der
Ausbildung eines Handlungsschemas, der Ubertragung dieses Handlungsschemas
auf eine neue Sachsituation und der Verallgemeinerung dieses Handlungsschemas.

Ausbildung eines Handlungsschemas: Bereits in den Bearbeitungsprozessen der
unvollstindigen Beispiele ist zu erkennen, dass die Lernenden ein Handlungsschema
zudem Ausdruck % von einer Grofle ausgebildet haben, das ein Teilen des Ganzen in
n gleiche Teile und ein m-faches Vervielfachen eines Teils vorsieht. In den Bearbei-
tungsprozessen ist deutlich zu erkennen, dass die Lernenden stets versuchen dieses
Handlungsschema auf die vorgegebenen Grof3en anzuwenden. Die Ausbildung die-
ses Handlungsschemas kann als fortschreitende Schematisierung und Erweiterung
der Bruchherstellungshandlung zur Anteilbildung betrachtet werden. Bereits seit der
ersten Sitzung der Unterrichtseinheit wurde diese Handlungen an Représentanten
von konkreten Gegenstinden (Kreise, Rechtecke, Strecken) eingefiihrt und durch
die Ubertragung auf MaBzahlen und unterschiedliche GroBenbereite erweitert.

Die Ubertragung und Anwendung dieses Handlungsschemas ist in allen in die-
sem Abschnitt dargestellten Bearbeitungsprozessen dokumentiert. Dabei scheint die
Beschaffenheit des Ganzen in keinem Fall von Bedeutung zu sein und es macht fiir
die Lernenden scheinbar keinen Unterschied, ob das Ganze eine ikonische Figur,
eine Malizahl oder abstrakte Grof3e ist.

Wihrend die Anwendung dieses Handlungsschemas auf vorgegebene Zahlen
und GroBen, wie z. B. % von 21000€, allen Lernenden in den dargestellten Bear-
beitungsprozessen gelingt, so stellt die Auswahl der Zahlen und GroBen in einem
Sachkontext die zentrale Schwierigkeit bei der Ubertragung und Anwendung des
Handlungsschemas auf neue Anforderungssituationen dar.

Ubertragung des Handlungsschemas auf eine neue Sachsituation: In den Ana-
lysen der Bearbeitungsprozesse hinsichtlich der Ubertragung und Anwendung des
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Verfahrens zur Anteilberechnung ist zu erkennen, dass die Lernenden keine Pro-
bleme bei der Ubertragung und Anwendung des Verfahrens als solches auf neue Zah-
len und GroBen hatten. Schwieriger stellte sich diese Ubertragung und Anwendung
in Situationen dar, in denen die Lernenden zunichst eigenstindig die entsprechen-
den Anteile und Bezugsgroflen einer Situationsbeschreibung entnehmen mussten.
So konnten bereits in den Bearbeitungen des ersten unvollstindigen Beispiels, das
sich vom Losungsbeispiel nur in den Zahlenwerten unterscheidet, Schwierigkei-
ten bei der Ubertragung des Losungsweges beobachtet werden. Die Analysen der
Bearbeitungsprozesse der Lernenden wurden dahingehend interpretiert, dass ins-
besondere die duflere Gestaltung der Aufgabenstellung die Analogiebildung zum
Losungsbeispiel beeintriachtigt.

Die Schwierigkeiten der Lernenden betreffen nicht das Berechnen von Antei-
len, sondern in allen Fillen die Identifizierung der Anteile als Grundlage fiir die
Berechnung. Ungeachtet der isomorphen Analogie zwischen dem Losungsbeispiel
und dem ersten unvollstindigen Beispiel stellte es sich als Schwierigkeit heraus,
die verinderte Anzahl an Familienmitgliedern als Grundlage fiir die Aufteilung des
Geldbetrags zu identifizieren. Es konnte wiederholt beobachtet werden, dass die
Lernenden die Moglichkeit in Betracht zogen, den Geldbetrag zu gleichen Teilen
auf die Familien aufzuteilen.

Im zweiten unvollstdndigen Beispiel sollte ein Geldbetrag auf zwei Jugendliche
aufgeteilt werden, die unterschiedlich viele Stunden gearbeitet haben. Anders als
zuvor sollte ein Geldbetrag nicht entsprechend der Anzahl von Personen, sondern
entsprechend der Anzahl von Arbeitsstunden zweier Personen aufgeteilt werden.
Hier zeigte sich erneut, dass die Lernenden keine Schwierigkeiten bei der Berech-
nung der Anteile hatten, sondern ihre Schwierigkeiten ausschlielich in der Bestim-
mung der Anteile zur Aufteilung des Ganzen zu verorten waren.

Die Analysen der Bearbeitungen der unvollstindigen Beispiele deuten darauf hin,
dass die Schwierigkeiten der Lernenden bei der Anteilbildung vor allem auf zwei
situationsbezogene Aspekte zuriickgefiihrt werden konnen: Einerseits die abstrakte
dullere Gestaltung des ersten unvollstindigen Beispiels, in dem im Unterschied
zum Losungsbeispiel keine Personen abgebildet sind, auf die der Geldbetrag in
gleichen Teilen aufgeteilt werden soll. Zum anderen ist anzunehmen, dass die Ver-
trautheit mit der Sachsituation, insbesondere im Fall des zweiten unvollstindigen
Beispiels zu Schwierigkeiten gefiihrt hat. Hier ist anzunehmen, dass das Aufteilen
eines Arbeitslohns ein den Lernenden eher unvertrauter Erfahrungsbereich ist und
sie somit nicht unmittelbar die Anzahl der Arbeitsstunden als Aufteilungsgrundlage
identifiziert haben.

Im Gegensatz zu den unvollstindigen Beispielen war in den Bearbeitungspro-
zessen der mehrschrittigen Transferaufgabe ,,Fahrradkontrolle eine Anpassung des
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Verfahrens bzw. eine Interpretation der Situation auf Grundlage des Verfahrens zur
Anteilberechnung erforderlich. In den Analysen konnte rekonstruiert werden, dass
die Lernenden auch hier keine Schwierigkeiten bei der Berechnung von Anteilen
hatten, sondern ihre Schwierigkeiten erneut ausschlieflich in der Bestimmung der
Anteile lagen. Die in den Analysen herausgestellten charakteristischen Fehler zeigen
auf, dass die Lernenden versuchen das Verfahren auf die Zahlenwerte im Aufgaben-
text anzuwenden, dabei jedoch nicht erkennen, dass der vorgegebene Anteil von 34
Fahrridern % und nicht % des Ganzen entspricht, und entsprechend in ihren Berech-
nungen die falschen Bezugsgrofen wihlten. Die Analysen dokumentieren, dass die
Lernenden in den meisten Fillen den Rechenweg fokussierten, ohne einen Bezug
zum Aufgabenkontext herzustellen.

Verallgemeinerung des Handlungsschemas: Die Schwierigkeiten der Lernen-
den bei der Bestimmung von Anteilen kann im Rahmen der Verallgemeinerung des
Verfahrens zur Anteilberechnung bzw. in der Verallgemeinerung des zugehorigen
Handlungsschemas interpretiert werden. Im Vergleich der Bearbeitungen der unter-
schiedlichen Aufgaben konnte beobachtet werden, dass die Lernenden direkt nach
dem Lesen der Aufgabenstellung versuchen eine Rechnung aufzustellen, ohne die
Aufgabensituation in ihre Uberlegungen einzubeziehen. In der Folge werden feh-
lerhafte Zuordnungen der Bezugsgréf3en vorgenommen und die Notwendigkeit der
Anpassung des Verfahrens wird in vielen Fillen erst erkannt oder in Betracht gezo-
gen, wenn die naheliegenden Rechnungen nicht aufgehen. In den Argumentationen
der Lernenden wird wiederholt gedufBert, dass ,,man das doch immer so“ rechne,
weshalb dieses Fehlermuster als Fokussierung auf die Anwendung eines Handlungs-
schemas beschrieben werden kann. Diese Fokussierung auf die Anwendung eines
Handlungsschemas fiihrt dazu, dass das Hauptaugenmerk der Lernenden nicht auf
der Verarbeitung der Aufgabensituation liegt, weshalb sie fehlerhafte Beziige zwi-
schen den im Aufgabentext enthaltenen Zahlenwerten und GroBen herstellen.

Im Hinblick auf die Verallgemeinerung des Verfahrens konnten in den dargestell-
ten Bearbeitungsprozessen verschiedene Fehlvorstellungen bzw. fehlerhafte Denk-
muster dokumentiert werden. Diese umfassen im Allgemeinen eine komponenten-
weise Betrachtung von Zihler und Nenner eines Bruchs %, die in einem Fall dazu
fiihrte, dass die Teiloperatoren : n und -m auf die falschen Bezugsgroflen angewen-
det wurde und das Ergebnis soweit korrigiert wurde, dass es plausibel erscheint.
In einem anderen Fall wurde der Zihler des Bruchs °* nicht als Anzahl von Teilen
eines Ganzen, sondern als absolute Anzahl von Fahrrddern interpretiert.

Die Ergebnisse der Analysen konnen im Allgemeinen so zusammengefasst wer-
den, dass die Lernenden das Verfahren zur Anteilberechnung als Kalkiil verste-
hen, das auf die vorgegebenen Zahlen und GroBen angewendet wird. Es werden
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zunehmend weniger anschauliche Vorstellungen zu Anteilen aktiviert, auf deren
Grundlage der Sachkontext strukturiert werden konnte. Diese Annahme wird ins-
besondere dadurch gestiitzt, dass die Lernenden zunehmend bis ausschlieBlich auf
symbolischer Ebene argumentieren und arbeiten.

5.3  Kiirzen von Briichen als Vergrobern der Einteilung

In diesem Abschnitt werden ausgewihlte Analysen der Daten aus der dritten und
letzten videographierten Unterrichtssitzung dargestellt. In Folge auf die Themati-
sierung des Erweiterns von Briichen als Verfeinern einer Einteilung wird in dieser
Doppelstunde das Kiirzen von Briichen als Vergrobern einer Einteilung eingefiihrt.
Im Folgenden werden zunichst die Lernmaterialien auf sachanalytischer Ebene
dargestellt, die den Ausgangspunkt fiir die Ubertragung des Verfahrens auf nach-
folgende Transferaufgaben bilden.

Es ist zu bemerken, dass das Erweitern von Briichen als Verfeinern einer Eintei-
lung in der letzten Unterrichtsstunde vor der Datenerhebung eingefiihrt wurde. Die
Einfiihrung des Erweiterns wurde dabei im Klassenverbund anhand von struktur-
gleichen Losungsbeispielen durch die Lehrperson vorgenommen. In dieser Stunde
wurde lediglich das Verfahren eingefiihrt und an wenigen Aufgaben im Arbeitsbuch
eingeiibt.

Als Umkehrung zum Erweitern von Briichen als Verfeinern einer Einteilung wird
das Kiirzen von Briichen als Vergrobern einer Einteilung von ikonischen Bruchdar-
stellungen eingefiihrt. Den gemeinsamen Kern des Erweiterns und Kiirzens von
Briichen stellt das Verstindnis, dass ein Bruch 7’7 durch Erweitern und Kiirzen
in unendlich viele dquivalente Bruchdarstellungen umgewandelt werden kann und
somit unendlich viele Reprisentanten hat. Dieses Verstdndnis ist eine wesentliche
Komponente von Grundvorstellungen und mentalen Modellen des Bruchzahlbe-
griffs (vgl. Ni, 2001, S.412).

Losungsbeispiel: Das Losungsbeispiel besteht in drei analogen Teilen, in denen
die Einteilung des Bruchs % so verdndert wird, dass halb so viele (Teil a), ein drittel
so viele (Teil b) und ein sechstel so viele (Teil ¢) Teile entstehen. Der Ablauf der
drei Teile des Losungsbeispiels ist jeweils der gleiche (vgl. Abb.5.36): Zunichst
wird eine Rechteckdarstellung des Ausgangsbruchs % aufgebaut und die Arbeits-
anweisung ,,Zeichne die neue Einteilung ein und gib einen Bruch dazu an. Uberlege
dann, wie man den neuen Bruch auch rechnerisch erhilt” eingeblendet.
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Ein Rechteck ist in 30 DreiBigstel eingeteilt, 12 DreiBigstel davon sind griin gefarbt. Die Einteilung soll
so gedndert werden, dass man a) halb so viele, b) ein drittel so viele, €) ein sechstel so viele gleich
groBe Teile erhiilt.

Zeichne die neue Einteilung ein und gib einen Bruch dazu an.
Uberlege dann, wie man den neuen Bruch auch rechnerisch erhalt.

a) Wir vergrobern die Einteilung, so dass halb so viele Teile
entstehen. Dann sind auch nur halb so viele Teile grin.

rechnerisch:
12:2 6

! ndier: 12 o i
Zihler und Nenner werden durch 2 dividiert: 30302 15

Abbildung 5.36 Endzustand des ersten Teils des animierten Losungsbeispiels

Zur Losung der Aufgabenstellung(en) wird zunéchst beschrieben, dass die Ein-
teilung der Bruchdarstellung so vergrobert wird, dass halb so viele Teile entstehen,
wodurch in der neuen Darstellung des Bruchs auch nur halb so viele Teile griin
markiert sind (vgl. 5.36). In der anschliefenden Animation werden sukzessive zwei
Teile der Einteilung zu einem Teil zusammengefasst, so dass die 30 Teile der Eintei-
lung in 15 doppelt so groen Teilen zusammengefasst werden. Die abgeschlossene
Animation wird schlie3lich durch eine Beschreibung des Rechenweges erginzt, in
der erldutert wird, dass das dargestellte Vergrobern der Einteilung rechnerisch dem
Dividieren von Zihler und Nenner durch den Divisor 2 entspricht: é—é = % = %.

Der erste Teile des Losungsbeispiels wird durch eine Gegeniiberstellung der alten
und neuen Einteilung des Bruches mitsamt der entsprechenden symbolischen Repré-
sentanten beendet, wobei ein Pfeil von der Anfangseinteilung zur Endeinteilung die
Umwandlung herausstellt und ein Gleichheitszeichen zwischen den symbolischen
Reprisentationen % = % die Aquivalenz der beiden Briiche betont.

In den Arbeitsheften der Lernenden werden die statischen Abbildungen der
Losungsbeispiele durch jeweils eine fokussierende Fragestellung ergénzt:

Losungsbeispiel Teil a): Was bedeutet es, eine Einteilung zu vergrobern? Was ver-
andert sich, was bleibt gleich?

Losungsbeispiel Teil b): Warum wird der Bruch nicht kleiner, obwohl man Zihler
und Nenner durch 3 teilt?
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Losungsbeispiel Teil ¢): Zihler und Nenner werden durch 6 geteilt. Was veridndert
sich im Rechteck, was bleibt gleich?

Die erste Frage fokussiert die Vergroberungshandlung auf ikonischer Ebene: Die
Einteilung wird so verindert, dass je zwei Teile zu einem groferen Teil zusam-
mengefasst werden. Dies fiihrt dazu, dass die Anzahl der Teile halbiert, ihre Grofe
jedoch verdoppelt wird. Somit bleibt der Anteil der markierten Fldche an der ganzen
Fldche invariant. Die fokussierende Fragestellung zum zweiten Teil des Losungs-
beispiels soll die Aufmerksamkeit auf die symbolische Handlung der Division von
Zihler und Nenner mit demselben Faktor (Divisor) lenken. Es soll erldutert wer-
den, dass bei der Division von Zihler und Nenner durch 3 der Anteil bzw. das
Verhéltnis von Zihler und Nenner nicht verdndert wird. Die dritte fokussierende
Fragestellung dient der Verkniipfung der Handlungen auf ikonischer und symbo-
lischer Ebene. Es wird gefragt, was sich in der ikonischen Darstellung verindert,
wenn der Zihler und der Nenner eines Bruchs durch denselben Faktor (Divisor)
geteilt werden. Die Lernenden sollen dabei die Anderungen und Invarianzen auf
den beiden Darstellungsebenen miteinander in Beziehung setzen. Auf ikonischer
Ebene bewirkt die Division ein Zusammenfassen von sechs Teilen zu einem Teil,
sodass die Anzahl der Teile gesechstelt wird. Der Anteil der gefirbten Fléache bleibt
dabei jedoch unverindert, ebenso wie das Verhiltnis von Zihler und Nenner.

Ausgewiihlte Transferaufgaben: Im Anschluss an die interaktiven animierten
Losungsbeispiele folgt eine Serie von Ubungs- und Transferaufgaben (siche
Tab. 5.4). Detaillierte Aufgabenbeschreibungen und Erlduterungen der Transferpro-
zesse erfolgen an den entsprechenden Stellen in diesem Abschnitt.

Tabelle 5.4 Aufgabensequenz — Anteile von beliebigen Grofien

Aufgabe Transferprozesse

31&3.2 Ubertragung der Vergroberungshandlung und des Verfahrens
zum Kiirzen von Briichen aus dem Losungsbeispiel auf
unvollstdndige Beispiele mit anderen Briichen und anderen
Reprisentationsobjekten

33 Ubertragung der Vergroberungshandlung von Rechteck- und
Kreisreprisentationen auf eine Streckenreprésentation
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5.3.1 Unvolistandige Beispiele

Im ersten unvollstindigen Beispiel ist der Bruch % in einer Rechteckreprisentation
dargestellt und die Einteilung soll so vergrobert werden, dass die neue Einteilung
in Aufgabenteil a) halb so viele und in Aufgabenteil b) ein sechstel so viele Teile
enthalten. In der ersten Teilaufgabe ist die Vergroberung der Einteilung bereits
vorgegeben, sodass die Lernenden nur den gekiirzten Bruch auf symbolischer Ebene
erginzen miissen: % = %. In Aufgabenteil b) sollen die Lernenden auch eine neue
Einteilung in der Rechteckreprisentation einzeichnen. Hierzu miissen sechs Teile
des Ganzen zu einem Teil zusammengefasst werden, was zu einer Einteilung des
Rechtecks in drei Teile fiihrt, von denen ein Teil markiert wird. Auf symbolischer
Ebene sollen die Lernenden sowohl den gekiirzten Bruch % erginzen als auch die
Beschreibung des Vorgehens ,,Man dividiert den Zédhler und den Nenner des Bruchs
durch 6* und ,,Man nennt dies: Kiirzen mit 6 ergéinzen. Als Hilfestellung markieren
Sprechblasen die Arbeitsschritte, die von den Lernenden ergénzt bzw. durchgefiihrt
werden sollen, z.B. ,,Erginze die Rechnung” in Teilaufgabe a) und ,,Zeichne eine
neue Einteilung” in Aufgabenteil b) (Abb.5.37).

Das Vorgehen im zweiten unvollstidndigen Beispiel orientiert sich erneut an den
Bearbeitungsschritten des Losungsbeispiels, nur ist hier der zu kiirzende Bruch %
nicht in einem Rechteck, sondern in einem Kreis dargestellt. Analog zum Losungs-
beispiel soll die Einteilung so verdndert werden, dass die neue Einteilung in Tei-
laufgabe a) halb so viele und in Teilaufgabe b) ein drittel so viele Teile hat als die
Ausgangsdarstellung. Anders als im ersten unvollstdndigen Beispiel sind im zweiten
Losungsbeispiel keine Losungsansitze vorgegeben, die von den Lernenden erginzt
werden sollen. Stattdessen sollen die Lernenden in beiden Teilaufgaben sowohl die
neue Einteilung einzeichnen als auch den gekiirzten Bruch angeben und das Vorge-
hen auf symbolischer Ebene jeweils in einem Satz beschreiben. Als Hilfestellung zur
eigenstdndigen Durchfiihrung des zeichnerischen Vergroberns der Einteilung und
rechnerischen Kiirzens des Bruchs werden in Sprechblasen Hinweise zum Vorgehen
gegeben (Abb. 5.38).

Transferprozesse in den unvollstiindigen Beispielen: Die Transferprozesse zur
Bearbeitung der unvollstindigen Beispiele bestehen in der Ubertragung und Anwen-
dung des Verfahrens zum Vergrobern einer Einteilung auf ikonischer Ebene und des
rechnerischen Verfahrens zum Kiirzen von Briichen auf symbolischer Ebene. Die
Lernenden sind gefordert zunehmend selbststindig die beiden Verfahren auf neue
Briiche und Bruchdarstellungen anzuwenden. Obwohl sich die Ausgangsbriiche
jeweils von dem Bruch im Losungsbeispiel unterscheiden, sind die Kiirzungsfakto-
ren bzw. die Vorgaben zum Vergrobern der Einteilung im Losungsbeispiel enthalten.
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AUFGABE 1

In einem Rechteck, in dem 6 Achtzehntel markiert sind, soll die Einteilung vergrobert
werden.

Die neue Einteilung soll  a) halb b) ein sechstel so viele Teile enthalten.

Teile das Rechteck neu ein. Gib auBerdem einen Bruch fur die neue Einteilung des
Rechtecks an. Uberlege dir auch, wie man rechnerisch auf den neuen Bruch kommt.

Lésung:

a) Man vergrobert die Einteilung des Rechtecks, so dass immer zwei Teile
zusammengefasst werden und halb so viele Teile vorhanden sind.
Dann sind auch halb so viele Teile markiert.

—_—
Rechnerisch: .
Man dividiert Zahler und Nenner durch 2: T
Man nennt dies: Kurzen durch 2. |

Ergénze die
Rechnung.

b) Wir vergrobern die Einteilung, so dass ein sechstel so viele Teile entstehen.
Somit sind auch nur ein sechstel so viele Teile markiert.

Zeichne
eine neue
Einteilung

Rechnerisch: @
s <\

Man dividiert... 6

Man nennt dies:
Kirzen durch ...

Abbildung 5.37 Erstes unvollstindiges Beispiel
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AUFGABE 2
Ein Kreis ist in Zwolftel eingeteilt, davon sind 6 Zwolftel markiert.
Die neue Einteilung soll a) halb b) ein drittel  so viele Teile haben wie vorher.

Zeichne eine neue Einteilung in den Kreis und gib den Bruch fur die neue
Einteilung an. Wie erhéalt man den Bruch rechnerisch?

—
- Zeichne
Lésung: eine Einteilung mit
halb so vielen
Teilen.
a) " AT
\ } »
. V
—
X 6 Ergéanze die
Rechnerisch: Rechnung
12 -
i
Zeichne eine
Einteilung mit einem

drittel so vielen
Teilen /

LT

Az
>

. 6 Ergénze die
Rechnerisch: T Rechnung.

Abbildung 5.38 Zweites unvollstindiges Beispiel

v

Das zweite unvollstindige Beispiel enthilt zudem einen Reprisentationstransfer.
Im Gegensatz zum Losungsbeispiel und dem ersten unvollstdndigen Beispiel ist der
Anteil in einer Kreisrepridsentation und nicht wie zuvor in einem Rechteck darge-
stellt.
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Neben der Ubertragung und Anwendung der Verfahren auf anschaulicher und
symbolischer Ebene soll durch die Bearbeitung der unvollstiandigen Beispielen ins-
besondere die Verkniipfung der Handlungen auf anschaulicher und symbolischer
Ebene mit dem Ziel der Ausbildung der Grundvorstellung vom Kiirzen als Vergro-
bern einer Einteilung unterstiitzt werden. Vor diesem Hintergrund wird die Anwen-
dung der Verfahren durch Bearbeitungshinweise in Sprechblasen angeleitet, um die
kognitive Belastung der Lernenden moglichst gering zu halten.

Bennet & Julius — Ubertragung des rechnerischen Verfahrens

Bennet und Julius lesen alle Teile des Losungsbeispiels eingehend und diskutieren
ausfiihrlich die Antworten auf die fokussierenden Fragestellungen. In ihren Erkla-
rungen sind die zentralen Aspekte des Vergroberns einer Einteilung deutlich zu
erkennen. Auf die erste fokussierende Fragestellung, in der gefragt wird, was es
bedeutet, eine Einteilung zu vergrobern, notieren sie: ,,Man macht groBere Stiicke
aus den kleineren. Die Stiicke werden groBer, dafiir sind es weniger. Das griine
[farbig markierte] Feld bleibt gleich grof3* (vgl. Abb.5.39). Die folgenden Tran-
skriptsequenzen dokumentieren ihre Bearbeitung der unvollstdndigen Beispiele.

bas  grime folol LlilA glecek grofs

Abbildung 5.39 Julius Antwort auf die erste fokussierende Fragestellung nach der Bedeu-
tung des Vergroberns einer Einteilung

Transkript B3A1 — Bennet & Julius — Szene 1 — Aufgabe 1 a)

Bennet: (liest die Aufgabenstellung laut vor)
Julius: 3.

Bennet: 6 Achtzehntel durch 2 ... 3... 3, 3 Neuntel.
Julius: Nein, 3 Viertel.

Bennet: 9 Drittel.

Julius: Wieso denn 3 Neuntel?

Bennet: Weil’s 9 Kastchen sind.

Julius: Achso, ich dachte durch 2.

beide: (schreiben individuell)

VO @ N L AW =
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In der Bearbeitung von Teilaufgabe a) ist zu erkennen, dass Bennet und Julius
unterschiedlich vorgehen. Bennet betrachtet die vorgegebene Rechteckdarstellung
mit der neuen Einteilung, zéhlt die Kistchen in Dreierschritten und liest schlieBlich
den neuen Bruch % ab (3). Anders als sein Partner Bennet nutzt Julius die Dar-
stellung nicht, sondern versucht auf Zahlenebene den Zahler und Nenner von %
durch 2 zu teilen. Dabei passiert ihm ein Fehler beim Teilen des Nenners und statt
18 : 2 rechnet er 8 : 2 und kommt so auf den neuen Bruch % (2, 4). Aufgrund
der unterschiedlichen Ergebnisse widerspricht Julius seinem Partner und fragt ihn,
,wieso denn 3 Neuntel“ (6) richtig sei, worauf Bennet ihm antwortet, dass die neue
Einteilung aus ,,9 Késtchen bestehe™ (7).

Julius erkennt seinen Rechenfehler nicht und kommt schlie8lich zu dem Schluss,
dass die beiden Losungswege nicht mit einander zusammenhéngen. Die Begriindung
von Bennet kommentiert er mit ,,Achso, ich dachte durch 2 (8) und scheint die
Richtigkeit seines Losungsweges, der Division von Zihler und Nenner durch 2, in
Frage zu stellen.

Die unterschiedlichen Losungswege von Bennet und Julius konnen so inter-
pretiert werden, dass sie jeweils die fiir sie vertrauteren Zuginge zur Bearbeitung
wihlen. Bennet wihlt einen Losungsweg auf anschaulicher Ebene und liest den
neuen Bruch aus der vorgegebenen Darstellung ab. Im Gegensatz dazu wéhlt Julius
einen Losungsweg auf Zahlenebene und scheint die ikonischen Bruchdarstellungen
nicht fiir seine Losung zu nutzen.

Transkript B3A1 - Bennet & Julius — Szene 2 — Aufgabe 1 b)

10 Bennet: Also, wir sollen jetzt eine Einteilung zeichnen.
1 ... Da missen wir das geteilt durch 6 rechnen. Wir kénnen

12 ja erstmal 18 geteilt durch 6.
13 Julius: Warte, lass mich doch erstmal.. (liest Aufgaben-
14 stellung laut vor)

15 Benmet: 3 gleich grofie Stlicke miissen wir machen.

16 Julius: Oder?

17 Bennet: Wenn man’s doch durch.. 18 muss man doch jetzt durch
18 6 rechnen.

19 Julius: Das sind 4. ... Ah, 3.

20 Bennet: 3, also drei gleich grof’e Sticke.

21 Julius: Ja, wie denn? So oder so? (zeigt mit seinem Lineal
22 eine horizontale und eine vertikale Einteilung)

23 beide: (zeichnen)

24 Julius: Rechnerisch: Man dividiert

23 Bennet: Wir miissen das jetzt auch noch anmalen.

26 Julius: (guckt bei Bennet) Was muss ich denn anmalen? Nur
27 eins?
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23 Bennet: Ja, weil wir ko6nnen ja die 6 teilen, 1 Drittel muss
29 man nehmen.
30 beide: (zeichnen individuell)

In der Bearbeitung von Teilaufgabe b) soll die Einteilung so vergrobert werden,
dass ein sechstel so viele Teile entstehen wie zuvor. Bennet sagt, dass sie der Auf-
gabenstellung entsprechend ,,jetzt eine Einteilung zeichnen (10) sollen. Er erklirt,
dass man dazu ,,geteilt durch 6 rechnen (11) und in der Folge ,,drei gleich grof3e
Stiicke* (15) einzeichnen miisse. Julius bittet Bennet zu Beginn kurz zu warten, da
er ,,doch erstmal” (13) die Aufgabenstellung lesen mochte. Nachdem er die Aufga-
benstellung laut vorgelesen hat, nimmt er den Losungsweg von Bennet auf, dividiert
18 durch sechs: ,,Das sind 4. ... Ah 3“ (19). Bennet stimmt ihm zu und iibersetzt
das Ergebnis dieser Rechnung in die ikonische Ebene: ,,3, also drei gleich groBe
Stiicke™ (20).

Bennet und Julius bestimmen die neue Einteilung des Ganzen rechnerisch. Dazu
wechseln sie auf die symbolische Ebene und berechnen die neue Einteilung iiber die
Division 18 : 6, deren Ergebnis sie auf ikonischer Ebene als drei Teile interpretieren.
In ihrer Losung wechseln sie mehrfach zwischen der ikonischen und symbolischen
Darstellungsebene. Es ist jedoch nicht zu erkennen, dass sie mit ihrem Vorgehen
das Handlungskonzept des Vergroberns der Einteilung als Zusammenfassen von
Teilen verbinden. Stattdessen berechnen sie eine neue Einteilung und zeichnen
diese ein, ohne dabei einen direkten Zusammenhang zu der urspriinglichen Ein-
teilung bzw. Darstellung herzustellen. Diese Annahme wird durch die Nachfrage
von Julius unterstiitzt, der seinen Partner fragt, ob sie die neue Einteilung hori-
zontal oder vertikal einzeichnen sollen (21-22). Ihr Losungsweg beschreibt somit
keine Transformation der urspriinglichen Darstellung, sondern das Herstellen einer
neuen Darstellung.

In der Interaktion von Bennet und Julius fillt auf, dass die Ubersetzungen zwi-
schen der ikonischen und symbolischen Darstellungsebene alle von Bennet ausge-
hen und alle Beitrige von Julius die symbolischer Ebene betreffen. Zudem wirkt er
iiberrascht davon, dass Bennet nur einen der drei Teile gefdrbt hat: ,,Was muss ich
denn anmalen? Nur eins?“ (26). Diese Beobachtungen sprechen dafiir, dass er vor-
dergriindig die symbolische Handlung iibertragt und diese nicht mit der Handlung
auf ikonischer Ebene verbindet. Auch Bennets Erkldrung bezieht sich allein auf die
symbolische Handlung des Kiirzens und er erklart, dass sie ,,ja die 6 teilen* und ,,1
Drittel [...] nehmen® (27-28) miissen.
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a) Man vergrobert die Einteilung des Rechtecks, so dass immer zwei Teile
zusammengefasst werden und halb so viele Teile vorhanden sind.
Dann sind auch halb so viele Teile markiert.

Rechnerisch:
Man dividiert Zahler und Nenner durch 2:
Man nennt dies: Kirzen durch 2.

([N}

&le
Q9w

Ergéinze dia
Rechnung.

b) Wir vergrébern die Einteilung, so dass ein sechstel so viele Teile entstehen.
Somit sind auch nur ein sechstel so viele Teile markiert.

Zeichne
ana neua
Eintellung

Rechnerisch:
P =S,

Man dividiert.. & ., _ 4 86
- 6°3 18 %I

Man nennt dies:

Kiirzen durch .. GoAle Brad'\e Grodﬂr')é?m

Abbildung 5.40 Bennets Losung von Aufgabe 3.1
Transkript B3A1 — Bennet & Julius — Szene 3 — Aufgabe 1 b)

30 Julius: Also, rechnerisch. Man dividiert ... man dividiert
3 ... 6 Achtel durch 2.

32 Bennet: Ja.

33 Julius: Durch 2.

3 Bennet: Nein, durch 6.

35 Julius: Nicht durch 2? Warum denn nicht?

3 Bennet: Das ist doch geteilt durch 6.

37 Julius: Aber man kann doch auch durch 2 rechnen, oder nicht?
33 Bennet: Ja no.
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39 Julius: Warum nicht? Ja, warum denn nicht?

40 Bennet: Ja, weil’s doch durch 6 ist.

41 Julius: Ja, aber durch 2 geht’s doch auch.

22 Bennet: Durch 6 und durch 2, das ist was anderes.

43 Julius: Oder muss ich 1 Drittel rauskriegen?

4 Bennet: Ja, weill da steht doch b) ein sechstel, dumusst davon
45 1 Sechstel nehmen.

46 Julius: H&? Was heiflt das denn jetzt? 6 Achtzehntel gleich?
47 ... Man nennt dies Kirzen durch ... h&?

4¢ Bennet: Man nennt dies Kirzen durch ... 6 Achtzehntel.

49 Julius: Nein.

50 Bennet: Durch Briiche.

51 Julius: Nein.

52 Bennet: Klar, durch Brilche. Durch echte Briche.

53 Julius: Das ist doch vollkommen egal, ob’s echte Briiche oder
54 unechte Briiche sind, oder nicht?

ss Bennet: Schreib’s einfach da hin. Das ist ein echter Bruch.

Die dritte Szene der Bearbeitung des ersten unvollstindigen Beispiels dokumentiert
die Formulierung des rechnerischen Vorgehens zum Kiirzen von %. Hiebei sind
deutlich die Verstindnisschwierigkeiten von Julius zu erkennen. Er greift die For-
mulierung aus Aufgabenteil a) auf und schlédgt vor zu schreiben ,,man dividiert ... 6
Achtel durch 2 (38-39). Den Widerspruch von Bennet (42) scheint er nicht nach-
vollziehen zu konnen und er erwidert, dass man ,,doch auch durch 2 rechnen® (45
und 49) konne. Auf die Erkldrung von Bennet, dass ,,durch 6 und durch 2 [...] was
anderes™ (50) sei, fragt Julius, ob man ,,1 Drittel rauskriegen* miisse (51). Scheinbar
versteht Julius nicht, dass ein Bruch mit verschiedenen Faktoren gekiirzt werden
kann. Es ist anzunehmen, dass diese Verstindnisschwierigkeit von Julius darauf
zuriickgefiihrt werden kann, dass er das rechnerische Kiirzen von Briichen nicht mit
der Handlung des Vergroberns einer Einteilung verbindet und entsprechend keine
anschaulichen Vorstellungen aktivieren kann. Alternativ ist es moglich, dass er das
Kiirzen von Briichen mit 2 iibergeneralisiert und annimmt, dass das Kiirzen von
Briichen immer mit dem Faktor 2 durchgefiihrt wird. Zudem erkennt er scheinbar
keinen Unterschied zwischen dem Kiirzen mit 2 und dem Kiirzen mit 6.

Auch Bennet hat Schwierigkeiten mit der Formulierung einer Beschreibung des
rechnerischen Vorgehens und weif3 nicht, was sie an der entsprechenden Stelle im
Arbeitsheft notieren sollen. Ohne sich an der vorgegebenen Formulierung in Auf-
gabenteil a) zu orientieren notiert er schlieflich zwei Gleichungen: ,,% 16 = 3"
(siehe Abb.5.40), womit er vermutlich ausdriicken will, dass der Zahler und der
Nenner durch 6 geteilt werden sollen. Als zweite symbolische Beschreibung tiber-
tragt er die beim Erweitern von Briichen durch den Lehrer eingefiihrte Schreibweise
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und notiert ,,% s % (vgl. Abb. 5.40). Direkt im Anschluss gehen Bennet und Julius
zur Bearbeitung des zweiten unvollstindigen Beispiels tiber.

Transkript B3A2 — Bennet & Julius — Szene 4 — Aufgabe 2 a)

1 Bennet: (liest die Aufgabenstellung laut vor)

> Julius: H&? Ja, aber du brauchst doch den Kreis mehrmals, wenn
3 du’s doch..

4+ Bennet: (unterbricht Julius) Da steht a) und Db).

5 Julius: Achso, ... Ja, 6 Teile dann.

¢ Bennet: NO.

7 Julius: Natlrlich.

s Bennet: Du hast wie immer Recht.

9 beide: (zeichnen individuell)

10 Benmet: Junge, wir missen das noch markieren.

1 Julius: Ja, ich muss doch hier 1 Drittel einzeichnen.

12 Benmnet: Nee, du musst 3 Sechstel einzeichnen.

13 Julius: Was?

14 Bennet: 3 Sechstel.

15 Julius: Aber wir sind doch bei a). ... Ich verstehe nicht,
16 was wir machen sollen. Wir sind doch bei a).

17 Bennet: Ja, sind wir auch. Du musst das anmalen.

18 Julius: Die soll ich anmalen? Das ist doch schon angemalt
19 (zeigt auf die Ausgangsreprédsentation) .

20 Bennet: Das da.

21 Julius: Wassollichdenndaanmalen?Dasistdochb) odernicht?
22 Bennet: Das ist a). ... Wir missen das anmalen, damit wir
23 wissen, was wieder die H&lfte ist.

2% beide: (zeichnen individuell)

Nachdem Bennet und Julius Unstimmigkeiten beziiglich des Aufgabenlayouts
geklart haben, sagt Julius, dass die neue Einteilung aus ,,6 Teile[n]*“ (5) beste-
hen muss, und die beiden Partner zeichnen die neue Einteilung individuell ein. Im
Anschluss an das Zeichnen der neuen Einteilung bemerkt Bennet, dass sie noch den
Anteil markieren miissen, worauf Julius erwidert, dass man ,,doch hier 1 Drittel ein-
zeichnen (11) miisse. Bennet widerspricht diesem Vorschlag und korrigiert, dass
.3 Sechstel (12) markiert werden miissen. Seinem Vorschlag zu Folge versteht
Julius das Einzeichnen des Anteils als Einzeichnen eines neuen Bruchs. Anstatt den
dquivalenten Anteil zur Ausgangsdarstellung einzuzeichnen, mochte er % einzeich-
nen, da eine Einteilung mit einem drittel so vielen Teilen eingezeichnet werden
soll. Somit steht die neue Darstellung fiir ihn in keinem Zusammenhang zu der
Ausgangsdarstellung und er interpretiert das Vorgehen entsprechend nicht als Ver-
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grobern der Einteilung und Markieren desselben Anteils, sondern als Einzeichnen
einer neuen Einteilung und Einzeichnen eines neuen Anteils.

Julius’ Verstandnisschwierigkeiten zeigen sich insbesondere in seiner Reaktion
auf die Erwiderung von Bennet, dass sie nicht %, sondern ,,3 Sechstel einzeichnen®
(12, 14) sollen. Er sagt zunidchst, dass er nicht verstehe, was sie machen sollen und
ist zudem davon irritiert, dass sie denselben Anteil erneut einzeichnen sollen, da
dieser in der Ausgangsdarstellung ,,doch schon angemalt (18) sei. Bennet erklért:
,,Wir miissen das anmalen, damit wir wissen, was wieder die Hilfte ist (23-24), was
darauf hindeutet, dass er im Gegensatz zu Julius bereits verstanden hat, dass beide
Darstellungen denselben Anteil in unterschiedlichen Darstellungen représentieren.
Insbesondere spricht er dabei von ,,der Hilfte” (24), womit er den vollstindigen
gekiirzten Bruch fiir seine Erkldrung nutzt, der im Aufgabenmaterial nicht benannt
wird.

Transkript B3A2 — Bennet & Julius — Szene 5 — Aufgabe 2 a)

26 Julius: Rechnerisch 6 durch ... 6 durch 2.

27 Bennet: Was ist?

28 Julius: Rechnerisch doch 6 durch 2, oder?

29 Bennet: Rechnerisch, gleich steht da schon. 6 Zwolftel gleich
30 3 Sechstel.

31 Julius: Ja, aber wir kénnen doch auch, das haben wir tUberall
32 gemacht, iUber das Gleichheitszeichen durch 2 schreiben.
33 Hatten wir doch letztens.

» Bennet: Genau, duhast Recht. Eine2dadriber. Erweitertmit2.
33 Julius: Das sind dann doch 3 Sechstel?

Nach dem Einzeichnen der vergroberten Bruchdarstellung notieren Bennet und
Julius den gekiirzten Bruch. Dabei orientiert sich Julius an ihrer Notation im ersten
unvollstindigen Beispiel (Abb.5.41), in dem auch die Rechnung zum Kiirzen des
Bruchs notiert werden sollte. Er schldgt demnach vor aufzuschreiben, dass ,,6 durch
2% (26, 28) gerechnet werden miisse. Bennet erwidert, dass bereits ein Gleichheits-
zeichen vorgegeben sei und sie daher nur den gekiirzten Bruch notieren sollen: ,,6
Zwolftel gleich 3 Sechstel” (29-30). Julius erginzt, dass sie in Anlehnung an ihre
Notation beim Erweitern von Briichen ,,iiber das Gleichheitszeichen durch 2 schrei-
ben (31-33) sollten, da sie das ,,iiberall gemacht (ebd.) hitten. Es ist zu erkennen,
dass die Schreibweise des Erweiterns auf das Kiirzen von Briichen tibertragen wird,
wobei Bennet sogar die Bezeichnung des Verfahrens iibertrigt und die Notation mit
Lerweitert mit 2 (34-35) iibersetzt.
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Abbildung 5.41 Julius Losung von Aufgabe 3.2

Transkript B3A2 — Bennet & Julius — Szene 6 — Aufgabe 2 b)

37 Bennet: So, jetztmiissenwir das daeinzeichnen. Geteilt durch
38 3.

39 Julius: Das sind schon wieder 12.

4 Bennet: Jetzt missen wir das so teilen.

21 Julius: Nein, 4 ist falsch.

42 Bennet: Warum denn? 12 geteilt durch 3 gleich (schnalzt mit
23 der Zunge) .
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4 Julius: Durch 3 missen wir doch machen?

4s Bennet: Ja, 12 durch 3 gleich 4.

4 Julius: Ja, stimmt, aber ...

47 beide: (zeichnen individuell)

48 Julius: Durch 3 sinddann 2 .. 2 Viertel .. Bennet, wir missen
49 doch 2 Teile anmalen, oder-?

s0 beide: (schreiben individuell)

Unmittelbar zu Beginn der Bearbeitung von Aufgabenteil b), in dem die Einteilung
des Bruchs % so vergrobert werden soll, dass die neue Einteilung ein drittel so
viele Teile hat wie die urspriingliche Einteilung, dufert Julius sein Unverstindnis,
dass die urspriingliche Einteilung erneut aus zwolf Teilen besteht (39). Seine gedu-
Berten Verstdndnisschwierigkeiten stiitzen die zuvor beschriebene Vermutung, dass
er nicht erkennt, dass ein Bruch durch Kiirzen in verschiedene wertgleiche Briiche
umgewandelt werden kann.

Julius widerspricht neben dem anfinglichen Vorschlag von Bennet, dass sie fiir
die neue Einteilung bzw. den neuen Bruch ,,geteilt durch 3 (37-38) rechnen miissen,
auch der Zeichnung von Bennet, der die vorgegebene Kreisreprisentation unterdes-
sen in vier gleiche Teile eingeteilt hat. Er sagt: ,Nein, 4 ist falsch* (41), da sie durch
3 rechnen miissten (44). Bennet erklirt ihm, dass sie ,,12 geteilt durch 3% (42-43)
rechnen miissen, was schlie3lich vier sei und die neue Einteilung entsprechend aus
vier Teilen bestehe. Julius erkennt seinen Rechenfehler, stimmt Bennet zu (46) und
die beiden Schiiler beginnen eine neue Einteilung zu zeichnen. Zuletzt sucht Julius
Bestitigung bei seinem Partner, dass er alles richtig gemacht hat und erklirt: ,,Durch
3 sind dann 2 ... 2 Viertel [...] wir miissen doch 2 Teile anmalen, oder? (48—49).
Diese Erkldrung deutet darauf hin, dass er wie in den vorherigen Bearbeitungen
zunéchst den Bruch rechnerisch gekiirzt hat und sein Ergebnis als neuen Bruch
interpretiert, den er in der vorgegebenen Kreisrepréasentation einzeichnen soll.

Insgesamt wird in Bennet und Julius’ Bearbeitung der unvollstindigen Beispiele
deutlich, dass sie ausschlieBlich das Verfahren des Kiirzens von Briichen auf sym-
bolischer Ebene tibertragen und anwenden. Den rechnerisch erhaltenen gekiirz-
ten Bruch stellen sie in der Folge zeichnerisch dar. Es ist nicht zu erkennen, dass
sie das rechnerische Kiirzen als Transformation der Einteilung einer Bruchdarstel-
lung interpretieren und diese entsprechend nicht als eine dynamische Handlung des
Zusammenfassens von Teilen bzw. Vergroberns der Einteilung verstehen.

Insgesamt kann die Analyse der Bearbeitungsprozesse von Bennet und Julius in
folgenden Deutungshypothesen zusammengefasst werden:

e Das Kiirzen von Briichen wird nicht mit dem Vergrobern einer Einteilung ver-
bunden. Bennet und Julius iibertragen vorwiegend das rechnerische Verfahren
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zum Kiirzen von Briichen als Division von Zihler und Nenner durch denselben
Kiirzungsfaktor. Das Handlungsschema des Vergroberns einer Einteilung wird
nicht iibertragen und angewendet. In der Folge besteht ihr Vorgehen in zwei
Schritten: Im ersten Schritt berechnen sie auf symbolischer Ebene den neuen
Bruch, den sie im zweiten Schritt ikonisch darstellen. In ihren Bearbeitungspro-
zessen ist nicht zu erkennen, dass sie die rechnerische Handlung des Kiirzens
mit der anschaulichen Vorstellung des Vergroberns einer Einteilung verbinden.

e Die Bruchdarstellungen von Ausgangsbruch und gekiirztem Bruch werden als
getrennte Entititen aufgefasst. Obgleich Bennet und Julius erkennen, dass in
beiden Bruchdarstellungen der gleiche Anteile gefirbt wird, stellen sie keinen
dynamischen Zusammenhang — im Sinne einer Transformation der Einteilung —
zwischen den beiden Bruchdarstellungen her. Es ist moglich, dass die getrennte
Betrachtung der beiden Bruchdarstellungen durch die Formulierung in der Auf-
gabenstellung ,,zeichne eine neue Einteilung unterstiitzt wird, da diese mogli-
cherweise als Einzeichnen eines ,,neuen Bruchs interpretiert werden konnte.

e Aufgrund mangelnder anschaulicher Vorstellungen werden fehlerhafte Asso-
ziationen hergestellt. In der Bearbeitung des zweiten unvollstdndigen Beispiels
interpretiert Julius die Aufgabenstellung eine neue Einteilung mit einem drittel
so vielen Teilen einzuzeichnen mit dem Einzeichnen des Bruchs % Hierbei wird
deutlich, dass die Formulierung in der Aufgabenstellung nicht auf die Eintei-
lung, sondern auf den Bruch bezogen wird, was wiederum darauf zuriickgefiihrt
werden kann, dass mit dem Kiirzen von Briichen keine dynamische Handlung
als Vergrobern der Einteilung verbunden wird.

Anita & Ann-Katrin — Trennung von ikonischer und symbolischer Ebene

Anita und Ann-Katrin arbeiten harmonisch und gewissenhaft zusammen. In ihrer
Partnerarbeit sprechen sie ausfiihrlich tiber ihre Losungswege und kldren Verstiand-
nisschwierigkeiten gemeinsam auf. Unabhingig von ihren heterogenen Vortester-
gebnissen von 30 % (Ann-Katrin) und 70 % (Anita) konnten sie bisher alle Aufgaben
korrekt 16sen. Der Vergleich der Vor- und Nachtestergebnisse dokumentiert, dass
Ann-Katrin iiber den Verlauf der Unterrichtseinheit einen weit tiberdurchschnittli-
chen Leistungszuwachs erzielt und im Posttest ein Ergebnis von 85 % erreicht.

Im Einstieg in diese Unterrichtsstunde war zu beobachten, dass sie alle Teile des
Losungsbeispiels eingehend gelesen und sich die jeweiligen Losungsschritte gegen-
seitig erklért haben. Auch ihre Antworten auf die fokussierenden Fragestellungen
zum Losungsbeispiel deuten darauf hin, dass sie die wesentlichen Aspekte des Kiir-
zens von Briichen als Vergrobern einer Einteilung erfasst haben (vgl. Abb.5.42).
Die folgenden Transkripte dokumentieren ihre Bearbeitungen der unvollstindigen
Beispiele.
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Abbildung 5.42 Anitas Antwort auf die fokussierende Fragestellung zum ersten Teil des
Losungsbeispiels

Transkript B3A1 — Anita & Ann-Katrin — Szene 1 — Aufgabe 1 a)

1 beide: (lesen Aufgabenstellung)

2 Anita: (beginnt zu schreiben)

3 Ann-Katrin: (schaut mehrfach zwischen ihrem Arbeitsblatt
4 und dem Bildschirm hin und her)

s Anita: (schreibt und liest laut mit) 6 durch 2, geteilt durch
6 6 ... 3 Neuntel.

7 Ann-Katrin: Also dieses hier, ne? (zeigt auf das LSB 3c am
8 Bildschirm) ... Also 6 Zwdlftel ... (guckt auf Anitas
9 Arbeitsheft) Dumusst das anders herum machen. Hier kommt
10 die 2 hin und hier kommt die Zahl, die du durch nimmst.
11 Anita: Aber..

12 Ann-Katrin: (zeigt auf den Bildschirm) Hier.

13 Anita: 3 ... 3 Neuntel.

14 Ann-Katrin: Du rechnest dann ja einfach (schaut bei Anita)
15 Ach, du hast das schon.

Die beiden Schiilerinnen lesen die Aufgabenstellung still fiir sich selbst. Unmit-
telbar nach dem Lesen der Aufgabenstellung beginnt Anita zu schreiben, wihrend
Ann-Katrin mehrfach zwischen dem Endzustand des dritten Teils des Losungsbei-
spiels auf dem Bildschirm und der Aufgabenstellung hin und her schaut (3—4).
Augenscheinlich vergleicht sie die Aufgabenstellungen und versucht die einzelnen
Losungsschritte zu tibertragen.

Waihrenddessen schreibt Anita in ihrem Arbeitsheft und liest laut mit: ,,6 durch 2,
geteilt durch 6 ... 3 Neuntel“ (5-6). Thre schriftlichen Dokumente (vgl. Abb.5.43)
bestitigen, dass sie schreibt: ,,% = % = %“ und demnach das Verfahren zum
Kiirzen von Briichen, unabhéngig von ihren Vertauschungen von Dividenden und
Divisoren, auf den neuen Bruch iibertrigt und anwendet.
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Abbildung 5.43 Anitas Losung von Aufgabe 3.1 a)

Ann-Katrin korrigiert den aufgeschriebenen Term ihrer Partnerin mit Verweis
auf die Rechnung im Losungsbeispiel am Bildschirm und setzt schlielich zu einer
eigenen Formulierung der Rechnung an. Diese fiihrt sie jedoch nicht zu Ende, da sie
feststellt, dass Anita bereits mit der Teilaufgabe fertig ist. Die ikonische Darstellung
der neuen Einteilung wird in der Kommunikation der beiden Schiilerinnen nicht
angesprochen.

Transkript B3A1 — Anita & Ann-Katrin — Szene 2 — Aufgabe 1 b)

16 Anita: (liest Aufgabenstellung b) laut vor)

17 Ann-Katrin: Ok, in Sechstel?

18 Anita: Wir kénnen einfach hier abgucken (zeigt auf Aufga-
19 benteil a)) 1, 2, 3, ..., 9.

20 Ann-Katrin: Nein. (zeigt auf Anitas Arbeitsheft) 6, 6, 6.
21 Alles 6.

22 Anita: 6 sind angemalt und das sind 18.

23 Ann-Katrin: Guck mal hier, 6, 6, 6, immer 6. .. 6 von diesen
24 Sticken zu einem Ganzen. .. Also nicht zu einem Ganzen,
25 aber. .

2% Anita: Ja, das hab ich mir auch gedacht.
27 beide: (arbeiten individuell)

Fiir die Bearbeitung von Aufgabenteil b) liest Anita die Aufgabenstellung zunéchst
laut vor und macht dann den Vorschlag, dass sie ja ,.einfach hier abgucken* (18)
konnten, wobei sie auf den Aufgabenteil a) zeigt und die Anzahl der Teile der Ein-
teilung auszihlt (19). Es ist anzunehmen, dass sie weil}, dass sie das Verfahren im
Allgemeinen iibertragen kann, dabei jedoch nicht bedenkt, dass in der Aufgaben-
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stellung das Zeichnen einer neuen Einteilung mit einem sechstel so vielen Teilen
und nicht mit halb so vielen Teilen wie in Teilaufgabe a) gefordert wird.
Ann-Katrin widerspricht diesem Vorschlag umgehend, beschreibt die Ausgangs-
reprisentation: ,,0, 6, 6. Alles 6* (20-21) und erklirt im Weiteren: ,,Guck mal hier, 6,
6, 6,immer 6. ... 6 von diesen Stiicke zu einem Ganzen‘ (23-24), wobei sie deutlich
macht, dass sie jeweils sechs Teile der Einteilung zu einem Teil zusammenfassen
mochte. Sie prizisiert weiter, dass sie die sechs Teile ,,nicht zu einem Ganzen, aber*
(24-25) zu einem Teil zusammenfassen mochte. Anita stimmt ihr zu sagt, dass sie
sich das ,,auch gedacht (26) habe. In der Folge zeichnen die beiden Schiilerinnen
individuell eine neue Einteilung und schreiben den Rechenweg auf, wobei Anita die
Vertauschung von Dividend und Divisor aus Aufgabenteil a) wiederholt schreibt:

oig = &5 = 1% (siehe Abb.5.44).

Wir vergrobern die Einteilung, so dass ein sechstel so viele Teile entstehen.
Somit sind auch.nur ein sechstel so viele Teile markiert.

Zeichne =
aine neus /,'
Eintellung.
-_—
Rechnerisch:
Man dividiert... 6 b 6 A
18 G- M=%

Man nennt dies:
Kiirzen durch .. §

Abbildung 5.44 Anitas Losung von Aufgabe 3.1 b)

In dieser Bearbeitung wird deutlich, dass Ann-Katrin das Vergrobern einer Ein-
teilung auf ikonischer Ebene mit dem Zusammenfassen von Teilen interpretiert und
entsprechend das Handlungsmuster aus dem Losungsbeispiel auf eine neue Bruch-
darstellung tibertragen und anwenden kann. Thre Erklarung deutet zudem darauf hin,
dass sie sich das Zusammenfassen von Teilen dynamisch vorstellt. Sie korrigiert
sogar ihre Formulierung, dass ,,6 von diesen Stiicken zu einem Ganzen (23-24)
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zusammengefasst werden und erklirt, dass die Teile nicht zu einem Ganzen, sondern

einem neuen Teil zusammengefasst werden.

Transkript B3A2 — Anita & Ann-Katrin — Szene 3 — Aufgabe 2 a)

~

Anita: Geteilt durch 2. (beginnt zu schreiben)

Ann-Katrin: (bldttert in ihrem Arbeitsheft zuriick) Ah, halb
so viele. Also das jetzt noch mal halb machen. Das hier
alles nochmal durch 2 teilen.

beide: (zeichnen individuell)

Ann-Katrin: Aah, 3 Sechstel. (schaut bei Anita) Stopp, 3
Sechstel hier. 1, 2, 3, 3, 3, dann sind as aber

Anita: 1, 2, 3, ..., 12.

Ann-Katrin: Ich verstehe das gerade alles nicht.

Anita: Ich schon. (beginnt zu zeichnen)

Ann-Katrin: Ich weif nicht, wie man das machen soll. (guckt
bei Anita) Ich verstehe das nicht. ... (klickt die LSBe am
Bildschirm durch) Gibt’s da einen Kreis? (guckt erneut
bei Anita) Warte, wo ist da der Nenner und wo ist der
Zahler?

Anita: Z&hler ist oben, Nenner ist unten.

Ann-Katrin: Ok, also das dann in 6 Teile teilen, oder wie?

Anita: 3 davon.

Ann-Katrin: Boah ey, ich verstehe echt nichts mehr. Das ist
echt das schwierigste. Die anderen Aufgaben waren besser.

beide: (schreiben/zeichnen individuell)

Anita: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Ich hab gerade 6 Stilicke gemacht.

Fertig.

Ann-Katrin: Ich verstehe Uberhaupt nichts. Wie hast du das
geschafft?

Anita: Ich hab von hier hin, bis da wo es ist.

Ann-Katrin: (beginnt zu zeichnen)

beide: (schreiben/zeichnen individuell)

Anita: Ichhab’srichtig. ... 2Viertel, das ist ganz einfach.
(guckt bei Ann-Katrin) Du hast das ja perfekter gemacht
als ich.

Ann-Katrin: Ja, ich hab das vorher schon berechnet. So, los
komm, mach 2 Stilcke.
beide: (schreiben/zeichnen individuell)

5 Detailanalysen von Transferprozessen
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Die Bearbeitung des zweiten unvollstindigen Beispiels erfordert einen Reprisen-
tationstransfer. Im Gegensatz zu den ikonischen Bruchdarstellungen im Losungs-
beispiel und dem ersten unvollstindigen Beispiel, in denen Briiche ausschlieBlich
in einem Rechteck reprisentiert werden, ist der Bruch % in einer Kreisreprésen-
tation vorgegeben. Obwohl Ann-Katrin in der Bearbeitung des ersten unvollstin-
digen Beispiels das Vergrobern einer Einteilung als Zusammenfassen von Teilen
zu einem groferen Teil beschrieben hat und auch das Verfahren zum Kiirzen von
Briichen auf symbolischer Reprisentationsebene iibertragen und angewendet hat,
bereitet ihr die Anwendung des Verfahrens auf eine Kreisreprisentation Schwie-
rigkeiten. Sie erkennt genau wie Anita, dass sie fiir eine Einteilung mit halb so
vielen Teilen ,,geteilt durch 2 (1) rechnen miissen und erklart: ,,Ah, halb so viele.
Also das jetzt noch mal halb machen. Das hier alles nochmal durch 2 teilen* (2—4).
Anhand der Videoaufzeichnung ist nicht eindeutig zu erkennen, ob sie sich mit ihrer
Beschreibung des Vorgehens auf die ikonische oder die symbolische Bruchdarstel-
lung bezieht. Ihre Formulierung ,,also das jetzt nochmal halb machen® stiitzt jedoch
die Annahme, dass sie sich auf die ikonische Bruchdarstellung im Kreis bezieht.
Im Gegensatz zur Bearbeitung des ersten unvollstdndigen Beispiels scheint sie das
Vergrobern der Einteilung in diesem Fall nicht als Zusammenfassen von Teilen zu
verstehen, sondern nimmt an, dass sie die Teile des Ganzen ,,noch mal halb machen*
(3), bzw. noch einmal halbieren miisse. Es ist moglich, dass sie hierbei das Vorge-
hen mit dem Erweitern von Briichen als Verfeinern einer Einteilung verwechselt und
Handlungselemente dieses Verfahrens tibertrédgt. Die beiden Schiilerinnen beginnen
zu zeichnen.

Ann-Katrin hilt inne und stellt fest, dass der gekiirzte Bruch ,,3 Sechstel“ ist. Sie
schaut auf das Arbeitsheft von Anita, beginnt die Teile in der Darstellung des Bruchs
% zu zdhlen und wirkt verwundert iiber die Anzahl der Teile in der urspriinglichen
Einteilung. Ihre Verwunderung kann damit erklért werden, dass sie entsprechend des
Zihlers des gekiirzten Bruchs annimmt, in der ikonischen Darstellung drei Teile zu
einem Teil zusammenfassen zu miissen (Perseverationsfehler), dann aber erkennt,
dass dieses Vorgehen ausgehend von 12 Teilen nicht zu sechs gleichen Teilen fiihrt.
Sie sagt, dass sie ,,das gerade alles nicht (9) versteht und beginnt im Losungsbei-
spiel am Bildschirm nach einer Kreisdarstellung zu suchen, die sie nicht findet und
erneut bei ihrer Partnerin schaut. Da Ann-Katrin weiterhin Schwierigkeiten bei der
Anwendung des Verfahrens zum Vergrobern auf die Kreisreprisentation hat, kiirzt
sie den Bruch nun auf symbolischer Ebene und mochte den gekiirzten Bruch nun
zeichnerisch darstellen. Fiir die ikonische Darstellung versichert sie sich noch ein-
mal bei Anita ,,wo da [in einem Bruch] der Nenner und wo [...] der Zihler [ist]*
(14-15). Anita antwortet ihr, dass der Zihler eines Bruchs oben und der Nenner
eines Bruchs unten steht (16), worauf hin Ann-Katrin feststellt, dass sie den Kreis
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Abbildung 5.45 Ann-Katrins Losung von Aufgabe 3.2 a)

»dann in 6 Teile teilen” (17) miissen. Anita erginzt, dass sie von den sechs Teilen
,»3 davon® (18) markieren miissen.

Nachdem Ann-Katrin noch einmal dufert, dass sie ,,gar nichts mehr (19) ver-
stehe und sagt, dass diese Aufgabe fiir sie die ,,schwierigste* sei und die anderen
Aufgaben ,besser” (20-21) bzw. einfacher gewesen seien, beginnen die beiden
Schiilerinnen erneut zu zeichnen. Dabei stellt sich die Einteilung des Kreises in
sechs gleich groB3e Teile schwierig dar. Anita gelingt es letztendlich die neue Eintei-
lung zu zeichnen und Anita und Ann-Katrin setzen ihre Bearbeitung in Einzelarbeit
fort (Abb. 5.45).

Nach einiger Zeit des individuellen Arbeitens wendet sich Anita an ihre Part-
nerin und sagt, dass sie Aufgabenteil b) ,,richtig” habe und der gekiirzte Bruch ,,2
Viertel“ sei (30-31). Sie blickt auf das Arbeitsheft von Ann-Katrin und stellt fest,
dass sie nicht nur bereits mit der Bearbeitung von Teilaufgabe b) fertig ist, son-
dern es zudem ,,perfekter gemacht“ habe als sie (31-32). In der Folge beschreibt
Ann-Katrin ihr Vorgehen, dass die ,,das vorher schon berechnet* (33) habe bevor
sie die neue Einteilung eingezeichnet habe. Ihre Erkldrung deutet darauf hin, dass
sie ihr Vorgehen angepasst hat und nicht mehr wie zu Beginn zunéchst versucht
hat auf ikonischer Ebene die neue Einteilung herzuleiten und getrennt davon den
gekiirzten Bruch zu berechnen, sondern nun zuerst auf symbolischer Ebene den
Bruch gekiirzt hat und diesen gekiirzten Bruch schlieBlich zeichnerisch dargestellt
hat. Wihrend sie zuvor von der ikonischen Bruchdarstellung ausgegangen ist und
auf ikonischer Ebene versucht hat, die Einteilung zu vergrobern, betrachtet sie nun-
mehr zunéchst die symbolische Darstellung und zeichnet den gekiirzten Bruch ein,
ohne die Vergroberungshandlung nachzuvollziehen.
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Insgesamt konnen die Analysen der Bearbeitungsprozesse von Anita und Ann-
Katrin in den folgenden Deutungshypothesen zusammengefasst werden:

e Ann-Katrin und Anita iibertragen sowohl das rechnerische Verfahren zum Kiir-
zen von Briichen sowie die Handlung des Vergroberns einer Einteilung auf iko-
nischer Ebene und wenden beide Verfahren auf einen neuen Bruch im ersten
unvollstindigen Beispiel an. Dabei interpretieren sie das Vergrobern einer Ein-
teilung auf ikonischer Ebene als Zusammenfassen von Teilen zu einem gréBeren
Teil.

e Der Reprisentationswechsel im zweiten unvollstdndigen Beispiel fiihrt bei Ann-
Katrin dazu, dass sie die Verfahren nicht wie zuvor iibertragt und anwendet. Ihre
Schwierigkeiten bei der Ubertragung #uBern sich

— im Verwechseln des Kiirzens von Briichen als Vergrobern einer Einteilung
mit dem Erweitern als Verfeinern einer Einteilung,

— in ihren Schwierigkeiten Teile in einer Kreisreprdsentation zusammenzu-
fassen und allgemein einen Kreis in Sechstel einzuteilen, sowie

— in einem Perseverationsfehler, bei dem sie den Zihler des gekiirzten Bruchs
als Anzahl der Teile interpretiert, die zu einem Teil der Einteilung zusammen
gefasst werden.

e Diese Schwierigkeiten fiihren im Fall von Ann-Katrin dazu, dass sie ihr Vorgehen
andert. Wihrend sie zunichst stets von der ikonischen Bruchdarstellung ausgeht
und die Einteilung vergrobert, indem sie die entsprechende Anzahl von Teilen
zu einem Teil zusammenfasst, geht sie dazu iiber, zunédchst den Bruch auf sym-
bolischer Ebene rechnerisch zu kiirzen und den gekiirzten Bruch ikonisch darzu-
stellen. Im Gegensatz zu ihrem Vorgehen im ersten unvollstindigen Beispiel ist
die Handlung des Vergroberns der Einteilung nicht mehr in ihrem Vorgehen zu
erkennen, was als eine Trennung der Handlung auf ikonischer und symbolischer
Ebene interpretiert werden kann. Es ist anzunehmen, dass die Schwierigkeiten,
die sie bei der Anwendung des Verfahrens auf eine Bruchdarstellung in einem
Kreis erfihrt, dazu fiihrt, dass sie ihren Fokus auf das rechnerische Vorgehen und
die vertraute Darstellung von Briichen in einer Kreisreprisentation legt.

Vergleich der Bearbeitungen der unvollstiindigen Beispiele

Die Analysen der dargestellten Bearbeitungsprozesse zeigen, dass das Verfahren
zum Kiirzen von Briichen von den Lernenden weitgehend fehlerfrei tibertragen
und angewendet wurde. Mit Bezug auf die Verkniipfung des rechnerischen Verfah-
rens mit der anschaulichen Vorstellung des Vergroberns einer Einteilung sind vor
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allem zwei Aspekte herauszustellen. In den Bearbeitungsprozessen ist eine Tren-
nung der Verfahren auf ikonischer und symbolischer Ebene zu beobachten, die mit
einer zunehmenden Fokussierung auf die Anwendung des rechnerischen Verfahrens
einhergeht.

Trennung der Handlungen auf symbolischer und ikonischer Ebene: In den
schriftlichen Produkten und den Bearbeitungsprozessen der Paare ist dokumentiert,
dass die Schiilerinnen und Schiiler nach dem Lesen der animierten Losungsbeispiele
das rechnerische Kiirzen von Briichen mit dem Vergrobern einer Einteilung auf
ikonischer Ebene in Verbindung gebracht haben.

Im Fall von Bennet und Julius konnte herausgearbeitet werden, dass obgleich
zunichst eine Verbindung zwischen der rechnerischen Handlung und der anschauli-
chen Darstellung hergestellt wird, bereits in der Bearbeitung des ersten unvollstin-
digen Beispiels voneinander getrennt werden. Dies duflert sich zum einen darin,
dass ihre Losungswege in zwei Teilen bestehen: Zuerst kiirzen sie die Briiche auf
symbolischer Ebene und stellen den gekiirzten Bruch im zweiten Schritt anschaulich
dar. Zum anderen sind Anzeichen dafiir zu erkennen, dass sie die Bruchdarstellun-
gen des ungekiirzten und des gekiirzten Bruchs als getrennte Entitédten betrachten.
Sie erkennen zwar, dass in beiden Darstellungen der gleiche Anteil markiert ist, sie
stellen dennoch keinen dynamischen Zusammenhang zwischen den beiden Darstel-
lungen im Sinne einer Transformation der Einteilung her. Vor diesem Hintergrund
interpretieren sie den gekiirzten Bruch als ,,neuen” Bruch, wobei es moglich ist,
dass diese Betrachtung durch die Formulierung im Lernmaterial unterstiitzt wird,
in dem wiederholt gefordert wird, eine ,,neue Einteilung* einzuzeichnen, was als
Darstellung eines ,,neuen Bruchs® interpretiert werden konnte.

Im Fall von Anita und Ann-Katrin weisen die Analysen darauf hin, dass insbeson-
dere Ann-Katrin in der Bearbeitung des ersten unvollstindigen Beispiels das Kiirzen
von Briichen auf anschaulicher Ebene mit dem ,,Zusammenfassen von Teilen* inter-
pretiert und entsprechend die Idee des Vergroberns einer Einteilung iibertrdgt und
anwendet. Der Reprisentationswechsel von einer Bruchdarstellung im Rechteck
zu einer Bruchdarstellung in einer Kreisreprisentation fiihrt in ihrem Fall zu einer
groBen Irritation, die zur Folge hat, dass sie ihr Vorgehen im Vergleich zum ersten
unvollstindigen Beispiel dndert. Wihrend sie in der Bearbeitung des ersten unvoll-
standigen Beispiels vor allem die Handlung auf ikonischer Ebene fokussiert und
zunichst die Einteilung vergrobert, indem sie die entsprechende Anzahl von Teilen
in der Ausgangsdarstellung zusammenfasst, berechnet sie nach einigen fehlerhaften
Ansitzen im zweiten unvollstindigen Beispiel zunichst die gekiirzten Briiche auf
symbolischer Ebene und zeichnet im Anschluss die ikonischen Reprisentationen
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dieser Briiche. In ihrer Losung und in ihrer Argumentation ist das Vergrobern der
Einteilung als Zusammenfassen von Teilen nicht mehr enthalten.

Fokussierung auf die Anwendung des rechnerischen Verfahrens: Die beiden
dargestellten Fille eint, dass das rechnerische Verfahren zum Kiirzen von Brii-
chen zunéchst mit der Handlung des Vergroberns einer Einteilung auf anschau-
licher Ebene verbunden wird, diese Verbindung jedoch in der Ubertragung und
Anwendung auf neue Anforderungssituationen zunehmend ausgeblendet wird und
der Fokus auf die Anwendung des rechnerischen Verfahrens gelenkt wird. Wih-
rend diese Fokussierung im Fall von Bennet und Julius bereits in der Bearbeitung
des ersten unvollstindigen Beispiels sichtbar wird, kann im Fall von Anita und
Ann-Katrin die Entkopplung von symbolischer und anschaulicher Ebene auf den
Reprisentationswechsel der Bruchdarstellungen in den Aufgaben zuriickgefiihrt
werden. Aufgrund von Schwierigkeiten in der Visualisierung von Anteilen in einer
Kreisreprisentation geht Ann-Katrin dazu iiber, nicht zunéchst die Einteilung der
ikonischen Bruchdarstellung zu vergrobern, sondern zuerst den Bruch auf symbo-
lischer Ebene zu kiirzen und dann den gekiirzten Bruch einzuzeichnen.

Es ist anzunehmen, dass die Anforderungen der Ubertragung und Anwendung
der Verfahren in einer neuen Aufgabe dazu fiihren, dass die Schiilerinnen und Schii-
ler eher auf vertraute Handlungskonzepte zuriickgreifen. In diesem Fall ist dies die
Durchfiihrung einer Division und die Darstellung von Briichen in einer Kreis- oder
Rechteckreprésentation. Dabei tritt die Verkniipfung der Handlungen auf symboli-
scher und anschaulicher Ebene in den Hintergrund und fiihrt moglicherweise dazu,
dass diese Verkniipfung nicht weiter entwickelt und gestidrkt wird, sodass es zu
einer Entkopplung zwischen symbolischer und anschaulicher Ebene kommt. Diese
Entwicklung konnte dazu fiihren, dass die Lernenden das Kiirzen von Briichen als
Kalkiil anwenden, ohne damit eine anschauliche Vorstellung zu verkniipfen.

Weitere Schwierigkeiten und fehlerhafte Ubertragungen: Die dargestellten
Analysen dokumentieren verschiedene Schwierigkeiten bei der Ubertragung und
Anwendung der Verfahren.

In beiden Bearbeitungen sind fehlerhafte Assoziationen im Sinne eines Perse-
verationsfehlers zu beobachten, bei denen einzelne Ziffern im Zihler nachwirken
und zu falschen Losungsansitzen fiihren. In diesem Zusammenhang interpretiert
Julius die Formulierung ,.eine Einteilung, die ein drittel so viele Teile hat mit dem
Einzeichnen des Bruchs % und Ann-Katrin interpretiert den Zéhler des gekiirzten
Bruchs als Anzahl der Teile, die zu einem Teil zusammengefasst werden. Beide Fille
deuten jedoch nicht auf ein robustes Fehlkonzept hin, sondern konnen als Anzeichen
einer hohen kognitiven Belastung in der Transfersituation gedeutet werden.
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Besonders im Fall von Ann-Katrin ist zu beobachten, dass die Darstellung von
Briichen in einer Kreisrepriasentation zu Schwierigkeiten fiihrt. Zunichst fiihrt der
Reprisentationstransfer von einer Darstellung der Briiche in einem Rechteck zu
einer Bruchdarstellung im Kreis dazu, dass sie die Verfahren des Vergroberns und
Verfeinerns einer Einteilung miteinander verwechselt und zum anderen fillt es ihr
augenscheinlich schwer den gekiirzten Bruch in einer Kreisreprisentation einzu-
zeichnen und den Kreis in Sechstel einzuteilen. Es ist begriindet anzunehmen, dass
sie Probleme hat, sich Bruchteile in einer Kreisdarstellung vorzustellen, was eine
Anpassung des Verfahrens an die verinderte Représentation zusétzlich erschwert.

5.3.2 Vergrobern der Einteilung einer Strecke

Unmittelbar auf die unvollstindigen Beispiele folgt eine Aufgabe, die einen Repri-
sentationstransfer zur Darstellung von Briichen an einer Strecke erfordert.

Inder Aufgabe sind zwei identische Streckenabbildungen des Bruchs 1% vorgege-
ben, deren Einteilung so veréindert werden soll, dass die neue Einteilung halb so viele
(Teilaufgabe a) und ein viertel so viele (Teilaufgabe b) hat als zuvor. Dazu sollen die
Lernenden jeweils die neue Einteilung in die vorgegebenen Strecken einzeichnen
und die dargestellten Briiche angeben. Zudem sollen die Lernenden angeben, wie
man den Bruch in der neuen Einteilung rechnerisch erhilt (vgl. Abb.5.46).

AUFGABE 3

Die Strecke ist in Zwolftel eingeteilt, davon sind 8 Zwdlftel markiert. Die neue Einteilung
soll a) halb so viele b) ein viertel so viele Teile haben wie vorher.

Zeichne die neue Einteilung in die Strecke und gib den Bruch in der neuen Einteilung an.

Wie erhalt man den Bruch rechnerisch?

b) I 1 L L L 1 1 1 1 1 [l 1 I

Abbildung 5.46 Aufgabe zum Vergrobern der Einteilung einer Strecke
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Fiir die Bearbeitung von Teilaufgabe a) wird somit erwartet, dass die Lernenden
je zwei Teile der Strecke zu einem neuen Teil zusammenfassen, sodass die neue
Einteilung der Strecke aus sechs Teilen besteht, von denen vier Teile markiert sind
und entsprechend den Anteil % darstellen. Rechnerisch entspricht diese Vergrobe-
rung der Einteilung der Division von Zihler und Nenner mit 2. Analog wird fiir die
Bearbeitung von Teilaufgabe b) erwartet, dass die Lernenden eine neue Einteilung
mit drei Teilen einzeichnen, wobei ein Teil der neuen Einteilung vier Teilen der
urspriinglichen Einteilung entspricht. Die neue Einteilung der Strecke stellt somit
den Bruch % dar, den man rechnerisch durch die Division von Zihler und Nenner
mit 4 erhilt.

Transferprozesse: Der zentrale Transferprozess in dieser Aufgabe ist die Uber-
tragung des Vergroberns einer Einteilung auf die Reprisentation von Briichen an
einer Strecke. Wohingegen im Losungsbeispiel und in den unvollstindigen Bei-
spielen das Verfahren ausschlielich auf Rechteck- und Kreisreprisentationen von
Briichen angewendet wurde, ist der Anteil am Ganzen einer Strecke eine Lange und
kein Fldcheninhalt. Das Verfahren zum Vergrobern einer Einteilung muss somit an
die Eigenschaften einer Strecke angepasst werden.

Ein weiterer Transferprozess betrifft den in Aufgabenteil b) erstmals auftretenden
Kiirzungsfaktor 4. Im Losungsbeispiel sowie in den unvollstindigen Beispielen
wurden ausschlieBlich die Kiirzungsfaktoren 2, 3, und 6 thematisiert, womit das
Vierteln der Teile der Anteile bzw. das Kiirzen durch 4 eine neue Anforderung
darstellt.

Bennet & Julius — Herleitung des Verfahrens zum Vergrobern einer Einteilung
Die Bearbeitung beginnt mit einer hier nicht abgebildeten Diskussion iiber die Auf-
gabenstellung. Nachdem Julius die Aufgabenstellung laut vorgelesen hat, disku-
tieren die beiden Partner, ob sie eine neue Strecke zeichnen miissen, oder ob die
vorgegebene Ausgangsdarstellung fiir die Bearbeitung genutzt werden kann. Sie
rufen die Lehrkraft hinzu, die ihnen erklért, dass sie sowohl eine neue Darstellung
anfertigen, aber auch die Ausgangsdarstellung nutzen konnen. Nach dieser Kldrung
beginnen Bennet und Julius die eigentliche Bearbeitung.

Transkript B3A3 — Bennet & Julius — Szene 1 — Aufgabe 3

1 Julius: Das sind (zdhlt mit dem Finger:) 1, 2, ..., 12, dann
2 nehmen wir (zdhlt mit dem Finger die ersten sechs Segmente
3 der Strecke von 1links nach rechts) 1, 2, ..., 6 und dann
4 malen wir die hier alle an (fdhrt mit dem Finger lber die
5 halbe Strecke). Und dann haben wir’s doch schon.



350 5 Detailanalysen von Transferprozessen

Bennet: Nein, von der ganzen Strecke doch, oder nicht?

Julius: Was?

Bennet: Von der Strecke doch. (liest:) Die Strecke ist in
Zzwdlftel eingeteilt, davon sind 8 Zwdlftel markiert. Die

10 neue Strecke soll halb so viele Teile haben wie vorher.

1 ... H&? Man soll doch hier die Teile wegnehmen irgendwie.

12 Julius: Warum? Das steht da doch gar nicht.

13 Bennet: Ja klar.

14 Julius: Wo denn?

15 Bennet: Halb so viele Teile haben wie vorher. Halb so viele

16 Teile. Es soll halb so viele Teile haben wie vorher.

17 Julius: Ja sollen wir die da wegmachen, oder wie?

Obwohl der dargestellte Bruch angegeben ist, beginnt Julius die Bearbeitung damit
die Anzahl der Teilsegmente der Strecke zu zéhlen. Er zdhlt zwolf Teile und schlagt
vor, dass sie die ersten sechs Teile von links markieren (1-5), wobei er mit dem
Finger die linke Hilfte der Strecke abfihrt. Demnach interpretiert Julius das Ein-
zeichnen einer neuen Einteilung mit halb so vielen Teilen als Markieren der halben
Strecke ohne die Einteilung zu verindern.

Bennet widerspricht dem Vorschlag von Julius damit, dass % ,von der ganzen
Strecke’ (6) markiert werden sollen. Was genau Bennet meint, l4sst sich nicht direkt
erschlieBen. Es ist jedoch anzunehmen, dass er entweder meint, dass die ganze
Strecke neu eingeteilt werden soll, oder dass Julius den markierten Anteil ,,von
der ganzen Strecke™ verdndert hat. Bennet liest die Aufgabenstellung noch einmal
laut vor und ist irritiert von der Formulierung, dass die Strecke ,,halb so viele Teile
wie vorher haben soll, die er so versteht, dass man ,hier die Teile wegnehmen*
(8-11) soll. Er stellt scheinbar keinen Zusammenhang zum L&sungsbeispiel und
den unvollstindigen Beispielen her, in denen Aufgabenstellung in gleicher Weise
formuliert ist.

Julius kann die Irritation von Bennet nur bedingt nachvollziehen und merkt an,
dass in der Aufgabenstellung nicht steht, dass sie Teile wegnehmen sollen (12). Er
nimmt dann jedoch den Einwand von Bennet auf und stellt selber in Frage, inwieweit
sie Teile der Einteilung ,,wegmachen* (17) sollen.

Transkript B3A3 — Bennet & Julius — Szene 2 — Aufgabe 3

16 Bennet: H&? (meldet sich, dann zur Lehrkraft:) Soll man hier
17 dann welche Dinger wegmachen?

18 Lehrkraft: Was steht denn in der Aufgabe?

19 Bennet: Halb so viele Teile wie vorher soll das haben.

20 Julius: Ja, dann missen wir welche wegmachen.

21 Bennet: Ja, und wie soll man die wegmachen?
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2 Lehrkraft: Sonst zeichnet ihr die Strecke noch mal mit der-
23 selben Lédnge da drunter.

2 Bennet: Ja, aber das geht doch gar nicht.

25 Julius: Doch, hier drunter, Bennet.

2% Bennet: Ja, aber dann muss ich ja wieder welche wegmachen.
27 Julius: Nein, du kannst einfach halb so viele malen. Ich mal
28 da jetzt eine drunter.

29 Bennet: Aber es soll doch derselbe Bruch nachher sein.

30 Lehrkraft: Ja, kann es ja auch.

31 Julius: Das ist doch genau wie eben.

32 Lehrkraft: Das kriegt ihr zusammen schon hin. (geht weiter)
33 Bennet: Mach du das mal. (guckt bei Julius) Achso, wir sollen
34 eine neue Strecke zeichnen?

35 Julius: Ja, ich mache das schon.

3¢ beide: (zeichnen individuell)

Bennet ruft die Lehrperson zu Hilfe und fragt, ob sie ,,Dinger* bzw. Teile der Ein-
teilung ,,wegmachen (16—17) sollen. Die Lehrperson verweist auf die Aufgaben-
stellung und bittet sie diese noch einmal zu lesen (18). Auch nach wiederholtem
lesen, erkennen Bennet und Julius keinen Zusammenhang zu den vorhergehenden
Aufgaben und fragen erneut, wie sie die Teile der Einteilung ,,wegmachen (20,
21) sollen, woraufhin die Lehrperson vorschligt, dass sie ,,die Strecke noch mal mit
derselben Linge da drunter (22-23) zeichnen. Bennet ist weiterhin irritiert und
erwidert, dass das nicht gehe (24), da man so ,,ja wieder welche wegmachen® (26)
solle.

Julius nimmt den Vorschlag der Lehrperson auf und bemerkt, dass er ,,einfach
halb so viele [Teile] malen (27-28) konne, was Bennet damit kommentiert, dass es
nachher ,,doch derselbe Bruch® (29) sein muss, womit er meint, dass der markierte
Anteil der neuen Darstellung wertgleich zum Bruch der Ausgangsdarstellung sein
muss. Es ist zudem moglich, dass Bennet annimmt, eine neue Einteilung mit halb
so vielen Teilen einzeichnen zu miissen, die jedoch denselben Bruch, also wieder
1%, darstellt und er entsprechend nicht erkennt, dass auch eine Einteilung mit halb
so vielen Teilen denselben Anteil reprisentieren kann.

Bennets Schwierigkeiten lassen sich auf die Bearbeitung der unvollstindigen
Beispiele zuriickfiihren, in denen er jeweils zuerst die Briiche auf symbolischer
Ebene gekiirzt hat und in der Folge den gekiirzten Bruch in die vorgegebene Repri-
sentationsvorlage eingezeichnet hat. Dabei hat er vermutlich keinen Zusammenhang
zwischen den beiden Bruchdarstellungen hergestellt und das Vorgehen entsprechend
auch nicht als Vergrobern der Einteilung wahrgenommen, sondern als ,,Kiirzen* und
,Einzeichnen. Dadie vorliegende Aufgabenstellung jedoch explizit zum Verdndern
der Einteilung der Strecke auffordert, sieht er scheinbar keine Anwendungsbedin-
gungen fiir sein vorhergehendes Vorgehen.
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Abbildung 5.47 Rekonstruktion von Julius” Zeichnung in Teilaufgabe a)

Julius erkennt scheinbar den Zusammenhang zum Losungsbeispiel und den
unvollstindigen Beispielen und erklirt, dass die Aufgabe ,,doch genau wie eben”
(31) sei und beginnt eine neue Strecke zu zeichnen. In den Videoaufzeichnungen ist
deutlich zu erkennen, dass er in seiner Zeichnung seinem anfianglichen Losungsvor-
schlag folgt (siehe Abb.5.47): Er zeichnet eine Strecke mit der Lange der vorgege-
benen Strecke und iibernimmt die Einteilung der Strecke in zwolf Teile, von denen
er von links beginnend sechs Streckensegmente, also die halbe Strecke, firbt. Seine
Zeichnung lédsst darauf schlielen, dass er das Einzeichnen einer neuen Einteilung
mit halb so vielen Teilen mit dem Markieren der halben Strecke iibersetzt. Auch er
iibertragt demnach nicht das Verfahren des Vergroberns einer Einteilung, da er die
Einteilung unverédndert 14dsst und einen veridnderten Anteil des Ganzen markiert.

Transkript B3A3 — Bennet & Julius — Szene 3 — Aufgabe 3

37 Bennet: Was machst du gerade? (guckt bei Julius) ... Hier, ich
38 zeig’s dirwieman’s richtigmacht. Somuss man das machen.
39 Julius: (guckt bei Bennet) H&?

40 Bennet: Warum nicht? Weil es soll doch halb so viel. Ich zeig

a dir’s an dem. (blédttert zurlick zu Aufgabe 3.2) Wir haben
42 das doch durch 2 geteilt und dann waren nicht mehr ganz so
43 viele Teile da, sondern halt weniger Stilicke, aber groéfRRer.

4 Julius: Ja.

45 Bennet: Weniger und groéRer. GroRer und weniger. (blédttert
46 zu Aufgabe 3.3) Hier miissen wir die groéRer, aber dafir
47 weniger, oder?

48 Julius: Keine Ahnung.

4 Bennet: Ja, ich denk das jetzt so. Ich glaub, dass das jetzt
50 so ist.

51 Julius: Ist doch egal. Und wenn'’s falsch ist.

52 Bennet: Ja, stimmt, aber ich wiirde mir das jetzt nicht anders
53 erkldren kénnen. ... Also, ich kann mir das jetzt nicht
54 anders vorstellen.

ss beide: (zeichnen individuell)

Nachdem beide Schiiler ein Zeit lang selbststindig gearbeitet haben, vergleicht Ben-
net seine Zeichnung mit der seines Partners. Er erkennt den Fehler von Julius und
sagt, dass er ihm zeigen mochte, ,,wie man’s richtig macht* (37-38). Julius schaut
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auf Bennets Zeichnung und scheint diese nicht zu verstehen (39). Zur Erkldrung
seiner Zeichnung blittert Bennet in seinem Arbeitsheft zuriick zum zweiten unvoll-
standigen Beispiel und erklirt, dass sie dort ,,doch durch 2 geteilt haben und ,,dann
[...] nicht mehr ganz so viele Teile da [waren], sondern halt weniger Stiicke, aber
groBer[e] (40—43). Er iibertrigt diese Beobachtung auf die Bruchdarstellung in der
vorliegenden Aufgabe und erklirt weiter: ,,Weniger und groBer. Grofler und weni-
ger. Hier miissen wir die groBer, aber dafiir weniger [machen]” (45-47), anders
konne er sich das nicht vorstellen (51-53).

Transkript B3A3 — Bennet & Julius — Szene 4 — Aufgabe 3

ss Bennet: Jetzt muss man das in.. Ja, ich versuchemir das jetzt
59 gerade vorzustellen.

o0 beide: (arbeiten individuell weiter)

61 Julius: (gucktbeiBennet)Wiegehtdasjetzt? [Teilaufgabeb)]
2 Bennet: So hab ich das jetzt gemacht.

63 dJulius: (guckt bei Bennet) Wie viele Sticke? 5, ne?

¢ Bennet: H&? Wieso 5?

65 Julius: H&? Aber du hast doch jetzt schon wieder die gleichen

66 Stilicke angemalt. Aber wir sollten halb so viele haben.
7 Bennet: Also, man muss das so machen. Gleich ist ja richtig,
68 gleich so viel muss man machen. Nur, man muss das in andere
69 Teile, in grofRRere Stiicke einteilen.

70 Julius: (zeichnet/schreibt bei Bennet ab)

Wihrend Bennet bereits mit dem Zeichnen einer neuen Einteilung fiir Aufgabenteil
b) beginnt, korrigiert Julius seine Losung fiir Teilaufgabe a). Er radiert seine erste
Zeichnung aus und zeichnet eine neue Strecke (Abb.5.48). Nach dem Zeichnen
einer neuen Strecke mochte er sich zunéchst bei Bennet versichern, dass die Strecke
in fiinf Teile eingeteilt werden muss. Hierbei ist zu vermuten, dass er jedoch nicht
meint, dass die Strecke in fiinf Teile eingeteilt werden muss, sondern dass die Strecke
mit fiinf Markierungen (Teilstrichen) eingeteilt werden muss. Er schaut erneut bei
Bennet und stellt fest, dass dieser ,,jetzt schon wieder die gleichen Stiicke angemalt
hat“ obwohl die neue Einteilung ,,halb so viele Teile haben® (65-66) sollte wie
zuvor. Er scheint folglich weiterhin davon iiberzeugt zu sein, dass nur die Hilfte
des anfinglichen Anteils der Strecke markiert werden miisse und kann vermutlich
nicht nachvollziehen, warum Bennet denselben Anteil wie zuvor markiert hat.
Bennet begriindet seine Losung schlieBlich noch einmal detailliert: ,,Gleich ist
ja richtig, gleich so viel muss man machen. Nur, man muss das in andere Teile,
in groBere Stiicke einteilen” (67-69). Er erkldrt somit, dass der markierte Anteil
der Strecke beibehalten werden und lediglich die GroBe der Stiicke verdndert wer-
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Abbildung 5.48 Julius Bearbeitung von Aufgabe 3.3

den muss. Julius kommentiert die Erkldrung von Bennet nicht und tibernimmt die
Losungen von seinem Partner.

In der Bearbeitung von Bennet und Julius fillt auf, dass sowohl der Ausgangs-
bruch sowie die gekiirzten Briiche weder in der Kommunikation der beiden Schiiler
noch in den schriftlichen Dokumenten ihrer Bearbeitung auftauchen. Sie sprechen
allein iiber die Anzahl und die GroBe der Teile, stellen aber keinen erkennbaren
Bezug zu den symbolischen Bruchreprisentationen her.

Insgesamt wird in der Bearbeitung von Bennet und Julius deutlich, dass sie die
unvollstindigen Beispiele ohne die Anwendung der Handlung des Vergroberns der
Einteilung gelost haben. Da sie zuvor stets erst rechnerisch den gekiirzten Bruch
bestimmt haben, den sie danach ikonisch dargestellt haben, stellen sie keinen direk-
ten Zusammenhang zwischen der urspriinglichen und vergroberten Einteilung her.
Da in dieser Aufgabe jedoch vor allem das Vergrobern der Einteilung im Vorder-
grund steht, konnen sie ihr Vorgehen nicht direkt iibertragen und erst durch die
Reflexion der unvollstindigen Beispiele scheint Bennet zu erkennen, was es bedeu-
tet die Einteilung zu vergrobern.

Im Gegensatz zu seinem Partner duflert Julius gleich zu Beginn, dass sie lediglich
die Hilfte der Strecke markieren miissen ohne die Einteilung zu verindern. Er
verbindet demnach mit dem Vergrobern einer Einteilung keine Transformation bzw.
Anderung der Einteilung des Ganzen, sondern eine Verinderung des Anteils im
Sinne einer Verminderung.

Es ist zu anzumerken, dass beide Schiiler in den fokussierenden Fragestellungen
zum Losungsbeispiel eingangs der Unterrichtsstunde die wesentlichen Aspekte des
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Vergroberns einer Einteilung auf ikonischer Ebene und dem rechnerischen Kiir-
zen von Briichen herausgestellt und notiert haben. Da sie die unvollstandigen Bei-
spiele auch ohne Anwendung der ikonischen Vergroberungshandlung 16sen konnten,
scheinen sie diese Beobachtungen in der Transfersituation nicht zu erinnern bzw.
den entsprechenden Erfahrungsbereich nicht zu aktivieren. Dies fiihrt im Fall von
Bennet dazu, dass er zundchst nicht weil3, was er machen soll, und im Fall von Julius
fiihrt die ausbleibende Aktivierung dieses Erfahrungsbereichs zu einer individuellen
und fehlerhaften Interpretation des Vorgehens.

Die nachfolgenden Beschreibungen und Argumentationen von Bennet deuten
darauf hin, dass er das Verfahren zum Vergrobern einer Einteilung tatséchlich erst
in dieser Aufgabe erstmalig anwendet und sich dieses — ungeachtet des Lesens des
Losungsbeispiels, der Beantwortung der fokussierenden Fragestellungen und der
Bearbeitung der unvollstindigen Beispiele — dazu zunichst neu herleiten muss, um
es tibertragen zu kénnen.

Julius’ AuBerungen legen nahe, dass er das Konzept des Vergroberns einer Ein-
teilung zur Herstellung von dquivalenten Bruchreprisentationen nicht so erfasst hat,
wie es aus didaktischer Sicht intendiert wurde. Die Tatsache, dass er seinen Partner
darauf hinweist, dass das Vorgehen dasselbe sei wie in den unvollstindigen Beispie-
len und seine Losung einer fehlerhaften Konzeptualisierung des Verfahrens folgt,
zeigt, dass es fiir die Bearbeitung der unvollstindigen Beispiele nicht unbedingt
erforderlich war, einen Zusammenhang zwischen der urspriinglichen Bruchrepri-
sentation und der Reprisentation des gekiirzten Bruchs herzustellen. Stattdessen
geniigte es, das rechnerische Verfahren als Kalkiil zu tibertragen und anzuwenden
und den gekiirzten Bruch durch Anwenden des Verfahrens zur Darstellung von
Bruchteilen einzuzeichnen.

Zuletzt ist in der Bearbeitung von Bennet und Julius zu erkennen, dass sie die
markierten Anteile nicht aus den vergroberten Darstellungen ablesen und auch keine
Beschreibung des entsprechenden rechnerischen Verfahrens angeben. Es ist anzu-
nehmen, dass sie diesen Teil der Aufgabe schlichtweg iibersehen. Andererseits kann
diese Beobachtung als Anzeichen dafiir gedeutet werden, dass Bennet und Julius
weiterhin keine Verkniipfung zwischen den Handlungen auf anschaulicher und sym-
bolischer Reprisentationsebene herstellen.

Insgesamt kann die Bearbeitung von Bennet und Julius in den folgenden Deu-
tungshypothesen zusammengefasst werden:

e Das Verfahren zum Vergrobern einer Einteilung wird zunédchst nicht tibertragen
und angewendet, da es zu Beginn der Bearbeitung noch nicht als solches erkannt
und in Form eines Handlungsschemas konzeptualisiert wurde. Obwohl Bennet
und Julius das Losungsbeispiel eingehend lesen und alle wesentlichen Aspekte
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des Verfahrens in ihren Antworten auf die fokussierenden Fragestellungen her-
ausstellen, konnte bereits in ihrer Bearbeitung der unvollstindigen Beispiele
eine Entkopplung des rechnerischen Verfahrens von der anschaulichen Hand-
lung angenommen werden. Die Ubertragung und Anwendung der anschaulichen
Handlung war in ihren Losungen nicht erforderlich, da sie die Briiche zunichst
rechnerisch gekiirzt haben und die gekiirzten Briiche ohne einen direkten Bezug
zur urspriinglichen Bruchdarstellung auf Grundlage des Bruchherstellungsver-
fahrens eingezeichnet haben. In der Folge ist anzunehmen, dass sie kein entspre-
chendes Handlungsschema zum Vergrobern einer Einteilung ausgebildet haben,
das sie somit auch nicht auf die vorliegende Transferaufgabe iibertragen konnen.

e Bennet leitet das Verfahren zum Vergrobern einer Einteilung in einem reflektie-
renden Riickgriff auf die vorhergehenden Lern- und Aufgabenmaterialien neu
her. Dazu schaut er sich noch einmal genau an, was sie zuvor gemacht haben und
es ist anzunehmen, dass er erst dadurch eine Beziehung zwischen den urspriing-
lichen Bruchdarstellungen und den Darstellungen der zugehorigen gekiirzten
Briiche herstellt und aus diesen die Vergroberungshandlung ableitet.

e Julius’ Beschreibungen und Argumentationen dokumentieren ein Fehlkonzept,
bei dem er das Vergrobern der Einteilung als Reduktion des Anteils interpre-
tiert. Er deutet das Einzeichnen einer Einteilung mit halb so vielen Teilen als
Reproduktion der urspriinglichen Strecke mit der urspriinglichen Einteilung und
markiert dann jedoch unabhéngig vom urspriinglichen Anteil die halbe Strecke.
Dies deutet darauf hin, dass er das Konzept von &dquivalenten Briichen nicht
aufgebaut bzw. erfasst hat und eine individuelle Deutung fiir die anschauliche
Handlung des Vergroberns (einer Einteilung) entwickelt, die jedoch keine Verin-
derung der Einteilung des Ganzen beinhaltet. Auch diese Beobachtung kann als
Anzeichen fiir Trennung der rechnerischen und anschaulichen Handlung inter-
pretiert werden.

e Es wird ausschlieBlich die anschauliche Handlung des Vergroberns einer Eintei-
lung durchgefiihrt und kein Bezug zur symbolischen Darstellungsebene durch
Angabe der Anteile und Beschreibung des rechnerischen Vorgehens beim Kiirzen
von Briichen hergestellt. Dies kann einerseits mit der hohen kognitiven Belas-
tung durch die Transferanforderung begriindet werden, stiitzt jedoch zusétzlich
die Annahme einer getrennten Verarbeitung der rechnerischen und anschaulichen
Handlung.

Julia & Marie — Veriinderung des Ganzen

Die Partnerarbeit von Julia und Marie ist dadurch charakterisiert, dass Marie im
Wesentlichen allein die Aufgaben bearbeitet und Julia versucht die Losungswege
nachzuvollziehen. Dabei duBert Julia an mehreren Stellen Verstidndnisschwierigkei-
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ten, die Marie stets versucht mit ausfiihrlichen Erkldarungen aufzuklédren. Julia kann
den Erkldrungen ihrer Partnerin in vielen Fillen jedoch nicht folgen und iibernimmt
in den meisten Fillen die Losungen von ihrer Partnerin.

Transkript B3A3 - Julia & Marie — Szene 1 — Aufgabe 3

1 Julia: (liest die Aufgabenstellung laut vor)

Marie: Da missen wir das mit einer anderen Farbe einteilen.
Aber erstmal machen wir das rechnerisch, ok?

Julia: Ok, wo soll man das hinschreiben?

5 Marie: Daswird’ ichdadribermachen. 8 Zwdlftel geteilt durch

... Nee, warte

7 Julia: Geteilt durch 2.

s Marie: Kannman danicht eine neue Strecke zeichnen? Ichmach’

~

s> w

9 eine neue Strecke.

10 Julia: Ich mache das einfach mit einer anderen Farbe, das ist
3l weniger Arbeit. ... H&? Ichkapier dasnicht. Marie, erklar
12 mir das mal.

13 Marie: Ja, ok. Die Strecke ist ja in Zwolftel eingeteilt..
14 Julia: Ja, aber warum ist das hier angemalt?

15 Marie: Was?

16 Julia: Ja, das.

17 Marie: Weil es 8 Zwdlftel sind. Das sind 8 Zwolftel, wie bei
18 dem Rechteck oder einem Kreis.

19 Julia: Dann muss ich hier einfach einen Strich machen, weil
20 da 6 sind?

21 Marie: Ja.

22 Julia: Und 4 anmalen?

23 Marie: Ja, genau.

2 Julia: Aha, das ist ja einfach.

s beide: (arbeiten individuell)

Unmittelbar nachdem Julia die Aufgabenstellung laut vorgelesen hat, sagt Marie,
dass sie die Bruchdarstellung ,,mit einer anderen Farbe einteilen” (2) sollen und
schlédgt vor zunichst die Briiche ,,rechnerisch® (3) zu kiirzen. Marie beginnt eine
Rechnung zu formulieren und sagt ,,8 Zwolftel geteilt durch ...“ (5-6), zogert dann
jedoch und scheint einen Widerspruch zu entdecken: ,,Nee, warte ... (6). Julia
nimmt die Rechnung ihrer Partnerin sofort auf und ergénzt, dass % »geteilt durch
2% (7) werden miissen. Die beiden Schiilerinnen iibertragen somit das Verfahren
zum Kiirzen von Briichen und wenden es auf den vorgegebenen Bruch an.
Anstelle die Rechnung jedoch weiter auszufiihren, nimmt Marie die zeichneri-
sche Darstellung des neuen Bruchs in den Fokus: ,, Kann man da nicht eine neue
Strecke zeichnen? Ich mach’ eine neue Strecke™ (8—10). Julia ist mit diesem Vor-
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schlag nicht einverstanden und erklért, dass sie ,,das einfach mit einer anderen Farbe*
mache, da es so ,,weniger Arbeit“ (10-11) sei. Nach kurzem Uberlegen stutzt sie
jedoch und sagt, dass sie ,,das nicht [kapiert]“ (11) und bittet ihre Partnerin es ihr
zu erkléren.

In ihren Riickfragen zu der Erkldrung von Marie wird deutlich, was genau Julia
nicht versteht. Sie fragt, ,,warum [...] das hier [der Anteil %] angemalt” (14) sei.
Sie wundert sich, dass in der Strecke bereits ein Anteil farbig markiert ist, obwohl
sie doch einen Anteil einzeichnen sollen. Julia interpretiert die Aufgabenstellung
demnach nicht als Vergrobern der Einteilung des dargestellten Bruchteils, sondern
als Einzeichnen eines neuen Bruchs, den sie zuvor berechnet haben. Thre Nachfra-
gen deuten darauf hin, dass sie das rechnerische Verfahren zum Kiirzen mit keinen
anschaulichen Vorstellungen verbindet und entsprechend auch keinen Zusammen-
hang zwischen der urspriinglichen Bruchdarstellung und der Darstellung des ,,neu
berechneten* Bruchs sieht.

Marie erklért, dass es genauso sei, ,,wie bei dem Rechteck oder einem Kreis* (17—
18), womit sie sich auf die Darstellungen in den unvollstindigen Beispielen bezieht
und deutlich macht, dass sie dasselbe Vorgehen auch hier anwenden miissen.

Aus dieser Erkldarung schlief3t Julia, dass sie folglich ,hier einfach einen Strich
machen muss, ,,weil da 6 sind* (19-20). Damit meint sie, dass sie die Strecke hal-
bieren, die Einteilung beibehalten und schlieBlich ,,4 [Teile] anmalen (22) mochte.
Marie stimmt ihr zu und die beiden Schiilerinnen setzen die Aufgabenbearbeitung
individuell fort.

¥ LTl s memm S drae 4:2-4
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Abbildung 5.49 Maries (links) und Julias (rechts) Bearbeitung von Aufgabe 3.3

In den schriftlichen Dokumenten (vgl. Abb.5.49) von Marie und Julia ist zu
erkennen, dass beide Schiilerinnen keine Schwierigkeiten beim rechnerischen Kiir-
zen des Bruchs durch die Faktoren 2 und 4 haben. Ebenso teilen sie ihre Ansichten
dartiber, wie die neue Einteilung einzuzeichnen sei, wobei sie diese jedoch unter-
schiedlich umsetzen.

Marie zeichnet fiir beide Teilaufgaben jeweils eine neue Strecke, fiir Teilaufgabe
a) eine Strecke, die halb so lang wie die Ausgangsdarstellung ist, und fiir Aufga-
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benteil b) eine Strecke, die ein Viertel der Lange der Ausgangsdarstellung hat. Die
Einteilung der Strecken verédndert sie im Vergleich zur Ausgangsdarstellung nicht,
und markiert somit in der ersten Strecke vier von sechs Teilen und in der zweiten
Strecke zwei von drei Teilen.

Julia zeichnet dieselben Strecken in die Ausgangsdarstellung ein. Dazu trennt
sie in Aufgabenteil a) die Hélfte der Strecke durch einen farbigen Strich ab und in
Aufgabenteil b) ein Viertel der Strecke. Auch sie dndert die Einteilung der Strecke
nicht und férbt in Teilaufgabe a) vier Streckensegmente und in Teilaufgabe b) zwei
Streckensegmente farbig ein.

Obgleich die Bruchdarstellungen von Julia und Marie die korrekt gekiirzten
Anteile darstellen, zeichnen sie die Anteile ohne Bezug zur urspriinglichen Linge
der Strecke neu ein, wobei sie die Linge der Strecke bzw. die Linge des Ganzen ver-
dndern. Die Grofe der Teile der Einteilung verdndern sie nicht, sondern iibernehmen
diese aus der urspriinglichen Darstellung (Abb. 5.49).

Was bedeutet es, eine Einteilung zu vergrébern?
Was verandert sich, was bleibt gleich?
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Abbildung 5.50 Maries Antwort auf die erste fokussierende Fragestellung zum Losungs-
beispiel

Vor dem Hintergrund, dass beide Schiilerinnen in ihren Antworten auf die fokus-
sierenden Fragen zum Losungsbeispiel ausfiihrlich das Verfahren zum Vergrébern
einer Einteilung in eigenen Worten beschrieben haben (Abb. 5.50) und erklért haben,
dass ein Kiirzen mit 2 auf anschaulicher Ebene dem Zusammenfassen von zwei Tei-
len zu einem groBen entspricht, ist festzustellen, dass sie dieses Handlungsschema
nicht auf die Darstellung an einer Strecke iibertragen. Sie belassen die Teile der
Einteilung so wie in der urspriinglichen Darstellung und halbieren bzw. vierteln
dafiir die Lénge der ganzen Strecke.
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Insgesamt kann festgestellt werden, dass auch Julia und Marie keine Vorstel-
lung vom Vergrobern einer Einteilung aktivieren und auf die Bruchdarstellung an
einer Strecke anwenden. Stattdessen iibertragen sie das rechnerische Verfahren zum
Kiirzen von Briichen und stellen die berechneten neuen Bruchteile auf Grundlage
des Bruchherstellungsverfahrens als neue Briiche dar. In ihren Losungen ist kein
Hinweis auf ein Verstidndnis dieses Vorgehens als Transformation der Einteilung zu
erkennen.

Insgesamt kann die Bearbeitung von Julia und Marie in den folgenden Deutungs-
hypothesen zusammengefasst werden:

e Das Verfahren zum Kiirzen von Briichen wird nicht mit der anschaulichen Hand-
lung des Vergroberns einer Einteilung verbunden. Marie und Julia kiirzen den
vorgegebenen Bruch rechnerisch und stellen den gekiirzten Bruch anschlieBend
auf Grundlage des Bruchherstellungsverfahrens dar. Fiir ihre Darstellung des
gekiirzten Bruchs nutzen sie die gleiche Grée der Teile wie in der urspriingli-
chen Darstellung und verkiirzen dafiir die Linge der Strecke. Somit vergrobern
sie nicht die Einteilung, sondern verdndern die Grofle des Ganzen und beachten
dabei nicht die Aquivalenz der Bruchdarstellungen.

e Auch in der Bearbeitung von Julia und Marie ist eine Trennung des rechneri-
schen Verfahrens und der anschaulichen Handlung des Vergroberns zu erkennen.
Anstatt die Einteilung der Bruchdarstellungen zu veréindern, kiirzen sie den vor-
gegebenen Bruch auf ikonischer Ebene und stellen diesen im Anschluss ikonisch
dar.

Glen & Johanna - Vergrobern des markierten Anteils
Die Partnerarbeit von Glen und Johanna ist sehr harmonisch und sie arbeiten sehr
gewissenhaft und kooperativ. Sie haben das Losungsbeispiel zu Beginn der Unter-
richtsstunde ausfiihrlich gelesen und auch grundlegende Eigenschaften des Verfah-
rens zum Kiirzen von Briichen und dem Vergrobern einer Einteilung in ihren Ant-
worten auf die fokussierenden Fragestellungen zum Losungsbeispiel notiert, wenn
auch nicht sehr detailliert (vgl. Abb.5.51). Sie beschreiben, dass beim Vergrobern,
die Teile des Ganzen verindert werden, aber Wert des Bruches nicht veridndert wird.
Glen und Johanna haben die unvollstindigen Beispiele vollstindig und kor-
rekt gelost, indem sie zunichst die Briiche entsprechend der Vorgaben rechnerisch
gekiirzt und die ikonischen Reprisentationen der gekiirzten Briiche in den vorgege-
benen Figuren eingezeichnet haben. In den Bearbeitungsprozessen der unvollsténdi-
gen Beispiele ist zu erkennen, dass sie das rechnerische Verfahren zum Kiirzen von
Briichen korrekt anwenden und die ikonischen Bruchreprisentationen auf Grund-
lage des Bruchherstellungsverfahrens zeichnen. Eine Anwendung der Grundvorstel-
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Abbildung 5.51 Johannas Antwort auf die erste fokussierende Fragestellung zum Lsungs-
beispiel

lung vom Vergrobern einer Einteilung ist in der Interaktion von Glen und Johanna
nicht festzustellen. Das nachfolgende Transkript dokumentiert ihre Bearbeitung
zum Vergrobern der Einteilung einer Strecke.

Transkript B3A3 — Glen & Johanna — Szene 1 — Aufgabe 3

1 Johanna: (liest die Aufgabenstellung laut vor)
2 Glen: Ich weifR es.

3 Johanna: Das erste ist ja leicht. Das sind ja halb so viele.
4 Da muss man die H&lfte rechnen.

5 Glen: H&? Wie? Die Halfte rechnen?

¢ Johanna: Die Strecke ist in Zwdlftel eingeteilt. Davon sind 8
7 Zwolftel markiert und davon soll man halb so viele haben.
8 Verstanden? So, das sind 8 geteilt durch 2 sind 4. Du hast
9 das bei Sechsteln gemacht.

10 Glen: Oh, sorry.

11 beide: (arbeiten individuell)

12 Johanna: So, jetztschreibichdahinter...Dassind4zwdlftel.
13 Glen: Nein, 4 Sechstel.

14 Johanna: Wie kommst du auf 4 Sechstel?

15 Glen: So miisste das eigentlich sein. Du musst ja eigentlich

16 die Hadlfte von allem nehmen. 12 geteilt durch 2 gleich 6.
17 Johanna: H&? Und wie kommst du auf 12 geteilt durch 62 Ah,
18 geteilt durch 27

19 Glen: Halb so viele. ... Achso, vom orangenen nur? Ach ja ...
20 Ein viertel so viele.

21 Johanna: Einviertel soviele, dhm... 8geteiltdurch4sind2.
2 Glen: Achso ... Ach, das ging ja einfach.

23 Johanna: Sind 2 Zwolftel.
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Unmittelbar nach dem Lesen der Aufgabenstellung duflern Glen und Johanna, dass
sie wissen, was zu tun ist und das die erste (Teil-) Aufgabe ,,ja leicht” sei (2, 3—
4). Johanna erklirt, dass ,,man die Hélfte rechnen” miisse, da es ,,ja halb so viele*
sein sollen (3—4). Sie erklirt weiter, dass die Strecke in ,,Zwdlftel eingeteilt” sei
und acht Zwolftel markiert seien, von denen sie ,,halb so viele” haben wollen (6—
8). Aus diesem Grund miissen sie ,,8 geteilt durch 2 sind 4 rechnen miissen (8).
Zudem stellt Johanna einen Bezug zu den Losungsbeispielen her, indem sie sagt,
dass Glen dasselbe im zweiten unvollstindigen Beispiel gemacht habe (9). Obwohl
Glen Johannas Vorschlag zunéchst nicht einordnen konnte oder womdoglich nicht
verstanden hat, was sie mit ,,die Hilfte rechnen® (5) meint, scheint er ihrer Erkldrung
zuzustimmen und die beiden beginnen jeder fiir sich zu zeichnen.

In dieser Szene ist zu erkennen, dass Johanna das rechnerische Verfahren zum
Kiirzen von Briichen iibertrdgt und auf den vorgegebenen Bruch anwendet. Dazu
bezieht sie sich allein auf den Aufgabentext und stellt zunichst keine Beziehung zu
der vorgegebenen Streckendarstellung her. Ihr Fokus liegt allein auf dem Kiirzen des
Bruchs und es ist anzunehmen, dass sie dasselbe Vorgehen wie in ihren Losungen
der unvollstindigen Beispiele anwendet, in denen Glen und Johanna auch zunéchst
auf symbolischer Ebene den neuen Bruch berechnet haben und diesen dann einge-
zeichnet haben.

Fiir Glens anfingliche Irritation konnen zwei Ursachen angenommen werden.
Zum einen ist es moglich, dass er Johannas Formulierung ,,Das sind ja halb so
viele. Da muss man die Hilfte rechnen® nicht versteht und entsprechend nachfragt,
was sie damit meint. Es ist jedoch auch moglich, dass er anders als Johanna, die
ihren Losungsansatz zunichst allein auf dem Aufgabentext aufbaut, seinen Fokus
auf die Bruchdarstellung in der Strecke richtet und Johannas Losungsvorschlag aus
der ikonischen Perspektive nicht nachvollziehen kann. Da er nach Johannas aus-
fiihrlicheren Erkldrung jedoch keine weiteren Nachfragen stellt und umgehend zum
selbststidndigen Zeichnen und Schreiben iibergeht, kann seine Reaktion ,,oh sorry*
(10) so gedeutet werden, dass seine Missverstidndnisse beziiglich Johannas Losungs-
vorschlag aufgekldrt worden sind und dieses Vorgehen auch seinem ungeéduBerten
Losungsansatz (2) entspricht.

In ihrer Zeichnung markiert Johanna (vgl. Abb.5.52) den Anfangs- und den
Endpunkt des markierten Streckenanteils mit einer lingeren Teilmarkierung und
markiert zudem die Mitte des markierten Anteils mit einem weiteren kleineren Teil-
strich. Sie kommentiert ihre Zeichnung mit ,,das sind 4 Zwolftel” (12-13). Es wird
deutlich, dass sie nicht die ganze Strecke neu einteilt, sondern den markierten Anteil
als Ganzes deutet und diesen in zwei gleich groBe Teile teilt. Sie interpretiert somit
das Einzeichnen einer neuen Einteilung mit halb so vielen Teilen als Halbieren des
Anteils, ohne die Einteilung des Ganzen zu verdndern. Das rechnerische Verfahren



5.3 Kdirzen von Briichen als Vergrobern der Einteilung 363

mEEnE NAERRRES SRERERARED )

&) T T T T T T | L | T 1 T |

nRiE ;
b) ——t ]

Abbildung 5.52 Johannas Bearbeitung von Aufgabe 3.3

zum Kiirzen von Briichen wendet sie zudem nur auf den Zéhler des vorgegebenen
Bruchs an und teilt diesen durch 2. Dass sie damit den Wert des Bruchs und somit
den Anteil am Ganzen verindert, scheint sie nicht wahrzunehmen. Es ist moglich,
dass es sich bei dieser Losung um eine Ubergeneralisierung der Aufgabenstellung
handelt, die sie zunichst rezitiert: ,,Die Strecke ist in Zwolftel eingeteilt. Davon
sind 8 Zwolftel markiert und davon [Hervorhebung des Autors] soll man halb so
viele haben (6-8). Es ist somit denkbar, dass sie die Aufgabenstellung nicht auf
die ganze Darstellung, sondern ausschlieflich auf den markierten Teil der Strecke
bezieht. Aber auch in diesem Falle zeigt ihre Losung auch keine Veridnderung der
Einteilung, sondern ein Halbieren des markierten Teils der Strecke. Es kann somit
angenommen werden, dass sie das Handlungskonzept des Vergroberns einer Eintei-
lung nicht iibertrdgt, sondern ein individuelles Erkldrungsmodell entwickelt, dass
aus ihrer Sicht zur Aufgabenstellung passt.

Im Gegensatz zu Johanna iibertrigt Glen das rechnerische Verfahren zum Kiirzen
von Briichen korrekt auf den Bruch 1%, denn er widerspricht Johannas Losung und
erklért, dass der neue Bruch ,,4 Sechstel (14) sein miisste. Er erklért: ,,Du musst ja
eigentlich die Hilfte von allem nehmen. 12 geteilt durch 2 gleich 6* (15-16).

Johannas Missverstdndnis zeigt sich in ihrer Nachfrage, wie Glen auf die Rech-
nung ,,12 geteilt durch [...] 2 komme (17-18). Dies ist insbesondere vor dem
Hintergrund ihrer korrekten Anwendung des Kiirzens von Briichen in den unvoll-
stindigen Beispielen bemerkenswert und ihren Partner auch zuvor auf das dort
angewendete Vorgehen erinnert (9). Diese Divergenz ihres Vorgehens kann iiber die
gednderten Handlungsmoglichkeiten und -Einschridnkungen sowie den Repriisenta-
tionstransfer in dieser Aufgabe erklért werden.

Im Gegensatz zu der Darstellung von Briichen in einem Kreis oder Rechteck
wird das Ganze durch die Fliche der zweidimensionalen Figur reprisentiert, was
eine gesonderte Betrachtung eines Anteils als Ganzes sehr komplex gestaltet, da
der markierte Anteil aus der Figur herausgelost werden miisste und insbesondere
ausgehend von einer Kreisreprisentation eine abstrakte Fliche ergeben wiirde. Die
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Strecke als Ganzes wird hingegen nur eindimensional durch ihre Linge definiert.
Das Loslosen des markierten Anteils von der ganzen Strecke ist somit allein durch
ein Abtrennen des nicht markierten Streckenteils moglich.

Zudem unterscheidet sich die duflere Gestaltung der Streckenaufgabe deutlich
von der Gestaltung der unvollstindigen Beispiele. Wihrend in den unvollstindigen
Beispielen die Rechnung zum Kiirzen der Briiche notiert werden sollte und zum
Einzeichnen der Bruchteile eine freie Reprisentation vorgegeben war, ist dies in
dieser Aufgabe nicht der Fall. Es ist keine freie Représentation vorgegeben und in
der duBleren Gestaltung der Aufgabe ist keine Fliche zum Notieren der Rechnung
vorgesehen. Die verdnderte duflere Gestaltung der Aufgabe trigt somit zur Ver-
groflerung der Transferdistanz zu den unvollstdndigen Beispielen bei und kann als
eine Ursache fiir Johannas Anderung des Vorgehens verstanden werden. Johannas
Abweichung vom Vorgehen in den Losungsbeispielen deutet zudem darauf hin, dass
sie iiber die Bearbeitung von diesen kein stabiles Handlungsschema ausgebildet hat,
dass sie auf die neue Anforderung iibertragen kann. Stattdessen entwickelt sie in
der neuen Anforderung ein neues Vorgehen.

Glen erkennt, dass Johanna sich allein auf den markierten Anteil in der Stre-
ckendarstellung bezieht und hélt ihre Losung fiir plausibel. Er bemerkt ,,achso, vom
orangenen nur* (19) und iibernimmt den Losungsweg seiner Partnerin, sodass sich
die beiden dariiber einig werden, dass der neue Anteil in Teilaufgabe b) ,,2 Zwolftel
heilen muss, und sie entsprechend ihres Vorgehens in Teilaufgabe a) den markier-
ten Teil der Strecke in vier gleiche Teile einteilen, von denen sie einen Teil als den
neuen Bruch interpretieren.

Die Bearbeitung von Glen und Johanna kann somit in den folgenden Deutungs-
hypothesen zusammengefasst werden:

e Das Vorgehen aus der Bearbeitung der unvollstidndigen Beispiele wird nicht auf
die neue Anforderung iibertragen. Glen und Johannas Losungen der unvollstin-
digen Beispiele dokumentieren, dass sie das Verfahren zum Kiirzen als Division
von Zihler und Nenner durch denselben Divisor korrekt auf neue Briiche ange-
wendet, und die gekiirzten Bruchteile auch korrekt ikonisch dargestellt haben.
In dieser Aufgabe dndern sie jedoch ihr Vorgehen in folgenden Aspekten:

— Sie 1osen den markierten Anteil von der ganzen Strecke und interpretieren
diesen als neues Ganzes,

— sieteilen ausschlieBlich den markierten Anteil der Strecke neu in zwei und in
vier gleiche Teile ein und belassen den nicht markierten Anteil unveréindert,
und
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— sie teilen nur den Zihler des Bruchs und behalten den Nenner des urspriing-
lichen Bruchs bei.

Obwohl Glens AuBerungen zeigen, dass er das rechnerische Verfahren zum Kiir-
zen zunichst korrekt anwendet, iibernimmt er Johannas Anderung des Vorge-
hens. Thre Anwendung der Division allein auf den Zihler des Ausgangsbruchs
kann als Anpassung des rechnerischen Verfahrens an ihre anschauliche Handlung
verstanden werden, da sie lediglich den markierten Anteil als Reprisentation des
Zihlers neu einteilt. Das Beibehalten des urspriinglichen Nenners kann in diesem
Zusammenhang mit dem Beibehalten der urspriinglichen Einteilung der ganzen
Strecke in zwolf Teile interpretiert werden.

Can & Philip - Ubertragen und Beibehalten von Fehlkonzepten

Can und Philip arbeiten weiterhin sehr unkonzentriert und lesen das Losungsbeispiel
nur fliichtig. Bereits in ihren Antworten auf die fokussierenden Fragestellungen ist
zu erkennen, dass sie sowohl das rechnerische Verfahren zum Kiirzen von Briichen,
wie auch das anschauliche Vergrobern der Einteilung nicht erfassen. So formuliert
Philip als Antwort auf die dritte fokussierende Fragestellung, was das Teilen von
Zihler und Nenner durch 6 auf anschaulicher Ebene in der Rechteckdarstellung des
Bruchs % dndert, dass der Anteil gleich bleibt und nur die Stiicke kleiner werden. Als
Veranschaulichung zeichnet er ein Rechteck, dass er in 30 Teile unterteilt, von denen
er fiinf Teile farbig markiert. Seine Zeichnung folgt dem folgenden Denkmuster:
Er wendet die Division durch 6 nur auf den Nenner des Bruchs und nicht auf den
Zihler an und rechnet 30 : 6 = 5. Das Ergebnis dieser Rechnung interpretiert er als
Zihler des gekiirzten Bruchs, fiir dessen Nenner der Nenner des Ausgangsbruchs
tibernommen wird. Er kiirzt den Bruch % demnach zu 35—0, den er ikonisch neben
seiner Antwort darstellt (siche Abb.5.53).

In den Bearbeitungen der unvollstindigen Beispielen wird dieses fehlerhafte
Vorgehen abgewandelt. So lautet seine Rechnung zum Kiirzen des Bruchs 1% mit
dem Faktor 6: ,,% : é = 3% (siche Abb.5.54). Wie in seiner Antwort auf die
fokussierende Fragestellung teilt er lediglich den Nenner des Bruchs durch den
Kiirzungsfaktor und interpretiert diesmal jedoch das Ergebnis dieser Division als
Ergebnis der Kiirzung bzw. als natiirliche Zahl 3. Dieses Ergebnis interpretiert er auf
anschaulicher Ebene als Anzahl der zu markierenden Teile in einer unverénderten
Ausgangsreprisentation.

In der Bearbeitung des zweiten unvollstindigen Beispiels wird das Verfahren
erneut angepasst. Philip ,kiirzt“ den Bruch % wie zuvor, indem er lediglich den
Nenner des Bruchs durch 6 dividiert und das Ergebnis dieser Division als Ergeb-
nis interpretiert. Auf anschaulicher Ebene iibernimmt er nunmehr jedoch nicht
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Abbildung 5.53 Philips Antwort auf die dritte fokussierende Frage zum Losungsbeispiel
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Abbildung 5.54 Philips Losung von Aufgabenteil b) des ersten unvollstidndigen Beispiels

die Einteilung der urspriinglichen Bruchdarstellung, sondern deutet das Ergebnis
der Division als Anzahl der Teile der neuen Einteilung. Einen Anteil markiert er
nicht, sondern betrachtet das Vergrobern mit diesem Schritt als abgeschlossen (siehe
Abb. 5.55). Sein Partner Can tibernimmt alle Losungen seines Partners. Das folgende
Transkript dokumentiert ihre Ubertragung dieses Vorgehens auf das Vergrbern von
Anteilen in einer Streckendarstellung.
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Abbildung 5.55 Philips Losung von Aufgabenteil a) des zweiten unvollstidndigen Beispiels

Transkript B3A3 — Can & Philip — Szene 1 — Aufgabe 3 a)

1 Can: Halb so viele von 12 ... Die Hdlfte von 12 ist 6.

2 Philip: Warte.

3 Can: Machst du da noch so’n Strich hin? Ein Viertel? Da
4 drunter, ne? (zur Lehrkraft:) Wo sollen wir diese Strecke
5 hinzeichnen?

¢ Lehrkraft: Die kénnt ihr da drunter zeichnen.

7 Can: Ja, aber wie machen wir das denn?

s Philip: Das muss da ja hin. Da muss 1 Viertel hin und da muss
9 1 Halb.

10 Can: Also missen wir da gar nicht a) und b) vorschreiben? 2
1 Kédstchen fir den Strich am Anfang. Was fiir eine Plat-
12 zverschwendung.

13 beide: (zeichnen kurz individuell - Ablenkung)

Die Bearbeitung von Can und Philip beginnt mit einer Kldarung der Aufgabenstel-
lung. Can berechnet ,,die Hilfte von 12* (1), weil} jedoch nicht, wo er ,,diese Stre-
cke hinzeichnen“ (4-5) soll und wendet sich mit dieser Frage an die Lehrkraft, die
ihnen rit unter der Ausgangsdarstellung eine neue Strecke zu zeichnen. Can erklért
jedoch, dass er nicht wisse, ,,wie* (7) er das tun soll. Philip kommentiert, dass sie
unter die Darstellung von a) ,,1 Halb* und unter die Darstellung von b) ,,1 Viertel*
(8-9) zeichnen miissen, bevor die beiden Partner zunichst individuell zu zeichnen
beginnen und sich schlieBlich ablenken (13).

Transkript B3A3 — Can & Philip — Szene 2 — Aufgabe 3 a)

14 Can: Ich mach jetzt einfach wieder diese ganze Strecke mit
15 gleich so vielen Strichen, oder?
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16 Philip: Mit halb so vielen Strichen.

17 Can: Was?

18 Philip: Bei jedemviertenK&dstchenmusst dujetzteinenStrich
19 machen.

20 Can: Was? (guckt bei Philip) Nein, das ist falsch. Einhalb!
21 Philip: Ja.

22 Can: Die Hadlfte von der Strecke muss ich anmalen.

23 Philip: Nein.

2# Can: Doch, das ist doch da auch so. Die Hadlfte von der Strecke
25 muss ich anmalen.

26 Philip: Nein, diemeinendamit, dassmandieH&dlftedesAnteils
27 nehmen soll.

23 Can: Nein, dasmeinendienicht. Wirmissendie Hdlfte einfach
29 anmalen.

30 Philip: Ich frag mal.

31 Can: Nein, frag nicht.

32 beide: (zeichnen individuell)
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Abbildung 5.56 Can (links) und Philips (rechts) Bearbeitung von Aufgabe 3.3

Als sich Can und Philip wieder der Bearbeitung zuwenden erklért Can, dass er ,,jetzt
einfach wieder diese ganze Strecke mit gleich so vielen Strichen (14—15) zeichnet.
Philip widerspricht diesem Vorschlag und merkt an, dass sie eine neue Strecke ,,mit
halb so vielen Strichen® (16) zeichnen sollen, indem sie ,,bei jedem vierten Késtchen
[...] einen Strich machen (18-19). Dieser Beschreibung nach fasst Philip je zwei
Teile der Ausgangsstrecke zu einem neuen Teil zusammen und zeichnet eine neue
Einteilung der Strecke in sechs Teile (vgl. Abb.5.56), von denen er vier Teile farbt.

Can ist mit diesem Vorgehen jedoch nicht einverstanden und erklért Philips
Zeichnung fiir falsch (20). Stattdessen miisse ,,die Hilfte von der Strecke* (22;
24-25; 28-29) angemalt werden, weil ,,das [...] doch da [in den unvollstindigen
Beispielen] auch so* (24) sei. Obgleich er einen Bezug auf ihre Losungen der unvoll-
standigen Beispiele herstellt, folgen seine Erkldarungen einem anderen Denkmuster.
Im Gegensatz zu ihren Deutungen im Losungsbeispiel interpretiert er das Vergro-
bern der Einteilung der Strecke, sodass die neue Einteilung halb so viele Teile hat
wie zuvor, als Markieren der Hilfte der Strecke. Er iibertragt ihr Vorgehen aus
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den unvollstidndigen Beispielen demnach nicht, sondern interpretiert das Verfahren
erneut auf eine andere Weise. Es ist jedoch anzunehmen, dass die Losungen der
unvollstindigen Beispiele lediglich bei Philip abgeschrieben hat, ohne die dahin-
terliegende(n) Argumentation(en) nachzuvollziehen. Vor diesem Hintergrund kann
angenommen werden, dass diese Sichtweise seinem individuellen Verstindnis des
Verfahrens entspricht, die er an dieser Stelle zum ersten mal duflert.

Anstatt sein Vorgehen aus den vorhergehenden Bearbeitungen zu iibertragen
deutet auch Philip die Aufgabenstellung bzw. die Handlungsanweisung eine neue
Einteilung fiir die Strecke mit halb so vielen Teilen zu zeichnen neu. Gemif3 der
Aufgabenstellung fasst er je zwei Teile der urspriinglichen Darstellung zu einem Teil
zusammen und zeichnet eine neue Strecke mit der korrekten Einteilung in nunmehr
sechs Teile. Er markiert vier dieser Teile und somit den dquivalenten Anteil zur
urspriinglichen Darstellung und begriindet dies damit, dass ,,man die Hilfte des
Anteils nehmen soll“ (26-27), was jedoch seiner Zeichnung widerspricht, da er
denselben Anteil der Strecke farbig markiert.

Transkript B3A3 — Can & Philip — Szene 3 — Aufgabe 3 b)

3 Can: Wie viel sind 1 Drittel denn von 12? ... 2.

33 Philip: 2? 2 mal 3 sind doch..

3 Can: Das sind 6.

37 Philip: Ja.

33 Can: Ja, doch 3, die Halfte davon ist...

3 Philip: 3 ist 1 Viertel.

4 Can: Dann4dhalt.1lViertel?Also4 Stickanmalen?Machduerst.
41 beide: (zeichnen individuell - Philip zeichnet - Can zeichnet
4 bei Philip ab)

In ihrer Losung des zweiten Aufgabenteils, in dem die neue Einteilung nur noch ein
viertel so viele Teile wie zuvor haben soll, dndert Philip erneut sein Vorgehen und
orientiert sich nun an der Argumentation von Can, der zunichst ohne erkennbaren
Grund ,,1 Drittel von 12 berechnen will (34). Can kommt fiir diese Rechnung
zu dem Ergebnis ,,2* (34). Philip scheint Cans Rechnung nicht nachvollziehen zu
konnen und erwidert, dass ,,2 mal 3 6 seien (35), woraufhin Can ergénzt, dass ,,doch
3 die Hilfte davon [vom markierten Teil der Strecke]“ (38) sei. Philip erwidert,
dass ,,3* (39) einem Viertel entspricht, womit er vermutlich meint, dass drei Teile
einem Viertel der ganzen Strecke bzw. einem Viertel von zwolf Teilen entsprechen.
Daraufhin erwidert Can, dass sie somit vier Teile bzw. ,,4 Stiick anmalen® (40)
miissen, was Philip dann auch in seiner Zeichnung umsetzt. Es fillt auf, dass Can und
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Philip in beiden Teilaufgaben keinerlei Rechnungen oder Briiche notieren, sondern
ihre Handlungen ausschlieBlich auf die ikonische Ebene beschrinkt sind.

Insgesamt wird in der Bearbeitung von Can und Philip deutlich, dass sie das Ver-
fahren im Losungsbeispiel von Beginn der Unterrichtsstunde an nicht erfasst und
verstanden haben. Entsprechend interpretieren sie in jeder der nachfolgenden Auf-
gaben das Vorgehen zum Kiirzen von Briichen auf symbolischer Ebene sowie das
Vergrobern der Einteilung neu. In allen Bearbeitungen ist dabei kein stabiles Denk-
muster auszumachen, aufler dass sie ausschlieflich den Nenner des Ausgangsbruch
durch den Kiirzungsfaktor dividieren. Vor diesem Hintergrund wirkt Philips korrekte
Losung von Aufgabenteil a) augenscheinlich eher zufillig. In seinen Beschreibun-
gen und Erkldrungen wird jedoch deutlich, dass diese korrekte Losung nicht will-
kiirlich oder zufillig zustande kommt, sondern dadurch erkléart werden kann, dass
Philip den Vorgaben in der Aufgabenstellung folgt, und genau wie dort formuliert
eine neue Einteilung fiir die Strecke mit halb so vielen Teilen zeichnet, und somit die
Einteilung der Strecke korrekt vergrobert. Sein Einzeichnen des korrekten Anteils
kann als Anzeichen dafiir verstanden werden, dass er das Verfahren nun verstanden
hat. Diese Annahme kann jedoch aufgrund seiner Erkldrung, dass die Hilfte des
Anteils markiert werden miisse, nicht gestiitzt werden.

Die Bearbeitung von Can und Philip lésst sich in der folgenden Deutungshypo-
these zusammenfassen:

e Die Verfahren zum Kiirzen von Briichen auf symbolischer Ebene und zum Ver-
grobern der Einteilung auf anschaulicher Ebene werden nicht tibertragen und
angewendet. Begonnen mit ihren Antworten auf die fokussierenden Fragestel-
lungen zum Losungsbeispiel iiber die Bearbeitung des ersten und zweiten unvoll-
stindigen Beispiels bis hin zur dargestellten Bearbeitung der Aufgabe zum
Vergrobern der Einteilung einer Strecke ist festzustellen, dass Can und Philip
jede Aufgabe auf Grundlage eines neuen Deutungsmusters bearbeiten. Mit Aus-
nahme, dass sie auf rechnerischer Ebene die Division durch den Kiirzungsfaktor
nur auf den Nenner des Ausgangsbruchs anwenden, ldsst sich in ihren Bearbei-
tungen und Argumentationen kein stabiles Deutungsmuster rekonstruieren. Ihre
Bearbeitungen folgen in allen Fillen spontanen Assoziationen und weisen auf
eine Orientierung am Umgang mit natiirlichen Zahlen hin, was sich insbesondere
darin dufert, dass die Ergebnisse ihrer Kiirzungen stets natiirliche Zahlen sind,
die sie als Anzahl der zu markierenden Teile deuten.

Vergleich der Bearbeitungen zum Vergrobern der Einteilung einer Strecke
Zusammenfassend zeigen die Analysen der Bearbeitungsprozesse, dass der Repri-
sentationstransfer des Verfahrens des Vergroberns der Einteilung auf die Darstellung
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in einer Strecke eine besondere Schwierigkeit fiir die Lernenden darstellt. In keiner
Bearbeitung konnte die intendierte Ubertragung des anschaulichen Handlungssche-
mas vollstindig rekonstruiert werden. Obgleich der Transfer in dieser Aufgabe im
Wesentlichen die anschauliche Ebene betrifft, konnte beobachtet werden, dass dieser
auch die Ubertragung des rechnerischen Verfahrens zum Kiirzen von Briichen beein-
flusst. Vor diesem Hintergrund werden in den dargestellten Bearbeitungsprozessen
verschiedene Fehlkonzepte dokumentiert, die auf die fehlerhafte Ubertragung des
rechnerischen Verfahrens sowie der anschaulichen Handlung zuriickgefiihrt werden
konnen.

Fehlkonzepte in der Ubertragung des anschaulichen Vergroberns einer
Einteilung: Tm Kern der Aufgabe steht die Ubertragung des Vergroberns der Ein-
teilung einer Bruchdarstellung, dass zuvor ausschlielich anhand der Flachenrepra-
sentationen eines Rechtecks und Kreises angewendet wurde auf die lineare Darstel-
lung von Briichen in einer Strecke. Es fillt auf, dass in keiner der dargestellten Bear-
beitungen dieses Verfahren entsprechend der Erlduterung im Losungsbeispiel und
der Beschreibung in den unvollstindigen Beispielen fehlerfrei iibertragen wurde.
Die Fehler der Lernenden bei der Ubertragung der anschaulichen Handlung des
Vergroberns der Einteilung stellen sich dabei wie folgt dar:

e Das Einzeichnen einer neuen Einteilung mit halb so vielen Teilen wird als Mar-
kieren der halben Strecke ohne Verdnderung der Einteilung interpretiert (vgl.
z.B. Julius, Can).

e Die Linge der ganzen Strecke verdndert wird, sodass diese nur noch die halbe
bzw. ein Viertel der Linge der urspriinglichen Strecke hat, wobei die Linge der
Streckensegmente (der Teile) beibehalten wird (vgl. Marie und Julia).

e Der markierte Anteil der urspriinglichen Darstellung wird in zwei bzw. vier Teile
eingeteilt und somit getrennt vom Ganzen betrachtet (vgl. Glen und Johanna).

e Das Einzeichnen einer neuen Einteilung mit einem viertel so viele Teilen wird
als Markieren von vier Teilen der urspriinglichen Darstellung interpretiert (vgl.
Can und Philip).

Die dokumentierten Fehler konnen als Fehlkonzepte zum Vergrobern einer Eintei-
lung gesehen werden, da sie ein grundlegendes Missverstiandnis der wesentlichen
Aspekte des Verfahrens suggerieren, (i) dass das Ganze nicht verindert wird, (ii)
dass Teile der Einteilung zu einem neuen groferen Teil zusammengefasst werden,
und (iii) dass der betrachtete Anteil unverindert bleibt. Alle diese Fehler betreffen
fehlerhafte anschauliche Deutungen des Verfahrens.
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Die einzige korrekte Losung ist in der Bearbeitung von Bennet und Julius doku-
mentiert. Doch auch hier kann beobachtet werden, dass Bennet das Verfahren nicht
direkt aus dem Lesen des Losungsbeispiels zu Beginn der Unterrichtsstunde oder
aus der Bearbeitung der unvollstindigen Beispiele iibertrigt. Da er zunéchst kei-
nen Losungsansatz findet, blittert er zuriick zu ihren Losungen der unvollstandigen
Beispiele und liest erneut den dritten Teil des Losungsbeispiels am Computerbild-
schirm. Erst nach dieser erneuten Reflexion des Vorgehens erkennt stellt er einen
Zusammenhang zwischen diesen und der vorliegenden Aufgabe her und iibertragt
das anschauliche Verfahren durch die Bildung einer Analogie.

Fehler in der Ubertragung des rechnerischen Kiirzens von Briichen: Neben
den Fehlkonzepten, die bei der Ubertragung des anschaulichen Verfahrens rekon-
struiert werden konnten, ist zu beobachten, dass auch das rechnerische Verfahren
zum Kiirzen von Briichen in vielen Fillen nicht fehlerfrei iibertragen wurde.

e Glen und Johanna wenden das Verfahren nur auf den Zihler des urspriinglichen
Bruchs an und passen das Rechenverfahren somit an ihre Handlung auf ikonischer
Ebene an, indem sie den Nenner des Bruchs beim Kiirzen unverindert belassen.

e Philip und Can iibertragen ein Fehlkonzept, das bereits in ihren Bearbeitungen
der unvollstindigen Beispiele dokumentiert ist, und bei dem sie das Ergebnis der
Division des Nenners durch den Kiirzungsfaktor als Anzahl der zu markierenden
Teile des Ganzen interpretieren.

e Bennet und Julius stellen keinen Bezug zum rechnerischen Verfahren her.

Julia und Marie iibertragen das rechnerische Verfahren zum Kiirzen von Briichen
ohne Fehler. Sie verbinden dieses Verfahren jedoch nicht mit einem Vergrébern der
Einteilung, sondern zeichnen eine neue Darstellung, in der die ganze Strecke nur
noch halb bzw. ein viertel so lang ist wie in der urspriinglichen Darstellung.

Es sind verschiedene Ursachen fiir die Schwierigkeiten der Lernenden bei der
Ubertragung der Verfahren auf symbolischer und anschaulicher Ebene denkbar, die
vor allem auf die veridnderten Handlungsmdoglichkeiten und -Einschrankungen in
Bezug auf die Reprisentation in einer Strecke zuriickgefiihrt werden konnen: Die
isolierte Betrachtung des markierten Teils der Strecke liegt bei der eindimensiona-
len Darstellung von Briichen in einer Strecke néher als bei der zweidimensionalen
Darstellung von Briichen als Flicheninhalte in einem Rechteck oder einem Kreis.
Zudem ist die Transferdistanz zum Losungsbeispiel und zu den unvollstindigen
Beispielen durch die grundlegend unterschiedliche duflere Gestaltung der Transfer-
aufgabe besonders grofl. Zum einen sind fiir die einzelnen Losungsschritte keine
gesonderten Arbeitsflichen vorgegeben und zum anderen sind keine Hinweise auf
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die einzelnen Losungsschritte vorgegeben, wie dies in den Sprechblasen der unvoll-
standigen Beispielen der Fall war.

5.3.3 Vergleich der Bearbeitungsprozesse in den
Transferaufgaben

Im Vergleich zu den ersten beiden Untersuchungsteilen besteht der Gegenstand des
Transfers nicht darin Anteile von verschiedenen Ganzen und Groflen zu bestim-
men und zu berechnen, sondern darin Briiche durch Kiirzen in dquivalente Briiche
umzuwandeln und auf anschaulicher Ebene die Einteilung eines Bruchs zu vergro-
bern. Die intendierte anschauliche Deutung des Rechenverfahrens als Vergrobern
der Einteilung baut dabei im Wesentlichen auf der Grundvorstellung von Briichen
als Anteil auf, da das anschauliche Verfahren schlieBlich auf Anteile angewendet
wird. Die Grundidee der Verdnderung der Einteilung eines Bruches ist den Lernen-
den nicht vollig unbekannt, da im vorbereitenden Klassenunterricht das Erweitern
von Briichen als Verfeinern einer Einteilung eingefiihrt wurde.

Die Analysen der Bearbeitungsprozesse beschreiben deutliche Unterschiede
zwischen den intendierten Transferprozessen und den Losungswegen der Lernen-
den. Dabei konnen bereits in der Anwendung des rechnerischen und anschaulichen
Verfahrens in den unvollstdndigen Beispielen zwei Muster in den Bearbeitungen
der Lernenden identifiziert werden, die als ursichlich fiir eine Vielzahl von Schwie-
rigkeiten angenommen werden konnen, die beim Reprisentationstransfer zum Ver-
grobern der Einteilung einer Strecke dokumentiert sind. Dabei handelt es sich zum
einen um eine Trennung bzw. Entkopplung des rechnerischen Verfahrens und der
anschaulichen Handlung und die damit zusammenhingende Fokussierung auf die
Anwendung des rechnerischen Verfahrens.

Entkopplung von rechnerischer und anschaulicher Handlung und Fokussie-
rung auf die Anwendung des rechnerischen Verfahrens: Die Entkopplung der
rechnerischen und anschaulichen Handlung wird vor allem in dem Bearbeitungs-
muster ,,Kiirzen und Darstellen” deutlich, dass in nahezu allen Bearbeitungen der
unvollstindigen Beispiele dokumentiert ist. Hierbei kiirzen die Lernenden den
vorgegebenen Bruchteil zunichst rechnerisch und zeichnen den gekiirzten Bruch
anschliefend in die vorgegebene Reprisentation ein. Fiir die Représentation des
gekiirzten Bruchteils wird dabei keine Verbindung zu der Darstellung des unge-
kiirzten Bruchteils hergestellt, indem sich die Lernenden an der urspriinglichen
Einteilung orientieren und die entsprechende Anzahl von Teilen zu einem neuen
Teil zusammenfassen. Stattdessen dokumentieren die Analysen der Bearbeitungs-
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prozesse, dass die Lernenden das Bruchherstellungsverfahren anwenden, um einen
»neuen Bruchteil einzuzeichnen. Die anschauliche Deutung als Vergrobern der
Einteilung wird nicht iibertragen und angewendet.

Im Gegensatz zu der anschaulichen Deutung beschreiben die Analysen die Bear-
beitungsprozesse der Lernenden eine Fokussierung auf die Anwendung des rech-
nerischen Verfahrens, das in allen Féllen — wenn auch in einigen Fillen fehlerhaft
— iibertragen wird. In diesem Zusammenhang ist anzunehmen, dass die Division
von Zihler und Nenner bzw. die Division natiirlicher Zahlen fiir die Lernenden ein
vertrautes Handlungskonzept darstellt, wohingegen die Transformation einer Dar-
stellung zunichst sehr abstrakt und eine mentale Simulation der Vergroberungshand-
lung eine besondere Anforderung darstellen. Obwohl die Lernenden mit wenigen
Ausnahmen die zentralen Aspekte des anschaulichen Handlungskonzepts in ihren
Antworten auf die fokussierenden Fragestellungen zum Losungsbeispiel formu-
liert haben, dokumentieren die Bearbeitungen der unvollstindigen Beispiele einen
ausbleibenden Transfer. Da die Lernenden zur Beantwortung der fokussierenden
Fragestellungen sich an den Darstellungen und Erlduterungen im Losungsbeispiel
orientieren konnten, ist diese ,,Vorlage™ in den unvollstindigen Beispielen nicht
gegeben, sodass sie sich das Vergrobern der Einteilung zunéchst vorstellen miiss-
ten. Aus diesem Grund ist anzunehmen, dass sie sich in ihren Losungen an dem
ihnen vertrauten Handlungskonzepten ,,Division von natiirlichen Zahlen* und ,,An-
wendung des Bruchherstellungsverfahrens™ orientieren.

Die beobachtete Fokussierung auf die Ubertragung des rechnerischen Verfahrens
und die Entkopplung der Handlungen auf rechnerischer und anschaulicher Ebene
stellt einen plausiblen Erkldrungsansatz fiir die vielfiltigen Fehlkonzepte, die in den
Bearbeitungsprozessen zum Vergrobern der Einteilung einer Strecke dokumentiert
sind.

Entwicklung von Fehlkonzepten zum anschaulichen und rechnerischen
Verfahren: Die Bearbeitungen der Lernenden zum Vergrobern der Einteilung einer
Strecke sind durch eine Vielfalt verschiedener fehlerhafter Deutungen des anschau-
lichen Verfahrens charakterisiert. In den Bearbeitungen der Lernenden ist dokumen-
tiert, dass

e das Einzeichnen einer neuen Einteilung mit halb so vielen Teilen als Markieren
der halben Strecke ohne Verdnderung der Einteilung interpretiert wird (vgl. z. B.
Julius, Can),

e die Linge der ganzen Strecke verdndert wird, sodass diese nur noch die halbe
bzw. ein Viertel der Linge der urspriinglichen Strecke hat, wobei die Lénge der
Streckensegmente (der Teile) beibehalten wird (vgl. Marie und Julia),



5.3 Kdirzen von Briichen als Vergrobern der Einteilung 375

e der markierte Anteil der urspriinglichen Darstellung in zwei bzw. vier Teile ein-
geteilt und somit getrennt vom Ganzen betrachtet wird (vgl. Glen und Johanna)
und

e das Einzeichnen einer neuen Einteilung mit einem viertel so viele Teilen als
Markieren von vier Teilen der urspriinglichen Darstellung interpretiert wird (vgl.
Can und Philip).

Da diese fehlerhaften Losungen und Losungsansétze ein grundlegendes Missver-
stdndnis der wesentlichen Aspekte des anschaulichen Verfahrens suggerieren, kon-
nen sie als Fehlkonzepte bezeichnet werden. Die Lernenden iibertragen nicht ihre
Beobachtungen aus dem Losungsbeispiel, (i) dass das Ganze nicht verdndert wird,
(ii) dass Teile der Einteilung zu einem neuen grofleren Teil zusammengefasst wer-
den, und (iii) dass der betrachtete Anteil unverdndert bleibt, sondern deuten das
Verfahren in der Transfersituation neu. Vor dem Hintergrund der Beobachtungen
aus den Bearbeitungen der unvollstindigen Beispiele kann diese neue Deutungsaus-
handlung der Lernenden auf eine unzureichende Verkniipfung des rechnerischen und
des anschaulichen Verfahrens zuriickgefiihrt werden. Das Hervortreten von Fehl-
konzepten des anschaulichen Verfahrens wird insbesondere dadurch bestirkt, dass
die Formulierung der Aufgabenstellung den Schwerpunkt auf die Anwendung des
anschaulichen Verfahrens setzt. Anders als in den unvollstindigen Beispielen soll
hier zunichst eine neue Einteilung eingezeichnet werden und erst im Anschluss
daran das Vorgehen auf die symbolische Ebene iibersetzt werden. Dies hat zur
Folge, dass die Lernenden nicht das Bearbeitungsmuster ,,Kiirzen und Darstellen”
anwenden, sondern ihren Fokus auf die Verdnderung der Einteilung der Strecke
legen.

In einigen Fillen konnte zudem beobachtet werden, dass die Lernenden zur
Beschreibung des Vergroberns auf symbolischer Ebene nicht das Verfahren zum
Kiirzen tibertragen, sondern ihre fehlerhafte anschauliche Handlung auf die sym-
bolische Ebene iibersetzen. Zu nennen ist hierbei insbesondere die Losung von
Glen und Johanna, die in ihrer anschaulichen Darstellung die Einteilung der Stre-
cke beibehalten und lediglich den markierten Anteil neu einteilen. Sie iibersetzen
dieses Verfahren entsprechend so, dass sie nur den Zihler des Bruchs dividieren
und den Nenner beibehalten. Thre Losung dokumentiert, wie das rechnerische Ver-
fahren, dass sie zuvor wiederholt korrekt angewendet haben, auf Grundlage eines
Fehlkonzepts auf anschaulicher Ebene veridndert wird.

Weitere Schwierigkeiten beim Transfer des Verfahrens auf eine neue
Reprisentation: Neben der Entwicklung von Fehlkonzepten dokumentieren die
Bearbeitungen der Lernenden zudem die besonderen Schwierigkeiten, die beim
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Transfer des Verfahrens auf eine neue Reprisentation auftreten konnen. Diese sind
nicht nur auf den Transfer auf die Strecke beschrinkt, sondern sind auch beim
Reprisentationswechsel im zweiten unvollstindigen Beispiel zu erkennen. Diese
umfassen:

e Fehlerhafte Assoziationen, wie zum Beispiel, dass das Einzeichnen einer neuen
Einteilung mit halb so vielen Teilen als Markieren von halb so vielen Teilen
gedeutet wird,

e die Verwechslung von Vergrobern und Verfeinern einer Einteilung und

e Schwierigkeiten beim Darstellen von Bruchteilen in einer Kreisreprdsentation.

Auch diese Fehler und Schwierigkeiten der Lernenden betreffen vorwiegend die
anschauliche Deutung des Verfahrens.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass die beobachtete Entkopp-
lung des rechnerischen Verfahrens und der anschaulichen Deutung des Verfahrens
beim Transfer im Rahmen der Anwendung der Verfahren auf neue Briiche und
neue Reprisentationen dazu fiihrt, dass das Verfahren auf anschaulicher Ebene neu
gedeutet wird. Dabei kommt es in vielen Fillen zu Fehldeutungen des Verfahrens,
die das Potenzial haben sich zu stabilen Fehlkonzepten und Fehlvorstellungen zu
entwickeln. Es konnte zudem beobachtet werden, dass die Moglichkeit besteht, dass
diese Fehlkonzepte und -Vorstellungen des anschaulichen Verfahrens auf das rech-
nerische Verfahren iibertragen werden, und dieses entsprechend in einem negativen
Transfer angepasst wird.

5.4  Vergleich und Diskussion der deskriptiven Analysen

Im Folgenden werden die Ergebnisse der Analysen der Bearbeitungsprozesse
zusammengefiihrt. Im Vordergrund dieser Zusammenfiihrung steht der Vergleich
der Ergebnisse der Analysen der drei videographierten Unterrichtsstunden mit dem
Ziel Gemeinsamkeiten und Unterschiede herauszuarbeiten und vor dem Hintergrund
der formulierten Forschungsfragen zu diskutieren.

5.4.1 Zusammenfiihrung der Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Analysen der Bearbeitungsprozesse
zusammengefasst und miteinander in Beziehung gesetzt, um Gemeinsamkeiten und
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Unterschiede der Analysen der Bearbeitungen zu den drei inhaltlichen Schwerpunk-
ten herauszustellen.

Intendierte Transferprozesse

In Vorbereitung der deskriptiven Analysen der Bearbeitungsprozesse der Lernenden
wurden auf sachanalytischer Ebene die Aufgaben auf intendierte Transferprozesse
und notwendige Grundvorstellungen hin untersucht. Im Fokus stand hierbei, dass der
Hauptgegenstand der Transferprozesse in allen Fillen ein Verfahren ist, das auf neue
Zahlenwerte, eine neue Représentation oder einen neuen Sachkontext angewendet
werden soll:

e Das Bruchherstellungsverfahren: Teilen eines Ganzen in n gleiche Teile und
m-faches Vervielfachen eines Teils,

e Berechnen von Anteilen beliebiger Groen: Teilen einer Grof3e in n gleiche Teile
und m-faches Vervielfachen eines Teils,

e Kiirzen von Briichen: Division von Zzhler und Nenner eines Bruchs 7 durch
den gleichen Divisor k.

Beim Transfer eines Verfahrens oder Handlungskonzepts auf eine neue Reprisen-
tation bestehen die zentralen Transferschritte im Anpassen des Handlungskonzepts
an die Eigenschaften des neuen Reprisentationsobjekts. Mit Bezug auf den Transfer
eines Verfahrens auf eine neue Sachsituation stellt insbesondere die Identifizierung
der BezugsgroBen und die Analogiebildung zwischen den einzelnen Handlungs-
schritten die wichtigsten Transferschritte dar.

Aus der Sicht des Grundvorstellungskonzepts ist jedes rechnerische Verfahren
mit einem anschaulichen Handlungskonzept verbunden, das in den fiir die Analy-
sen der Bearbeitungsprozesse ausgewihlten Aufgaben ebenfalls als Gegenstand von
Transferprozessen iibertragen werden sollte. Der Transfer besteht dabei in der Uber-
tragung und Anwendung der anschaulichen Handlungskonzepte auf neue Reprisen-
tationen und Sachkontexte:

e Bruchherstellungsverfahren und Berechnen von Anteilen beliebiger Grofien: Tei-
len eines Ganzen (Figur, Représentant einer Grofie) in n kongruente Teile und
Markieren von m Teilen,

e Kiirzen von Briichen: Vergrobern der Einteilung einer Bruchdarstellung.

In Hinsicht auf die Ausbildung und Entwicklung von Grundvorstellungen besteht ein
wesentlicher Transferprozess in der Verkniipfung der rechnerischen und anschau-
lichen Handlungskonzepte, d.h. der Verkniipfung der Grundvorstellung Bruch als
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Anteil mit der Grundvorstellung Bruch als Operator sowie die Verkniipfung des Kiir-
zens von Briichen mit dem Vergrobern einer Einteilung auf anschaulicher Ebene.

Vergleich der intendierten Transferprozesse mit den in den Bearbeitungspro-
zessen der Lernenden dokumentierten Transferprozesse

In den deskriptiven Analysen der Bearbeitungsprozesse konnen in allen Fillen
Transferprozesse rekonstruiert werden. Wéhrend eine iiberwiegende Mehrheit der
rekonstruierten Transferprozesse den intendierten Transferprozessen entspricht,
sind in vielen Féllen deutliche Divergenzen zu intendierten Transferprozessen zu
erkennen.

Transferprozesse bei der Ubertragung und Anwendung des Bruchherstellung-
sverfahrens: Die Analysen der Bearbeitungsprozesse dokumentieren, dass das
Operatorschema zur Herstellung von Briichen in vielen Fillen tibertragen und auf
neue Briiche und Représentationen angewendet werden konnte. Hierbei zeigte sich,
dass die Lernenden vor allem das rechnerische Handlungsmuster : 7-m auf symboli-
scher Ebene iibertragen und anwenden. Auf anschaulicher Ebene hingegen konnten
deutliche Divergenzen zwischen den intendierten und dokumentierten Transferpro-
zessen festgestellt werden. Diese betreffen insbesondere die anschauliche Deutung
der Herstellungsoperatoren. Es konnte beobachtet werden, dass vor allem der Her-
stellungsoperator -m nicht als m-faches Vervielfachen, sondern als Subtraktion zum
Wegnehmen von m Teilen oder als Addition zum Hinzufiigen von m Teilen gedeutet
wurde. In den Bearbeitungen der Lernenden fiihrten diese fehlerhaften Deutungen
insbesondere zu Schwierigkeiten und Fehlern bei der ikonischen Darstellung von
Briichen. In einem Fall, indem das rechnerische Handlungsschema nicht tibertragen
und angewendet wurde, konnte beobachtet werden, wie die Lernenden anhand der
vorgegebenen Darstellungen der anschaulichen Bruchherstellung die Herstellungs-
operatoren neu hergeleitet haben (vgl. 5.1, Can, Philip & Glen). Auch in diesem
Fall kamen fehlerhafte Operationsvorstellungen zum Tragen, die in den Losungen
der Lernenden durch die Wahl der falschen Rechenoperationen deutlich wurden.
Beim Reprisentationstransfer des Herstellungsverfahrens bzw. der anschauli-
chen Herstellungshandlung auf neue Reprisentationsobjekte, konnte beobachtet
werden, dass die Teiloperatoren der Herstellung in den meisten Féllen iibertra-
gen und an die Eigenschaften des neuen Reprisentationsobjekts angepasst werden
konnten. In zwei Fillen konnte hierbei ein Ausbleiben des Transfers der Herstel-
lungshandlung beobachtet werden. In einem dieser Félle wurde der darzustellende
Bruch 7 zwar korrekt als Anteil m von n Teilen gedeutet, konnte jedoch nicht in
eine Herstellungshandlung iibersetzt werden, bei der das Ganze zunichst in n Teile
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geteilt wird, von denen m Teile markiert werden. Es wurde eine statisch-abbildhafte
Vorstellung tibertragen, die nicht mit einer dynamischen Vorstellung der Herstel-
lung verkniipft wurde und somit zu einem fehlerhaften Losungsansatz fiihrte (vgl.
5.1, Aliya & Aisha). In einem zweiten Fall konnte beobachtet werden, dass nur der
erste Teiloperator zum Einteilen des Ganzen auf die Darstellung von Briichen an
einer Strecke iibertragen wurde. Hierbei vernachlissigten die Lernenden die Zih-
ler der darzustellenden Briiche % und interpretierten diese als %, das n-mal in das
Ganze hinein passen muss (vgl. 5.1, Luca & Miguel). Auch in diesem Fall wurde
keine dynamische Vorstellung der Herstellung, sondern eine statisch-abbildhafte
Vorstellung iibertragen und angewendet.

Transferprozesse beim Berechnen von Anteilen beliebiger Groflen: Inden Ana-
lysen der Bearbeitungsprozesse zum Transfer des Operatorschemas zur Berechnung
von Anteilen beliebiger Groflen ist festzustellen, dass die Lernenden das Verfah-
ren in allen Fillen iibertragen und anwenden. Dabei scheint die Beschaffenheit des
Ganzen in keinem Fall von Bedeutung zu sein. Unabhingig davon, ob das Ganze
eine Figur, eine MafB3zahl oder eine diskrete Menge von Objekten ist, versuchen sie
das Operatorschema anzuwenden. In den Aufgaben, in denen die Anteile in der
Form % von G, z.B. % von 21000<€, vorgegeben sind, wenden die Lernenden das
Verfahren zumeist spontan und ohne erkennbare Schwierigkeiten an.

Die Hauptfehlerquelle und grofte Schwierigkeit der Lernenden beim Transfer
der Anteilberechnung von beliebigen Grofien betrifft die Anwendung in einem geédn-
derten oder neuen Sachzusammenhang. Bereits in sehr nahen Transferaufgaben, in
denen der Sachkontext unverédndert ist und die Aufgabe sich lediglich in den Zahlen-
werten vom Losungsbeispiel unterscheidet, sind deutliche Schwierigkeiten beziig-
lich der Analogiebildung zwischen dem Losungsbeispiel und dem ersten unvollstidn-
digen Losungsbeispiel zu erkennen. Diese betreffen jedoch nicht das rechnerische
Verfahren, sondern das Identifizieren der zu berechnenden Anteile im Sachkontext.

In Aufgaben mit gednderten Bezugsgrofien und einem anderen bzw. neuen Sach-
kontext ist in vielen Féllen zu beobachten, dass die Analogiebildung nicht gelingt,
weil die Lernenden fehlerhafte Aufteilungen des Ganzen vornehmen. Der Transfer
des Losungsweges aus dem Losungsbeispiel scheitert dabei zumeist an der Iden-
tifizierung des Ganzen und der Grundlage fiir die Anteilbildung, sodass sie den
notwendigen Transfer des Losungswegs nicht oder nur fehlerhaft vornehmen kon-
nen.

Auch in den Bearbeitungen der mehrschrittigen Transferaufgabe sind keine
Schwierigkeiten beim Transfer des Operatorschemas zu erkennen und es gelingt
allen Lernenden Anteile einer diskreten Menge zu berechnen. Es gelingt vielen
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Lernenden jedoch nicht, die vorgegebenen GroBen und Anteile im Sachzusammen-
hang einzuordnen und die Beziehungen zwischen Anteil, Teil und Ganzem herzu-
stellen, sodass ihre Berechnungen in vielen Fillen auf falschen Werten beruhen. Die
Hauptschwierigkeit und Fehlerquelle in dieser Aufgabe ist die Strukturierung der
Situation und die korrekte Bestimmung der zu berechnenden Anteile.

Im Losungsbeispiel sowie im ersten unvollstidndigen Beispiel wird die Berech-
nung des Anteils in einem Pfeilschema dargestellt, in der die Rechnung strukturiert
veranschaulicht wird. Die Analysen der Bearbeitungsprozesse der Lernenden zei-
gen, dass die Darstellung der Rechnung in einem Pfeilschema von vielen Lernenden
tibertragen wird. Dies betrifft auch Fille, in denen die Lernenden das Pfeilschema
nicht fiir die Notation ihrer Rechnung nutzen, sondern lediglich feststellen, dass
sie ,,wie in diesem Pfeilschema rechnen miissen. Obgleich dieses in vielen Fillen
erkannt wird, wird es nicht benutzt.

Transfer beim Kiirzen von Briichen als Vergrobern einer Einteilung: In den
Bearbeitungen der Aufgaben zum Kiirzen von Briichen als Vergrobern einer Ein-
teilung ist festzustellen, dass die Lernenden vor allem das rechnerische Verfahren
der Division von Zihler und Nenner durch einen gemeinsamen Faktor tibertragen
und anwenden. Der Transfer des rechnerischen Verfahrens — wenn auch in einigen
Fillen fehlerhaft — ist in allen dargestellten Bearbeitungen dokumentiert.

Im Gegensatz zum Transfer des rechnerischen Verfahrens ist mit Blick auf den
Transfer der anschaulichen Deutung als Vergrobern der Einteilung festzustellen,
dass diese nur selten und in den meisten Féllen fehlerhaft iibertragen wird. Insbe-
sondere in den Bearbeitungen der unvollstindigen Beispielen konnte rekonstruiert
werden, dass die Lernenden nicht die Einteilung der vorgegebenen Bruchdarstellung
verfeinern, sondern den Bruch auf symbolischer Ebene kiirzen und zur Darstellung
des neuen Bruchs das Bruchherstellungsverfahren iibertragen und anwenden und
somit eine ,,neue Darstellung des gekiirzten Bruchs anfertigen ohne eine Bezie-
hung zur Darstellung des Ausgangsbruchs herzustellen.

Inden Aufgaben zum Représentationstransfer des anschaulichen Verfahrens sind
zahlreiche Fehler dokumentiert. Diese bestehen vor allem in fehlerhaften Assozia-
tionen, bei denen zum Beispiel das Einzeichnen einer Einteilung mit halb so vielen
Teilen als Markieren der Hilfte der Teile interpretiert wird, der Verwechslung mit
dem Erweitern von Briichen als Verfeinern einer Einteilung sowie Schwierigkeiten
bei der Anwendung des Bruchherstellungsverfahrens bei der ikonischen Darstellung
von Briichen. Alle diese Fehler betreffen die anschauliche Deutung des Verfahrens.
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5.4.2 Vergleich und Diskussion der Ergebnisse der
deskriptiven Analysen

Ungeachtet der unterschiedlichen inhaltlichen Schwerpunkte der drei Datenerhe-
bungen lassen sich im Vergleich der Analysen der Bearbeitungsprozesse der Ler-
nenden Gemeinsamkeiten und Unterschiede identifizieren, die eine Erkldrungs-
grundlage fiir die dokumentierten Divergenzen zwischen den intendierten und den
deskriptiv erfassten Transferprozessen bieten. Diese betreffen insbesondere die Ent-
wicklung sachadédquater Vorstellungen und Handlungskonzepte zu den behandelten
Inhalten.

1. Entkopplung der rechnerischen und anschaulichen Handlungskonzepte
Die zentrale Gemeinsamkeit kann als Entkopplung der rechnerischen und anschau-
lichen Handlungskonzepte beschrieben werden. In den Transferprozessen ist diese
Entkopplung vor allem darin zu sehen, dass die Lernenden in fast allen Fillen die
rechnerischen Verfahren auf neue Aufgaben iibertragen, wihrend der Transfer des
entsprechenden anschaulichen Handlungskonzepts in vielen Fillen ausbleibt oder
fehlerbehaftet ist.

In der ersten Datenerhebung zum Transfer des Bruchherstellungsverfahrens ist
festzustellen, dass die Verkniipfung der rechnerischen und anschaulichen Herstel-
lungshandlung stark von individuellen Operationsvorstellungen sowie von indivi-
duellen Deutungen der anschaulichen Herstellungshandlung zur Darstellung von
Briichen beeinflusst wird. In den Bearbeitungen von einigen Lernenden konnte
rekonstruiert werden, dass sie, ungeachtet einer korrekten Ubertragung des rechne-
rischen Verfahrens, die anschaulichen Herstellungsschritte isoliert betrachten und
mit fehlerhaften Rechenoperationen verbinden. Diese duflern sich explizit in den
Ubersetzungen der Teiloperatoren als Subtraktion oder Addition anstelle der Uber-
setzung als Division und Multiplikation.

In den Analysen der zweiten und dritten Datenerhebung zum Berechnen von
Anteilen beliebiger GroBen und zum Kiirzen von Briichen als Vergrobern einer
Einteilung treten die Kennzeichen fiir eine Trennung der rechnerischen Verfahren
deutlicher hervor. In den Bearbeitungen der Lernenden ist eine zunehmende Fokus-
sierung auf die Anwendung des rechnerischen Verfahrens festzustellen. Diese dufiert
sich in den Bearbeitungen zur Berechnung von Anteilen beliebiger Grofien insbe-
sondere darin, dass die Lernenden die in den Aufgabenstellungen geschilderten
Sachsituationen in einigen Féllen nicht hinreichend verarbeiten und strukturieren,
sondern anhand der enthaltenen Zahlenwerte direkt eine Rechnung aufstellen, ohne
einen inhaltlichen Bezug zur Sachsituation herzustellen. In diesem Zusammenhang
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beschrinken sich die Argumentationen der Lernenden auf die symbolische bzw.
rechnerische Ebene und es werden nur selten anschauliche Beziige hergestellt.

In den Bearbeitungen zum Transfer des Kiirzens von Briichen tritt die Entkopp-
lung des rechnerischen und anschaulichen Handlungskonzepts besonders deutlich
in Erscheinung. Nur in wenigen Fillen ist zu erkennen, dass die Lernenden mit dem
Kiirzen von Briichen das anschauliche Verfahren des Vergroberns einer Einteilung
verbinden und iibertragen. Stattdessen ist in nahezu allen Bearbeitungen der Lernen-
den das Bearbeitungsmuster ,,Kiirzen und Darstellen* zu beobachten, bei dem die
Lernenden den urspriinglichen Bruch zunéchst auf rechnerischer Ebene kiirzen und
den gekiirzten Bruch anschlieBend auf Grundlage des Bruchherstellungsverfahrens
ikonisch darstellen. Weiterhin ist festzustellen, dass in vielen Féllen keine Beziehung
zwischen den ikonischen Bruchdarstellungen des ungekiirzten und des gekiirzten
Bruchs hergestellt wird, die ikonischen Bruchdarstellungen als Darstellungen unter-
schiedlicher Briiche betrachtet werden, und somit die Aquivalenz der beiden Briiche
nicht erkannt wird. Die Fokussierung auf die Anwendung des rechnerischen Ver-
fahrens und der damit verbundene ausbleibende Transfer des anschaulichen Hand-
lungskonzepts fiihrt besonders beim Reprisentationstransfer auf ikonischer Ebene
zuneuen und in vielen Fillen fehlerhaften Deutungen des anschaulichen Handlungs-
konzepts. In den Bearbeitungen der Lernenden zum Transfer auf das Vergrébern der
Einteilung einer Strecke konnten in diesem Zusammenhang eine Vielfalt fehlerhaf-
ter Deutungen der Lernenden rekonstruiert werden, die das Potenzial haben zu
robusten Fehlvorstellungen entwickelt zu werden. Mit Bezug auf die Entkopplung
der symbolischen und anschaulichen Ebene fillt insbesondere beim Reprisenta-
tionstransfer auf die Strecke auf, dass die Lernenden in Situationen, in denen sie
das anschauliche Verfahren nicht iibertragen und keinen spontanen Losungsansatz
haben, nicht in Betracht ziehen, die dargestellten Briiche auf rechnerischer Ebene
zu kiirzen und die gekiirzten Briiche einzeichnen.

Uber den Verlauf der Datenerhebungen stellt sich die Entkopplung der symbo-
lischen und anschaulichen Handlungskonzepte als Entwicklung dar, die mit fort-
schreitendem Verlauf der Unterrichtseinheit deutlicher in Erscheinung tritt. Wih-
rend zu Beginn der Unterrichtseinheit nur in wenigen Fillen eine getrennte Verarbei-
tung der rechnerischen und anschaulichen Handlungskonzepte dokumentiert sind,
ist dieses Phdnomen am Ende der Unterrichtseinheit in nahezu allen Bearbeitungen
der Lernenden zu identifizieren. Diese Entwicklung kann durch die Fokussierung
auf die Anwendung von Rechenverfahren begriindet werden, die fiir die Lernen-
den in den meisten Fillen einen wesentlich geringeren Aufwand bedeuten und im
Fall von gering entwickelten anschaulichen Vorstellungen zunichst weniger fehler-
anfillig sind. Mit zunehmendem Verlauf der Unterrichtseinheit und zunehmender
Komplexitit und Abstraktion der Handlungskonzepte sowie beim Transfer auf neue
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Reprisentationen und Sachkontexte fiihrt der fehlende anschauliche Bezug jedoch
zunehmend zu Fehlern, die in Beziehung zu verschiedenen in der Literatur beschrie-
benen Fehlermustern und Fehlkonzepten stehen.

2. Entwicklung von Fehlkonzepten aufgrund von ausbleibendem und negati-
vem Transfer

Die in den Bearbeitungsprozessen der Lernenden identifizierten Fehlkonzepte und
Fehlvorstellungen konnen in vielen Fillen auf die Entkopplung der symbolischen
und anschaulichen Handlungskonzepte zuriickgefiihrt werden. Entsprechend der
zuvor beschriebenen Fokussierung auf die Anwendung rechnerischer Verfahren
bleibt ein Transfer des anschaulichen Handlungskonzepts in vielen dieser Fille
aus und die Lernenden entwickeln neue individuelle anschauliche Deutungen der
rechnerischen Verfahren.

In den Analysen der Bearbeitungen der ersten Datenerhebung erweist sich die
Verbindung der Grundvorstellung Bruch als Anteil mit dem Bruchherstellungsver-
fahren als zentraler Transferprozess. Es wird erwartet, dass die Lernenden die stati-
sche Vorstellung von Briichen als Teile eines Ganzen mit der dynamischen Vorstel-
lung der Bruchherstellung verbinden. Die Verkniipfung dieser Grundvorstellungen
ist besonders beim Wechsel innerhalb und zwischen Reprisentationsebenen und
Bruchdarstellungen (Reprisentationstransfer) erforderlich und steht somit in einem
engen Zusammenhang mit dem Aufbau tragfihiger und flexibler Bruchzahlvorstel-
lungen (vgl. Abschnitt2.2.3). Vor diesem Hintergrund konnte insbesondere in den
Bearbeitungsprozessen der Lernenden zum Transfer des Bruchherstellungsverfah-
rens auf die Darstellung in einer Strecke festgestellt werden, dass die Dominanz der
Anteilvorstellung eher fehlerfiihrend ist und eine komponentenweise Betrachtung
von Briichen unterstiitzen kann.

Die Orientierung am Umgang mit natiirlichen Zahlen konnte iiberdies in wei-
teren Bearbeitungsprozessen festgestellt werden. In diesen Fillen konnte insbeson-
dere eine komponentenweise Betrachtung von Zihler und Nenner beim Transfer der
Anteilberechnung auf einen neuen Sachkontext sowie beim Transfer des Verfahrens
zum Vergrobern einer Einteilung dokumentiert werden. In diesen Fillen ist der Hin-
tergrund der Orientierung am Umgang mit natiirlichen Zahlen jedoch nicht auf eine
unzureichende Verkniipfung der Anteil- und Operatorvorstellung, sondern im aus-
bleibenden Transfer von anschaulichen Handlungskonzepten und der Fokussierung
auf die Anwendung von rechnerischen Verfahren zu vermuten.

Beim Transfer des Verfahrens zur Berechnung von Anteilen in einem komplexen
Sachkontext konnte in einem Fall beobachtet werden, dass der Bruch nicht als
relativer Anteil eines Ganzen, sondern als absoluter Anteil im Sinne der Anzahl der
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Objekte einer diskreten Menge interpretiert wurde (vgl. 5.2, Aufgabe 9, Bearbeitung
von Julia & Marie).

Wesentlich deutlicher und zahlreicher ist die Orientierung an der Ordnungsstruk-
tur der natiirlichen Zahlen in den fehlerhaften anschaulichen Deutungen des Kiirzens
von Briichen beschrieben. In all diesen Fillen bleibt der Transfer des anschauli-
chen Verfahrens aus und es wird eine neue Deutung des Einzeichnens einer neuen
Einteilung mit einem rn-tel so vielen Teilen entwickelt. Der Hintergrund dieses
ausbleibenden Transfers ist in der getrennten Verarbeitung des rechnerischen und
anschaulichen Verfahrens zu vermuten, wobei in den meisten Fillen anzunehmen
ist, dass durch das Lesen eines dreiteiligen Losungsbeispiels und der Bearbeitung
zweier unvollstindiger Beispiele kein entsprechendes Handlungskonzept aufgebaut
wurde (vgl. Bearbeitungsmuster ,,Kiirzen und Darstellen*).

Des Weiteren konnte in den Bearbeitungen der ersten Datenerhebung sowie in
vereinzelten Fillen der zweiten und dritten Datenerhebung die wortliche Ubertra-
gung sprachlicher Formulierungen identifiziert werden. Hierbei wird die wortliche
Beschreibung einer Handlung mit konkreten Gegenstidnden auf die symbolische
Ebene iibersetzt und entsprechend mit Rechenoperationen verbunden, die bezogen
auf den Umgang mit realen Gegenstéinden durchaus adiquat sind (Subtraktion als
Wegnehmen und Addition als Hinzufiigen), jedoch nicht den intendierten Deutun-
gen der Division als Teilen eines Ganzen und der Multiplikation als Vervielfachen
eines Teils entsprechen.

3. Aktivierung und Koordination von Vorwissen

Ausbleibende und fehlerhafte Ubertragungen konnten insbesondere in Aufgaben
beschrieben werden, in denen ein Verfahren auf neue Darstellungen und Sach-
kontexte iibertragen werden sollte, wodurch eine Anpassung der entsprechenden
Handlungskonzepte an die Eigenschaften der neuen Représentation oder der neuen
Sachsituation notwendig ist. In diesen Situationen ist von besonderer Bedeutung
tiber welches Vorwissen die Lernenden verfiigen und inwieweit sie dieses aktivie-
ren konnen.

Vor diesem Hintergrund konnen in den Bearbeitungen der Lernenden drei Trans-
fersituationen unterschieden werden, in denen die Aktivierung von Vorwissen von
Bedeutung ist: Der Analogiebildung, dem Transfer zwischen Darstellungen und
dem Transfer zwischen Sachkontexten.

Transfer durch Analogiebildung: Die unvollstindigen Beispiele der drei Date-
nerhebung sind jeweils strukturgleich zum Losungsbeispiel konzipiert. Das erste
unvollstindige Beispiel unterscheidet sich in allen Fillen allein in den Zahlenwerten
vom Losungsbeispiel, wohingegen im zweiten Losungsbeispiel neben einer Ande-
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rung der Zahlenwerte auch eine Variation der enthaltenen ikonischen Reprisenta-
tionen oder des Sachkontexts zu berticksichtigen ist. Somit erfordert die Losung der
unvollstindigen Beispielen in allen Fillen die Bildung einer Analogie zum Losungs-
beispiel, die als Voraussetzung fiir einen Transfer der einzelnen Bearbeitungsschritte
betrachtet werden kann. Der Transfer der Losungsschritte aus dem Losungsbeispiel
wird in beiden unvollstindigen Beispielen durch Hinweise in Sprechblasen unter-
stitzt.

In den Analysen der Bearbeitungsprozesse lassen sich drei Aspekte charakteri-
sieren, die einen deutlichen Einfluss auf die Analogiebildung zum Losungsbeispiel
haben: (i) Die Verarbeitung des Losungsbeispiels, (ii) die duliere Gestaltung des
unvollstindigen Beispiels und (iii) Unterschiede auf Ebene der ikonischen Darstel-
lung und des Sachkontexts.

Wihrend die meisten Schiilerpaare sich eingehend mit dem Losungsbeispiel
beschiftigt haben, indem sie sich gegenseitig die einzelnen Losungsschritte erklért
und aufkommende Fragen beim Lesen des Losungsbeispiels und der fokussierenden
Fragen zum Losungsbeispiel gemeinsam beantwortet haben, konnte in einigen Fil-
len auch beobachtet werden, dass die Lernenden das Losungsbeispiel lediglich tiber-
flogen und kurz ,,durchgeklickt haben, ohne dariiber zu sprechen. In diesen Féllen
wurden die Verfahren und Handlungskonzepte aus dem Losungsbeispiel nicht in der
Bearbeitung der unvollstindigen Beispiele angewendet. Womdglich aufgrund eines
fehlenden Ausgangspunkts fiir die Abbildung der Losungsschritte versuchten die
Lernenden die einzelnen Losungsschritte anhand der Losungshinweise im unvoll-
standigen Beispiel herzuleiten. Die intendierten Transferprozesse blieben hierbei
zumeist aus und es konnten wiederholt fehlerhafte Deutungen der rechnerischen
sowie insbesondere der anschaulichen Handlungskonzepte rekonstruiert werden.

Jedoch auch in den Fillen, in denen die Lernenden die einfithrenden Losungs-
beispiele eingehend gelesen und die fokussierenden Fragestellungen korrekt beant-
wortet und dabei die zentralen inhaltlichen Aspekte der Aufgabenlosung notiert
haben, konnte festgestellt werden, dass bereits der Transfer des Losungsverfahrens
auf das strukturell isomorphe erste unvollstindigen Beispiel zu Schwierigkeiten
fiihrte und der intendierte Transfer zundchst ausblieb, da keine Verbindung zum
Losungsbeispiel hergestellt wurde. Die Ursache dafiir kann in den Unterschieden
der Oberflachenmerkmale der ersten unvollstindigen Beispiele und der Losungsbei-
spiele vermutet werden. Wihrend die Losungen in den Losungsbeispielen zumeist
verschiedene Abbildungen und Visualisierungen zur Veranschaulichung, wie zum
Beispiel schematische Zeichnungen von Familien mit allen Familienmitgliedern,
enthielten, wurden diese in der Gestaltung der unvollstindigen Beispiele nicht tiber-
nommen. Der ausbleibende Transfer kann in diesen Fillen iiber die Orientierung
an den Oberflichenmerkmalen der Aufgaben begriindet werden. Dieses Phdnomen
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ist vor allem in den Bearbeitungen der zweiten Datenhebung dokumentiert, in dem
die Aufgaben in einen Sachkontext eingebunden waren, der in diesem Zusammen-
hang eine Analogiebildung zwischen den strukturellen Merkmalen der Aufgaben
erschwert. Wihrend nur in vereinzelten Bearbeitungen Schwierigkeiten bei der Ana-
logiebildung zwischen dem Losungsbeispiel und dem ersten unvollstindigen Bei-
spiel beobachtet werden konnten, treten diese in den Bearbeitungen der zweiten
unvollstindigen Beispiele deutlicher hervor, da diese zudem eine Anderung auf
Ebene des Reprisentationsobjekts oder des Sachkontexts enthielten. Dies fiihrte in
vielen Fillen dazu, dass die Lernenden Schwierigkeiten bei der Wahl der Bezugs-
grofle zur Bestimmung der Anteile hatten.

Insgesamt ist in den Bearbeitungen der unvollstdndigen Beispiele festzustellen,
dass die duBere Gestaltung der unvollstindigen Beispiele sowie Anderungen der
Darstellungen und des Sachkontexts in vielen Fillen dazu fiihren, dass die Lernen-
den keine Verbindung zum Losungsbeispiel herstellen und die Struktur der Auf-
gabenldsung nicht korrekt abbilden. Es konnen entsprechend nicht die erforderli-
chen Erfahrungsbereiche aktiviert und miteinander koordiniert werden. Dies kann
somit einerseits damit erkldrt werden, dass kein entsprechender Erfahrungsbereich
aufgebaut wurde, oder dass aufgrund unterschiedlicher Oberflichen- und Struk-
turmerkmale der Aufgaben keine Verbindung zwischen diesen hergestellt werden
kann.

Transfer zwischen Darstellungen: In vielen Féllen bestand der intendierte Trans-
fer in den dargestellten Bearbeitungen von Transferaufgaben in der Ubertragung
eines anschaulichen Verfahrens auf ein neues Représentationsobjekt. Hierbei konnte
beobachtet werden, dass ein zentrales Kriterium fiir einen erfolgreichen Transfer
auf eine neue Reprisentation die Aktivierung der Handlungskonzepte zum Umgang
mit dem neuen Reprisentationsobjekt ist. Diese hidngen im Wesentlichen davon ab,
welche GroBen sie représentieren und welche Handlungskonzepte mit diesen Repri-
sentationsobjekten verbunden sind. Dies betrifft vor allem die Bruchdarstellung in
einem Kreis oder einem Rechteck.

In den Analysen der Bearbeitungsprozesse fillt auf, dass die Schwierigkeiten
bei der Darstellung von Briichen auf die Reprisentationsobjekte Kreis und Strecke
beschrinkt sind. Die Schwierigkeiten der Lernenden dufern sich dabei bei Kreisre-
prasentationen in fehlenden Strategien zum Aufteilen des Ganzen und bei Strecken
in fehlerhaften Beziigen zwischen Teil und Ganzem. Mit Bezug auf die reprisen-
tierten GrofBen ist dabei festzustellen, dass die Einteilung eines Kreises in gleiche
Teile das Ziel hat kongruente Kreissegmente mit dem gleichen Flidcheninhalt herzu-
stellen, wihrend eine Strecke der Lange nach in gleich lange Abschnitte unterteilt
wird.
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Auch fiir die Darstellung von Briichen in einem Rechteck ist es erforderlich
das ganze Rechteck in Teile mit gleichem Flidcheninhalt zu teilen. Anders als fiir
die Darstellung in einem Kreis konnen die Lernenden bei Rechtecken jedoch auf
Handlungskonzepte aus der Behandlung von Flidcheninhalten zuriickgreifen, die in
vielen Fillen iiber das Auslegen von rechteckigen Figuren eingefiihrt werden. In
diesem Zusammenhang ist es sehr wahrscheinlich, dass das Unterteilen in gleiche
Fldchen in einem Rechteck fiir die Lernenden ein vertrautes Handlungskonzept ist.
Die Darstellung in einer Kreisrepréisentation erfolgt dagegen iiber die Unterteilung
des Vollwinkels in gleiche Teile. Dies ist fiir Briiche, deren Nenner eine Potenz
von 2 ist, iiber die Strategie des fortgesetzten Halbierens zumeist problemlos mog-
lich. Zudem sind die Darstellungen dieser ,,Alltagsbriiche” vielen Lernenden bereits
bekannt, sodass sie eine Vorstellung davon haben, wie eine Darstellung aussehen
sollte. Fiir andere Nenner, wie zum Beispiel Vielfache von 3, 5 und 7 verfiigen die
Lernenden iiber kein Handlungskonzept zum Einteilen des Ganzen. Aus diesem
Grund bleibt ihnen in vielen Fillen nichts anderes iibrig, als durch Ausprobieren
(zeichnerisch oder durch mentale Simulation) eine Einteilung herzustellen, die den
Anforderungen der Kongruenz der Teile entspricht. Dieser Prozess ist in hohem
Mafe fehleranfillig.

In den Bearbeitungen zum Reprisentationstransfer auf die Reprisentation in
einer Strecke ist festzustellen, dass die Lernenden hiufig nicht die ganze Strecke als
Ganzes betrachten, sondern die Verfahren nur auf Teile der Strecke anwenden oder
falsche Bezugsgroflen nutzen. In diesen Situationen ist zu erkennen, dass hdufig
Strukturelemente der natiirlichen Zahlen, z.B. in Form einer komponentenweisen
Betrachtung von Zihler und Nenner, iibertragen werden. Eine mogliche Erkldrung
fiir diese Fehler und Fehlerstrategien beim Transfer auf eine Strecke ist, dass das
Vorwissen der Lernenden im Umgang mit Strecken sich vor allem auf das Messen
von Léngen beschrinkt, wobei ausgezihlt wird, aus wie vielen Langeneinheiten eine
Strecke besteht. Das Konzept des Einteilens einer Strecke in gleich lange Abschnitte
ist fiir die Lernenden vermutlich in vielen Fillen neu, sodass sie eher auf vertraute
Handlungskonzepte zuriickgreifen, die Strecken in einen engen Zusammenhang mit
natiirlichen Zahlen setzen.

Es kann angenommen werden, dass die vorhandenen Handlungskonzepte fiir den
Umgang mit verschiedenen Darstellungen dazu fiihren, dass die neuen anschauli-
chen Handlungskonzepte des Teilens in gleiche Teile und Markierens einer bestimm-
ten Anzahl von Teilen sowie das Vergrobern einer Einteilung als Zusammenfassen
einer bestimmten Anzahl von Teilen zu einem neuen grofleren Teil nicht tibertragen
werden.
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Transfer zwischen Sachkontexten: Ahnlich wie beim Transfer zwischen Repri-
sentationsobjekten sind auch Sachkontexte mit bestimmten Handlungskonzepten
verbunden. Diese Handlungskonzepte haben einen weitreichenden Einfluss auf die
inhaltlichen Deutungen und Beziige, die die Lernenden wihrend der Bearbeitung
aushandeln und herstellen. Bereits in der ersten Datenerhebung mit dem inhaltlichen
Schwerpunkt der Bruchherstellung und ikonischen Darstellung von Briichen war zu
erkennen, dass selbst in Aufgaben, in denen ein moglicher Sachkontext angedeutet
wurde und die eigentlichen Darstellungen und Losungsverfahren auf einer inner-
mathematischen Ebene dargestellt wurden, die Deutungen der Lernenden beein-
flusst wurden. So reichte es aus, dass bei der Darstellung von Briichen in einem
Kreis oder einem Rechteck, die mit dem Teilen eines Kuchens oder einer Pizza
verbunden wurden, gegenstindliche Handlungskonzepte, wie Schneiden und vor
allem Wegnehmen, die Ubersetzung zwischen rechnerischen Verfahren und ikoni-
schen Veranschaulichungen dieser Handlungen beeintréchtigte und zu fehlerhaften
Schliissen der Lernenden fiihrten, sodass ein Transfer ausblieb, unvollstindig oder
fehlerhaft war.

Wesentlich deutlicher kam der Einfluss von mit einem Sachkontext verbundenen
Handlungskonzepten bei der Bestimmung und Berechnung von Anteilen beliebiger
Groflen zum Tragen. In den Bearbeitungen der Lernenden ist zu erkennen, dass ein
Transfer zwischen Sachkontexten vor allem vom Herstellen von Beziigen zwischen
zwei Situationen abhingt. Kann zu einer der beiden Sachsituationen kein Hand-
lungskonzept aktiviert werden oder ist das Handlungskonzept fehlerhaft, werden
falsche Beziige zwischen den Situationen hergestellt, was in den Bearbeitungen vor
allem in der Wahl der falschen BezugsgroBe bei der Bildung von Anteilen doku-
mentiert ist.

Hervorzuheben sind in diesem Zusammenhang die Bearbeitungen des zwei-
ten unvollstindigen Beispiels der zweiten Datenerhebung, in der ein gemeinsamer
Lohn auf zwei Jugendliche aufgeteilt werden sollte, die unterschiedlich lange gear-
beitet haben. In dieser Sachsituation sind drei unterschiedliche Groen enthalten,
die fiir eine Strukturierung der Sachsituation miteinander in Beziehung gesetzt wer-
den miissen: Die zwei Jugendlichen, der Lohn als Geldbetrag und die Anzahlen an
geleisteten Arbeitsstunden. Ohne ein hinreichendes Verstindnis des Sachkontexts
wurde von vielen Lernenden nicht erkannt, dass der Geldbetrag gemi8 der Summe
der Arbeitsstunden aufgeteilt werden musste, um gerecht auf die zwei Jugendlichen
aufgeteilt werden zu konnen. Hierzu ist es jedoch notwendig zu wissen, dass Lohn
im allgemeinen in Einheiten fiir eine geleistete Arbeitsstunde ausgezahlt wird. Es
konnte beobachtet werden, dass dieses Konzept vielen Lernenden nicht vertraut war
und so zu Schwierigkeiten bei der Strukturierung der Sachsituation, der Analogie-
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bildung zum Losungsbeispiel und letztendlich zum Ausbleiben des Transfers fithren
konnte.

Ahnliche Beobachtungen konnten auch in der Transferaufgabe zur Fahrradkon-
trolle dokumentiert werden. Hier zeigte sich jedoch weniger der Einfluss der Hand-
lungskonzepte des Sachkontexts als Schwierigkeit, sondern vielmehr die Mehr-
schrittigkeit des Losungsweges als unvertrautes Handlungskonzept. Aus einem vor-
gegebenen Anteil, sollte auf einen anderen Anteil geschlossen werden. Dazu war
es notwendig von dem vorgegeben Anteil zunichst auf einen Teil zu schlieen, um
das Ganze oder den gesuchten Anteil berechnen zu kénnen. Diese Mehrschrittigkeit
des Losungswegs war fiir viele Lernende neu und fiihrte zu Schwierigkeiten und
fehlerhaften Losungen.

Die Analysen der Bearbeitungsprozesse deuten darauf hin, dass neben den Hand-
lungskonzepten, die mit einem Sachkontext verbunden werden, auch die Aufga-
benstruktur bzw. die Struktur eines Losungswegs ein Handlungskonzept darstellt,
das sofern es fiir die Lernenden neu ist, zunédchst erschlossen werden muss, bevor
bekannte Verfahren iibertragen und angewendet werden konnen.
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