
5 
Der Satz von 
Godel 
Grenzen der Logik 

I n den friihen 30er Jahren versuchte Kurt Godel, ein osterreichischer 
Mathematiker, zu zeigen, daB der Pdidikatenkalkiil (vgl. Kapite158) 

"vollstandig" ist-namlich, daB man (zurnindestprinzipiell) automatisch 
einen Beweis fur jede wahre Formel, die in diesem Kalkiil ausgedruckt 
wird, erhalten kann. Sein MiBerfolg hierbei wurde durch die Entdeckung 
gekront, daB die Losung der Aufgabe unmoglich ist: Bestimmte formale 
Systeme einschlieBlich der Arithrnetik sind in diesem Sinn unvollstandig. 
Diese Entdeckung brachte die Welt der Mathematik ins Wanken. 

Als Teil des von David Hilbert urn die Jahrhundertwende aufgestell
ten Programms fur die Mathematik hatte man erwartet, daB sich die 
gesamte Mathematik als vollstandig erweisen wurde, wenn sie in einem 
System wie dem Pradikatenkalkiil in geeigneter Weise formalisiert wUr
de. Godel entdeckte aber, daB nicht einrnal die Arithrnetik vollstandig ist. 
Sein inzwischen beriihrnter Satz besagt, daB es in jedem widerspruchs
freien, logisch formalen System, das die Arithrnetikenthalt, wahre Aussa
gen gibt, die nicht bewiesen werden konnen - Aussagen, deren Wahrheit 
wir mit anderen Mitteln feststellen konnen, aber mit keinem formalen, 
stufenweisen EntscheidungsprozeB. 

Seit Hilberts Zeiten hatte eine Reihe von Forschern auf verschiedene 
Weisen versucht, derartige Entscheidungsprozesse zu formulieren. Sie 
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iibernahmen bestimmte Axiome und eine Reihe von Formalismen zur 
Manipulation der Axiome nach bestimmten Regeln, urn neue Aussagen 
zu erhalten, die - unter Voraussetzung der Wahrheit der Axiome - selbst 
wahr sind. Ein derartiges System war die Theorie rekursiver Funktionen, 
an deren Entwicklung Codel beteiligt war. Rekursive Funktionen kom
men einer weiteren Beschreibung dessen gleich, was Berechnung bedeu
tet (vgl. KapiteI66). 

Der Kern des Codelschen Verfahrens beruht darauf, den Pradikaten
kalkiil als Sprache zu betrachten und jede mogliche Aussage in ihr mittels 
eines speziellen nurnerischen Codes zu verschliisseln, der als GOdel-Num
mer bezeichnet wird. Kurz gesagt, besteht der Vorgang aus drei Schritten: 

• Stelle Axiome fUr den Pradikatenkalkiil sowie die Ableitungsregeln 
auf, nach denen man neue Formeln aus alten erhalt. 

• Stelle Axiome fUr die Standard-Arithmetik in der Sprache des Pradi
katenkalkiils auf. 

• Definiere eine Numerierung fUr jede Formel oder Folge von Formeln 
in dem sich ergebenden formalen System. 

Wenn man die leicht zu lesende implikative Sprache benutzt, kann 
man die Axiome des Pradikatenkalkiils folgendermaBen auflisten: 

1. 'VYi (F ~ (G ~ F )) 
2. 'VYi «F ~ (G ~ H )) ~ «F ~ G) ~ (F ~ H))) 
3. 'VYi «..., F ~..., G) ~ «..., F ~ G) ~ F )) 
4. 'VYi ('Vx (F ..-+ G) ~ (F ~ 'VxG )), vorausgesetzt, daB F keine 

freien Vorkommen von x enthalt 
5. 'VYi «F ~ G) ~ ('Vyl ~ 'VYiG )) 
6. 'VYi ('Vx F (x) ~ F (y)), vorausgesetzt, daB Y nicht quantifiziert 

ist, wenn es substituiert wird 

Wenn man die hier benutzte Schreibweise erst einmal verstanden hat, 
kommen einem die Axiome ziemlich selbstverstandlich als genau das 
vor, worauf man eine Theorie mathematischer Ableitung griinden sollte. 

Unter Symbolen wie F, G und H versteht man "Formeln"; 'VYi bedeutet 
eine beliebige Folge von Variablen wie Yl, Y2I ... , Yk, die alle universell 
quantifiziert sind; man liest diese symbolische Schreibweise als "fiir alle 
Y/' oder "fUr alle Yl' Y2I ... , Yk ". Das Symbol ~ steht fUr die Implikation 
und das Symbol..., fiir die Negation. 

Die verschiedenen, in den obigen Axiomen auftretenden Formeln 
konnen, aber miissen nicht, die Variablen enthalten, die auBerhalb von 
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ihnen quantifiziert werden, jedoch kann Axiom 4 nur dann angewandt 
werden, wenn die Variable x, falls sie in F auf tritt, innerhalb von F 
quantifiziert wird. Axiom 6 kann nicht angewandt werden, es sei denn, 
ywird nicht innerhalb F(y) quantifiziert (die Forme!, die man erhalt, wenn 
man alle freien Vorkommen von x in F durch y ersetzt). 

Die Axiome selbst kann man nun leicht verstehen. Zum Beispiel kann 
man Axiom llesen als: "Fur alle moglichen Werte ihrer freien Variablen 
gilt: wenn F wahr ist, dann G ~ F". Mit anderen Worten: Eine wahre 
Formel wird von jeder Formel impliziert. Axiom 2 besagt, daB die Impli
kation auch bezuglich sich selbst distributiv ist. Und Axiom 3 druckt aus, 
daB nicht wahr sein kann, wenn sowohl-, Gals auch G von -, F impliziert 
werden, mit anderen Worten, F muB wahr sein. Ais letztes Beispiel besagt 
Axiom 4: "Fur alle moglichen Werte ihrer freien Variablen (wie immer) 
gilt: Wenn F ~ G fur alle x und wenn x kein freies Vor kommen in F 
besitzt, dannF ~ VxG". 

Zu den oben genannten Axiomen muB noch eine Inferenzregel (Ab
leitungsregel) wie die folgende hinzugefugt werden: 

Wenn Fund F ~ G, dann G. 

Man beachte, daB diese Regel in gewissem Sinn nicht auf derselben Ebene 
liegt wie die Axiome: Sie soll besagen, daB jedesmal, wenn wir eine 
Ableitung - im wesentlichen eine Folge von Formeln - durchfiihren und 
feststellen, daB die Formeln Fund F ~ G beide als fruhere Glieder der 
Folge vorkommen, so konnen wir G zu der Folge hinzufiigen. 

Unter "Standard-Arithmetik" versteht man nichts anderes als die 
Peano-Postulate fur naturliche Zahlen, namlich 

1. Vx -,(0 = sx) 
2. Vx,y (sx = sy) ~ (x = y) 
3. Vx x + 0 = x 
4. Vx,y x + sy = s(x + y) 
5. Vx,y xxsy=xxy+x 
6. Vx xx 0 = 0 

Hier bedeutet s die Nachfolgerfunktion, die fur jede naturliche Zahl x 
ihren Nachfolger x + 1 angibt. Infolgedessen bringen die Postulate 1 bzw. 
2 zum Ausdruck, daB 

• Null nicht der Nachfolger einer naturlichen Zahl ist; 
• wenn die Nachfolger gleich sind, dann sind es auch die Zahlen selbst. 
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Die restlichen Postulate sind ebenfalls leicht verstandlich. Alle sechs 
Postulate werfen jedoch die Frage auf, was wir unter Gleichheit verste
hen. Genau diese Bedeutung ist in drei weiteren Postulaten verankert: 

7. \:;Ix X=X 

8. \:;Ix, y, z (x = y) ~ «x = z) ~ (y = z)) 
9. \:;Ix,y (x = y) ~ (A(x,x) ~ A(x,y)) 

wobei A jede Formel mit zwei freien Variablen sein kann. 
Entsprechend der speziellen Inferenzregel bei den Axiomen des Pra

dikatenkalkiils fUgen wir hier eine Induktionsregel hinzu: 

(P(O) & \:;Ix(P(x) ~ P(sx))) ~ \:;IxP(x) 

Diese Formel is t nichts anderes als eine Verschlusselung der wohlbekann
ten Induktionsregel: Wenn ein Pradikat P fUr die Zahl 0 wahr ist und 
wenn, falls P fur eine Zahl x wahr ist, P auch fUr den Nachfolger von x 
wahr ist, dann ist P fur alle moglichen Zahlen x wahr. 

Die insgesamt 15 oben genannten Axiome und zwei Regeln sind 
gemeinsam machtig genug, urn uns ein formales System fur die Arithme
tik zu liefem, in dem so viele Vorstellungen ausgedruckt und bewiesen 
werden konnen, daB man von vornherein versucht ist anzunehmen, daB 
jede arithmetische Wahrheit in diesem System nicht nur ausgedruckt, 
sondem auch in ihm bewiesen werden kann. 

Nach Aufstellung dieser Axiome fuhr Godel mit dem dritten Schritt 
seines Beweises fort, namlich jeder in dem gerade definierten System 
vorstellbaren Formel eine eindeutige Zahl zuzuordnen. Er erreichte dies, 
indem er jedem der folgenden Grundsymbole eine naturliche Zahl zu
ordnete: 

Symbol Codenummer Symbol Codenummer 

0 1 x 9 
s 2 1 10 
+ 3 -, 11 
x 4 & 12 
= 5 3 13 
( 6 \:;I 14 
) 7 ~ 15 

8 
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Wenn nun innerhalb unseres fonnalen Systems ein Axiom oder eine 
Formel gegeben ist, dann ist es einfach, die Formel von links nach rechts 
durchzugehen und jedes ihrer Symbole durch eine Primzahl zu ersetzen, 
die in diejenige Potenz erhoben wird, die der Codenurnmer dieses Sym
bols entspricht. Die Primzahlen, die hierfUr benutzt werden, sind die 
aufeinanderfolgenden Primzahlen 2,3,5,7, 11, .... Ais Beispiel fUr diese 
Prozedur besitzt Axiom 4 der Standard-Arithmetik folgende Godel
Nurnmer: 

Die Zahl erhalt man, indem man den gegebenen Ausdruck Symbol fur 
Symbol durchgeht und in die entsprechende Primzahlpotenz umwan
delt. Auf diese Weise erhalt x, das erste Symbol, die Codenummer 9, so 
daB 2, die erste Primzahl, in die neunte Potenz erhoben wird. Das nachste 
Symbol, I, wird zu 310, da 3 die nachste Primzahl und 10 die Codenurnmer 
fUr das Symbol 1 ist. 

Es ist zu beachten, daB das Axiom so abgeandert wurde, daB es auf 
unsere obige Verwendung einer speziellen Schreibweise fiir Variablen 
angepaBt ist, namlich die Verwendung einer Art unitaren Codes (der aus 
aufeinanderfolgenden Einsen besteht), urn ein Indizierungssystem fUr 
das Symbol x zu erhalten. Xl und Xu konnen, mit anderen Worten, als 
vollkommen allgemeine Namen wie X und y in Axiom 4 der Arithmetik 
betrachtet werden. 

An dem obigen Beispiel kann man erkennen, daB Godel-Nummern 
riesig werden. Trotzdem sind sie berechenbar, und es ist moglich, fUr jede 
beliebige ganze Zahl den Ausdruck zu berechnen, den sie (wenn uber
haupt) darstellt, indem man ihre samtlichen Primfaktoren bestimmt und 
sie als Potenzen in der Reihenfolge ansteigender Primzahlen zusammen
faBt. 

Wir sind nun in der Lage, uns dem Kern des Godelschen Satzes 
zuwenden zu konnen, indem wir das folgende Pradikat betrachten: 

Beweis(x, y, z) 

Rier ist Beweis(x, y, z) ein Pradikat, das folgendermaBen interpretiert 
wird: "X ist Godel-Nummer eines Beweises X einer Formel Y (mit einer 
freien Variablen und der Godel-Nummer y), in welche die ganze Zahl z 
substituiert wurde". Den "Beweis X", auf den hier Bezug genommen 
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wird, kann man selbst als Formel betrachten, um ihm eine Godel-Num
mer zuzuweisen. 

Es ist zu beachten, daB die Grundsymbole, denen Codenummem 
zugeordnet wurden, kein Pradikatensymbol "Beweis" oder irgendein 
anderes Pradikatensymbol auBer Gleichheit (=) enthalten. "Beweis(x, y, 
z)" ist nichts anderes als unsere eigene KurzschriJt fUr einen enorm langen 
Ausdruck mit drei freien Variablen x, y und z - oder, in Godels Schreib
weise, Xl' Xu und x111• Dieser Ausdruck umfaBt eine Reihe von Prozedu
ren, z.B. die folgenden: 

1. Gegeben sei eine ganze Zahl; erzeuge die Zeichenkette, dessen 
Godel-Nummer sie ist. 

2. Gegeben sei eine Zeichenkette; priife, ob sie eine Formel ist. 
3. Gegeben sei eine Folge von Formeln; priife, ob sie ein Beweis fUr 

die letzte Formel in der Folge ist. 

Diese Prozeduren sind samtlich berechenbar und, wie Godel zeigte, 
selbst auf Formeln innerhalb des oben definierten formalen Systems 
reduzierbar. Bevor wir zeigen, wie dieses Pradikat im Satz von Godel 
benutzt wird, ist noch eine kleine Einzelheit zu klaren. Wir miissen 
namlich festlegen, was eine "Formel" eigentlich ist: Die in der obigen 
Prozedur 2 enthaltene Definition lauft auf eine induktive Definition eines 
richtig gebildeten arithmetischen Ausdrucks hinaus und die Art und 
Weise, in welcher derartige Ausdriicke auf zulassige Weise mit den 
logischen Verkniipfungen & und ~ kombiniert und mittels 3 und 'if 
quantifiziert werden konnen. Zum Beispiel ist 3xl (Xll(X) = X111(x» eine 
Formel, 1X)3xll-,=» jedoch nicht. 

Wir konnen nun eine sehr spezielle Anwendung des zur Debatte 
stehenden Pradikats betrachten. Angenommen, der Formel Y wird ihre 
eigene Godel-Nummer zugeordnet, und wirvemeinen die Existenz eines 
Beweises innerhalb des formalen Systems der sich ergebenden Formel: 

-axBeweis(x, y, y) 

In Worte gefaBt, besagt die Formel Beweis(x, y, y) folgendes: fIX ist die 
Godel-Nummer eines Beweises der Formel, die man erhalt, wenn man 
ihre eigene Godel-Nummer fUr ihre einzige freie Variable substituiert." 
Schreibt man.-ax davor, ist dies folglich die Vemeinung der Existenz 
eines derartigen Beweises. 

Nun besitzt jedes derartige Pradikat, das in unserem formalen System 
ausgedriickt werden kann, eine Godel-Nummer, und es ist amiisant, die 
Karikatur in Abbildung 5.1 zu betrachten. 
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Zunachst sehen wir den Ausdruck -,3xBeweis(x, y, y) mit einer freien 
Variablen, der Anstalten macht, y zu verspeisen. Seine eigene Godel
Nummer ist mit g bezeichnet. Danach wird der Figur ihre eigene Godel
Nummer zum Verspeisen gegeben, und nachdem sie diese zu sich ge
nommen hat, wird die Figur in ein Pradikat ohne freie Variable transfor
miert - und damit ohne Mund. Natiirlich besitzt selbst die sich ergebende 
Formel eine Godel-Nummer: g'. 

Satz von Godel: -,3xBeweis(x, g, g) ist in dem formalen arithmeti
schen System wahr, aber nicht beweisbar. 

Der Beweis dieses Satzes benotigt nur einige wenige Zeilen: 
Angenommen, -,3xBeweis(x, g, g) sei in dem System beweisbar, und 
p sei die Godel-Nummer seines Beweises P. Dann gilt, daB 

Beweis(p, g, g) 

wahr ist, da P ein Beweis von Gist, wobei g fur seine einzige freie 
Variable substituiert ist. Beweis(p, g, g) steht aber im Widerspruch zu 
-,3xBeweis(x, g, g) mit der Folgerung, daB kein derartiger Beweis P 
existiert. 
Die Formel-,3xBeweis(x, g, g) ist mit Sicherheit wahr, da wir gerade 
die Behauptung bewiesen haben, die sie von sich selbst macht -
namlich, daB sie keinen Beweis besitzt! 

Abbildung 5.1 Eine bestimmte Formel verspeist ihre eigene Godel-Nummer 
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Einen derartigen Beweis, bei dem einem Pradikat mit zwei Variablen 
beiden seiner Argumente derselbe Wert gegeben wird, nennt man einen 
Beweis durch DiagonalschlufJ, und er wird haufig in der Theorie unendli
cher Mengen und in der mathematischen Logik eingesetzt. Cantor war 
der erste, der diese SchluBweise einsetzte, urn zu beweisen, daB die 
reellen Zahlen nicht abzahlbar sind. 

Gibt es wahre Aussagen, die Mathematiker zur Zeit zu beweisen 
versuchen, fur die es aber nie gelingen wird? Wie steht es mit der 
Goldbachschen Vermutung, die besagt, daB jede gerade Zahl die Summe 
zweier Primzahlen ist? Mit Sicherheit hat bis jetzt niemand diese Behaup
tung bewiesen, aber die meisten Mathematiker glauben, daB sie wahr ist. 

Die Bemiihungen, die Mathematik mit einem Mechanismus zu forma
lisieren, fuhrte zur Entdeckung eines grundlegenden und tiefgreifenden 
Problems in der Mathematik selbst. Seine Entdeckung sollte einige Jahre 
spater zu einer Par allele fuhren, als der Versuch, "effektive Prozeduren" 
zu formalisieren, zu einer grundlegenden Unzulanglichkeit bei Compu
tern fiihrte. Es gibt einige Aufgaben, die fur Computer (vgl. Kapite159) 
genauso unmoglich sind wie fur Mathematiker. 

Aufgaben 

1. Errnitteln Sie die Godel-Nummem der ganzen Zahlen 0, 1,2 und 3. 

2. 1st es moglich, daB zwei unterschiedliche Ausdriicke dieselbe Godel-Nummer 
besitzen? Falls ja, geben Sie ein Beispiel an. Falls nein, erkHiren Sie die Unmoglich
keit. 

3. Worin besteht der Unterschied zwischen unserem Beweis des Godelschen Satzes 
und einem Beweis in dem formalen arithmetischen System? Kann unser Beweis 
jemals als Beweis in diesem System ausgedriickt werden? 
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