Kapitel 5: Lageparameter

In diesem Kapitel wird damit begonnen, die Hiufigkeitsverteilung
von Daten mit Hilfe von Kennzahlen, sog. Parametern, zu be-
schreiben und zusammenzufassen.

Definition: Parameter oder Kennwerte einer Hiufigkeitsver-
teilung sind Kenngréen, mit deren Hilfe die Verteilung z.T.
oder vollstidndig rekonstruiert werden kann.

Die Parameter, die in diesem Kapitel beschrieben werden, beschif-
tigen sich mit der Lage der Verteilung eines Merkmals. Durch die
moglichen Ausprigungen des Merkmals ist ja eine Skala vorgege-
ben: Z.B. kann eine Fragebogen - Frage mit einer Zahl von 1 bis 7
beantwortet werden, oder das erhobene Einkommen kann von 0
bis zu ein paar Millionen gehen. Die Lageparameter geben Aus-
kunft dariiber, an welcher Stelle dieser moglichen Bandbreite der
Skala sich etwa die ,Mitte* bzw. der ,,Schwerpunkt* der Vertei-
lung befindet. Je nach Skalenniveau und nach Fragestellung gibt es
unterschiedliche Lageparameter. Die wichtigsten sind der Modus
oder Modalwert, der Median oder Zentralwert und das arithmeti-
sche Mittel bzw. Mittelwert. Die Daten, die im folgenden verwen-
det werden, stammen wieder aus dem Datensatz des ALLBUS von
1994 und stellen somit die Verteilungen wichtiger soziodemografi-
scher Merkmale in der Bevolkerung Deutschlands dar, da alle
Ergebnisse dieser Daten auch verallgemeinert werden konnen, wie
in den spiteren Kapiteln (9 und ff.) gezeigt werden wird.
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5.1 Der Modus

Definition: Der Modus oder Modalwert D einer kategorialen
Haufigkeitsverteilung ist der Wert der haufigsten Merkmalsaus-
pragung. Sind mehrere Auspriagungen gleich héufig, so gibt es
mehrere Modalwerte.

Damit ist der Modalwert nur definiert fiir kategoriale Variablen.
Will man den Modus einer intervallskalierten Variablen berech-
nen, muss man sie vorher in Messklassen einteilen, so dass sie
kategorial wird. Als Beispiel folgt die Verteilung der Religionszu-
gehorigkeit in GroBstadten und lidndlichen Gebieten (V321 in
ALLBUS 94):

Tabelle 5.1: Religionszugehorigkeit in ldandlichen Gebieten und
Grofistidten

Lindliche Gebiete (< 20000 Ew.) f(X) % (X)
romisch-katholisch 418 35,5
evangelisch ohne Freikirche 439 37,2
evangelische Freikirchen 22 1,9
andere christliche Religionen 11 0,9
andere nicht-christl. Religionen 3 0,3
keine Religionsgemeinschaft 286 24,3
Total 1179 100,0

GroBstiddte (> 500000 Ew.) f(X) % (X)
romisch-katholisch 313 26,1
evangelisch ohne Freikirche 391 32,6
evangelische Freikirchen 27 2,3
andere christliche Religionen 26 2,2
andere nicht-christl. Religionen 33 2,8
keine Religionsgemeinschaft 409 34,1
Total 1199 100,0
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Damit ergibt sich im ersten Fall mit den Héufigkeiten 418, 439,
22, 11, 3, 286 als hiufigster Wert der Modalwert ,,Evangelisch
ohne Freikirche* (439 Fille); im zweiten Fall mit 313, 391, 27, 26,
33, 409 ist der Modalwert ,keine Religionsgemeinschaft™ (409
Fille). In ldndlichen Gebieten ist die evangelische Landeskirche
die héufigste Art der Religionsausiibung, wihrend in den Grof3-
stadten die hédufigste Art mittlerweile darin besteht, keiner Kir-
chengemeinschaft mehr anzugehtren. Der Modus ist, wie man an
diesem Beispiel sieht, dann besonders zur Beschreibung geeignet,
wenn es sich um Daten mit Nominalskalenniveau handelt, die
nicht geordnet werden konnen.

Wenn der Modalwert von Messwertklassen gebildet wird, d.h.
von einer eigentlich intervallskalierten Variable, ist er von der
Messklasseneinteilung abhéngig. Sei die gruppierte Altersvertei-
lung gegeben durch die zwei folgenden Einteilungen in 10- oder
15- Jahresgruppen (V247 in ALLBUS 94).

Tabelle 5.2: Altersverteilung in zwei verschiedenen Messklassen

10-Jahres-Altersklassen f(X) %0(X)
18-27 576 16,7
28-37 702 20,3
38-47 634 18,4
48-57 603 17,5
58-67 515 14,9
68-77 287 8,3

iiber 77 129 3,7

Total 3446 100,0
15-Jahres-Altersklassen f(X) %0(X)
18-32 936 27,2
33-47 976 28,3
48-62 883 25,6
63-77 522 15,1

iiber 77 129 3,7

Total 3446 100,0
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Damit wire der Modus fiir die 10-Jahresklasseneinteilung die
Klasse von 28 — 37 Jahren, aber fiir die 15-Jahresklasseneinteilung
die Klasse von 33 — 47 Jahren. Man kdme deshalb fiir die erste
Klasse zu dem Schluss, dass die grof3te Altersgruppe der Befragten
die zwischen 28 und 37 Jahren ist, und fiir die zweite zu dem
Schluss, dass es die Gruppe zwischen 33 und 47 Jahren ist, zwei
Intervalle, die sich nur wenig iiberschneiden. Das Beispiel zeigt,
dass der Modus bei gruppierten intervallskalierten Daten nur mit
Vorsicht angewendet werden sollte.

5.2 Der Median

Der Median gibt an, welche Merkmalsauspriagung der mittlere Fall
hat, d.h., er gibt die Ausprigung an, bis zu der 50% aller Fille
liegen. Seien z.B. 7 Fille mit den Werten 1, 3, 3, 5, 6, 12, 28 ge-
geben. Dann ist 5 der Wert des Falls in der Mitte.

Definition: Der Median oder Zentralwert ( X , 7) eines Merk-
mals ist die Ausprigung des Falls in der Mitte der der Grofe
nach (man sagt auch: nach Rangplitzen) geordneten Fille. Bei
einer geraden Anzahl wird die Ausprigung der beiden in der
Mitte liegenden Fille gemittelt.

Offenbar ist der Median nur fiir Daten definiert, die mindestens
Ordinalskalenniveau haben. Ein einschlédgiges Beispiel ist deshalb
die Schulbildung. Folgende Daten liegen fiir Personen iiber 50
Jahre vor (V12 in ALLBUS 94):

Tabelle 5.3: Allgemeiner Schulabschluss mit Alter >= 50

Code f(X) %(X)
kein Abschluss 1 47 3,3
Hauptschulabschluss 2 987 68,4
mittlere Reife, Realschulab. 3 234 16,2
Fachhochschulreife 4 41 2,8
Abitur, Hochschulreife 5 134 9.3
Total 1443 100,0
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Die Ordnungsrelation bei der Schulbildung ist klar: die ,,h6heren®
Abschliisse schlieBen die jeweils darunter liegenden ein. Wenn
man alle 1443 Fille der GroBe nach ordnet, bekommt man folgen-
de Reihe der vercodeten Werte:
1,1, ..(47-mal)..., 1, 2, 2, ...(987-mal)..., 2, 3, 3, ... (234-mal)..., 3,
4,4, ..(41-mal)...4, 5,5, ...(134-mal) ... ,5.
Die Mitte von 1443 ist genau der 722. Fall. Dieser Fall hat offen-
bar die Ausprigung 2. Der Median dieser Daten ist deshalb 2: X =
2. Die ersten 50%, d.h. die erste Hilfte aller Fille hat eine Auspré-
gung <= 2, d.h. Hauptschulabschluss. In Worten ausgedriickt:
Mindestens die Halfte der tiber 50-Jahrigen Befragten verfiigt nur
iiber einen Hauptschulabschluss.

Zum Vergleich die gleiche Tabelle fiir die unter 50-Jahrigen:

Tabelle 5.4 Allgemeiner Schulabschluss mit Alter < 50

Code f(X) %(X)
kein Abschluss 1 27 1,4
Hauptschulabschluss 2 660 33,9
mittlere Reife, Realschulab. 3 783 40,2
Fachhochschulreife 4 122 6,3
Abitur, Hochschulreife 5 356 18,3
Total 1948 100,0

Einen mittleren Fall bei diesen 1948 Fillen gibt es nicht, weil das
eine gerade Anzahl von Fillen ist. Die beiden mittleren Fille ha-
ben die Nummern 974 und 975. Wenn man wieder alle Fille der
GroBe nach ordnet, so wie sie ja auch schon der Tabelle stehen, so
sieht man, dass alle Fille von Fall 688 bis zum Fall 1471 die Aus-
pragung 3 haben, d.h. auch die beiden mittleren Fille. Das Mittel
dieser beiden Fille ist dann ebenfalls:

B3+3)/2=3

Deshalb ist der Median dieser Daten 3: X =3 (Realschule). Die
(obere) Hilfte der unter 50-Jdhrigen Befragten besitzt mindestens
einen Realschulabschluss. Man sieht an dieser Verdnderung des
Medians, dass die Steigerung der Bildungsabschliisse eine wesent-
liche Verdnderung der letzten 20 Jahre ausmacht.



69

Die Eigenschaft, dass der Median die geordneten Daten in der
Mitte teilt, kann man benutzen, um ihn auch auf grafische Weise
zu ermitteln. Man zeichnet die kumulierte Haufigkeitsverteilung
auf, und in diese kumulierte Verteilung bei 0,5 = 50% eine waage-
rechte Linie.
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Abbildung 5.1: kumulierte Verteilung der Schulabschliisse der unter 50-Jahrigen

Die Linie schneidet die kumulierte Kurve in dem Abschnitt, in
dem diese den Wert 3 = Realschulabschluss hat (auf der X-Achse
steht eine kategoriale Einteilung, nur diskrete Werte!). Offenbar
braucht man eine Mittelung von zwei mittleren Werten bei geraden

Fallzahlen nur vorzunehmen, wenn diese Linie die kumulierte

Kurve gerade an einem Knick schneidet.

Es gibt eine Reihe von Begriffen, die iiber den Median defi-

niert sind, z.B.:

- die Halbwertszeit eines Stoffes, etwa des radioaktiven Atom-
miills, ist der Median der Lebensdauerverteilung dieses Stof-
fes

- die letale Dosis eines Gifts ist die Dosis, bei der 50% aller
Versuchstiere sterben
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- die Wahrnehmungsschwelle eines Reizes ist die Reizstirke,
bei der 50% aller Versuchspersonen diesen Reiz wahrnehmen.

Eigenschaften des Medians:
1. Der Median ist nur fiir mindestens ordinalskalierte Daten ge-
eignet.
2. Der Median ist unempfindlich gegeniiber sog. Ausreillern,
d.h. erhobenen Daten, die nicht in die Haufigkeitsverteilung
aller anderen Fille passen. Angenommen, in den obigen Tabel-
len wire aus Versehen ein Datenwert falsch eingetippt, so dass
aus einer 3 fiir Realschule eine 333 geworden ist. Das hitte die
Median-Berechnung nicht verédndert, es wire derselbe Median
errechnet worden. Man sagt in diesem Fall, der Median sei ro-
bust gegeniiber Ausreifsern.
3. Der Median ist das Minimum der Funktion der Summe der
»Abstinde* aller Werte zu einem beliebigen Wert a, wobei der
Abstand gemessen wird als Betrag der Differenz:

n n

z Ix;—al 2 Z Ixi—)z | fiir alle a,

i=1 i=1
d.h. er ist der Wert, der den kleinsten ,,Abstand* zu allen ande-
ren Werten gleichzeitig hat (Beweis Schlittgen 1986: 117).

Exkurs:

Der Absolutbetrag | ... | eines mathematischen Ausdruck ist sein
Wert ohne Vorzeichen, d.h. immer positiv. Der Absolutbetrag
der Differenz zweier Zahlen stellt ihren Abstand dar. Beispiel:
[5-71=17-51=2.

Exkurs: Berechnung des Medians bei gruppierten Daten

Wenn nur gruppierte intervallskalierte Daten vorliegen, muss
man den Median aus der Messwertklasse schitzen, in der der
mittlere Wert liegt. Er ist dann die Summe aus der Klassenun-
tergrenze und dem Teil des Intervalls der Messwertklasse, der
dem mittleren Wert entspricht.




71

Die Berechnung des Medians bei gruppierten Daten verlduft
wie folgt:

Exakte Untergrenze der Messwertklasse, in der der mittlere Fall
liegt, plus der, dem mittleren Fall entsprechende Teil der Breite
dieser Klasse.

Beispiel: Einkommensverteilung in 3 Klassen (Tabelle S. 42
unten). Der mittlere Wert ist der 10,5te (gerade Anzahl Fille!).
Die zugehorige Messwertklasse ist die von 1500-3000 Jahre
und hat eine Breite von 32 Jahren. In diesem Intervall liegen 9
Fille, der 10,5. Fall insgesamt ist davon der 2,5te in diesem In-
tervall, weil 8 Fille schon im ersten Intervall liegen. D.h., die
Linge des Teils des Intervalls bis zu dem ,Median*“-Fall ist
2,5/9. Der Median aus den gruppierten Daten ergibt sich des-
halb zu

1500 + (3000-1500) - 2,5/9 =1500 + 416,67 = 1916,67.

5.3 Der Mittelwert

Der bekannteste und wichtigste Lageparameter ist der Mittelwert.
Er bildet das ab, was man gemeinhin als ,,.Durchschnitt” oder
,Gleichgewicht* aus einer Menge von Daten empfindet. Ein Bei-
spiel: die Sehbeteiligung bei einer wochentlich ausgestrahlten
Sendung sei in 4 Wochen: 1 Mio, 1 Mio, 1 Mio, 3 Mio, dann ist
der wochentlicher Durchschnitt: 1,5 Mio.

Definition: Der Mittelwert oder das arithmetische Mittel eines
Merkmals X wird wie folgt gebildet. Sei N = Anzahl der Fille
und Xx; die Ausprigung des i-ten Falls. Dann ist

1N
X=Ni:z1xi

Als Beispiel soll mit einer Mittelwert-Berechnung die Frage ge-
klart werden, ob Frauen oder Ménner dem Zusammenleben ohne
Trauschein mehr zustimmen. Es sei also die Frage gestellt: ,,Stim-
men Sie der Behauptung zu: es ist in Ordnung, dass ein Paar zu-
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sammenlebt, ohne zu heiraten?* Die Antwort-Skala sei eine 7-er
Skala. Sie gilt mit ihrer dquidistanten 7-Schritt-Einteilung als in-
tervallskaliert, so dass man mit den Antwort-Zahlen alle mathema-
tischen Operationen ausfithren kann. Gegeben sei die folgende
fiktive Haufigkeitstabelle von Antworten:

Tabelle 5.5: Haufigkeitsverteilung (7er-Skala)

Zusammenleben ohne Trau-| Code Minner | Frauen
schein?

Lehne vollig ab 1 0 0
Lehne ab 2 1 0
Lehne ein wenig ab 3 1 1
Weder noch 4 3 3
Stimme ein wenig zu 5 5 6
Stimme zu 6 6 6
Stimme vollig zu 7 4 5
Summe 20 21
Mittelwert 5,3 5,52
Mittelwert Ménner:

(24+3+44+4444+5+5+5+5+5+6+6+6+6+6+6+7+7+7+7)/20 = 5,3
Mittelwert Frauen:
(B+4+44445+5+5+5+5+5+6+6+6+6+6+6+7+T+7+7+7)/21 = 5,52
Offenbar stimmen die Frauen dem nicht verheirateten Zusammen-
leben mehr zu als die Minner. Wie man sieht, kommt hier als
Ergebnis eine Zahl heraus, die in den Auspriagungen des Merkmals
in den Rohdaten gar nicht vorhanden war, nimlich eine Zahl zwi-
schen 5 und 6. Das ist moglich wegen der Annahme des Intervall-
skalenniveaus der Antwort-Skala. Diese Annahme bedeutet, dass
das Merkmal ,,Zustimmung zum Zusammenleben® sich im Prinzip
beliebig genau messen lésst.

Die Summen lassen sich aber auch anders berechnen, indem
man direkt die Spalten aus der Tabelle verwendet:
Mittelwert Ménner: (1-0 +2-1 +3-1 +4-3 + 55+ 6:6 + 7-4)/20
Damit erhilt man die Formel zur Berechnung des Mittelwerts aus
der Hiaufigkeitstabelle (X; = Auspriagung der i-ten Gruppe):
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=N ZXf ZX,p

Man beachte hier W1rd uber die Ausprdagungen grof3 X; des Merk-
mals X summiert, nur bis k (Anzahl der Ausprigungen); klein x
sind dagegen die n Fille.

Hat man nur gruppierte Daten vorliegen, kennt also nur die
Haufigkeitsverteilung von zu Messwertklassen zusammengefass-
ten Daten, so muss man den Mittelwert iiber eine solche Summie-
rung der letzten Art schitzen, indem man die Klassenmitten als
Schitzwerte fiir die jeweiligen X;, die Ausprigungen, nimmt. Als
Beispiel wird das Durchschnittsalter aus der obigen 15-
Jahresklassen-Einteilung der Altersverteilung (Tabelle 5.2 unten,
Mitte der Klasse ,,18 bis 32 ist (184+32)/2 = 25, usf.) berechnet:

=(936- 25 + 976- 40 + 883- 55 + 522 - 70 + 129 - 85) / 3446
= (23400 + 39040 + 48565 + 36540 + 10965)/ 3446
=158510/3446 = 45,9

Das ist eine ganz gute Schitzung, denn der ,,wahre®, d.h. mit den
nicht gruppierten Rohdaten berechnete Mittelwert liegt bei 45,83.
In SPSS sieht die Ausgabe der drei Lageparameter wie folgt aus:

Tabelle 5.6: SPSS-Ausgabe von Lageparametern

Statistiken
ALTER: BEFRAGTE<R>
N Giltig 3446
Fehlend 4
Mittelwert 45,83
Median 44,00
Modus 27

Hier wird zwar auch der Modus berechnet, er hat aber bei dieser
intervallskalierten Variable nur eine geringe Aussagekraft, da
immer nur wenig Fille auf einen Jahrgang entfallen.

Bei der letzten Berechnungsart des Mittelwerts wurde die
Gesamtmenge der Fille zerlegt in mehrere Teilgruppen, die sich
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durch die Ausprigungen des untersuchten Merkmals unterschei-
den. Die Formel gilt nun genauso, wenn man die Félle nach belie-
bigen anderen Kriterien unterteilt, etwa nach den Ausprigungen,
die die Fille in Bezug auf ein anderes Merkmal haben, z.B. Ge-
schlecht.

Definition: Eine Zerlegung ist eine Aufteilung des Datensatzes
in k Teilgruppen von Fillen, so dass jeder Fall in genau eine
Teilgruppe kommt.

Wichtig dabei ist, dass durch die Zerlegung in Teilgruppen jeder
Fall in genau eine dieser Gruppen fillt; das ist definitionsgemif
der Fall bei gruppierten Daten. Als Beispiel folgt die Berechnung
des Gesamtmittelwerts fiir ,,Zusammenleben ohne Trauschein* aus
der Zerlegung aller Fille in die Teilgruppen der Ménner und Frau-
en:

Zerlegung der 41 Fille in 20 Ménner und 21 Frauen

Anteil der Ménner: 20/41, Mittelwert Ménner: 5,3

Anteil der Frauen: 21/41, Mittelwert Frauen: 5,52
Gesamtmittelwert = 5,3- (20/41) + 5,52- (21/41) = 5,3-0,488 +
5,520,512 =2,59 + 2,83 =5,42

Man nennt eine Summe der obigen Art auch eine gewichtete
Summierung, weil jeder Summand der Zerlegung mit einem Fak-
tor bzw. Gewicht (hier die relative Haufigkeit) versehen wird,
bevor sie aufsummiert werden.

Definition: Eine Gewichtung ist die Zuordnung von Zahlen
(,,Gewichten®) zu jeder Teilgruppe einer Zerlegung.

Mit diesen Begriffen kann man die Mdglichkeit der Mittelwert-
Berechnung aus Zerlegungen als Satz formulieren, der den Namen
-Additionssatz des Mittelwerts* trigt: Der Mittelwert eines Merk-
mals ist die Summe der mit ihrer relativen Haufigkeit gewichteten
Mittelwerte der Teilgruppen einer Zerlegung.
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Manchmal reicht eine einzelne Variable nicht aus, um eine
komplexe Meinung zu erfassen. Ein Beispiel: die einzelne Frage
nach der Ehe ohne Trauschein ist wohl nicht ausreichend, um die
Einstellung zur Heirat insgesamt festzustellen. Einige Forscher
haben deshalb eine ganze Batterie von Fragen gestellt, z.B. die
Zustimmung zu folgenden Behauptungen:

»Verheiratete Menschen sind im Allgemeinen gliicklicher als
Menschen, die nicht verheiratet sind.*

,Es ist besser eine schlechte Ehe zu fiihren, als tiberhaupt nicht
verheiratet zu sein.*

,,Menschen, die Kinder wollen, sollen heiraten.*

,,BEs ist sinnvoll, dass ein Paar, das heiraten mochte, vorher zu-
sammenlebt.

etc. (Fragen aus ALLBUS 94)

Diese Fragen decken verschiedene Bereiche ab, die fiir eine Heirat
eine Rolle spielen konnen. Um daraus eine Gesamteinstellung zur
Heirat zu konstruieren, werden oft die Antworten auf mehrere
Fragen fiir jede Person addiert. Ein solches Vorgehen heifit Index-
bildung. Bekannt ist z.B. der Index der Lebenshaltungskosten, der
aus den Preisen fiir eine ganze Reihe von Lebensmitteln gebildet
wird.

Definition: Ein Index ist eine — moglicherweise gewichtete —
Summe von Merkmalen.

Der Index, der fiir jede befragte Person die Einstellung zur Heirat
beschreibt, ist dann die Summe ihrer Antworten (Auspriagungen)
auf die obigen Fragen zur Heirat. Da dieser Index fiir jede Person
eine Zerlegung ihrer Einstellung auf die einzelnen Fragen bildet,
lasst sich der Mittelwert eines Index ebenfalls leicht berechnen:
der Mittelwert eines Index von Merkmalen ist der Index der Mit-
telwerte der Merkmale.

Wenn Mittelwert und Indizes sich so fiir Zerlegungen leicht
berechnen lassen, ist das bei anderen Kombinationen nicht mog-
lich. Insbesondere ldsst sich der Mittelwert einer Teilgruppe, die
aus einer Kombination von Merkmalen gebildet wird, nicht aus
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den Mittelwerten der einzelnen Merkmale berechnen. Als Beispiel
diene die Einstellung der Frauen iiber 50 Jahre zum ,,Zusammen-
leben ohne Trauschein®. Er betrdgt 4,5. Nimmt man nun den Mit-
telwert der iiber 50-Jdhrigen insgesamt: 4,7 und dazu den Mittel-
wert der Frauen insgesamt: 5,52, so kann man daraus nicht den
Mittelwert der Frauen iiber 50 Jahre berechnen! Der Grund ist,
dass die 2 Auspriagungen der ,,Frauen“ und ,,tiber 50-Jahrig™ keine
Zerlegung aller Fille bilden, sondern sich iiberschneiden:

Frauen
iiber 50

X=45

Eigenschaften des Mittelwerts
1. Der Mittelwert ist nicht robust gegeniiber Ausreiflern.
Wenn ein Datum auffillig von der Verteilung der anderen Da-
ten abweicht, kann das zu einer groBen Veridnderung beim Mit-
telwert fithren. Steht z.B. in den Daten zum ,,Zusammenleben®
statt der Beurteilung 7 bei einem Fall eine 77, so ergibt sich als
neuer Mittelwert 6,9 gegeniiber 5,42 vorhin. Der Median dage-
gen bleibt bei einem solchen Fehler unveréndert.
2. Es gilt:

n p—

Z x;i=n-X. Die Gesamtsumme aller Werte hidngt so mit
i=1

dem Mittelwert zusammen.

n
z (x; — X) =0. Eine Moglichkeit der Normierung von
i=1
Daten (s.u.).

(x; — a\)2 ist minimal fiira= X . Die »Abstandsqua-

-

1l
-

drate von X sind minimal.
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Exkurs: Dichotomisierung und Mittelwert

Es kann eine Beziehung zwischen Mittelwerten und der relati-
ven Hiufigkeit einer einzelnen Ausprigung, ihrem Anteil, her-
gestellt werden. Sei ein Merkmal X dichotom, d.h. es habe nur
zwei Ausprigungen. Dann fallen die Bedeutungen von Merk-
mal und Auspridgung zusammen, denn die eine Auspridgung be-
deutet dann: die Person besitzt Merkmal X und die zweite Aus-
pragung bedeutet: besitzt es nicht. Ein Beispiel ist das Ge-
schlecht. Man(n) ist eine Frau oder nicht (=Mann). Weist man
dann dem Nicht-Besitz den Wert 0 zu (X=0 := Mann) und dem
Vorhandensein des Merkmals den Wert 1 (X=1 := Frau), so ist
der Mittelwert dieses Merkmals, Frau zu sein, gleich seinem
Anteil:

X dichotom, 0/1-codiert

i=1
= f(Xi)/n = p(Xy)

Da in der Summe von n Fillen nur gerade alle die Félle mit dem
Wert 1 zéhlen, bei denen das Merkmal vorhanden ist, ergibt die
Summe gerade die Hiufigkeit des Merkmals ,,Frau“. Hat man
ein Merkmal mit mehreren Ausprigungen, so kann man eine
interessierende Ausprigung mit 1 vercoden und allen anderen
den Wert 0 (= ,,anders”) zuweisen. Diese Art Umcodierung
heiBit Dichotomisierung. Die relative Haufigkeit der interessie-
renden Ausprigung ist dann der Mittelwert der bzgl. dieser
Ausprigung dichotomisierten Variable.

Vergleich der drei Mittelwerte:

Von Modus iiber Median zu Mittelwert werden immer
mehr Informationen aus den Daten verwendet.

Die Werte von Modus iiber Median zu Mittelwert sind
immer empfindlicher gegeniiber Ausreil3ern.

Von Modus iiber Median zu Mittelwert wird immer hohe-
res Skalenniveau bendtigt, um aussagekriftig zu sein.
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5.4 Verteilungsformen

Im Weiteren wird die Frage behandelt, wie gut die verschiedenen
Lageparameter eine Hiufigkeitsverteilung beschreiben konnen.

00 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

Et E4

Punktezahlen bei einer Klausur Anzahl gelesener Exemplare
einer Monatszeitschrift

10 30 50 70 50 110 130 150 20 100 180 260 340 420 500 560 660 740
20 40 60 80 100 120 140 60 140 220 300 380 460 540 620 700

E2 E3

Angestelltenzahl in 20 Krankheitstage von 20
Lebensmittelgeschiften Angestellten

Abbildung 5.2: Verschiedene Daten mit Mittelwert 5,4 (Quelle: Ehrenberg 1986)

Als Beispiel vergleiche man die Mittelwerte der Merkmale in
Abbildung 5.2. In allen diesen Fillen ist der Mittelwert immer
gleich, ndmlich 5,4! An diesen Beispielen sieht man, dass der
Mittelwert als Angabe eines Durchschnitts der Daten ziemlich
irrefithrend sein kann, wenn man die Verteilungsform das Merk-
mals insgesamt nicht beriicksichtigt. Man kann jedoch auch die
anderen Lageparameter noch heranziehen, um vielleicht mit allen
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dreien zusammen eine Charakterisierung verschiedener Vertei-
lungsformen zu erreichen.

Zunichst jedoch sollen die Verteilungsformen nach bestimm-
ten Begriffen klassifiziert werden. Dabei benutzt man jeweils ,.ide-
alisierte* Héaufigkeitsverteilungen, d.h. stetige, differenzierbare
Kurven, die im Grunde nur fiir intervallskalierte Daten tatsdchlich
auftreten konnen, in die hinein man sich aber unschwer ein
Histogramm auch von kategorialen Daten vorstellen kann, das
dann eine vergleichbare Form aufweist.

a, b) \ \/ c) d)

e n 2 )

Abbildung 5.3: Verteilungsformen (Clau u.a.: 33)

Man unterscheidet zunéchst eingipflige (unimodale) (in der Abb.
5.3 a), ¢), d), e), g), h)) von zwei- (bimodale) (b), f)) und mehr-
gipfligen (multimodale) Verteilungen. Bimodale Verteilungen
eines Merkmals werfen mehr Fragen der Interpretation auf als
unimodale. Der Modus als beschreibender Parameter hat offenbar
nur bei unimodalen Verteilungen einen Sinn. Bei unimodalen
Verteilungen kann man i.A. von einer zentralen Tendenz ausge-
hen, mit der die Mehrheit der Fille ausgestattet ist, und von der es
mehr oder weniger grole Abweichungen gibt. Bei einer bimodalen
Verteilung gibt es zwei Moglichkeiten: 1. Sie kann durch das Feh-
len einer solchen zentralen Tendenz hervorgerufen sein, das be-
deutet dann, das dieses Merkmal in der Bevolkerung kontrovers
bzw. polarisiert vorhanden ist. Oder 2.: die Bimodalitit wird durch
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die Koppelung mit einem weiteren, bisher unbekannten Merkmal
hervorgerufen. Das zeigt Abbildung 5.4: Die Bimodalitit des An-
teils von Lehrerinnen in Gymnasien in den 50er und 60er Jahren
wurde durch die damals noch vorhandene Trennung in Jungen-
und Miadchengymnasien hervorgerufen, die im Laufe der 70er und
80er Jahre aufgehoben wird.

Abbildung 5.4: Lehrerinnen-Anteil an Gymnasien in Rheinland-Pfalz (bis zur
Aufhebung der getrennt-geschlechtlichen Schulen (ca. 1970) bimodal) (Quel-
le: Kraul/Troitzsch/Wirrer 1995)

Eine zweite Differenzierung ist die in symmetrische (in der Abb.
5.3 a), b), 1), g), h)) und unsymmetrische (c), d), e)) Formen. Die
unimodale symmetrische Form ist die typische Form von Daten,
die zufillig um einen Mittelwert streuen, den sie im Idealfall alle
erreichen sollten, also etwa Daten einer maschinellen Herstellung
eines Produkts, etwa der Abfiillgewichte, die eine Verpackungs-
maschine erzeugt. Sie soll eigentlich immer exakt 4 kg abwiegen,
aber wiegt eben doch mal etwas mehr und mal etwas weniger, aber
gleichmiBig gestreut um den Mittelwert von 4 kg, und groflere
Abweichungen sind seltener. Bei dieser Verteilungsform und Da-
tenherkunft hat der Mittelwert seine stirkste Aussagekraft, weil
man mit ihm sozusagen auf den Zweck der Daten zuriick schlielen
kann. Nur mit einer solchen Form macht auch die Interpretation
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der Abweichung vom Mittelwert, also der Differenz von tatsichli-
chem Datum und Mittelwert, als ,,Fehler einen Sinn (s. Abb. 5.5).

Definition: Die Differenz (x; —X) eines Datums vom Mittelwert
wird als ,,Fehler oder ,,Residuum** des Datums bezeichnet.
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Abbildung 5.5: Residuen (Mittelwert = 0-Linie)

Unimodale nicht-symmetrische Formen sind in der einen oder
anderen Richtung schief und werden deshalb als links- (in der Abb.
5.3 ¢), e)) bzw. rechtssteil (d)) bezeichnet. Linkssteile Verteilungs-
formen kommen oft dann vor, wenn die Daten in einer Richtung
eine natlirliche Grenze haben und in der anderen Richtung eher
unbegrenzt sind. Beispiele fiir solche Daten sind das Einkommen
oder die Kinderzahl. Beide konnen auf der einen Seite nicht unter
0 sinken, sind aber auf der anderen Seite relativ unbegrenzt (s.
Abbildung 5.6, V701 aus ALLBUS 80-96)
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ANZAHL DER KINDER, BEFR.
Abbildung 5.6: Kinderzahl

Rechtssteile Verteilungsformen findet man oft dann, wenn Fragen
gestellt werden, auf die es eine Antwort gibt, die sowohl von ge-
ringer praktischer Betroffenheit als auch von groBer sozialer Er-
wiinschtheit ist, etwa allgemeine Fragen zu Tier- und Umwelt-
schutz, zum Lebensgenuss etc. Die Befragten konnen dann, weil
sie selbst kaum betroffen sind, leicht ganz positive Einstellungen
duBern, so dass die hdufigsten Antworten im positiven rechten
Bereich sind (s. Abbildung 5.7, Varl91 aus der Shell-
Jugendstudie 97):

1000

800

600

400

200

wichtig: das Leben gen.

Abbildung 5.7: Wichtigkeit des Ziels, ,,das Leben zu geniefen®, fiir Jugendliche
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Eine weitere Unterteilung ist diejenige in flache (in der Abb. 5.3
h)) und schmale (g)) Formen. Je schmaler die Form ist, desto mehr
Erklarungskraft haben alle Lageparameter. Wenn die Verteilung
breit ist, sagt eine Angabe iiber die Mitte wenig aus. Eine flache
Verteilung bedeutet ja, dass alle Auspriagungen dieses Merkmals
dhnlich oft vorkommen. Bei einem sozialen Merkmal bedeutet das,
dass die Gesellschaft beziiglich dieses Merkmals heterogen ist; in
Bezug auf dieses Merkmal gibt es keinen sinnvollen Durchschnitt,
also keinen Ansatzpunkt, eine bestimmte Ausprigung fiir ,,nor-
mal® zu halten.

Extremformen dieser verschiedenen Differenzierungen haben
eigene Namen. Ein Extrem der flachen Verteilung ist die Gleich-
verteilung, bei der jede Auspragung gleich hiufig ist. Solche Ver-
teilungen entstehen, wenn die Auspriagungen per Zufall ausge-
wihlt werden. Beim Wiirfeln z.B. fallen alle 6 Zahlen gleich oft.

Ein Extrem einer bimodalen Verteilung ist die U-formige
Verteilung, bei der die Maxima direkt am Rand der moglichen
Werteskala liegen. U-formige Verteilungen von Meinungen oder
Einstellungen deuten darauf hin, dass hier eine starke Polarisierung
der Befragten vorliegt: ein groB3er Teil befindet sich auf dem einen
Ende, der andere auf dem entgegen gesetzten Ende der Mei-
nungsmoglichkeiten.

30

N
o
L

20 A

Anzahl Personen, die im
Container entsorgen
@

0-25% 26-50% 51-75% 76-100%
nur, wenn sich ebenfalls ... % beteiligen

Abbildung 5.8: U-formige Verteilung des Umweltschutzverhaltens (Quelle: Liide-
mann 1995:70)
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Das Ergebnis einer Studie von Liiddemann in Abbildung 5.8 zeigt,
dass z.B. in Umweltschutzfragen die Moglichkeit einer solchen
Polarisierung besteht: Ein groBer Teil der Befragten beteiligt sich
~immer* (bei 0% anderen auch) an der Container-Entsorgung, und
ein ebenfalls recht groBer Teil beteiligt sich ,,nie* (nur bei 100%
anderen auch) daran, dazwischen befinden sich viel weniger Per-
sonen.

Das Extrem einer schiefen Verteilung ist die J- bzw. L — for-
mige Verteilung. Eine L-formige Verteilung findet man u.a. oft
dann, wenn die Daten in irgendeiner Weise zeitliche Abweichun-
gen von einer Norm darstellen, z.B. Krankheitstage, Zu-Spit-
Kommen in Minuten (s.o. in der Abbildung 5.2 , Krankheitstage*)

Tabelle 5.7: Beschreibende Merkmale von Hdaufigkeitsverteilungen

Beschrei- | einfache | kompli- | Extreme | mit extremer
bendes | Auspri- zierte Auspria- | Ausprigung
Merkmal gung Auspr. gung Hinweise auf
Anzahl | unimodal | bimodal [ U-formig | Polarisierung
Gipfel oder (Meinung),

mehr- verborgenes
gipflig dichotomes
Merkmal
Symme- | Symme- links- L-formig | Uberschreitung
trie trisch oder oder von ,,Sollwer-
rechtssteil | J-formig ten‘
Steilheit schmal flach Gleich- Heterogenitit
verteilung

Warum eine so ausgefeilte Beschreibung der Verteilungsformen?
Der tiefere Grund ist, dass sozialwissenschaftliche Daten wieder-
um meist anders verteilt sind als naturwissenschaftliche Daten.
Naturwissenschaftliche Daten stammen vielfach aus Experimen-
ten, d.h. es gibt einen Sollwert und eine fehlerhafte Abweichung,
die aus dem Aufbau der Experimente stammt. Sie sind deshalb oft
eingipflig und symmetrisch, also von der einfachsten Form. Sozi-
alwissenschaftliche Daten dagegen stammen meist nicht aus Expe-



85

rimenten, sondern aus einmaligen Erhebungen. Sie versuchen
zudem mit ihren Merkmalen die gesellschaftlichen Strukturen zu
erfassen, und die sind durch ein hohes Mafl an Ungleichheit und
Heterogenitiat gekennzeichnet. Sozialwissenschaftliche Daten
weichen deshalb in besonderem MaBie vom Ideal der eingipfligen
und symmetrischen Verteilung ab, und deshalb sind differenzierte-
re Beschreibungsmoglichkeiten notwendig.

In welcher Weise geben nun die Lageparameter Aufschluss
iiber die Form der Verteilung? Zunichst werde die unimodale
symmetrische Verteilung betrachtet. Bei dieser Verteilungsform
fallen idealer Weise alle drei Lageparameter zusammen. Weil sie
symmetrisch ist, teilt der Median die Daten genau am Mittelwert,
der gleichzeitig der hdufigste Wert, also der Modus, ist. Bei rechts-
schiefen bzw. linksschiefen unimodalen Verteilungen jedoch gilt
folgende Beziehung:

Tabelle 5.8: Beziehungen zwischen Lageparametern und Vertei-
lungsform

Symmetrisch Modus = Median = Mittelwert

Linkssteil Modus < Median < Mittelwert

Rechtssteil Mittelwert < Median < Modus

Bimodal 2 Modalwerte oder Modus viel
> bzw. viel < Mittelwert

Diese Feststellung fiihrt dazu, dass es nur dann egal ist, welcher
Lageparameter verwendet wird, wenn man es mit einer symmetri-
schen eingipfligen Verteilung zu tun hat. In allen anderen Fillen
reicht ein Lageparameter nicht aus. Einkommensverteilungen z.B.
sind fast immer linkssteil, weil sie links begrenzt sind durch 0. Die
Auswahl von Median oder Mittelwert ist dann sogar ein Politikum:
wer den Median angibt, kann damit vom hohen Durchschnittsein-
kommen ablenken, wer das Durchschnittseinkommen angibt, kann
damit von der Masse der Armeren ablenken, wie man an der fol-
genden grafischen Darstellung (Abbildung 5.9) sehen kann.
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Abbildung 5.9: Einkommensverteilung in einer Firma als Piktogramm
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5.5. Transformationen

Fiir statistische Auswertungen ist es oft notwendig, dass die Daten
eine symmetrische oder sogar zusétzlich noch eingipflige Vertei-
lung aufweisen. Wenn nun die erhobenen Daten eine Schiefe auf-
weisen, ist es moglich, auf alle Daten eine mathematische Funkti-
on anzuwenden und sie damit in einer nachvollziehbaren Weise zu
verschieben, so dass sie dann die gewiinschte Verteilungsform
aufweisen. Eine solche Funktion heifit Transformation.

Definition: Eine Transformation von Daten ist die Anwendung
einer mathematischen Funktion g auf alle Fille eines Merkmals
x; zum Zweck einer Verdnderung ihrer Verteilung (x; — g(x;)).
Als Transformationen sind nur monotone Funktionen geeig-
net, die die Ordnungsrelation der Daten nicht verdndern (x; < X;
& g(x;) < g(xj)). Eine lineare Transformation besteht aus der
Addition von Konstanten und/oder der Multiplikation mit einem
Faktor.

Bei der Erlduterung der Skalenniveaus wurde schon auf die erlaub-
ten Transformationen der Skalen hingewiesen. ,,Erlaubt* bedeutet
dabei, dass nur bei solchen Transformationen das Skalenniveau
erhalten bleibt.

Beispiele:

a) lineare Transformation:

X; -> g(x) = 3,0 + 10,8 - x;, allgemein x; -> g(x;) = a + bx;
Spezialfall ,,Zentrierung*: Mit der linearen Transformation g(x;) =
x;j — X kann man erreichen, dass die urspriinglichen Daten in eine
neue Variable mit derselben Haufigkeitsverteilungsform, aber mit
Mittelwert O transformiert werden. Denn es gilt ja

n
Z (x; —X) =0, also auch
i=1

g(x) = 1/n z g(x) =1/ z (xi— X)=1/n-0=0.
i=1 i=1
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b) monotone Transformation:

Sie wird meist zur ,,Umcodierung® von kategorialen Daten ange-
wendet, z.B. den Bildungsabschluss in ,,Bildungsjahre* umcodiert:
1-58,2—-10,3—>12,4—->13,5—20, ...

Mit dieser Umcodierung bleiben der Modus und der Median
gleich, ndamlich bei derselben Ausprigung, wenn diese auch einen
anderen Code hat. Der Mittelwert verdndert sich jedoch betricht-
lich, eine solche Transformation ist aus diesem Grund fiir metri-
sche Daten nicht angebracht.

c¢) logarithmische Transformation:

X; > g(x;)) =In (x;) (In = logarithmus naturalis)
d) Wurzeltransformation:

xi-> g(x) =V (x3)

1000 1500 | 2000 | 2500 3000
250 750 1250 1750 2250 2750

DAUER DER ARBEITSLOSIGKEIT IN WOCHEN Lva2

Abbildung 5.10: Dauer der Arbeitslosigkeit, absolut und logarithmiert.

Logarithmus und Wurzeltransformation sind geeignet, um links-
steile Verteilungen zu symmetrisieren. Die Dauer der Arbeitslo-
sigkeit (Abbildung 5.10) ist ein Beispiel einer linkssteilen Vertei-
lung. Logarithmiert ergibt sich eine im Prinzip eingipflige, fast
symmetrische Verteilung.
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5.6. Wachstumsraten

Eine Logarithmierung von Daten ist insbesondere dann sinnvoll,
wenn nicht ihre absoluten Werte, sondern ihre Verhiltnisse inte-
ressieren. Das ist z.B. dann der Fall, wenn die Frage, um wie viel
Prozent sich Daten unterscheiden, wichtiger ist, als um wie viel
Differenz sie sich unterscheiden.

Eine solche Angabe wird oft in Wachstumsprozessen verwen-
det, d.h. in Daten, die zeitliche Verldufe darstellen. Die , Fille*
werden gebildet durch die Jahre, Monate oder Tage, fiir die die
Merkmale erhoben wurden, sie erhalten deshalb den Index t (Fille
als Zeitpunkte t: x,). Die Fille haben also eine natiirliche Ordnung
durch den Zeitverlauf, und die Anderung der Daten in diesem
Zeitverlauf ist von Interesse. Wachstum wird aber immer im Ver-
hiltnis zum bisherigen Zustand gemessen: man erwartet natiirlich,
dass ein Elefant in absoluten Kilogrammgewichten schneller
wichst als eine Maus, weil das Korperwachstum relativ zur vor-
handenen Korpermasse geschieht. Also interessiert der prozentuale
Vergleich bzw. das Verhiltnis aufeinander folgender Daten. Die-
ses Verhiltnis wird als Wachstumsrate bezeichnet:

Definition: Die Wachstumsrate w; von zwei zeitlich aufeinan-
derfolgenden Daten ist ihre relative Anderung

W= (X1 — X0 / X

Das Datum des nichsten Zeitpunktes X, ist somit der letzte Zeit-
punkt mal ,,Wachstumsrate + 1 (auch der Wachstumsfaktor ge-
nannt):

Xep] = X+ X - Wi =X (1 + wy).

Die folgende Tabelle 5.9 zeigt die Entwicklung einer 2-jdhrigen,
(da die Daten hier ausnahmsweise nur in 2-Jahres-Abstianden vor-
liegen) Wachstumsrate aus dem Bildungssystem in der Bundesre-
publik, die der AbiturientInnen.
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Tabelle 5.9 : Abiturientenzahlen in der Bundesrepublik (mit 1980
=100)

Jahr Abitur Formel Wachstums-

(1980 = 100) rate (2-jidhr.)

X19.. Wio..

1980 100 (112-100)/100 | 0,12=12%
1982 112 (144-112)/112 | 0,29 =29%
1984 144 (139-144)/144 | -0,03 =-3%
1986 139 (162-139)/139 | 0,17=17%
1988 162 (192-162)/162 | 0,19=19%
1990 192

(Quelle: kumulierter ALLBUS 1980-1996)

Wie man sieht, ergibt eine absolute Steigerung um den Wert 32 im
Jahr 84 eine 29% - Rate und eine vergleichbare Steigerung um 30
im Jahr 1990 nur eine Rate von 19%, wegen der inzwischen er-
folgten Erhohung des Basisjahres. Man kann den Wert des Jahres
1990 berechnen, indem man den Wert von 1980 sukzessive mit
den Wachstumsfaktoren multipliziert:

X1990 = X088(1+W19g8) = X1986(1+W1986)(1+Wiogg) = ...
= X080( L+W1980) (1+W1982) (1+W984) (1+W1986) (1+W1988)

Wie war nun die durchschnittliche Steigerung in diesen 10 Jahren?
Man will damit eine Rate ausrechnen, mit der man, wenn man sie
ab 1980 jedes Jahr anwendet, im Jahr 1990 bei derselben Zahl
ankommt wie in der Tabelle der tatsdchlichen Daten. Um den
Durchschnitt von Wachstumsraten zu berechnen, kann man nun
nicht das arithmetische Mittel nehmen, denn fiir 1980-1984 z.B. ist

0,5-((144-112)/112 + (112-100)/100) = 0,5-(0,12 + 0,29) = 0,205
# 0,5-(144 - 100)/100 = 0,22

Folgende Uberlegung hilft weiter: Durchschnittliche Wachstums-
rate wy bedeutet, dass der Wachstumsfaktor immer gleich bleibt,
d.h. damit ist
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X1990 =X1980(1+Wd)(1+Wd)(1+Wd)(1+Wd)(1+Wd)=X1980(1+Wd)5,
d.h.
I+ wg = (X1990/X1980) 1/5, also
1+wg =(192/100) "° =1,92"° =V 1,92 = 1,139; damit
wy =0,139.

Die durchschnittliche 2 — jahrige Wachstumsrate in den 10 Jahren
von 1980 bis 1990 betrdgt damit 0,139 = 13,9 %. Diese Methode
fithrt zur Definition des geometrischen Mittels:

Definition: Sind wy, ...,wy nichtnegative Wachstumsraten, so ist
ihr geometrisches Mittel

1/k
g= (Wi Wpr oo Wy) L

Das geometrische Mittel gibt die durchschnittliche Wachstumsrate
im Zeitraum 1,....k an.

W. Kriamer (1992) weist auf die Gefahren hin, die man bei der
Argumentation mit Wachstumsraten eingeht. Sei der Umsatz eines
Unternehmens in drei aufeinander folgenden Jahren
100, 101, 104
so sind die folgenden Aussagen alle richtig:

Umsatz um 2,97% gestiegen ( (104 — 101)/101 = 0,0297)

Umsatz um 4% gestiegen ( (104-100)/100 = 0,04)
Umsatzwachstum um 197% fast explodiert! ( w; = 1, w, = 2,97,
Steigerung um 197%)

Der Unterschied vom ersten zum zweiten Fall besteht darin, dass
einmal die einjdhrige und dann die zweijdhrige Wachstumsrate
genannt wird. Im letzten Fall ist die Wachstumsrate der Wachs-
tumsraten berechnet worden. Man muss schon genau lesen, um das
herauszubekommen. Ein solcher Wert ist natiirlich allein wenig
sinnvoll.

Weitere Literatur zu diesem Kapitel: Clauf} u.a.: 36-46, Hochstid-
ter: 57-69, Kriamer, Kiihnel/Krebs: 76-83
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Ubungsaufgaben:

1. Welche Lagemale konnen sinnvoll berechnet werden fiir a)
Lieblingsessen (Angabe des Gerichts), b) Ehedauer in Tagen, c)
Besoldungsstufen der Beamten (A1 bis A16), d) Schulabschluss?
2. Gegeben sind Mittelwert, Median und Modus desselben Merk-
mals in zwei Datensétzen.

Modus Median Mittelwert
Datensatz 1 3 4 5
(N, = 100)
Datensatz 2 9 9 10
(N, =100)

Bestimmen Sie die entsprechenden Parameter fiir die Vereinigung
der beiden Datensétze, wenn dies moglich ist.
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