Kapitel 12: Korrelation und Regression

In diesem Kapitel werden Zusammenhangsmalie fiir zwei metri-
sche Merkmale behandelt. Bei den ZusammenhangsmaBen fiir
kategoriale Daten aus den vorangehenden Kapiteln gab es eine
Reihe von verschiedenen Maflen, unter denen, je nach dem Er-
kenntnisinteresse, eine Auswahl getroffen werden musste. Dieses
Problem entfillt bei metrischen Daten, hier gibt es nur die zwei
MaBe Korrelation r und Determinationskoeffizient Rz, die eine
dhnliche inhaltliche Interpretation besitzen.

12.1 Die Beispiel-Daten

Als Beispiel soll im Folgenden der Zusammenhang zwischen der
Ausbildungsdauer in Schule und Hochschule und der ,,subjektiven
Schichteinstufung®, der Zuordnung der eigenen Person zu einer
von fiinf sozialen Schichten, untersucht werden (Tabelle 12.1).
Griinde, weshalb diese beiden Variablen zusammenhéngen, lassen
sich mehrere vorstellen. Je linger die Ausbildung dauert, desto
hoher werden einerseits die Bildungsabschliisse; und mit hoherem
Bildungsabschluss steigt auch das Einkommen und die berufliche
Position, so dass auch die tatsdchliche Schichtzugehorigkeit steigt,
die wiederum subjektiv richtig wahrgenommen wird. Weiter steigt
mit der Lange der Ausbildungsdauer auch der Grad des Wissens
und der Bildung und damit die Teilnahme an kulturellen, politi-
schen und gesellschaftlichen Aktivititen, die zum groBSeren Teil
von Personen aus den hoheren Schichten besucht werden, zu de-
nen man sich dann subjektiv zugehorig fithlen kann.
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Tabelle 12.1: Subjektive Schichteinstufung und Anzahl der schuli-
schen Ausbildungsjahre

SUBJEKTIVE SCHICHTEINSTUFUNG, BEFR.

Gultige Kumulierte
Haufigkeit | Prozente Prozente
Gultig UNTERSCHICHT 70 2,1 2,1
ARBEITERSCHICHT 1130 33,8 35,9
MITTELSCHICHT 1788 53,5 89,5
OBERE MITTELSCHICHT 281 8,4 97,9
OBERSCHICHT 16 5 98,4
Gesamt 3340 100,0
DAUER DER SCHULAUSBILDUNG IN JAHREN
Glltige Kumulierte
Haufigkeit | Prozente Prozente
Giiltig 5 9 3 3
6 12 4 ,6
7 50 1,5 2,2
8 1117 34,1 36,3
9 403 12,3 48,6
10 879 26,9 75,5
11 122 3,7 79,2
12 165 5,0 84,2
13 141 4,3 88,5
14 47 1,4 90,0
15 60 1,8 91,8
16 75 2,3 94,1
17 78 2,4 96,5
18 42 1,3 97,8
19 31 ,9 98,7
20 25 ,8 99,5
21 8 2 99,7
22 6 2 99,9
23 1 ,0 99,9
25 2 A 100,0
Gesamt 3273 100,0
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Durch den lingeren Aufenthalt im Bildungssystem kann zuletzt
auch die eigene Selbsteinschitzung als gebildeter Mensch zum
subjektiven Gefiihl der hoheren Schichtzugehorigkeit fithren.

Man kann also einen positiven Zusammenhang vermuten: je
langer die Ausbildungsdauer, desto hoher die subjektive Schicht-
einstufung. Beide Variablen werden als metrisch angesehen. Bei
der Ausbildungsdauer, die in Jahren gemessen wird, ist das un-
problematisch, bei der Schichteinteilung in 5 Stufen: Unterschicht
(Code: 1), Arbeiterschicht (2), Mittelschicht (3), obere Mittel-
schicht (4) und Oberschicht (5), ist das dadurch zu rechfertigen,
dass diese Begriffe selbst ein Kontinuum von Schichten etwa glei-
cher Abstidnde nahe legen. Um die Verdnderung in der Schichtein-
teilung fiir jede Zahl von Ausbildungsjahren deutlicher hervortre-
ten zu lassen, wird hier zundchst der Durchschnitt (Mittelwert) der
subjektiven Schichteinstufung fiir jede Anzahl von Ausbildungs-
jahren berechnet. So entsteht ein neuer Datensatz mit zwei metri-
schen Merkmalen von nur noch je 20 Fillen, der Ausbildungsdau-
er und der dazugehorigen durchschnittlichen subjektiven Schicht-
einstufung (s. Tabelle 12.2, Spalte 1 und 2):
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Tabelle 12.2: Ausbildungsdauer und durchschnittliche subjektive
Schichteinstufung und daraus berechnete Werte

1 2 3 4 5
Ausbil- Durch- Schuljahre x | subj.Schicht Spalte 3
dungsjahre schnittl. - y - X
X subj. Schicht y| Mittelwert(x) | Mittelwert(y)| Spalte 4
5 2,4286 -9,5500 -0,5849 5,5861
6 2,1667 -8,5500 -0,8468 7,2404
7 2,2500 -7,5500 -0,7635 5,7644
8 2,4762 -6,5500 -0,5373 3,5191
9 2,6146 -5,5500 -0,3989 2,2140
10 2,6463 -4,5500 -0,3672 1,6706
11 2,8609 -3,5500 -0,1526 0,5418
12 2,9103 -2,5500 -0,1032 0,2630
13 3,1290 -1,5500 0,1155 -0,1791
14 3,0233 -0,5500 0,0098 -0,0054
15 2,8696 0,4500 -0,1439 -0,0648
16 3,0476 1,4500 0,0341 0,0495
17 3,2388 2,4500 0,2253 0,5520
18 3,3243 3,4500 0,3108 1,0723
19 3,5517 4,4500 0,5382 2,3951
20 3,5652 5,4500 0,5517 3,0069
21 3,5000 6,4500 0,4865 3,1379
22 3,6667 7,4500 0,6532 4,8661
23 3,0000 8,4500 -0,0135 -0,1141
24 4,0000 10,4500 0,9865 10,3089
Summe 51,82

Aus den Spalten 1 und 2 erhilt man folgendes Streudiagramm:
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Abbildung 12.1: Streudiagramm Ausbildungsdauer vs. durchschnittliche subjektive
Schichteinstufung

12.2 Die Korrelation r

Als ersten Weg, den Zusammenhang in eine Zahl zu fassen, wird
das Ausmal} beschrieben, in dem die eine Variable variiert, wenn
die andere Variable veridndert wird, also das Ausmaf, in dem sie
kovariieren. Das ist die fiinfte Moglichkeit der Beschreibung fiir
»Zusammenhang® (s. Kap. 10.1). Als ein Maf} dafiir wurde frither
(Kap. 6.6) die Kovarianz definiert:

1 n

Sxy Zm - (Xi =x)(y;i =)

Der Wert der Kovarianz betrégt fiir die obigen Daten 51,82/19 =
2,7274 (Berechnung nach der Formel s. Spalten 3, 4 und 5 der
Tabelle 12.2).
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Sie ist zundchst positiv (sy, > 0) und zeigt damit an, dass die
Vermutung stimmt: je ldnger die Ausbildungsdauer, desto hoher
die subjektive Schichteinstufung. Das Problem bei der Kovarianz
ist, dass ihre GroBe von der GroBe der Auspragungen und ihrer
Streuungen abhingt. Wird z.B. die Ausbildungsdauer in Monaten
gemessen statt in Jahren, steigt ebenfalls die Kovarianz um den
Faktor 12° = 144.

Die Frage, wie man den Zusammenhang zweier Variablen
unabhéngig von ihrer Gréenordnung beschreiben kann, fithrt auf
folgende  Uberlegungen: Die beiden Variablen haben
unterschiedliche Grofenordnungen, hier zwischen 2 und 4
(durchschnittliche subjektive Schichteinstufung) bzw. 5 und 25
(Ausbildungsjahre). Und ihre Streuung kann ebenfalls verschieden
groB} sein. Deshalb ist der erste Schritt bei der Entwicklung eines
von den absoluten Werten der Variablen unabhéngigen Maf3es,
beide Variablen erst zu standardisieren, bevor man ein
Zusammenhangsmal} definiert. Was geschieht dann? Abbildung
12.2 zeigt diese Verdnderung:

1,5 LR "+" | |

Z-\Wert: subjektive Schicht
(Mittelwert)
o
1

2 -1 0 1 2
Z-Wert: Dauer der Schulausbildung

Abbildung 12.2: Streudiagramm der standardisierten Variablen mit den Rechtecken
zu zwei Fillen mit negativem bzw. positivem Produkt x;*y;*

In der Grafik &ndert sich nur die Bezeichnung der Achsen, weil
beide Variablen jetzt gleichmiBig mit derselben mittleren Abwei-
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chung von 1 um den Mittelpunkt (0,0) streuen. Der Zusammen-
hang beider Variablen, sichtbar als ,Gestalt“ der Punktwolke,
andert sich nicht. Die neuen standardisierten Werte x;°, y;* sind
durch die Standardisierung auf beiden Achsen gleich skaliert.

Der stirkste Zusammenhang, d.h. der grofite absolute Betrag
der Kovarianz beider Merkmale wird dann erreicht, wenn alle
Punkte genau auf einer der beiden Diagonalen durch den Ursprung
liegen. Denn weil beide Variablen jetzt gleich skaliert sind und
auch dieselbe Streuungsbreite haben, ist der Zusammenhang bei-
der Variabler umso stirker, je mehr sich die Abweichungen jedes
Falles i von Null, x; und yj;, gleichen.

Wenn alle Wertepaare auf einer Diagonalen liegen, dann ent-
spricht jeder Abweichung vom Mittelwert in der einen Variable
eine (im Verhiltnis der beiden Streuungen) genau gleiche Abwei-
chung vom Mittelwert in der anderen Variable, d.h. beide Variab-
len variieren immer zusammen in dieselbe Richtung mit derselben
Starke.

Beim maximalen positiven Zusammenhang liegen also alle
Wertepaare entlang der Diagonalen von links unten nach rechts
oben. Es gilt dann y; = x; fiir alle i wegen der Standardisierung.
Dann hat die Kovarianz der standardisierten Werte den Wert + 1
oder — 1:

n
(1-1) D XFYF =S 00 =Syepe =Sya” =1
=

weil y; = x; gilt und x standardisiert und deshalb die Standardab-
weichung sx2 =1 1ist (s. Kap. 6.3). Wenn man also definiert:

n
r=(1/n-1) foyf
i=1

dann erfiillt r die Anforderungen an ein Maf fiir den Zusammen-
hang von zwei Variablen: Es wird 0, wenn kein Zusammenhang
besteht, 1 oder —1 fiir perfekten positiven oder negativen Zusam-
menhang, und nimmt sonst nur Werte dazwischen an. r heilit die
Korrelation. Sie wird meist mit den folgenden zwei weiteren For-
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meln angegeben, die aber nach Umformungen mit der obigen
identisch sind (der Faktor 1/(n-1) im Zahler kiirzt sich jeweils

gegen denselben Faktor im Nenner heraus):

Merkmalen ist:
n

(X =x)(y; - Y)
r= i=1 __Sy
n n Sy S
> % =%2D (y, - ) '
i=1 i=1

Definition: Die Korrelation (Pearson-Bravais- oder Produkt-
Moment-Korrelationskoeffizient) zwischen zwei metrischen

a) extrem positive b) stark positive  c¢) schwach positive
Korrelation Korrelation Korrelation
y 7 y o y s

d) Korrelation e) negative f) extrem negative
nahe Null Korrelation Korrelation

Abbildung 12.3: Punktwolken im Streudiagramm fiir verschiedene Werte von r

(ClauB u.a.: 66)

Wie Punktwolken fiir verschiedene Werte von r aussehen konnen,

zeigt die Abbildung 12.3.
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Fiir die Berechnung der Korrelation zwischen den beiden Bei-
spiel-Variablen werden die Standardabweichungen benotigt:

Standardab
N weichung
Schulausbildung in
Jahren 20 6,00
subjektive Schicht
(Mittelwert) 20 4959

Zusammen mit Spalte 5 der Tabelle 12.2, in der die Summe der
zentrierten Produkte steht, ergibt sich:

r =58y /88, = (51,82/19) / (6,00 - 0,4959) = 0,9166

Da der Maximalwert 1 ist, liegt also eine recht hohe Korrelation
vor. Andererseits gibt es auch nur wenige Daten, ndmlich 20, so
dass zu erwarten ist, dass der Zufall noch einen groen Einfluss
hat, weil nicht, wie bei einer grolen Fallzahl, ein Ausgleich von
positiven und negativen Abweichungen stattfinden kann. Um ab-
zuschitzen, ob diese Hohe der Korrelation signifikant vom Zufall
abweicht, muss deshalb wieder eine Tabelle der zufilligen Vertei-
lung von r herangezogen werden, in der diejenigen Werte von r
eingetragen sind, die hochstens von (1-a)-100 % der Stichproben
durch Zufall erreicht werden, also die oberen Grenzen des Konfi-
denzintervalls fiir r = O (Tabelle 12.3). Wenn der empirisch ermit-
telte r-Wert dem Betrag nach dariiber liegt, ist er signifikant.

Die ,Freiheitsgrade* fiir r, die in dieser Tabelle benotigt wer-
den, haben den Wert n — 2, wenn n = Anzahl der Fille ist (durch
die beiden Standardabweichungsberechnungen im Nenner gehen 2
,freie Variationen der Daten verloren). Wie man sieht, kann r
durch reinen Zufall recht hoch werden, wenn es von geringen
Fallzahlen berechnet wird: Fiir n = 20, wie im Beispiel, also fiir 18
Freiheitsgrade, diirfen erst Werte ab etwa 0,46 als signifikanter
Zusammenhang interpretiert werden (0,46 ermittelt als ,,Interpola-
tion“ fiir 18 Freiheitsgrade zwischen 0,42 fiir 20 Freiheitsgrade
und 0,48 fiir 15 Freiheitsgrade in der Tabelle 12.3).
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Tabelle 12.3: ,, Zufallshochstwerte“ von r (Clauf3 u.a.:407)

Irmtumswahrscheinlichkeit o
Freiheitsgrade | 5% ]l% io.zm [O.I%
Zufallshéichstwerte von r
510,75 087 0,93 0,95
10 | 0,58 071 0,78 082
15 | 0,48 061 0,68 0,72
20 | 0,42 053 0,61 0,65
25 | 0,38 0,49 055 0,60
30| 035 0.45 051 0,55
35 [032 0,42 048 0,52
40 | 0,30 039 045 049
50 | 0,27 035 041 044
60 | 025 033 037 041
70 | 0,23 030 0,35 0,38
80 | 0,22 0,28 0,33 036
90 | 021 026 031 034
100 | 0,19 025 0,29 032
120 | 0,18 023 027 030
150 | 0,16 021 0,24 026
200 | 0,14 0,18 021 023
300 | 0,11 0,15 017 0,19
400 | 0,10 0.13 0,15 0,16
500 | 0,09 o011 0,13 0,15

Das Ergebnis einer Korrelationsberechnung in SPSS zeigt
Tabelle 12.4:

Tabelle 12.4: Korrelationsausgabe in SPSS

Korrelationen

Schulausbild | subjektive

ung in Schicht
Jahren (Mittelwert)
Schulausbildung in Korrelation nach Pearson 1,000 ,916
Jahren Signifikanz (2-seitig) ) ,000
N 20 20
subjektive Schicht Korrelation nach Pearson 916 1,000
(Mittelwert) Signifikanz (2-seitig) ,000 ,
N 20 20
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12.3 Die Regressionsgerade

Als zweite Moglichkeit fiir die Berechnung des Zusammenhangs
diene wieder die Verbesserung der Vorhersagequalitit der ersten
Variable, wenn Informationen iiber die zweite Variable herange-
zogen werden, also ein PRE-MaB (s. Kap. 10.5). Um die Verbesse-
rung der Vorhersagequalitit messen zu kdnnen, muss zunéchst ein
MaB fiir die Vorhersagegiite definiert werden. Als ein solches Maf}
dienen die bekannten Abstandsquadrate, die schon fiir die Defini-
tion der Streuung benutzt worden sind.

Die erste Variable x sei die unabhingige Variable, die die
zweite, abhidngige Variable y beeinflusse. Wenn man nichts iiber
die Ausprigung der unabhingigen Variable weil3, was sollte dann
fiir die abhéngige Variable vorhergesagt werden, wenn die Vorher-
sagegiite als Abstandsquadrat gemessen wird? Man wird fiir jeden
Fall genau den Mittelwert vorhersagen, weil dann die Summe tiber
alle Fehler, die man macht, genau die Summe der Abstandsquadra-
te ist, und die ist minimal gegeniiber allen anderen Vorhersagen
(Kap. 6.3). Der Referenzwert, auf den sich jede Verbesserung der
Vorhersage durch Hinzunahme der unabhingigen Variable be-
zieht, ist also die Summe der Abstandsquadrate

SAQ, =) (yi-¥)’
i=1
= Vorhersagefehler ohne Beriicksichtigung von X

Einer dieser Abstéinde ist in Abbildung 12.4a eingezeichnet.

Wie kann man nun die Vorhersage verbessern, indem die un-
abhingige Variable einbezogen wird? Wenn die Mittelwertlinie
etwas gekippt wird, kann man offenbar gleichzeitig alle einge-
zeichneten Abstinde verkleinern. Wenn man allerdings zu weit
kippt, werden die Abstinde wieder groBer. Das Verfahren wire
also, eine Gerade zu finden, bei der die eingezeichneten Abstands-
quadrate in ihrer Summe gerade minimal werden (Abbildung
12.4b).



250

4,5

4,0 o

35 ' o

sl Yi-Y

3,0 oo -

2,5 o

subjektive Schicht (Mittelwert)

2,0

0 10 20 30

Schulausbildung in Jahren

Abbildung 12.4a: Mittelwert als Referenz fiir die Residuen
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Abbildung 12.4b: Regressionsgerade als Referenz fiir Residuen

Dazu muss die allgemeine Definition einer Gerade in einem Koor-
dinatensystem herangezogen werden. Sie lautet:
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Definition: Eine Gerade ist definiert durch die Formel
y=a+bx
a heifit der Achsenabschnitt, b die Steigung.

Steigt x um 1, so steigt y um b. Je grofer b ist, desto steiler ist die
Gerade; genauer ist b der Tangens des Steigungswinkels. Wenn
eine solche Gerade y = a + bx mit kleinstem ,,Abstand* zu den
Punkten des Streudiagramms gefunden worden ist, dann kann fiir
jeden Wert der unabhingigen Variablen x; eine Schitzung 9i
anstelle des tatsidchlichen y; angegeben werden, indem man X; in
die Gleichung der Geraden einsetzt (das ~ iliber dem y steht fiir
einen aus einem mathematische Modell, hier einer Geraden, ge-
schitzten y-Wert) :

AN
yi=a+bx;

Mit diesen Schitzwerten erhilt man entsprechend als Maf fiir die
Giite der Vorhersage unter Einbeziehung der unabhingigen Vari-
ablen

n n
SAQY = D (yi =97 = D (yi —(a+bx;)’
i=1 i=l
= Vorhersagefehler mit Beriicksichtigung von X

Mit den Mitteln der Differentialrechnung lassen sich nun die Wer-
te fiir diejenige Gerade, die diese Abweichungen minimiert, be-
rechnen:

Die Abweichungsquadrate von der Regressionsgeraden werden
genau dann minimal, wenn b und a folgende Werte haben:
n

SAQ;, = Z(Yi _9i)2 = Z(Yi _(a+bxi))2 = Min!
i=1

i=1

eb=—"% a=y-bx
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Definition: Die Gerade y = a + bx mit diesen Werten heiflt Reg-
ressionsgerade und a und b die Regressionskoeffizienten.

Die Abbildung 12.4b zeigt die Regressionsgerade fiir die Beispiel-
Daten. SPSS gibt folgende Werte aus fiir die Daten aus Tabelle
12.2, Spalte 1 und 2:

Koeffizienten

Standardi
sierte
Nicht standardisierte | Koeffizien
Koeffizienten ten
Standardf
Modell B ehler Beta T Signifikanz
1 (Konstante) 1,913 ,122 15,626 ,000
Schulausbildung

in Jahren ,076 ,008 916 9,695 ,000

Der Wert fiir a wird dort mit ,,Konstante* bezeichnet und betrigt
1,913, und der Wert fiir b ist 0,076. Damit ergibt sich als Formel
fiir die Regressionsgerade:

¥i=1,913 + 0,076 - x;

Mit ihr kann man alle Schitzwerte /}\’1 berechnen, z.B.
¥1=1913+0,076 - 5=2.293

Yo =1,913 +0,076 - 6 = 2,369

In den folgenden Spalten der SPSS-Tabelle wird u.a. der Standard-
fehler fiir den Wert b, mit dem man ein Konfidenzintervall fiir b
berechnen kann, und die Signifikanz von b ausgegeben. Wie fiir
die in den vorigen Kapiteln besprochenen Malle iiblich, bedeutet
der Wert der Signifikanz in der letzten Spalte die Fehlerwahr-
scheinlichkeit bzw. das o-Niveau, zu dem b gerade noch signifi-
kant von 0 verschieden ist. Hier ist o < 0,000... und damit b ganz
sicher grofier als 0, was gleichbedeutend damit ist, dass die festge-
stellte Steigerung der durchschnittlichen subjektiven Selbstein-
schitzung durch lingere Ausbildung auf die Grundgesamtheit aller
Deutschen iibertragbar ist.
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12.4. Der Determinationskoeffizient

Wenn man mit diesen Formeln eine Regressionsgerade berechnet
hat, kann man damit die Vorhersage der abhidngigen Variablen aus
den Werten der unabhingigen betrichtlich verbessern. Die folgen-
de Abbildung 12.5 zeigt das Residuum eines y-Wertes, seinen
Abstand vom Mittelwert insgesamt, als Summe des Abstands des
geschitzten Werts 91 vom Mittelwert und des Abstands von 9 ; von
yi. Die Abweichung eines Wertes y; vom Mittelwert ldsst sich auf
diese Weise zerlegen in einen durch die Regressionsgerade ,,vor-
hersagbaren* Teil und die dann noch verbleibende Abweichung,
den unerkldrten Rest (s.a. Abbildung 12.5):

Gi-9=Gi-9)+Fi-9)

)

-
[
=1
~l

Abbildung 12.5: Residuenzerlegung (Blalock:407)

Die Fehler der Vorhersage, d.h. Abstinde der vorhergesagten zu
den tatsdchlichen Datenpunkten, verkleinern sich offenbar durch
die konstruierte Regressionsgerade. Was geschieht nun, wenn man
nicht nur einen Datenpunkt, sondern die Summen der Abstands-
quadrate betrachtet? Hier ergibt sich dasselbe Resultat. Wenn man
nimlich ausrechnet
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D= =D i -+ G ) =
i=1 i=1

i(}'i -y’ +2i(}’i =y _y)'i'i(g/i -y’
i=1 i=1

i=1

ergibt sich, dass der mittlere Summand immer Null ist (Beweis:
Hochstaedter:135), so dass am Ende folgende Formel steht:

i(yi -9’ =i“(yi -y +i i -9’
i=1 i=1 i=1

SAQ)’ = SAQnicht—erkléir[ + SAQerkliin

Totale Summe Abstandsquadrate =
nicht-erklédrte Abstandsquadrate + erklidrte Abstandsquadrate

Mit Hilfe dieser Zerlegung wird nun eine weitere MaBzahl R?,
der Determinationskoeffizient, definiert. Er misst die Verbesse-
rung der Vorhersage durch die Regressionsgerade als Anteil der
aufgeklédrten SAQ.

Definition: Der Determinationskoeffizient R? ist definiert als

SAOerk|ért _ SAC)y _SAOunerkIért
SAQ, SAQ

R? =

y y

Wenn in der Zerlegungsformel alle Terme durch (n-1) dividiert
werden, steht auf der linken Seite die Varianz sy2 = SAQ,/(n-1).
Deshalb spricht man bei dieser Formel auch von einer Zerlegung
der Varianz in einen durch die Vorhersage erklirten Teil und einen
nicht-erklirten Teil. Das MaB R hat deshalb die folgende inhaltli-
che Interpretation: es ist der Anteil der Streuung in der abhingigen
Variablen, gemessen mit der Varianz, der durch einen linearen
Zusammenhang der beiden Variablen erkldrt werden kann, es ist
der ,,Anteil erklirter Varianz*.
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Die Berechnung von R” fiir die Beispiel-Daten geht wie folgt:
zundchst missen die “Residuen”, die Abstinde, die durch die
Regressiongerade nicht erkldart werden, berechnet werden. Der
erste geschitzte Wert, y;, wurde oben berechnet: 91 = 2,293; dieser
Werte und die folgenden geschitzten Werte stehen in Spalte 3 der
folgenden Tabelle 12.5. Der tatsichliche erste y-Wert ist 2,4286.
Das bedeutet, der erste Abstand von der Regressionsgeraden ist
yi— 91 =2,486 — 2,293 = 0,1356. Genau diese Residuen stehen fiir
alle Fille i in der Spalte 4 der Tabelle 12.5. Dann miissen diese
Werte quadriert werden. Diese Werte stehen in der Spalte 5. Die
Summe der Spalte 5 ist dann genau die Summe der
Abstandsquadrate, die nicht erklirt sind, also

SAQnicht-erkléin = 0975 10

Tabelle 12.5: Berechnung der nicht erkldrten SAQ

1 2 3 4 5
Schuljahre  Durchschnittl.  Regression Residuen nicht erklarte
subj. Schicht  subj. Schicht Abst.quadr.

5 2,4286 2,2930 0,1356 0,0189
6 2,1667 2,3690 -0,2023 0,0400
7 2,2500 2,4422 -0,1922 0,0370
8 2,4762 2,5179 -0,0417 0,0017
9 2,6146 2,5936 0,0210 0,0004
10 2,6463 2,6692 -0,0229 0,0005
11 2,8609 2,7449 0,1160 0,0135
12 2,9103 2,8206 0,0898 0,0081
13 3,1290 2,8962 0,2328 0,0542
14 3,0233 2,9719 0,0514 0,0026
15 2,8696 3,0475 -0,1780 0,0317
16 3,0476 3,1232 -0,0756 0,0057
17 3,2388 3,1989 0,0399 0,0016
18 3,3243 3,2745 0,0498 0,0025
19 3,5517 3,3502 0,2015 0,0406
20 3,5652 3,4259 0,1394 0,0194
21 3,5000 3,5015 -0,0015 0,0000
22 3,6667 3,5772 0,0895 0,0080
23 3,0000 3,6528 -0,6528 0,4262
25 4,0000 3,8042 0,1958 0,0384

Summe 0,751
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Aus der Standardabweichung s, von y, die 0,4959 betrigt (s. Kap
12.2), ldsst sich Summe der Abstandsquadrate SAQy, das Refe-
renzmal} zur Vorhersageverbesserung, berechnen (s. die Definition
der Varianz s,> in Kap. 6.3):

SAQ, =s,” - (n-1) = 0,4959" - 19 = 0,2459-19 = 4,6721
Also ist der Determinationskoeffizient:

R® = (SAQ, - SAQuichterkirn) / SAQy
=(4,6721 -0,7510)/4,6721 = 0,839

Das bedeutet, dass mit dieser Regressionsgerade fast 84% der
Varianz von y erklart werden kann. M.a.W.: die Variation der
Mittelwerte der subjektiven Schichteinstufung wird zu knapp 84%
dadurch erklart, dass die durchschnittliche subjektive Schichtein-
stufung pro weiterem Ausbildungsjahr um denselben Betrag, nim-
lich b=0,076, zunimmt.

Ein so groBes R? ist fiir sozialwissenschaftliche Daten unge-
wohnlich. Allgemein gelten, wie fiir die anderen Mafle auch, Wer-
te von iiber 0,3 als gut bestitigte Zusammenhinge, Werte von tiber
0,7 als sehr gut.

SPSS gibt den Wert von R” bei der Berechnung der Regressi-
onsgeraden mit aus (in der dritten Spalte):

Modellzusammenfassung

Standardf

Korrigiertes ehler des

Modell R R-Quadrat R-Quadrat | Schétzers

1 ,9162 ,839 ,830 ,2043
a. EinfluBvariablen : (Konstante), Schulausbildung in

Jahren

Bisher wurde mit den veridnderten Rohdaten gerechnet, ndmlich
jeweils dem Mittelwert der subjektiven Schichteinstufung, der sich
fiir alle Personen mit derselben Ausbildungsdauer ergibt. Mit den
tatsdchlichen Individualdaten, in der jede Person einzeln mit ihrer
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subjektiven Schichteinstufung von 1 bis 5 eingeht, ergibt sich ein
viel schwécherer Zusammenhang:

Modellzusammenfassung

Standardf

Korrigiertes | ehler des

Modell R R-Quadrat R-Quadrat Schatzers
1 ,3752 141 ,140 ,61

a. EinfluBvariablen : (Konstante), DAUER DER
SCHULAUSBILDUNG IN JAHREN

Die Koeffizienten der Regressionsgerade bleiben jedoch in etwa
gleich:

Koeffizienten

Standardi
sierte
Nicht standardisierte | Koeffizien
Koeffizienten ten
Standardf
Modell B ehler Beta T Signifikanz
1 (Konstante) 1,784 ,042 42,990 ,000
DAUER DER
SCHULAUSBILDUNG ,088 ,004 ,375 22,265 ,000
IN JAHREN

Das Streudiagramm der individuellen Daten sieht ungewdhnlich
aus und zeigt, dass die Schicht-Einstufungsskala nur unter Vorbe-
halt als metrisch anzusehen ist. Denn da die Skala der subjektiven
Schichteinstufung nur 5 Werte aufweist, konnen die Punkte im
Streudiagramm, die den Ort jedes Individuums anzeigen, auch nur
auf den zugehorigen 5 parallelen Linien liegen (Abbildung 12.6):
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SUBJEKTIVE SCHICHTEINSTUFUNG, BEFR.

0 10 20 30

DAUER DER SCHULAUSBILDUNG IN JAHREN

Abbildung 12.6: Streudiagramm und Regressionsgerade von Ausbildungsjahren
und subjektiver Schichteinstufung

Der betréchtliche Unterschied zwischen dem Determinationskoef-
fizient der Individualdaten und der oben zusammengefassten Da-
ten demonstriert, weshalb gerade in den Sozialwissenschaften ganz
prinzipiell keine besonders hohen Korrelationen und Determinati-
onskoeffizienten zu erwarten sind: die individuellen Streuungen
sind immer recht hoch, sowohl bei univariaten als auch bei bivaria-
ten Verteilungen. Welcher Schicht man sich zugehorig fiihlt, ist
eben im realen Leben niemals nur von einer einzigen Variablen
wie der Ausbildungsdauer, sondern von einer Vielzahl von Ein-
fliilssen abhingig, die zusitzlich stdndigen Verdnderungen unter-
liegen. Aus diesem Grunde ist es fiir die Sozialwissenschaften
schon ein Erfolg, wenn sie die Varianz einer abhéngigen Variable
zu 30% aufklaren kann, d.h. einen Determinationskoeffizienten
von R* = 0,3 erreicht.
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12.5. Die Beziehung zwischen Korrelation r, Regressionskoeffi-
zient bund R*.

Die Korrelation wird mit r und der Determinationskoeffizient mit
R’ bezeichnet. Es besteht im bivariaten Fall in der Tat genau diese
Beziehung zwischen den beiden, dass der Determinationskoeffi-
zient das Quadrat der Korrelation ist. Das soll im Folgenden kurz
gezeigt werden.

Ji=a+bx;,y=a+bx & §; -y =b(x; —X)

(:»Z —be—x mitb=zxé

Damit gilt die inhaltliche Interpretation des Determinationskoeffi-
zienten R? als Prozentsatz der aufgeklirten Varianz ebenso fiir das
Quadrat der Korrelation, .
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12.6 Rang-Korrelation

Es gibt ein weiteres Korrelationsmaf, das fiir Ordinaldaten kon-
struiert ist, also eigentlich ein Rangkorrelationsmal3 ist und in das
vorherige Kapitel gehort. Es erscheint aber in diesem Kapitel, weil
es wegen seiner Berechnungsmethode eher zu den hier behandel-
ten MaB3en passt. Es vergleicht namlich die Distanz der Rangplitze
der beiden Merkmale, die sie fiir jeden Fall aufweisen, und behan-
delt diese Distanzen als metrische Abstinde d:

d; = x; — y; mit X;, y; = Rangplatz des Merkmals X bzw. Y fiir Fall i

Als Beispiel dienen Daten aus dem letzten Kapitel (11.1), die ein
Beispiel fiir drei verschiedene Moglichkeiten des Zusammenhangs
zwischen Schulbildung und politischem Interesse bieten. Schulbil-
dung hat die Rénge 1 bis 5 (kein Abschluss bis Abitur) und politi-
sches Interesse ebenso von 1 bis 5 (sehr wenig bis sehr viel). In
Tabelle 12.6 sind fiir die drei Moglichkeiten perfekter positiver
(Spalte 2), perfekter inverser (3) und u-formiger Zusammenhang
(4) die jeweiligen Rangplatzdifferenzen aufgelistet.

Tabelle 12.6: Rangplatzdifferenzen

Schul- | Polit. d= Polit. d, = Polit. d,=
bildung | Inter. (1)- (2) |Inter. (1)- (3) |Inter. (D-@)
€9) 2 3 (C)

1 1 0 5 4 1 0

2 2 0 4 2 2 0

3 3 0 3 0 5 2

4 4 0 2 2 4 0

5 5 0 1 4 3 2

Mit diesen Differenzen wird folgendes Mal3 berechnet:
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Definition: Der Spearmansche Rangkorrelationskoeffizient r

ist
6 d;’
i=l

r,=1-
’ n(n?—1)

Fiir die drei Zusammenhiinge ergibt sich:

r(Dund (2)) =1

I, (1) und (3)) =1-6(16+4+0+4+16)/(5(25-1))
=1-240/120=-1

I, ((1)und (4)) =1-6(0+0+4+0+4)/5(25-1))=1-48/120=0,6

r, schwankt ebenfalls zwischen —1 und +1 mit den bekannten Be-
deutungen. Dieses Mal} wird oft eingesetzt, um festzustellen, wie
weit Beurteilungen voneinander abweichen. Dann bilden die Urtei-
le der Gutachter die Merkmale, und die Begutachteten sind die
Fille. Es seien z.B. Universititen begutachtet worden und bzgl. der
Betreuung der Studierenden durch zwei verschiedene Begutach-
tungskommissionen in eine Rangreihe gebracht worden, mit fol-
gendem Ergebnis:

Tabelle 12.7: Rangreihen von zwei verschiedenen Gutachtern

Universitidt | Gutacht. 1 | Gutacht. 2 d?
A 1 3 4
B 2 1 1
C 3 2 1
D 4 5 1
E 5 4 1

Der Rangkorrelationskoeffizient ist dann
rg=1-6 (1+1+1+144) /5 (25-1) =1-48/120= 1-0,4=0,6
und zeigt eine mittlere Ubereinstimmung an.

Der entscheidende Unterschied dieses Malles zu den anderen
Rangkorrelationsmallen aus Kap. 11 ist, dass es hier etwas aus-
macht, wie viel Kategorien die Differenz bilden, wenn sich zwei
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Fille unterscheiden, d.h. es wird nicht nur darauf geachtet, wie bei
den anderen Maflen, ob die Relation zwischen den Kategorien
dann kleiner oder groBer ist, sondern auch, wie viele Kategorien
kleiner oder grofer. Das Paar (A,C) z.B. wiirde bei allen Maflen
aus Kap. 11 das gleiche Gewicht bekommen wie das Paar (D,C),
niamlich beide wiirden als ein discordantes Paar in die Berechnung
eingehen. In der Spearmanschen Berechnungen bekommt das Paar
(A, C) aber erheblich mehr Gewicht, weil die Rangunterschiede
dort doppelt so hoch sind wie beim Paar (D, C). Der Spearmansche
Koeffizient interpretiert so in die Ordnung der Kategorien einen
Abstand hinein, der iiber die strikt ordinale Datenqualitét hinaus-
geht und die Daten iiber die Rangreihen der Kategorien intervall-
skaliert. Er liegt deshalb i.A. auch immer iiber den Werten der
anderen Rangkorrelationsmalle, ausgenommen 7, das ja nur eine
eingeschrinkte Zahl Paare berticksichtigt.

Wenn die ordinalen Daten in eine Rangreihe gebracht worden
sind, gibt es natiirlich wieder das Problem der Ties, d.h. hier: dass
in einer Rangliste eine Reihe von Fillen als gleich beurteilt wur-
den. Dann erfolgt die Zuordnung der Rénge zu den Fillen nicht
iiber die Ringe der Merkmalskategorien. Vielmehr werden zu-
ndchst grundsitzlich genau so viele Rangplitze verteilt, wie Félle
da sind. Haben dann eine Reihe von Fillen dieselbe Kategorie,
sind also gebunden, so erhalten sie den Rangplatz, der dem Durch-
schnittswert ihrer Ringe entspricht. Ein Beispiel:

Fall Kategorie Rangplatz Rangpl. f. Berechnung
1 1 1 1

2 2 2 2,5 = (2+3)2

3 2 3 2,5 = (2+3)2

4 3 4 5 = (4+5+6)/3

5 3 5 5 = (445+6)/3

6 3 6 5 = (445+6)/3

7 4 7 7

Da eine grofle Zahl solcher Ties den Koeffizienten wiederum nicht
die gewiinschte Skala von —1 bis + 1 annehmen lisst, gibt es dann
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noch eine Korrekturformel, die bei Vorhandensein von Ties ange-
wendet werden muss (s. z.B. ClauB3 u.a.: 78).

Als Beispiel folgt die SPSS-Berechnung des Spearmanschen
Rangkorrelationskoeffizienten fiir die beiden Merkmale aus Kap.
11.4 (s. die dortige Tabelle 11.2a zum Vergleich):

Symmetrische MaBe

Asymptoti
scher Néherung
Standardf | Naherung sweise
Wert ehler sweises T | Signifikanz
Ordinal- bzgl. Kendall-Tau-b -,246 ,014 -17,271 ,000
OrdinalmaB Kendall-Tau-c -,222 ,013 -17,271 ,000
Gamma -,361 ,020 -17,271 ,000
Korrelation nach
Spearman -,284 ,016 -17,087 ,000
Anzahl der giiltigen Félle 3319

Man sieht, dass Spearmans Koeffizient hoher liegt als die t°s,
sogar so hoch, dass er auflerhalb des 95% - Konfidenzintervalls
z.B. von 1, fillt. Er unterscheidet sich also signifikant von den
anderen Werten, weil er eine hohere Datenqualitidt annimmt, als
eigentlich vorhanden ist.

12.7 Ubersicht iiber alle Zusammenhangsmafe

Die folgende Ubersicht Tabelle 12.8 stellt alle behandelten Zu-
sammenhangsmafle in einer Tabelle dar. Wie gezeigt worden ist,
sind die Maf3e fiir Daten mit Nominal- und Ordinalskalenqualitit
uneinheitlicher, problematischer und inhaltlich schwieriger zu
interpretieren als die Maf3e fiir metrische Daten. Das ist einer der
Griinde, weshalb auch in den Sozialwissenschaften moglichst
immer Intervallskalenniveau angestrebt wird. Da aber gerade sozi-
ale Daten oft dieses Niveau nur unter fragwiirdigen Annahmen
erreichen, sollte man im Zweifelsfall auch immer die anderen
MaBe auf die Daten anwenden, und sei es nur deshalb, um die
Ergebnisse, die unter der Annahme von Intervallskalenqualitit
gewonnen wurden, gegen Einwinde bzgl. ihrer Skalenqualitit
abzusichern. Nur in seltenen Fillen werden sich dabei die Ergeb-
nisse widersprechen.
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12.8 Korrelation ist nicht Kausalitit

Ein grundsitzliches Problem, das nicht nur die metrischen, son-
dern alle ZusammenhangsmalBe betrifft, ist der Unterschied zwi-
schen Korrelation und Kausalitéit, bzw. allgemeiner zwischen ei-
nem statistischen und einem inhaltlichen Zusammenhang. Wenn
man statistisch misst, dass zwei Variablen zusammenhingen, dann
konnte man versucht sein, diesen Zusammenhang dafiir zu nutzen,
durch Verdnderung der einen Variable auf die andere Variable
Einfluss zu nehmen. Das gelingt nur, wenn der statistische Zu-
sammenhang einen tatsidchlichen Ursache- Wirkungs- Zusammen-
hang beschreibt. Es gibt drei mogliche Fehlerquellen, die dazu
fithren konnen, dass das nicht so ist.

1. Zufall: mit Datenbestéinden, die grof3 genug sind, und nach einer
Anzahl von statistischen Untersuchungen, die ebenfalls grof3 ist,
wird man immer irgendwann irgendeinen Zusammenhang feststel-
len. Das liegt daran, dass man i.A. nur ein 95% - Konfidenzinter-
vall nimmt und deshalb die eine oder andere statistische Maf3zahl
eben doch einen Zusammenhang anzeigt, obwohl sie nur zufillig
zustande gekommen ist (in durchschnittlich 1 von 20 Fillen bei
einem o-Niveau von 5%).

2. Richtung: Man kann {iiber die Richtung des Zusammenhangs
nichts wissen. Beeinflusst das Bildungsniveau die Schichteinstu-
fung oder umgekehrt? Es kann einerseits sein, dass man iiber die
Ausbildung einen Beruf erlangen kann, der in eine bestimmte
gesellschaftliche Schicht fiihrt. Andererseits kann es aber auch
sein, dass man die gesellschaftliche Schicht des Elternhauses ,,ge-
erbt” hat, etwa durch Vererbung eines Hofes oder einer Firma, und
dieses Erbe notwendig mit einem bestimmten Bildungsniveau
verbunden ist, etwa, um die Firma leiten zu konnen. In diesem Fall
hat die Schichtzugehorigkeit das Bildungsniveau bestimmt und
nicht umgekehrt. Ohne eine Theorie kann man nicht bestimmen,
was Ursache und was Wirkung ist.

3. Scheinkausalitit: Die dritte Art des Zusammenhangs ist jedoch
die hidufigste und gefihrlichste. Sie heiit Scheinkausalitit. Sie
kommt dadurch zustande, dass zwei Merkmale sich zwar in der-
selben Weise dndern, dass sie aber untereinander gar keine Ver-
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bindung haben, sondern beide mit einem dritten Merkmal verbun-
den sind, das eine Beziehung zu jedem der beiden ersten Merkma-
le besitzt.

Zwei der bekanntesten Beispiele dafiir: einmal die friithere
Vermutung, dass Frauen besser Auto fahren, weil sie weniger
Unfille machen. Die Anzahl der Unfille pro Frau und pro Mann
sind unterschiedlich, und zwar signifikant. Beides liegt aber an
einer dritten Variable: der Anzahl der gefahrenen km pro Person.
Vor allem im LKW-Verkehr, aber auch in vielen Angestelltenbe-
rufen iiberwiegen die Minner, also gerade in Berufssparten, in
denen sehr viel Auto gefahren wird. Die dritte Variable, die uner-
kannt im Spiel ist, sind also die gefahrenen km. Die Unfallhdufig-
keit wird umso groBer, je mehr km gefahren werden. Ebenso héngt
das Geschlecht mit den gefahrenen km zusammen: Frauen fahren
im Durchschnitt pro Person weniger Auto. Es verhindert also keine
Unfille, wenn man alle LKW-Fahrer durch LKW-Fahrerinnen
ersetzen wiirde, denn dann miissten die Frauen genau so viele km
fahren.

Das zweite Beispiel dieser Art beweist, dass tatsdchlich der
Storch die Kinder bringt. In einer Untersuchung in Finnland am
Anfang des Jahrhunderts wurde nachgewiesen, dass in Gegenden,
in denen viele Storche gesichtet wurden, auch prozentual mehr
Kinder geboren wurden als in Gegenden, in denen die Storche rar
waren. Es wird nun ebenso wenig niitzen, wieder mehr Storche
anzusiedeln, um die sinkenden Geburtenzahlen aufzufangen. Denn
auch hier ist eine dritte Variable im Spiel, die auf die beiden unter-
suchten jeweils einwirkt, so dass es aussieht, als wiren sie selbst
verbunden. Es ist die Urbanisierung, also die Tatsache, dass immer
mehr Menschen in stddtischen Ballungsgebieten leben. In diesen
Gebieten sinkt sowohl die Zahl der Storche, weil ihnen Nistplatze
fehlen. In diesen Gebieten sinkt aber ebenfalls die Geburtenrate,
aus verschiedene Griinden, u.a. bessere Freizeitangebote, freiere
Moralvorstellungen, hohere Scheidungsraten usw.

Um diese Effekte auch statistisch weiter aufzukliren, muss
man offensichtlich anfangen, nicht nur zwei, sondern mindestens
drei oder noch mehr Variablen gemeinsam statistisch zu untersu-
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chen. Das ist der Hauptgegenstand einer weiterfiihrenden Veran-
staltung Statistik II mit dem Thema der multivariaten Statistik.

Die Beispiele zeigen, dass die Statistik tatsdchlich nur ein
Hilfsmittel bleibt, auch wenn sie eine genauere Beschreibung em-
pirischer Sachverhalte ermdglicht. Ohne eine gehaltvolle Theorie
tiber die untersuchten Zusammenhénge niitzen statistisch ermittelte
Kennzahlen nichts. Aber ohne die statistischen Hilfsmittel kann
man auch keine Theorie an empirischen Daten tiberpriifen. Dass
diese Moglichkeit der Uberpriifung nicht auf Scharlatanerie be-
ruht, sondern auf nachvollziehbaren Berechnungen, sollte dieses
Buch vermitteln. Man kann zwar auf Grund von statistischen Be-
rechnungen zu verschiedenen Schliissen gelangen. Man denke an
die verschiedenen Sicherheitsniveaus oder an die in diesem Kapi-
tel demonstrierte Moglichkeit, statt mit den Originaldaten mit
daraus berechneten Werten zu rechnen. In diesem Buch sollte ein
bisschen von dem Handwerkszeug vermittelt worden sein, um
statistische Werte, die man anzweifelt, immanent mit statistischem
Verstindnis und mit den Mitteln der Statistik selbst zu hinterfra-
gen. Man hat das auch einmal ,,statistical literacy** genannt.

Weitere Literatur zu diesem Kapitel: Clau3 uv.a.: 74-77, 85-90,
299-309, Hochstadter 128-138, Kiihnel/Krebs: 382-443

Ubungsaufgaben:

Die folgende Tabelle enthilt die GroBe verschiedener Wohnungen
in Dresden (in qm) und die monatliche Miete, die fiir diese Woh-
nungen bezahlt werden muss (in Euro).

qm |55 30 95 70 110 |85 140 |65
Miete |690 350 [850 1200 [1450 |[1050 |1600 [650

1. Berechnen Sie die Standardabweichung der Variablen ,,qm‘ und
»Miete* und ihre Kovarianz. Bestimmen Sie mit diesen Angaben
die Grofe der Korrelation zwischen Wohnungsgroie und Miete
dieser 8 Fille. Konnen Sie das Ergebnis verallgemeinern?

2. Um wie viel Euro steigt die Miete ,,durchschnittlich® pro qm?
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