
ÿ þ ý ü û ú ù ÿ ø û ÷ ù ü ý ö õ ÿ ÷ ù ú þ ô û ý ó ò ó ù "

# $ & ( ) + - . 0 2 4 5 $ & 7 9 & 7 4 ) < = 4 > 7 4 &

? @ A C C D C F G I @ A J C D C K L M J N ? C @ O I P L
R M D S T U J O W I X Y O P L \ ? ] I N I J

_ ` a b c a d f h i d a `

j k l n o p q n r s J P A O Y u M u I X M S I P A C N F C X X I @ C J Y P X y @ P O J K M Y u I @ y D M X Y y X F M @ I
F X C S M J O S M K I Y I | y I J @ I O Y u X I Y I J P I N } s P O Y ~ M Y I N C J P X M @ � O J K ~ C P A F I M �
P y X I u C O J P Y M J N Y u I @ y D M X O P O I Y P A X C y K A P A I Y I | y I J @ I } G A I F I M P y X I u C O J P Y
M X I y Y I N P C @ M D @ y D M P I P A I S C P O C J C F P A I @ M S I X M M J N u X C W O N I N I u P A O J F C X �

S M P O C J F C X Y C S I u C O J P Y C J P A I ~ C y J N M X L C F P A I Y y X F M @ I } G A I Y u I @ y D M X O P O I Y
K O W I @ C J Y P X M O J P Y C J P A I Y y X F M @ I J C X S M D M J N P A I Y I @ C J Y P X M O J P Y M X I @ C S u D I �
S I J P I N ~ L M Y S C C P A J I Y Y @ C J N O P O C J O J C X N I X P C I Y P O S M P I P A I Y y X F M @ I Y A M u I }
G A I Y S C C P A J I Y Y S I M Y y X I O Y ~ M Y I N C J S O J O S O � O J K P A I Y y X F M @ I @ y X W M P y X I
M J N M Y u D O J I X I u X I Y I J P M P O C J C F P A I Y y X F M @ I O Y y Y I N O J P A I C u P O S O � M P O C J

Y P I u }
U Y O J K P A I u X C u C Y I N S I P A C N O P O Y u C Y Y O ~ D I P C X I @ C J Y P X y @ P @ C S u D I P I D L P I � �

P y X I D I Y Y Y S C C P A Y y X F M @ I Y } G A O Y O Y Y A C ] J O J ~ C P A Y O S y D M P I N M J N X I M D I � �
u I X O S I J P Y }

  ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ £ © ¥ ¢

ª « 4 � ) 0 ¬ 2 4 5 0 � 4 < � + 5 $ � + &  ¬ 0 � « < � ) � � � � ) 4 $ & 7 5 0 � + 0 & � ) 0 5 + 5 $  4 < 4 ± � 4 & � 4 <
� $ - 4 & ¬ > « $ & 7 ³ « 4 2 7 ´ + 7 4 0 � $ 5 4 ) $ < « $ < ¬ 4 4 & � ) 4 $ � 4 7 ¬ > 5 $ & > ) 4 < 4 $ ) � « 4 ) < 7 � ) ³
+ &  � « 4 � $ < � µ � 0 ¶ ¸ > 4 $ ) < � � � � ¹ ¶ º � ¹ » º � ¹ ¼ º � . +  & + ½ � $ & � $ � « + 4 ´ 4 5 4 & � < « $ ´ 4 ¬ 4 4 &
0 ¬ � $ + & 4 7 � 0 ) ¬ 0 � « � 4 $ � � ) 4 4 ¾ � ) $ � � + 0 & $ 2  0 ) + � « 5 < � � ) $ � - + &  5 4 � « 0 7 < $ & 7 ) 4 � 0 & ³
< � ) � � � + 0 & 5 4 � « 0 7 < � ¬ � � $ 2 < 0 ) 4 2 $ � 4 7 5 4 � « 0 7 < � 0 7 + < � 2 $ > � « 4 ) 4 < � 2 � $ < 7 4 & < 4 7 4 � � «
5 $ � < � � � � ¹ ¶ º � 5 4 < «  4 & 4 ) $ � + 0 & $ & 7 � 4 ¾ � � ) 4 5 $ � � + &  � � � � ¹ ¿ º � = 0 À 4 ´ 4 ) � 2 + � � 2 4 4 5 ³
� « $ < + < « $ ´ 4 ¬ 4 4 & � � � 0 & ) 4 � 0 & < � ) � � � + &  < � ) � $ � 4 < � 4 < � 4 � + $ 2 2 > + & � « 4 � $ < 4 0 � < � 4 � � 2 $ )
< � ) � $ � 4 < �

Á & � « + < � $ � 4 ) À 4 À + 2 2 7 4 $ 2 À + � « � « 4 � ) 0 ¬ 2 4 5 0 � ) 4 � 0 & < � ) � � � + &  $ < � 4 � � 2 $ )
< � ) � $ � 4 � ) 0 5 $ & + 5 $  4 < 4 ± � 4 & � 4 � $ - 4 & ¬ > $ « $ & 7 ³ « 4 2 7 ´ + 7 4 0 � $ 5 4 ) $ � Æ 4 À + 2 2
$ < < � 5 4 � « $ � � « 4 < � 4 & 4 $ 2 < 0 � 0 & � $ + & < < 0 5 4 � 4 $ � � ) 4 � 0 + & � < � « $ � 5 $ - 4 < + � � 0 < < + ¬ 2 4

� 0 � < 4 < � $ & 7 $ ) 7 5 4 � « 0 7 < � 0 � $ 2 � � 2 $ � 4 � « 4 � $ 5 4 ) $ 5 0 � + 0 & � Á � À + 2 2 $ 2 < 0 ¬ 4 $ < < � 5 4 7
� « $ � � « 4 7 + ) 4 � � + 0 & 0 � � « 4 2 +  « � < 0 � ) � 4 + < - & 0 À & � ª « + < 7 + ) 4 � � + 0 & � $ & 4 $ < + 2 > ¬ 4
0 ¬ � $ + & 4 7 � ) 0 5 � « 4 � $ 2 � � 2 $ � 4 7 5 0 � + 0 & 0 � � « 4 � $ 5 4 ) $ + � � « 4 < « $ 7 0 À 0 � � « 4 � $ 5 4 ) $
� $ & ¬ 4 < 4 4 & + & $ & + 5 $  4 �

J. Bigun and T. Gustavsson (Eds.): SCIA 2003, LNCS 2749, pp. 828−835, 2003.
 Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2003

Keywords: Specularities, Surface Estimation, Structrure from Motion,
Splines



Í Î Í Ï � � Ñ Ò � Ó � Ô � � Õ

9 & 4 $ ) 2 > � $ � 4 ) 4 ¾ $ 5 + & + &  � « 4 + & � 0 ) 5 $ � + 0 & $ ´ $ + 2 $ ¬ 2 4 � ) 0 5 � « 4 5 0 � + 0 & 0 � < � 4 � � ³
2 $ ) + � + 4 < � & 7 4 ) - & 0 À & � $ 5 4 ) $ 5 0 � + 0 & + < ¹ µ º � Á & � « 4 $ ) 4 $ 0 � ) 4 � 0 & < � ) � � � + &  < � ) � $ � 4 <
� ) 0 5 < � 4 � � 2 $ ) + � + 4 < < 0 5 4 À 0 ) - « $ < ¬ 4 4 & 7 0 & 4 0 & ) 4 � 0 ´ 4 ) + &  < � ) � $ � 4 < ¬ > + 2 2 � 5 + & $ � ³
+ &  � « 4 5 À + � « � + ) � � 2 $ ) 0 ) 4 ¾ � 4 & 7 4 7 2 +  « � < 0 � ) � 4 < ¹ Ù º � . 0 5 4 À 0 ) - « $ < ¬ 4 4 & 7 0 & 4
0 & ) 4 � 0 & < � ) � � � + &  � 4 ) � 4 � � 5 + ) ) 0 ) < � ) � $ � 4 < ¬ > < � � 7 > + &  ) 4 Ú 4 � � + 0 & < 0 � � $ 2 + ¬ ) $ � 4 7
< � 4 & 4 < � 0 & � $ + & + &  2 + & 4 < � $ < < + &  � « ) 0 �  « � 0 + & � < ¹ Û º � Æ 0 ) - « $ < $ 2 < 0 ¬ 4 4 & 7 0 & 4
0 & 4 < � + 5 $ � + &  � « 4 < « $ � 4 0 � < � 4 � � 2 $ ) < � ) � $ � 4 < � & 7 4 ) 2 $ ¬ 0 ) $ � 0 ) > � 0 & 7 + � + 0 & < � < + & 
< � 2 + & 4 < � ) � $ � 4 < ¹ Ü º � ª « 4 < 4 5 4 � « 0 7 < $ 2 2 ) 4 ± � + ) 4 < 0 5 4 � 0 ) 5 0 � 2 $ ¬ 0 ) $ � 0 ) > < 4 � � � �
ª « 4 > � < 4 4 ¾ � 4 & 7 4 7 2 +  « � < 0 � ) � 4 < � � $ 2 + ¬ ) $ � 4 7 < � 4 & 4 < � � 0 & � ) 0 2 2 4 7 � $ 5 4 ) $ 5 0 � + 0 & 0 )

0 � « 4 ) � 0 & < � ) $ + & � < � ª « 4 5 4 � « 0 7 � ) 0 � 0 < 4 7 + & � « + < � $ � 4 ) + < ´ $ 2 + 7 � 0 )  4 & 4 ) $ 2 � $ 5 4 ) $
5 0 � + 0 & $ & 7  4 & 4 ) $ 2 < � 4 � � 2 $ ) < � 4 & 4 < �

Í Î Ý Þ � à á � Ò â Ó á Ò � à � ã Ï ä å � �

ª « 4 5 $ + & � 0 & � ) + ¬ � � + 0 & 0 � � « 4 � $ � 4 ) + < � 0 � ) 0 � 0 < 4 $ & $ 2  0 ) + � « 5 � 0 ) ) 4 � 0 & < � ) � � � + & 
< � 4 � � 2 $ ) < � ) � $ � 4 < � ) 0 5 $ & + 5 $  4 < 4 ± � 4 & � 4 � $ - 4 & ¬ > $ & � & � $ 2 + ¬ ) $ � 4 7 « $ & 7 ³ « 4 2 7

´ + 7 4 0 � $ 5 4 ) $ � ª « 4 � ) 0 � 0 < 4 7 5 4 � « 0 7 7 0 4 < & ç � & 4 4 7 � 0 & � ) 0 2 2 4 7 � $ 5 4 ) $ 5 0 � + 0 & 0 )
< � 4 � + $ 2 � ) 4 � $ ) $ � + 0 & 0 � � « 4 < � 4 & 4 � < � � « $ < + & � ) 0 7 � � + &  < � 4 � + $ 2 � $ � � 4 ) & < 0 ) � 0 & ³

� ) 0 2 2 4 7 2 +  « � + &  � Á & < � 4 $ 7 � À 4 4 < � + 5 $ � 4 � « 4 5 0 � + 0 & � < + &  < � $ � 4 0 � � « 4 $ ) � < � ) � � � � ) 4
� ) 0 5 5 0 � + 0 & 5 4 � « 0 7 < � + & � 2 � 7 + &  $ � � 0 ³ � $ 2 + ¬ ) $ � + 0 & � $ & 7 � < 4 < � 4 � � 2 $ ) + � + 4 < 0 & � « 4

< � ) � $ � 4 $ ) + < + &  � ) 0 5 $ & $ � � ) $ 2 2 +  « � < 0 � ) � 4 � ª « 4 0 & 2 > 2 + 5 + � $ � + 0 & + < � « $ � � « 4 7 + ³
) 4 � � + 0 & 0 � � « 4 2 +  « � < 0 � ) � 4 « $ < � 0 ¬ 4 - & 0 À & 0 ) 4 < � + 5 $ � 4 7 7 � ) + &  < � ) � � � � ) 4 $ & 7
5 0 � + 0 & ) 4 � 0 ´ 4 ) > �

è é ê ¨ ë ì ¤ ¥ § ¢ ¦

Ý Î Í Þ ä î � � ä ï � � � ð

ª « 4 � 0 2 2 0 À + &  & 0 � $ � + 0 & < À + 2 2 ¬ 4 � < 4 7 ñ
X

7 4 & 0 � 4 < 0 ¬ ò 4 � � � 0 + & � < + & « 0 5 0  4 & 4 0 � <
� 0 0 ) 7 + & $ � 4 < $ & 7

x
7 4 & 0 � 4 < + 5 $  4 � 0 + & � < + & « 0 5 0  4 & 4 0 � < � 0 0 ) 7 + & $ � 4 < � ª « 4 � 0 � $ 2

� 0 + & � À + 2 2 ¬ 4 7 4 & 0 � 4 7
c

� � « 4 � $ 5 4 ) $ 5 $ � ) + ¾
P

$ & 7
S

+ < $ < 5 0 0 � « < � ) � $ � 4 + &
R

3 �
Æ 4 � < 4 � « 4 < � $ & 7 $ ) 7 � + & ³ « 0 2 4 � $ 5 4 ) $ 5 0 7 4 2 � � � � ¹ ¼ º � ª « 4 0 ¬ ò 4 � � � 0 + & � < $ ) 4 � « 4 &
) 4 2 $ � 4 7 � 0 � « 4 + 5 $  4 � 0 + & � < ¬ > $ 5 $ � ) + ¾ 5 � 2 � + � 2 + � $ � + 0 & �

x ∼ PX , ó
¶ ô

À « 4 ) 4 ∼ 7 4 & 0 � 4 < 4 ± � $ 2 + � > � � � 0 < � $ 2 4 � õ + ´ 4 & � « 4 � $ 5 4 ) $ 5 $ � ) + ¾
P

� � « 4 2 + & 4 0 �
< +  « � � 0 ) ) 4 < � 0 & 7 + &  � 0 � « 4 + 5 $  4 � 0 + & �

x
+ <  + ´ 4 & ¬ >

r(x) = c + λP+x , ó
» ô

À « 4 ) 4
c = N (P )

7 4 & 0 � 4 � « 4 � 0 � $ 2 � 0 + & � �
λ

� « 4 7 4 � � « � $ ) $ 5 4 � 4 ) $ & 7
P+ 7 4 & 0 � 4

� « 4 � < 4 � 7 0 ³ + & ´ 4 ) < 4 0 �
P

� = 4 & � 4 + � $ < � 4 � � 2 $ ) + � > + < 0 ¬ < 4 ) ´ 4 7 $ � � 0 + & �
x

+ & $  + ´ 4 &
� $ 5 4 ) $ �

ó
» ô 7 4 & 0 � 4 < � « 4 � 0 < < + ¬ 2 4 2 0 � $ � + 0 & < 0 � � « 4 < � ) � $ � 4 ) 4 Ú 4 � � + &  � « 4 2 +  « � �

829Surface Shape from Specularities



Ý Î Ý ÷ á � Ó ø á Ó � � ä à � ï � á Ò � à ù � á Ò î ä á Ò � à

ª 0 7 4 � 4 ) 5 + & 4 � « 4 < « $ � 4 0 � $ < � ) � $ � 4 À + � « � « 4 5 4 � « 0 7 À 4 � ) 0 � 0 < 4 + � + < & 4 � 4 < < $ ) >
� 0 - & 0 À � « 4 5 0 � + 0 & 0 � � « 4 � $ 5 4 ) $ � ª « + < + < 0 ¬ � $ + & 4 7 � < + &  < � ) � � � � ) 4 � ) 0 5 5 0 � + 0 &
� 4 � « & + ± � 4 < � ª « ) 0 �  « 0 � � � « + < � $ � 4 ) À 4 $ < < � 5 4 � « $ � � « 4 ) 4 $ ) 4 4 & 0 �  « � 4 $ � � ) 4 <
+ & � « 4 < � 4 & 4 � 0 7 4 � 4 ) 5 + & 4 5 0 � + 0 & 0 � � « 4 � $ 5 4 ) $ $ & 7 � « 4 < � ) � � � � ) 4 0 � $ 2 + 5 + � 4 7
& � 5 ¬ 4 ) 0 � � 4 $ � � ) 4 � 0 + & � < � ª « + < + < 7 0 & 4 ¬ > 4 ¾ � ) $ � � + &  $ & 7 � ) $ � - + &  � 4 $ � � ) 4 � 0 + & � <
� « ) 0 �  « � « 4 + 5 $  4 < 4 ± � 4 & � 4 � ª « 4 � � & 7 $ 5 4 & � $ 2 5 $ � ) + ¾ �

F
� $ & 7 � « 4 � ) + � 0 � $ 2 � 4 & < 0 ) �

T
$ ) 4 4 < � + 5 $ � 4 7 $ & 7 $ & + & + � + $ 2 $ û & 4 ) 4 � 0 & < � ) � � � + 0 & + < 0 ¬ � $ + & 4 7 � ) 0 5 � « 4 � « 4 ) + $ 2 + � >

� 0 & < � ) $ + & � < � � � � ¹ » º � ü + & $ 2 2 > $ & + & + � + $ 2 ( � � 2 + 7 4 $ & ) 4 � 0 & < � ) � � � + 0 & + < 0 ¬ � $ + & 4 7 ¹ ý º � ª « 4
( � � 2 + 7 4 $ & < � ) � � � � ) 4 $ & 7 � $ 5 4 ) $ 5 0 � + 0 & + < � « 4 & ) 4 ½ & 4 7 � < + &  ¬ � & 7 2 4 $ 7 ò � < � 5 4 & � �
� � � ¹ ¼ � ¶ ¸ º �

Ý Î þ Þ � à � á � ä Ò à á �

ª « 4 � 0 & 7 + � + 0 & � 0 ) < � 4 � � 2 $ ) ) 4 Ú 4 � � + 0 & + < � « $ � � « 4 < � ) � $ � 4 & 0 ) 5 $ 2 ¬ + < 4 � � < � « 4 ´ + 4 À ³
+ &  7 + ) 4 � � + 0 & $ & 7 � « 4 + & � + 7 4 & � 2 +  « � 7 + ) 4 � � + 0 & � ü 0 ) $ � 0 + & � 0 & $ < � ) � $ � 4

S
À + � «

& 0 ) 5 $ 2
N

$ & 7 2 +  « � < 0 � ) � 4 7 + ) 4 � � + 0 &
L

� � « 4 ) 4 2 $ � + 0 & � 0 � « 4 < � 4 � � 2 $ ) ) 4 Ú 4 � � + 0 &
7 + ) 4 � � + 0 &

R
� $ & ¬ 4 < 4 4 & + & ü +  � ) 4 ¶ �

N

RL

� � � r � r G A I @ C J N O P O C J F C X Y u I @ y D M X X I � I @ P O C J }

. + & � 4 À 4 « $ ´ 4 � 0 5 � � � 4 7 � « 4 0 ) + 4 & � $ � + 0 & $ & 7 � 0 < + � + 0 & 0 � � « 4 � $ 5 4 ) $ � 0 ) � « 4
À « 0 2 4 < 4 ± � 4 & � 4 $ & 7 � « 4 2 +  « � < 0 � ) � 4 7 + ) 4 � � + 0 & � $ & 4 $ < + 2 > ¬ 4 7 4 � 4 ) 5 + & 4 7 ó 4  �
¬ > « $ ´ + &  0 & 4 + 5 $  4 À « 4 ) 4 � « 4 � $ 5 4 ) $ < « $ 7 0 À + < ´ + < + ¬ 2 4 ô À 4  4 � $ < 4 ) + 4 < 0 �
� 0 & < � ) $ + & � < 0 & � « 4 < � ) � $ � 4 � ª « 4 � 0 & < � ) $ + & � < $ ) 4 � « $ � $ � � « 4 + & � 4 ) < 4 � � + 0 & 0 � � « 4
) $ >

ri ó » ô � ) 0 5 � « 4 � 0 � $ 2 � 0 + & �
ci

� « ) 0 �  « � « 4 < � 4 � � 2 $ ) + � > + & � « 4 + 5 $  4
i

$ & 7
� « 4 < � ) � $ � 4 � � « 4 & 0 ) 5 $ 2

Ni
+ < - & 0 À & � ª « + < ) 4 2 $ � + 0 & + < < « 0 À & + & ü +  � ) 4 » � ª « 4

4 ¾ � ) 4 < < + 0 & � 0 )
Ni

+ < � « 4 & �

Ni =
L r̃i
|L r̃i| , ó ¼ ô

À « 4 ) 4
r̃i

+ < � « 4 7 + ) 4 � � + 0 & $ 2 ´ 4 � � 0 ) � 0 ) 4 $ � « ) $ > � & 0 ) 5 $ 2 + � 4 7 < 0 � « $ � |r̃i| = 1
�

ª « 4 � ) 0 ¬ 2 4 5 + < � « $ � � « 4 7 4 � � « <
λi

+ � 4 � � « 4 7 + < � $ & � 4 � 0 � « 4 < � ) � $ � 4 � ) 0 5 � « 4
� 0 � $ 2 � 0 + & � $ 2 0 & 

ri
� $ & & 0 � ¬ 4 7 4 � 4 ) 5 + & 4 7 � 	 + < � $ & � 2 +  « � < 0 � ) � 4 5 4 $ & < � « $ � � « 4

� 0 & 7 + � + 0 & � 0 ) < � 4 � � 2 $ ) + � > À + 2 2 ¬ 4 � � 2 ½ 2 2 4 7 $ � $ 2 2 � 0 + & � < 0 & � « 4 ) $ >
ri

�
ü � ) � « 4 ) � 0 & < � ) $ + & � < 0 &

λi
� $ & ¬ 4 $ 7 7 4 7 < + & � 4 À 4 « $ ´ 4 � 4 $ � � ) 4 < 0 � � < + 7 4 � « 4

< � ) � $ � 4 � ª « 4 < 4 À 4 ) 4 � < 4 7 � 0 � 0 5 � � � 4 � « 4 � $ 5 4 ) $ 5 0 � + 0 & ¬ � � � « 4 > $ 2 < 0 < 4 � � � � 4 )

830 J.E. Solem and A. Heyden



N

L

S

c

r

R

� � � r � r G A I X I D M P O C J ~ I P ] I I J M Y u I @ y D M X O P L O J M J O S M K I M J N P A I Y y X F M @ I J C X S M D }

$ & 7 2 0 À 4 ) ¬ 0 � & 7 < 0 & � « 4 7 4 � � « < � ª « 4 < � ) � $ � 4 5 � < � 2 + 4 + & $ � 0 & 4 7 4 ½ & 4 7 ¬ > � « 4
� 0 � $ 2 � 0 + & � 0 � + 5 $  4

i
$ & 7 � « 4 & 0 & ³ < � ) � $ � 4 � 4 $ � � ) 4 < + & + 5 $  4

i
� � 0 ) $ 2 2 + 5 $  4 < �

ª « 4 < � ) � $ � 4 5 � < � � « 4 & 2 + 4 � 0 5 � 2 4 � 4 2 > + & � « 4 + & � 4 ) < 4 � � + 0 & 0 � $ 2 2 � « 4 < 4 � 0 & 4 < � ª « + <
´ 0 2 � 5 4 + < � $ 2 2 4 7 � « 4 Ñ Ò � Ó ä ð � Ó ð ð � � � � ¹ ¶ ¶ º �

� � ¤ ¥ � ¥ � � ¦ � ¥ � § £ © ¥ ¢

ª « 4 ) 4 $ ) 4 5 $ & > < 5 0 0 � « < � ) � $ � 4 < $ � 7 + � 4 ) 4 & � 7 4 � � « < � « $ � < $ � + < � > ó ¼ ô � Æ 4 � ) 0 � 0 < 4
� 0 + 5 � 0 < 4 4 ¾ � ) $ � 0 & < � ) $ + & � < � 0 ½ & 7 $ & 4 < � + 5 $ � 4 0 � � « 4 < � ) � $ � 4 � ª « 4 & $ � � ) $ 2 � 0 & ³

< � ) $ + & � � 0 + 5 � 0 < 4 + < $ < 5 0 0 � « & 4 < < � 0 & < � ) $ + & � � Æ 4 « $ ´ 4 $ 2 < 0 � « 0 < 4 & � 0 ) 4 � ) 4 < 4 & �
� « 4 < � ) � $ � 4 � < + &  $ � � ¬ + � < � 2 + & 4 ) 4 � ) 4 < 4 & � $ � + 0 & ¹ ¶ » º �

Æ 4 $ < < � 5 4 � « $ � � « 4 < � ) � $ � 4
S

+ < $ < 5 0 0 � « < � 4 � � 2 $ ) < � ) � $ � 4 $ & 7 � « $ � � « 4
2 +  « � < 0 � ) � 4 + < 7 + < � $ & � � ª « + < 5 4 $ & < � « $ � � « 4 2 +  « � < 0 � ) � 4 7 + ) 4 � � + 0 &

L
+ < $ � 0 & < � $ & �

´ 4 � � 0 ) � � > < 5 0 0 � « À 4 5 4 $ & � « $ � $ 2 2 � 0 5 � 0 & 4 & � < 0 �
S

« $ ´ 4 � 0 & � + & � 0 � < � $ ) � + $ 2
7 4 ) + ´ $ � + ´ 4 < � ª « 4 � ) 0 � 0 < 4 7 $ 2  0 ) + � « 5 � $ & ¬ 4 < � 5 5 $ ) + � 4 7 $ < � 0 2 2 0 À < ñ

¶ � � 0 5 � � � 4 � $ 5 4 ) $ 5 0 � + 0 & � ) 0 5 ¬ $ � -  ) 0 � & 7 � 4 $ � � ) 4 < � < + &  < � ) � � � � ) 4 � ) 0 5 5 0 ³
� + 0 & � 4 � « & + ± � 4 < �

» � Á 7 4 & � + � > < � 4 � � 2 $ ) + � + 4 < + & � « 4 + 5 $  4 < $ & 7 7 4 � 4 ) 5 + & 4 � « 4 ) $ > <
ri

�
¼ � � $ 2 � � 2 $ � 4 � « 4 2 +  « � < 0 � ) � 4 7 + ) 4 � � + 0 &

L ó � ) 0 5 � $ 5 4 ) $ < « $ 7 0 À 0 ) 0 � « 4 ) 5 4 � « 0 7 ô �
¿ � 	 4 � 4 ) 5 + & 4 � « 4 & 0 ) 5 $ 2 <

Ni
� < + &  ó ¼ ô �

µ � . 0 2 ´ 4 0 � � + 5 + � $ � + 0 & � ) 0 ¬ 2 4 5 � + & � 2 � 7 + &  � « 4 < 5 0 0 � « & 4 < < � 0 & 7 + � + 0 & < $ & 7 ó ¼ ô � � 0
0 ¬ � $ + & � « 4 7 4 � � « <

λi
�

Ù � Á & � 4 ) � 0 2 $ � 4 � « 4 < � ) � $ � 4 � ) 0 5 � « 4 ) 4 < � 2 � � < + &  $ < � 2 + & 4 ) 4 � ) 4 < 4 & � $ � + 0 & �

þ Î Í  å á Ò î Ò " ä á Ò � à Ï � � â ð � î

ª « 4  $ � < < + $ & � � ) ´ $ � � ) 4
K

+ < + & 7 4 � 4 & 7 4 & � 0 � < � ) � $ � 4 � $ ) $ 5 4 � ) + � $ � + 0 & $ & 7 + � � « 4
< � ) � $ � 4 + < � $ ) $ 5 4 � 4 ) + � 4 7 $ <

S(u, v) = (u, v, f(u, v))
�
K

� $ & ¬ 4 4 ¾ � ) 4 < < 4 7 + & � « 4
7 4 ) + ´ $ � + ´ 4 <

fu, fv, fuu, fuv
$ & 7

fvv
� < 4 4 ¹ ¶ ¼ º ñ

831Surface Shape from Specularities



K =
fuufvv f2

uv

1 + f2
u + f2

v

. ó ¿ ô

. + & � 4
f(u, v)

7 4 � 4 & 7 0 & � « 4 7 4 � � « <
λi

� � « 4 7 4 ) + ´ $ � + ´ 4 < $ & 7
K

$ 2 < 0 7 4 � 4 & 7 0 &

λi
� Æ 4 $ ) 4 2 0 0 - + &  � 0 ) $ < 5 0 0 � « < � ) � $ � 4 � < 0 À 4  4 � � « 4 � 0 2 2 0 À + &  0 � � + 5 + � $ � + 0 &

� ) 0 ¬ 2 4 5 ñ

min
λ

∫
S

|K|dudv , ó µ ô

� & 7 4 ) � « 4 � 0 & < � ) $ + & � <

fu(pi)× fv(pi)
|fu(pi)× fv(pi)| = Ni , pi ∈ ri ∩ S , ó Ù ô

ª « 4 ) 4 + < $ & + & « 4 ) 4 & � $ 5 ¬ +  � + � > + & � « 4 0 � � + 5 + � $ � + 0 & � ) 0 ¬ 2 4 5 � < + & � 4 � « 4 ) 4 $ ) 4
5 $ & > < 5 0 0 � « < � ) � $ � 4 < � « $ � < 0 2 ´ 4 < � « 4 � ) 0 ¬ 2 4 5 $ ¬ 0 ´ 4 � 0 ) 5 $ & > 7 + � 4 ) 4 & � 7 4 � � « < �
< 4 4 ü +  � ) 4 ¼ � . + & � 4 � « 4 2 +  « � < 0 � ) � 4 + < 7 + < � $ & � $ & 7 � « 4 ) 4 + < & 0 7 4 � � « + & � 0 ) 5 $ � + 0 & + &

� « 4 < � 4 � � 2 $ ) + � + 4 < � « + < $ 5 ¬ +  � + � > & 4 4 7 < � 0 ¬ 4 < 0 2 ´ 4 7 � ª 0 < 0 2 ´ 4 � « + < À 4 ) 4 ± � + ) 4 � « $ �
À 4 « $ ´ 4 0 & 4 0 ) 5 0 ) 4 ¼ 	 � 0 + & � <

Xj ∈ R
3 0 & � « 4 < � ) � $ � 4 0 ) � « 4 < � ) � $ � 4 ¬ 0 � & 7 $ ) >

� 0 � 0 < + � + 0 & � « 4 < � ) � $ � 4 + &
R

3 �

� � � r & r G A I Y y X F M @ I M S ~ O K y O P L N y I P C y J � J C ] J N I u P A ' J C P I P A M P P A I C X N I X O J K C F P A I
X M L Y

ri
O Y J C P @ C J Y P M J P ) }

þ Î Ý ÷ å ð Ò à � * � å � � � � à á ä á Ò � à

ª 0 ) 4 � 0 & < � ) � � � $ < � ) � $ � 4 � ) 0 5 � « 4 < � 4 � � 2 $ ) + � + 4 < + & � « 4 + 5 $  4 < 4 ± � 4 & � 4 À 4 � < 4 $
� � ¬ + � < � 2 + & 4 ) 4 � ) 4 < 4 & � $ � + 0 & ¹ ¶ » º � ª « 4 7 $ � $ $ ´ $ + 2 $ ¬ 2 4 $ ) 4 + ) ) 4  � 2 $ ) 2 > < � $ � 4 7 � 0 + & � <

pi
0 & � « 4 < � ) � $ � 4 $ & 7 < � ) � $ � 4 & 0 ) 5 $ 2 <

Ni
$ � � « 4 < 4 � 0 + & � < � ª « 4 � 0 + & � < $ ) 4

pi = ci + λiri ó Û ô

832 J.E. Solem and A. Heyden



$ & 7 � « 4 & 0 ) 5 $ 2 < $ ) 4  + ´ 4 & ¬ > ó ¼ ô � < 4 4 ü +  � ) 4 » �
Æ 4 $ < < � 5 4 � « $ � � « 4 < � ) � $ � 4 � $ & ¬ 4 � $ ) $ 5 4 � 4 ) + � 4 7 $ <

S(u, v) = (u, v, f(u, v))
�

Á � � « 4 < � ) � $ � 4 7 0 4 < & 0 � � � 2 ½ 2 2 � « + < � 0 & 7 + � + 0 & À 4 � $ & $ 2 À $ > < 7 + ´ + 7 4 + � + & � 0 < � ) � $ � 4
� $ � � « 4 < � « $ � � $ & ¬ 4 � $ ) $ 5 4 � 4 ) + � 4 7 < 4 � $ ) $ � 4 2 > � ª « 4 � 0 & 7 + � + 0 & � « $ �

S
+ < < 5 0 0 � «

� « 4 & ò � < � 5 4 $ & < � « $ �
f(u, v)

« $ < � 0 & � + & � 0 � < � $ ) � + $ 2 7 4 ) + ´ $ � + ´ 4 < 4 ´ 4 ) > À « 4 ) 4 � ª « 4
5 4 � « 0 7 + < $ < � 0 2 2 0 À < ñ

¶ � ª ) + $ &  � 2 $ � 4 � « 4 < � ) � $ � 4 � 0 + & � <
pi

À + � « ) 4 < � 4 � � � 0
u

$ & 7
v

� � < + &  	 4 2 $ � & $ >
� ) + $ &  � 2 $ � + 0 & �

» � Á & � 4 ) � 0 2 $ � 4 � « 4 4 7  4 < + & � « 4 � ) + $ &  � 2 $ � + 0 & � < + &  0 & 4 7 + 5 4 & < + 0 & $ 2 � � ¬ + � + & � 4 ) ³
� 0 2 $ � + 0 & �

¼ � . � ¬ 7 + ´ + 7 4 4 $ � « � ) + $ &  2 4 ¬ > $ 7 7 + &  � « 4 5 + 7 � 0 + & � 0 & 4 $ � « 4 7  4 � 0 � « 4 < 4 � 0 �
7 $ � $ � 0 + & � < �

¿ � Á & � 4 ) � 0 2 $ � 4 � « 4 & 0 ) 5 $ 2 $ � � « 4 5 + 7 � 0 + & � � ) 0 5 � « 4 & 0 ) 5 $ 2 ´ $ 2 � 4 < $ � � « 4 4 & 7 ³
� 0 + & � < �

µ � . 4 � 4 $ � » ³ ¿ � & � + 2 7 4 < + ) 4 7 $ � � � ) $ � > + < 0 ¬ � $ + & 4 7 �

/ 0 1 � � ¤ © 4 � ¢ £ �

ª « 4 5 4 � « 0 7 � ) 0 � 0 < 4 7 À $ < � 4 < � 4 7 � 0 ) ¬ 0 � « < > & � « 4 � + � 7 $ � $ $ & 7 7 $ � $ � ) 0 5 ) 4 $ 2
+ 5 $  4 < 4 ± � 4 & � 4 < � $ - 4 & À + � « $ 7 +  + � $ 2 � $ 5 � 0 ) 7 4 ) � 7 0 � 4 � « $ � 0 � ) 5 4 � « 0 7 0 & 2 >
 + ´ 4 < � « 4 � $ ) � 0 � � « 4 < � ) � $ � 4 + & < + 7 4 � « 4 � 0 & ´ 4 ¾ « � 2 2 0 � � « 4 ¼ 	 ³ � 0 + & � <

Xj
$ & 7

< � ) � $ � 4 � 0 + & � <
pi

� ª « 4 ) 4 $ < 0 & � 0 ) � « + < + < � « $ � � « 4 � ) + $ &  � 2 $ � + 0 & + & � « 4 < � 2 + & 4
) 4 � ) 4 < 4 & � $ � + 0 &  + ´ 4 < � « 4 � 0 & ´ 4 ¾ « � 2 2 0 � � « 4 � 0 + & � < �

9 Î Í ÷ � à á � � á Ò ø : ä á ä

9 < > & � « 4 � + � < � ) � $ � 4
S

À $ < � ) 4 $ � 4 7 ¬ > � � � � + &  � « 4 � 0 � 0 � $ < � « 4 ) 4 � ª « 4 < � ) � $ � 4
À $ < ) 4 � 0 & < � ) � � � 4 7 � < + &  $ < 4 ± � 4 & � 4 À + � « ¼ » � $ 5 4 ) $ < $ & 7 � « 4 + & + � + $ 2 ´ $ 2 � 4 <

λ0À 4 ) 4 < 4 � � 0 5 $ - 4 $ 2 2 < � ) � $ � 4 � 0 + & � <
pi

2 + 4 0 & $ � 2 $ & 4 � Á � À $ < $ 2 < 0 $ < < � 5 4 7 � « $ �
� « 4 � 0 0 ) 7 + & $ � 4 < � 0 ) � « 4 � 0 ) & 4 ) < 0 � � « 4 < � ) � $ � 4 À 4 ) 4 - & 0 À & + & 0 ) 7 4 ) � 0 < 0 2 ´ 4 � « 4
7 4 � � « $ 5 ¬ +  � + � > � ) 0 5 . 4 � � + 0 & ¼ � ¶ � ª « 4 ) 4 < � 2 � + < < « 0 À & + & ü +  � ) 4 ¿ �

M ~

� � � r ; r = I Y y D P Y F X C S Y L J P A I P O @ N M P M \ M ) P X y I Y y X F M @ I \ ~ ) Y y X F M @ I M F P I X ? @ @ O P I X M P O C J Y }

833Surface Shape from Specularities



9 Î Ý * � ä ð : ä á ä

9 & + 5 $  4 < 4 ± � 4 & � 4 0 � $ � $ ) À + & 7 0 À À $ < � $ - 4 & À + � « $ � $ 5 � 0 ) 7 4 ) � . $ 5 � 2 4 + 5 $  4 <

� ) 0 5 � « 4 < 4 ± � 4 & � 4 $ ) 4 < « 0 À & + & ü +  � ) 4 µ � ª « 4 < 4 ± � 4 & � 4 � 0 & < + < � 4 7 0 � ¼ Ü + 5 $  4 <

� 0 & � $ + & + &  < � 4 � � 2 $ ) + � + 4 < $ & 7 0 & 4 + 5 $  4 0 � � « 4 � $ 5 4 ) $ < « $ 7 0 À � < 4 7 � 0 7 4 � 4 ) 5 + & 4

� « 4 2 +  « � 7 + ) 4 � � + 0 & � ª « 4 À + & 7 0 À « $ < < « $ ) � � 0 ) & 4 ) < À « + � « 5 $ - 4  0 0 7 � 4 $ � � ) 4 < �

ª À 0 0 � � « 4 < 4 À 4 ) 4 � < 4 7 � 0 ) 7 4 � 4 ) 5 + & + &  � « 4 < � ) � $ � 4 7 4 � � « $ & 7 < 0 2 ´ + &  � « 4 7 4 � � «

$ 5 ¬ +  � + � > � ª « 4 ) 4 < � 2 � < À 4 ) 4  0 0 7 4 ´ 4 & + � 0 & 2 > ¼ Ü + 5 $  4 < À 4 ) 4 � < 4 7 � < 4 4 ü +  � ) 4 Ù �

M ~ @

� � � r D r ? M S u D I Y F X C S P A I O S M K I Y I | y I J @ I C F M @ M X ] O J N C ] \ M � ~ ) F X M S I Y J y S ~ I X ? M J N

Ê @ \ @ ) O S M K I y Y I N P C N I P I X S O J I P A I D O K A P N O X I @ P O C J }

M ~ @

� � � r E r = I Y y D P Y F C X ] O J N C ] N M P M } G A X I I W O I ] Y C F X I @ C J Y P X y @ P I N ] O J N C ] Y y X F M @ I M F P I X

C u P O S O � M P O C J

G � § 4 4 ê ¤ I ê ¢ ¦ J ¥ ¢ ¨ � § � © ¥ ¢ �

9 5 4 � « 0 7 � 0 ) ) 4 � 0 & < � ) � � � + &  $ < � 4 � � 2 $ ) < � ) � $ � 4 � ) 0 5 $ & + 5 $  4 < 4 ± � 4 & � 4 � $ - 4 &

¬ > $ « $ & 7 ³ « 4 2 7 ´ + 7 4 0 � $ 5 4 ) $ « $ < ¬ 4 4 & � ) 4 < 4 & � 4 7 � ª « 4 < � ) � $ � 4 + < ) 4 � ) 4 < 4 & � 4 7

� < + &  $ � � ¬ + � < � 2 + & 4 ) 4 � ) 4 < 4 & � $ � + 0 & � « $ � « $ < � 0 & � + & � 0 � < � $ ) � + $ 2 7 4 ) + ´ $ � + ´ 4 < � ª « 4

834 J.E. Solem and A. Heyden



5 4 � « 0 7 ) 4 2 + 4 < 0 & < 0 2 ´ + &  $ & 0 � � + 5 + � $ � + 0 & � ) 0 ¬ 2 4 5 + & � 0 ) � 0 ) $ � + &  � 0 & < � ) $ + & � < � ) 0 5

� « 4 < � 4 � � 2 $ ) + � + 4 < + & � « 4 + 5 $  4 < $ & 7 $ < 5 0 0 � « & 4 < < � 0 & < � ) $ + & � 0 & � « 4 < � ) � $ � 4 �

( ¾ � 4 ) + 5 4 & � < 0 & ¬ 0 � « < > & � « 4 � + � $ & 7 ) 4 $ 2 7 $ � $ < « 0 À � ) 0 5 + < + &  ) 4 < � 2 � < � 4 ´ 4 &

� « 0 �  « � « 4 + 5 $  4 < � 0 & � $ + & & 0 + < 4 $ & 7 � « 4 ) 4 � 0 ´ 4 ) > 0 � � « 4 < � 4 & 4 < � ) � � � � ) 4 $ & 7

� $ 5 4 ) $ 5 0 � + 0 & + < & 0 � 4 ¾ $ � � �

N ¨ ë ¢ ¥ O � � ¦ ì 4 � ¢ £ �

ª « 4 $ � � « 0 ) < À 0 � 2 7 2 + - 4 � 0 � « $ & - � $ ) � + & # 0 « $ & < < 0 & � 0 ) + & � 4 ) 4 < � + &  7 + < � � < < + 0 & <

$ & 7 � 0 ) « 4 2 � À + � « � ) $ � � + � $ 2 5 $ � � 4 ) < �

R � S � ¤ � ¢ ¨ � �

? } V C D D I F I L Y \ R } \ X C @ A \ = } \ Y M J Z C C D \ [ } ] ? I D F � @ M D O ~ X M P O C J M J N S I P X O @ X I @ C J Y P X y @ P O C J O J

Y u O P I C F W M X L O J K M J N y J � J C ] J O J P I X J M D @ M S I X M u M X M S I P I X Y } s J ] s J P } _ C J F } _ C S u y P I X

Y O Y O C J \ R y S ~ M O \ s J N O M ' ? c c M ) c @ d c $

Ê } f O Y P I X \ g } ] h y P C S M P O @ g I J Y I = I @ C J Y P X y @ P O C J F X C S U J @ M D O ~ X M P I N Y O N I C ? I | y I J @ I Y }

V A g P A I Y O Y \ = C L M D s J Y P O P y P I C F G I @ A J C D C K L \ X G Ì ' Ê @ @ ? )

ö } Ì M X P D I L \ = } \ l O Y Y I X S M J \ h } ] R y D P O u D I Y O I ] Z I C S I P X L } _ M S ~ X O N K I U J O W I X Y O P L V X I Y Y \

G A I n N O J ~ y X K A o y O D N O J K \ _ M S ~ X O N K I _ o Ê Ê = U \ U X ' Ê @ @ @ )

� } R C X X O Y \ g } \ X M J M N I \ G } ] s S M K I � @ C J Y O Y P I J P Y y X F M @ I P X O M J K y D M P O C J } s J ] _ C J F } _ C S u y P I X

Y O Y O C J M J N V M P P I X J = I @ C K J O P O C J } Y C D y S I ? } \ Ì O D P C J Ì I M N ? _ \ U ? h ' Ê @ @ @ ) ö ö Ê d ö ö M

$ } l O Y Y I X S M J \ h } \ Z O ~ D O J \ V } \ o D M � I \ h } ] G A I O J F C X S M P O C J M W M O D M ~ D I P C M S C W O J K C ~ Y I X W I X

F X C S Y u I @ y D M X O P O I Y } s S M K I M J N W O Y O C J @ C S u y P O J K ' ? c M c )

, } l A I J K \ v } w } \ R y X M P M \ h } ] h @ y O X O J K M @ C S u D I P I ö N S C N I D F X C S Y u I @ y D M X S C P O C J y J N I X

P A I O D D y S O J M P O C J C F @ O X @ y D M X � Y A M u I N D O K A P Y C y X @ I Y } s n n n G X M J Y } V M P P I X J h J M D L Y O Y M J N

R M @ A O J I s J P I D D O K I J @ I � � ' Ê @ @ @ ) c ? ö d c Ê @

B } ? M W M X I Y I \ ? } \ V I X C J M \ V } ] [ C @ M D M J M D L Y O Y F C X ö N X I @ C J Y P X y @ P O C J C F Y u I @ y D M X Y y X F M @ I Y

� u M X P O O } s J ] V X C @ } n y X C u I M J _ C J F } C J _ C S u y P I X Y O Y O C J } ' Ê @ @ Ê ) B $ c d B B �

M } Ì M D Y P I M N \ R } h } \ o M X Y � L \ o } h } \ X D I O J \ ? } h } \ R M J N I D D \ = } o } ] = I @ C J Y P X y @ P O J K @ y X W I N

Y y X F M @ I Y F X C S Y u I @ y D M X X I � I @ P O C J u M P P I X J Y y Y O J K Y u D O J I { P P O J K C F J C X S M D Y } s J ] ? O K �

K X M u A } ' ? c c , ) ö ö $ d ö � Ê

c } Ì I L N I J \ h } \ | Y P X T S \ X } ] n y @ D O N I M J X I @ C J Y P X y @ P O C J F X C S O S M K I Y I | y I J @ I Y ] O P A

W M X L O J K M J N y J � J C ] J F C @ M D D I J K P A M J N u X O J @ O u M D u C O J P } s J ] V X C @ } _ C J F } _ C S u y P I X

Y O Y O C J M J N V M P P I X J = I @ C K J O P O C J } ' ? c c B ) � ö M d � � ö

? @ } G X O K K Y \ o } \ R @ [ M y @ A D M J \ V } ~ } \ Ì M X P D I L \ = } s } \ ~ O P � K O ~ ~ C J \ h } � } ] ? u I @ O M D Y I Y Y O C J Y �

~ y J N D I M N � y Y P S I J P � M S C N I X J Y L J P A I Y O Y } [ I @ P y X I f C P I Y O J _ C S u y P I X ? @ O I J @ I � � � &

' Ê @ @ @ ) Ê c M d ö B Ê

? ? } [ M y X I J P O J O \ h } ] G A I W O Y y M D A y D D @ C J @ I u P F C X Y O D A C y I P P I � ~ M Y I N O S M K I y J N I X Y P M J N O J K }

s n n n G X M J Y } V M P P I X J h J M D L Y O Y M J N R M @ A O J I s J P I D D O K I J @ I � E ' ? c c � ) c ? ö d c Ê @

? Ê } ~ M X O J \ Z } ] _ y X W I Y M J N ? y X F M @ I Y F C X _ h Z g ] h V X M @ P O @ M D Z y O N I } h @ M N I S O @ V X I Y Y

' Ê @ @ Ê )

? ö } V X I Y Y D I L \ h } ] n D I S I J P M X L g O � I X I J P O M D Z I C S I P X L } ? u X O J K I X � Y I X D M K ' Ê @ @ ? )

835Surface Shape from Specularities


	1 Introduction
	1.1 Previous Work
	1.2 Contribution of Paper

	2 Background
	2.1 Camera Model
	2.2 Structure and Motion Estimation
	2.3 Constraints

	3 Proposed Solution
	3.1 Optimization Problem
	3,2 Spline Representation

	4 Experiments
	4.1 Synthetic Data
	4.2 Real Data

	5 Summary and Conclusion

