
VII. Spektralproblem und Komplexit~tstheorie 

yon Claude-Andr~ Christen 

I, Einleitun~ und Uebersicht 

Ein Merkmal der modernen Axiomensysteme ist ihre Nicht-Kategorizit~t, 

d.h. die Tatsaohe, dass solche Systeme im allgemeinen nioht eine einzi- 

ge Struktur, sondern eine ganze Klasse van Strukturen charakterisieren. 

Obwohl der Zweek eines Systems ausdrOcklich darin besteht, die gemein- 

semen Eigenschaften ihrer Modelle darzustellen, bleibt des Interesse 

nach der Klassifizierung dieser Modelle weiterhin bestehen. 

Oie einfaehste Eigenschaft einer Struktur ist wahl ihre MQehtigkeit; 

die Frage nach den M~chtigkeitan der Modella einer exiomatischen Thee- 

rie liegt also nahe, und l~sst sich manehmal genau beantworten. Allge- 

mein bekannt aind die Beispiele den KSrper, der KSrper einer gegebenen 

Charaktaristik, dsr Schiefk~rper und der Boolesehen Algebren: Die Ord- 

hung eines endlichen KSrpers iat Potenz einer Primzahl (n~mlich der 

KSrpsr-Charakteristik), und umgekehrt gibt es zu jeder Primzahlpotenz 

einen KSrper dieser Ordnung; waiter gibt es K~rper jeder unendlichen 

MQchtigkeit. Nach dem Satz van Wedderburn gibt es keine endliahe, nieht- 

kommutative SchiefkSrper; es gibt aber nicht-kommutative Sch±efkSrper 

jeder unendliohen M~chtigkeit. Schlieselich sind die M~chtigkeiten der 

Booleschen Al~ebren genau die Zweierpotenzen und die unendliehen M~eh- 

tigkaiten. 

In anderen F~llen ist des Problem ungelSst: Man weiss zum Baispiel 

heutzutage nicht, fSr welehe M~chtigkeiten es einfache Gruppen dieser 

Ordnung gibt. Ebenfalls weiss man auch nicht, welche M~chtigkaiten als 

Ordnung einer nicht-aufl~sbaren Gruppe auftreten; allein der Nachweis 

der altan Burnside-Vermutung (laut welcher alle nicht-auflSsbaren Grup- 

pen gerade Ordnung haben) braucht ungeheuren Aufwand. 

An sich hat die besprochene M~ehtigkeitsfrage keine allzu grosse Bedeu- 

tung; sis wird deshslb bei einer Theorie auch nut dann in Betracht ge- 

zogen, wenn sie in Verbindung mit tiefer liegenden Struktureigenschaf- 

ten auftritt. 

Eine ganz andere Bedeutumg hat abet folgendes Problem, wo des Interesse 

van den einzelnen Theorien zu den dadurch def±nierbaren MQchtigkeits- 

klassen versehoben wird: Was sind 5berhaupt die mSglichen M~chtigkeits- 

klassen der Madelle einer axiomatischen Theorie? Nat~rlich ist dabei 
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eine Pr~zisierung des Wortes "Theorie" notwendig. Erstaunliehez~sise 

wurde dieses Problem erst dutch (Scholz 1952) gestellt, und zwar fur 

Theorien, die in der Prgdikatenlogik e rster Stufe {mit Gleiohheit) for- 

mulierbar sind, 

Besondere Eizenschaften der PrQdikatenlogik erster Stufe erlauben Gbri- 

gens s ine  engere F o r m u l i e r u n g  des Prob lems:  

Zun~chst i s t  es k l a r ,  dass des Problem t r i v i a l  w i r d ,  f a l l s  man des 

G l e i c h h e i t s z e i c h e n  n i c h t  z u l ~ s s t :  Hat dann s i ns  Theonie  Oberhaupt s i n  

M o d e l l ,  so such s in  Mode l l  j e d e r  g r~sseren M Q c h t i g k s i t .  

Auf Grund des Satzes yon LSwenheim-Skolem hat  s ine  abz~h lba re  T h e o r i e  

erster Stufe sntweder keine unendlichen Modelle oder Modells jeder un- 

endlichen M~chtigkeit. Weiter folgt aus dsm Kompaktheitssatz, dass es 

sine endliche Sehranke fGr die M~chtigkeiten der Modelle einer Theorie 

gibt, falls diese Theorie kein unendliohes Modell besitzt. Es genGgt 

also, die Frage for die endlichen M~chtigkeiten zu stellen. 

L~sst man Systems mit unendlich vielen Axiomen zu, so wird des Problem 

wiederum trivial: Jede Teilmenze der Mengs der positiven ganzen Zahlsn 

ist in dieser Weiss darstellbar, denn jede endliehe M~chtizkeit ist 

schon mit einer Glsichheits£ormel ohne frsie Variable charakterisier- 

bar; die negierte Formel schliesst dana gsrade diess MQchtigkei% aus. 

Werden aber nur endlich viele Axioms zugelassen - oder nur sines, was 

auf dasselbe herauskommt - so kSnnen nut noeh abz~hlbar viele Mengen 

dargestellt werden.  

Auf Grund dieser Reduktionen definiert man des Spektrum einer logischen 

Formel als d±~ Menge der M~chtigkeiten ihrer endlichen Modelle. Eine 

Menge heisst dana Spektrum erster Stufe, ~alls es sine Formel erster 

Stu£e gibt, deren Spsktrum sis ist. Des Spektralproblem lautet nun: 

Welche Mengen sind Spektren erster Stufe? (Zur Abk~rzung wird yon nun 

an u n t e r  "Spekt rum" immer "Spektrum e r s t e r  S t u f e "  g e m e i n t . )  

Es s e i  noch a u s d r G c k l i c h  he rvo rgehoben ,  dass d ieses  Problem e inen e x t e n -  

s i o n a l e n  Standpunkt  v o r a u s s e t z t :  Im F a l l s  de r  Zwe ie rpo tenzen  zum Be i -  

spiel ist es gl$ichgOltig, ob die Menge als Spektrum sines Axiomensy- 

stems fQr die Booleschen Algebren oder fur die K6rper der Charakteristik 

2 - oder duFch irgend ein anderss passendes System - dargestellt wird: 

Es kommt nut dsrau~ an, dass mindestens sine solche Charakterisierung 

existiert. 

Es stellt sich bald heraus, dass die Spektren sohon recht komplizierte 
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Mengen sein kBnnen. Des Spektrum der Theorie der nicbt-zyklischen Grup- 

pen besteht zum Beispiel genau aus den Zehlen, welche dutch sine von I 

verschiedene @uadratzahl, oder dutch zwei Primzahlen teilbar ist, deren 

eine kongruent I modulo die andere ist. Es gibt genau dann sine nicht- 

abelsche Gruppe der endlichen Ordnung n, wenn n dutch sine yon I vet- 
2 

schiedene Kubikzahl oder dutch pq teilbar ist, wobei p und q prim 

sind, und q2 kongruent I modulo p ist (siehe Pazderski 1959, wo noch 

andere 8eispiele behandelt werden]. 

Es ist sogar einfacher, Nengen anzugeben, die Spektren sind, als Mengen, 

die es nicht sind - sine Berechtigung dieser unmathematischen Behauptung 

ist die Tatsache, dass alle bekannten Beispiele von ~engen, die keine 

Spektren sind, mehr oder weniger auf Oiagonalisierung beruhen. Wis 

schlecht die Struktur der Spektren noch verstanden wird, zeigt die ein- 

fache, doch ungelBste Frage (Asset 1956]: Ist die Klasse der Spektren 

gegen~ber Komplementbildung abgeschlossen? [Es ist dagegen leicht nach- 

zuweisen, dass sis gegenOber Vereinigung und Ourchschnitt ebgeschlos- 

sen i s t , )  

Im zweiten Peragraphen werden Beispiele angegeben, welche die Kompli- 

ziertheit der Spektren veranschaullchen, und zudem einen Vorgeschmack 

for die sparer benOtzte Oarstellungsmethode angeben: 

Obwohl alle Spektren primitiv rekursiv sind, gibt es sin Spektrum, des- 

sen AuTz~hlungsfunktion schliesslioh stQrker ale jede primitiv rekursi- 

ve Funktion w~chst. Oie Modelle der gewQhlten zugehBrigen Formel stellen 

AnfangsstOcke des Graphen einer Modifikation der Ackermann-Funktion dar. 

Es gibt abet sogar zu jeder rekursiven Funktion ein Spektrum, dessen 

Aufz~hlungsfunktion starker als diese Funktion w~chst. Oiese Behauptung 

l~sst sich aus der Tatsache ableiten, dass die konstruktiv arithmeti- 

schen Mengen Spektren sind. Oeraus IQsst sich ebenfalls beweisen, dass 

es nicht rekursiv entscheidber ist, ob ein Spektrum leer ist oder nicht 

[dies wurde schon von Trachtenbrot Ig50 bewiesen]; das Problem hat 

sogar den h6chsten Unentscheidbarkeitsgrad unter den rekursiv aufzQhl- 

baren Problemen [BOchi 1962). Analog ist des Unendlichkeitsproblem for 

Spektren ~-vollst~ndig bezOglich Turing-Reduzibilit~t. 

Es let jedoch klar, dass die Spektren nut sine beschr~nkte Komplexit~t 

aufweisen k~nnen, denn es gibt nur 2 nr r-stellige Pr~dikate auT einem 

n-elementigen 8ereich. Oeshalb ist die ZugehSrigkeit der Zahl n zu einem 
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Spektrum f~r Bin geeignetes c in h6chstens 2 nc Schritte auf einer Tu- 

ring-Maschine entscheidbar, Als Folgerung erweist sich die Klasse der 

Spektren als eine Teilklasse der Klasse der im Kalm~rschen Sinne ele- 

mentaren Funktionen; (Asser 1956) bewies schon, dass die Inklusion echt 

ist. 

Im dritten Paragraphed wird das Hauptergebnis yon (Jones g Selman 1974) 

bewiesen: Die Spektren stimmen mit den Mengen Gberein, welche dutch 

sine schliesslich exponentiell (d,h, der Form Xx.2 cx for eE ~) be- 

schrQnkte nichtdetermi~istische Turing-Maschine akzeptiert werden, Wird 

als Input nicht die dyadlsche Kodierung yon n, sondern Bin Wort der 

L~nge n (z.B. n mal b I) gebraucht, so ist die Schranke polynomial. Des- 

halb ergibt sich ein Zusammenhang mit dem Problem P = NP: Gilt P = NP, 

so sind auch die Spektren deterministlsch mit einer polynomialen 

Schranke auf einer Turingmaschine zu berechnen (bei Input n mal bl). 

Analog: Ist NP gegenQber Komplementbildung abgeschlossen, so auch die 

Klasse der Spektren. Ein Bowels, dass die Klasse der Spektren gegen~ber 

Komplementbildung nicht abgeschlossen ist, ist also mindestens so 

schwer, wie ein Beweis, dass NP gegenGber Komplementbildung nicht abge- 

schlossen ist; und ein Beweis, dass es ein Spektrum gibt, das durch 

keine deterministische exponentieIl-beschr~nkte Turingmaschine bere- 

chenbar ist, mindestens so schwer, wie ein Beweis yon P+NP. 

Im vierten Paragraphen werden die Mengen aus NP und die endlich axiomati- 

sierbaren projektiven Klassen yon Strukturen yon endlichem Typus in 

Verbindung gebracht. Der gewonnene Satz ist eine Verallgemeinerung des 

fr~heren Hauptsatzes, betrifft allerdings nur die endlichen Struktu- 

ren einer solchen Klasse: Mittels einer gewissen Kodierung fallen diese 

Klassen yon endlichen Strukturen und die Mengen yon NP zusammen. Man 

achte doch darauf, dass der hier angenommene Standpunkt nicht derjenige 

der Modelltheorie ist, sondern eher derjenige der finiten Mathematik 

(mit einem naiven Begriff des Endlichen). 

Es gibt zum 8eispiel ein nicht-deterministisches polynomiales Verfahren, 

welches die endlichen zyklischen Gruppen akzeptiert und die endlichen 

nicht-zyklischen Gruppen verwirft. Dies entspricht bier der Tatsache, 

dass es eine endlioh axiomatisierbare projektive Klasse gibt, deren 

endliohe Strukturen genau die endlichen zyklischen Gruppen sind, obwohl 

weder die Klasse der endlichen zyklischen Gruppen noch die ganze Klasse 

der zyklischen Gruppen eine projektive Klasse bilden, 

Endlieh werden nooh am Schluss der Arbeit Ergebnisse Ober Spektren 
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h~herer Stufe aufgezQhlt; for Beweise wird auf die zitierte LE%eratur 

hingewiesen. 

2. Beispiele von Spaktren 

Zun~chst wird kurz die Sprache der Pr~dikatenlogik erster Stufe be- 

schrieben, sowie die Begriffe "Interpretation" und "Modell" erl~utert. 

Die Grundzeichen der PrQdikatenlogik erster Stufe sind die (logischen) 

Z e i c h e n  V, A, ~, ~, V, [ ,  ] ,  = 

und d i e  { n i c h t - l o g i s c h e n )  Z e i e h e n  aus Z = V UFZ U PZ: 

V = {viIiE ~} ist die Menge der Individuenvariablen; 

= {f~li,jE ~} ist die FZ Mange d a r  F u n k t i o n s z e i c h e n  ; 
I 

PZ = { p ~ l i , j E  ~}  i s t  d i e  Mange d e r  P r Q d i k a t s z e i o h e n .  

Aus d i e s e n  G r u n d z e i c h e n  warden AusdrOcke - d . h .  F o l g e n  yon Z e i c h e n  - 

g e b i l d e t .  D ie  C o n c a t e n a t i o n  yon F o l g e n  w i r d  e i n f a c h  durch  H i n t e r e i n a n -  

d e r s c h r e i b e n  d e r  F o l g e n  b e z e i c h n e t .  Bedeu tun~  w i r d  n u r  den f o l g e n d e n  

d r e i  K l a s s e n  T, A und F von AusdrOcken z u e r k a n n t :  

D ie  Mange T d e r  Terme i s t  d i e  k l e i n s t e  Mange, w e l c h e  d i e  F o l g e n  d e r  

L~nga 1, b e s t e h e n d  aus e inem Z e i c h e n  aus V, e n t h ~ l t ,  und w e l c h e  f ~ r  

i , j E  ~J d i e  C o n c a t e n a t i o n  von f~ m i t  den j Termen t 1 . . . . .  t .  e n t h ~ l t .  1 j 
Die Z e i c h e n  f~ h e i s s e n  d e s h a l b  " j - s t e l l i g e "  Z e i c h e n ;  d e r  L e s b a r k e i t  

i 
halber wird - auch im Falle j=o - die Folge f~ t .t mit 

1 I"" j 
f ~ { t  1 . . . . .  t . )  b e z e i c h n e t .  1 j 

D ie  Mange A d e r  A t o m f o r m e l n  i s t  d i e  Mange d e r  AusdrOcke d e r  Form t l = t  2 

und PiJ{t1' .... t.)j for i,j E ~ und t I ..... t. Ej T {mit derselben Bezeich- 

J heissen auch j-stellig) nungskonvention wie oben; die Pi 

Oie Mange F der Formeln ist die kleinste Mange, welche A enth~lt und 

mit f1' f2 E Fund vE V auoh die AusdrOcke 

{ f l  v f 2  ) , [ f l  A f2  ) , m f l "  ( 3  v ) f  1 , ( V v ) f  1 enth~lt. 

Es l ~ s s t  s i c h  b e w e i s e n ,  dass j e d e r  Term { s o w i e  j a d e  F o r m a l )  gem~ss d i e -  

sen Rege ln  a u f  e i n e  e i n z i g e  Weise g e b i l d e t  i s t ,  

- F o r m e l n  d e r  Form (@lVi  ) . . . ( @ k V  i ) f ,  wobe i  j a d e s  @j e i n  O u a n t o r z e i c h e n  
1 k 

V o d e r  ~ b e z e i c h n e t  und f k e i n e  O u a n t o r z e i c h e n  e n t h ~ l t ,  h e i s s e n  p r ~ n e x .  

fist die Matrix der Formal und {@ivi ),.,(@kVi ) ihr Prefix. Bekannt- 

lich gibt es zu jeder Formel eine daz~ k ~quivalente prBnexe Formal. 

Eine Formel heisst abgeschlossen, wenn jade Okkurenz einer Individuen- 

variablen v auch Okkurenz airier Teilformel von f der Form [3 v)f' oder 
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{~v)  f '  ist. 

Eine Struktur f~r sins Formel f der Pr~diketsnlogik erster Stufs ist 

sin Paar <M,I>, wobei M sine nicht-lsers Mengs ist, und I sins for die 

in f vorkommenden Zsichen aus Z definierte Funktion ist, welche folgen- 

de Eigenschaften bssitzt: 

M ~ [a] for i6 IN ist l[v.] eine Funktion von nach M; dabei ist 
i 

[l(v i)] (c) = c i for 06 M~ 

(b) for i,j6 IN ist I(f j) eine Funktion von M j nach M; 
l 

(s) for i,j6 IN ist I(p J) sine Funktion von M j nach 2 = {0,1}. 

Bemerkung: M ° ist {Z}. 

Aus I wird induktiv sins Interpretation J der Terms und Formeln, die 

aus diesen Zeichsn gebildet werden, wis folgt sindeutig definisrt: 

6 T und cE M ~ ist J[f~][c] = I[f~](Z] und [1 ]  f o r  i , j 6  ~, t 1 . . . . .  t j  1 i 

O [ f ~ + l ( t i  l ' ' ' ' ' t j + l ) ( C )  = I ( f ~ + l ) ( J ( t l ) ( C ) i  ' ' ' ' ' J ( t j + l ) ( C ) ) ;  

.E T und c6 M ~ i s t  (2J for i,j6 t% t I . . . . .  tj 

J ( p ~ ) ( c )  = I(p~)(O) und 

J ( - J + l ( t l ' P i  " ' ' ' t j * l ) ) ( c )  = I [ p ~ + l ) ( J [ t l  ) [ c ) l  ' . . . .  J ( t j + l ) [ C ) ) ;  

(3)  for t,t'E T und c6 M ~ ist 

J ( t = t ' ) [ c )  = ~ 1 f a l l s  O ( t ) ( c )  = J ( t ' ) ( c )  

[ 0 s o n s t  ; 

f o r  f , f ~ 6  F, i 6  ~ und c6 M ~ i s t :  

(4)  J ( f V  f ' ) ( c )  = m a x ( J ( f ) ( s ) ,  J f f ' ) ( c ) )  

(5)  J ( f A  f ' ) C c )  : m i n C J C f ) ( c ) ,  J ( f ' ) ( c ) )  

C6) OCm f ) ( c )  : 1 - J C f ) C c )  
C .  

(7)  J ( ( ~  v i l f ) ( o )  = max J C f ) ( C ] m  i )  
mEM 

O .  

(8)  J ( ( V v . ) f ) ( c ) i  = min 3 ( f ) ( C l m i )  
mEM 

ci I ok falls k~i 
(dabei ±st Clm (k)  

m sonst 

Eine Struktur <M,I> ist sin Modell von f, falls es for dis von I erzeug- 

te Interpretation sin c6 M ~ gibt, mit J(f)(c) = I. Eine Formel heisst 

k-elementig erfOllbar, falls sis sin Modell <M,I> mit ~ = k besitzt. 
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Das Spektrum einer Formal fist die Menge der positiven Zahlen n, ~Or 

welche ~ n-elementig erfOllbar ±st, 

Als erstes Beispiel warden die Spektren von Gleiehheitsformeln unter- 

sucht - des sind die Formeln, die wader Funktions- noch Pr~dikatszei- 

chen enthalten. Wie man leicht aus den angsgebenen Oefinitionen ableiten 

kann, ist ~ das Spektrum der Formal v =v und die leers Mange das Spek- 
o o 

trum der Formel m Vo=V ° (die kurz Very ° geschrieben wird). Oas Spektrum 

der Formal (3  r e ) ( 3  v I )  Vo~V 1 (oder von VerY t ,  was f o r  die E r f O l l b a r k e i t  
auf dassslbe herauskommt) besteht  aus a l len  ganzen Zahlen, die grosset  

als 1 s ind ;  dasjenige von ( V v ) ( V v  1) v I = v sder dasjenige yon o o 
(3  vo)(Vv 1) v I = v ° dagegen aus der e inz igen Zahl 1, Al lgemeiner be- 

s teh t  das Spektrum der Formal 

(3  V o ) . . . ( 3  Vk ) ( , . . ( (Vo+V  1A Vo+V 2)A Vo+V3) . . .A  Vk_l+Vk), 

welehe durch (3  vo),,(3 Vk) i<jA" kVi+Vj abgekOrzt w i rd ,  aus den Zahlen, 

die grSsser als k s ind ,  und das Spaktrum der Formel 

( V v ) .  )( ((vo=v l v  vo=v 2 )v  v =v 3 ) . . . v  ),  o ' ' (VVk+ l  " ' '  o Vk=Vk+l 

welehe durch ( V v ) . . . ( V v k +  t)  \ /  v .=v .  abgekOrzt w i rd ,  aus den Zah- 
o o<i<~<_k+1 I j 

len, die kleiner als k+2 sind; dasselbe Spektrum hat die Formal 

[ 3 V o ) , , , ( 3 V k ) [ V V k +  1) <V< = v . ,  o " k vk+l 

Fo lg l i ch  besteht  das Spektrum yon 

(3  V o ) , , , ( 3  v k)(vvk+ I ) ( o < 4 <  k v i~v  j A  V Vk+1 =v ' )  
_ _ o < i < k  m 

aus der e inz igen Zahl k+l ,  
Eine belieb±ge endliche Mange ist also Spektrum einer Gleichheits~ormel: 

N~mlich Spektrum der Oisjunktion von Formeln der zuletzt erw~hnten Form, 

die die Elements der Nenge charakterisieren. Des Spektrum der Negation 

dieser Formal ist die komplementere Mange; folglich ist such jade ko- 

endliche Mange Spektrum einer Gleichheits{ormel. 

Umgekehrt gilt abet such, dass die Spektren der Glsichheits~ormeln ge- 

nau die endlichen und koendlichen Mengen sind: Oa diese Formeln wader 

Funktions- noch Pr~dikatszeichen enthalten, sind die Klassen der 

M~chtigkeiten der Modelle einer abgeschlossenen Formal und ihrer Nega- 

tion komplement~r. Nach dam Satz yon L6wenhe±m hat also genau sins de- 

von unendliche Modelle; nach dam Kompaktheitssatz hat abet dann die 

andere Formal sin endlichas Spektrum. 

Dieser Beweis l~sst sich nicht au~ den allgemeinen Fall erweitern, denn 

1(v ) und ~ (~ Vo)P!(Vo ) sind sehon beide in beliebi- die Formeln (3 Vo)P o o o 
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gen Bereichen erf~llbar. Trotzdem sind die Spektren der monadischen 

Formeln (d.h. der Formeln, die keine Funktionszeichen und keine mehr- 

stellige Pr~dikatszeichen enthalten) wieder genau die endlichen und die 

koendlichen Mengen - ein Resultat, das aueh auf (LSwenheim 1915) zu- 

r5ckgeht. Oer Beweis dieser Behauptunz beruht auf einem sogenannten 

Quantoreneliminationsverfahren und kann z.B. in [Ackermann 1954) gefun- 

den werden. Gewisse Spektren kSnnen aber mit monadischen Formeln darge- 

stellt werden, die viel k~rzer als jede zugehSrige Gleichheitsformel 

sind: Das Spektrum der Formel fk: 

(Vvo)(VVl) [Vo=Vl  v ( V (p~[v ]A m p ~ ( V l ) ] V  V (mp~(v)A p~(Vl])]] 
o<i<k o o<i<k o 

besteht aus allen Zahlen, die kleiner oder gleich 2 k sind; eine Gleich- 

heitsformel mit diesem Spektrum hat aber eine L~nge grSsser als 2k; die 

L~nge der Formeln fk w~chst dazegen nur linear mit k. 

Sobald ein einziges 1-stelliges Funktionszeichen oder Bin einziges 2- 

stelliges Pr~dikatszeichen in einer Formel enthalten ist, so kann das 

Spektrum der Formel schon unendlich sein und unendliches Komplement 

haben. Das Spektrum yon 

(Vv ] ( f l ( v  ) + v A f l ( f l [ v  ))=v ) 
0 0 0 O O O 0 0 

besteht genau aus den geraden Zahlen. Nun kann eine Funktion immer 

dutch ihren Graphen dargestellt werden: So hat zum Beispiel die Konjunk- 

tion der drei Formeln 

(VVo)(~ v l )P~(Vo,V 1] 
2 2 

(Vv0 ) [VV l ) (Vv2 ) (~  (Po ( v o ' v l ) A  Po(Vo'V2 ) )v  Vl=V2] 
2 

(VVo](m Po(Vo,Vo )A ( ~ V l ] ( P ~ ( V o , V l ) A  p~ (v l ,Vo ) ) )  

dasselbe Spektrum wie die obige Formel, In d i ese r  Weise kann man ~b r i -  

gens j ede r  Formel eine neue Formel mit demselben Spektrum zuordnen, 

welche keine Funkt ionsze ichen e n t h ~ l t ,  

Nebenbei sei  auch bemerkt, dass es Formeln mit einem e inz igen 1 - s t e l l i -  

gen Funkt ionsze ichen bzw, 2 - s t e l l i g e n  Pr~d ika tsze ichen g i b t ,  die e rs t  

abz~hlbar  e r f O l l b a r  s ind - was bei monadischen Fermeln n i ch t  der Fa l l  
i s t ,  Solche s ind zum Be i sp i e l  

c3 Vo ~ IV~l~ ~Vv211 cf~ c~1~+~o ̂  ~1I v1~+~1 ~ ^ o  c~1 c~1 ~+~ Cv2 ~ o  v1:~2 ~ ~ 
und 

( V V o ] ( ~ V l ) ( V v 2 ) ( ( "  P~(Vo,Vo )A P~ [Vo ,V l ] )A  (m P~(Vl .V2)Vp~(Vo,V2)) )  

Wie l e i c h t  einzusehen i s t ,  s ind die Spektren van e x i s t e n t i e l l e n  (bzw, 

abgeschlossenen u n i v e r s e l l e n )  pr~nexen Formeln, die keine Funk t ions-  
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zeichen enthalten, ReststOcke (hzw, AnfangsstOcke) der Mange der posi- 

tiven Zahlen~ die angegebenen Bsispiele von Gleichheitsformeln zeigen, 

dass alle Rest- und AnfangsstOcke vorkommen. Ebenfalls sind die Spektren 

yon prQnexen Formeln ohne Funktionszeichen, in welchen die Existential- 

quantoren s~mtlichen Universalquantoren vorangehen (wie in 

{~Vo)IVVl)V1=Vo ) genau die endlichen und koandlichen Mengen, 

Oagegen l~sst sich aber beweisen, dass jades Spektrum das Spektrum el- 

net pr~nexen Formal (erster Stufe) ohne Funktionszeichen ist, in welcher 

die Universalquantoren s~mtlichen Existentialquantoren vorangehen 

{Skolemsche Normalform bez. ErfOllbarkeitJ. Oies entspricht dsr aussa- 

genlogischen Reduktion auf die konjunktive Normslform in II: Jades 

Modell der Formal 

( V V o ) ( ~  V l ) ( ~ v 2 ) P ~ ( V o , V l , V 2  ) 

l ~ s s t  s i ch  zu einem Mode l l  der  Formel 

3 2 
( ~ V o ) [ ~ V l ) ( ~ v 2 ) ( ~  v 3 ) ( { ~  P ~ ( V o , V l ) V P o ( V o , V l , V 2 ) ) A  P l {Vo ,V3  )) 

e ~ e i t e r n ,  und jedes  Mode l l  der  zwe i t en  Formal i n d u z i e r t  s in  Mode l l  der  

ersten Formal, Sind Funktionszeichen zugelassen, so darf man sich ent- 

sprechend auf universelle pr~nexe Formeln einschr~nken: Oas Spektrum 

von 

ist dasselba wie dasjenige der obigen Formal. 

In den nachfolgenden Beispielen warden AnfangsstOcke von arithmetischen 

Relationen in einem gewissen Sinne dutch Formeln dargestellt. Um die 

Formulierung zu vereinfachen, werden jetzt sogenannte geordnete Modelle 

betrachtet: Ein geordnetes Modell yon fist sin Modell, dessen Tr~ger- 

mange s i n  An fangss t~ck  von ~ - d ,h ,  s i ne  Mange {0 ,1  . . . . .  n} - i s t  und 
2 

be i  dam das P r ~ d i k a t s z s i c h e n  Po dutch < i n t e r p r e t i e r t  w i r d ,  
2 

F a l l s  das Zeichen Po n i c h t  in  f vorkommt, so i s t  d ie  l e t z t e r e  Bedingung 

l e e r ,  Somit g i b t  es zu jadem Spektrum S s ine  Formal ,  welche genau dann 

s in  n - z a h l i g e s  geordne tes  Mode l l  b e s i t z t ,  wenn n zu S gehSr t ,  

H i e r v o n  g i l t  such d ie  Umkehrung: Sei f s ine  Formal und T d ie  Mange 

d e r j e n i g s n  n, zu denen es s i n  n - z a h l i g e s  geordne tes  Mode l l  @ibt;  dann 

i s t  T s i n  Spektrum, 

Es se i  n~ml ich  f '  d ie  K o n j u n k t i o n  von f u n d  e i n e r  Formal ,  we lche aus- 
2 

drOckt, dass Po eine Ordnungsrelation ist. Oann ist einmel jades geord- 

nete Modell von f auch ein Modell yon f'; umgekehrt ist jades endliche 

Modell von f' isomorph einem endlichen geordneten Modell von ~' und 
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somit auch einem endlichen Modell von f. 

Definition Die arithmetische Relation R wird durch die Formel f darge- 

stellt, wenn f o l g e n d e  Bedingungen e r f ~ l l t  s i n d :  

(I) Zu jeder positiven ganzen Zahl n gibt es ein n-zahliges geordnetes 

Modell yon f. 
s 

(2) Es gibt ein Pr~dikatszeichen Pi' dessen Interpretation in jedem 

endlichen geordneten Modell <M,I> yon f mit der Einschr~nkung yon 

R auf M Obereinstimmt. 

Lemma Der Graph der Funktion a, welche durch das Rekursionsschema 

( x + l , y , o )  = y 

( x + l , y , z + l )  = a ( x , y , a ( x + l , y , z ) )  

d e f i n i e r t  w i rd ,  w i rd  durch eine Formal e r s t e r  Stufe d a r g e s t e l l t ,  

Beweis f sei die Konjunktion folgender Formeln (dabei ist (f1*-*f2) eine 

AbkOrzun~ yon ('~ fly f2 )A (fly -~ f2 )): 

(1) (Vvo)m p2o(Vo o ,v ) 

2 2 
(2) (VVo)(VVl)(Vo=Vl v (Po(Vo 'V l )v  Po(Vl 'Vo ) ) )  

2 2 2 
(3) (~vo) (~Vl ) (~v2) ( -~  (Po(Vo,Vl)A Po(V l ,V2) )V Po(Vo,V2)) 

(4) (~ Vo)p11(v o) 

(Vv o (Vv 1 l ( v  )V -~p2o(Vl,V )) (5) ) ) ('~ Pl o o 

CVvo)Cvvll(  p CVo,V1)v p2oCVo,Vll) 

(8) ( V V o ) ( ~ V l ) ( p l ( v o ) V  p 2 2 ( v 1 ' v 1  o )) 
2 4 

l ( v o ) V  (P2(V2, (vo,v  1 v2 , v3 ) ) )  (9) (~Vo)(VVl ) (Vv2) (~v3) (m Pl v3)*---~P3 ' 

l ( v 2 ) V  Pl(Vo)JV (p (vo ,v  1 v2,v3)*--~v3=vl )) (10) (~Vo) (~Vl ) (Vv2) (~v3) ( ( -7  Pl 

(11) (~Vo) (~V l ) (~v2 ) (Vv3 ) (~v4 ) (~v5 ) ( (m 2 2 P2(V4,v2)V m P2(Vs,Vo))v  

Es l~ss t  s ich so fo r t  pr~fen, dass f o r  jedes n£ ~ die Formel f e r f Q l l t  
2 1 2 4 w i rd ,  f a l l s  die Zeichen Po' P l '  P2 und P3 durch die Einschr~nkungen der 

K l e i n e r r e l a t i o n ,  der charaktemist ischen Relat ion yon O, der Nachfolger-  

r e l a t i o n  und des Graphen der Funkt ion a auf n+l = {0,1 . . . . .  n} i n t e r p r e -  
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tiert werden. 

Sei welter <M,I> ein geordnetes endliches Medell van G, d.h. Mist ein 

An~angsstOok van ~, und I(p~) stimmt mit der EinschrQnkung van < aug M 

Oberein. Mit Induktion 1Qsst sich dann aus {4) und (5), bzw. (6}-(8), 

beweisen, dass I(pl) mit der Relation Xx.x=o aug M, bzw. I(p~) ( 9 ) - ( 1 1 )  

m i t  der  Einschr~nkung der  N a c h G o l g e r r e l a t i e n  Xxy .y=x+ l  auf  M und (de a 

menoten i s t  im 3. Argument) I ( p ~ )  m i t  der  Einschr~nkung des Graphen der  

Funk t ien  a auf  M Obere ins t immt .  

M i t  dam Graphen der  Funk t ion  a w i r d  auch der  Graph der  Funk t ien  

X n a ( x , x , x )  dutch e ine  Formel d a r g e s t e l l t .  Um d ies  zu sehen, ~ g e n  w i t  
2 

ein Pr~dikatszeichen P3 und das weitere Konjunktionsglied 

p~(Xo ,X l )  < ~ p~(Xo,Xe,Xo,X 1) 
h inzu .  

HilGssatz Der Graph der Funktion d werde dureh eine Formal G darge- 

stellt; dann bilden die Werte van d+1 ein Spektrum. 

3 
Beweis Die Funktion d sei etwa zweistellig und es sei P3 das Pr~dikats- 

zeiohen der Darstellung. Es sei dann G' die Konjunktion van G und der 

Formel 

( ~ v o ) ( ~ v  1) ( 3 v 2 ) C P ~ ( V o , V l , V 2 ) A  ~ C 3 v  3) p ~ ( v 2 , v 3 ) ) .  

I s t  dann M e in  geordnetes  Mede l l  van G' m i t  der  TrQgermenge {0 . . . . .  n } ,  

se i s t  n e in  Funk t i onswer t  yen d und ( n + l ]  i s t  d ie  M ~ c h t i g k e i t  van M. 

Umgekehrt gibt es zu jedem n, des Funktienswert van d ist, auch ein ge- 

ordnetes Modell mit der Tr~germenge {0 ..... n}. Oa, wie gezeigt, die 

Menge der Zahlen m, zu denen es ein geordnetes Modell mit m Elementen 

gibt, ein Spektrum ist, so ~olgt die Behauptung. 

Aus Lemma und Hilfssatz ~olgt nun unmittelbar 

Satz I Die Werte der Funktion Xx.a(x,x,x)+1 bilden ein Spektrum. 

Korollar Es gibt ein Spektrum, dessen Aufz~hlungs~unktion schliesslich 

starker als jede primitiv-rekursive Funktion w~ahst. 

Beweis Oas l ~ s s t  s i ch  wie in  (Ackermann 1928) beweisen.  

Oas nQchste Beispiel ist allgemeiner Natur: 

Oe£inition Die Klasse der konstruktiv-arithmetisehen Relationen ist 

die kleinste Klasse, welche die Additions- und die Multiplikationsrela- 
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t i o n  e n t h ~ l t ,  und welche gegenOber Booleschen Opera t ionen,  beschr~nkten 

O u a n t i f i k a t i o n e n  und e x p l i z i t e n  T rans fo rmat ionen  (d .h .  V a r i a b l e n i d e n t i -  

f i k a t i o n  und -ve r tauschung ,  sowie S u b s t i t u t i o n  yon Konstanten)  abge- 

sch lossen i s t .  

(Diese D e f i n i t i o n  stammt aus (Smul lyan 198 l ) .  F~r B e i s p i e l e  se i  auf 

d iese A r b e i t  ve rw iesen . )  

Satz 2 3ede konstruktiv-arithmetische Relation ist durch eine Formel 

emster Stufe darstellbar, 

Beweis Dem induktiven Charakter der obigen Oefinition entsprechend 

wird der Beweis dutch Induktion Ober den Aufbau der Relationen gef~hrt, 

(I) Die Relationen Xx-x=o und Ixy.y=x+1 werden dutch die Formeln (I)-(8) 

des fr~heren Lemmas dargestellt, Folglich wird die Additionsrelation 

dargestellt dutch die Konjunktion yon (I]-(8] und der beiden Formeln: 

*] (VVo](VVl](Vv2](m Pl(Vl Iv (p~(Vo,Vl,V2 ]< 'Vo=V2]] 
2 

* * )  ( V V o ) ( V V l ] ( V v 2 ] ( V v a ) ( m P 2 [ V 3 , V l ) V  
3 3 2 

(P3 (Vo ,V l ,V2 ]<  ~ ( 3  V4 ] (P3 (Vo ,V3 ,v4 )A  P 2 ( V 4 , V 2 ] ] ] ] .  

(2] Analog w i rd  die M u l t i p l i k a t i o n s r e l a t i o n  d a r g e s t e l l t  durch die Ken- 

j u n k t i o n  von ( 1 ] - [ 8 ) ,  * ) ,  * * )  und der  beiden Formeln: 

3 1 
l ( v l ) V  (P4 [Vo ,V l ,V2 ]<  (v21))  (VVo) (Vvl) (Vv2)(~ Pl ~Pl 

(~v o) (Vv 1 ) (Vv 2] (Vv30 (m p ~ [ v 3 , v  1 ] V 

3 
[ P ~ ( V o , V l , V 2 ] 4 - - - ~ ( 3  v4] [P~(Vo ,V3 ,v4 )A  P 3 ( V o , V 4 , V 2 ) ] ] ]  

(3] R en ts tehe  aus R' durch Va r i ab lenve r tauschung  und V a r i a b l e n i d e n t i -  
fikation: 

R = Xx .,.x R'(x o s - l "  (o] . . . . .  X ~ ( s ' - l ] ]  wobei ~ eine Abbi ldung von s '  
i 

in  s i s t ,  R' se i  dumch f mi t  p~, d a r g e s t e l l t ,  und f en%halte das Ze i -  
S 

chen Pk n i c h t .  Dann w i rd  R duech die Kon junk t ion  yon f mi t  

(Vv ). s s' 
o " ' ( V V s _ l ] ( P k ( V  o . . . . .  Vs_l )<' >Pk, (V~(o)  . . . . .  v (s,  I ))  d a r g e s t e l l t ,  

[4]  Da d ie R e l a t i o n  Xx 'x=o und die N a e h f o l g e r r e l a t i o n  d a r s t e l l b a £  s ind ,  

so auch f ~ r  jedes nE ~ d ie Re la t i on  Xx.x=n,  Sei d iese R e l a t i o n  durch 

die Formel f l  (mi t  p~, )  d a r g e s t e l l t ,  und se i  R' dutch f2 (mi t  p ~ l ]  

d a r g e s t e l l t ;  w e l t e r  se i  des Zeichen p~ weder in  f l  noch in f2 e n t h a l -  

ten .  Dann w i rd  die R e l a t i o n  

R = X X o . . . X s _ l . R ' ( x  ° . . . . .  Xs_ t , n )  dutch d ie Kon junk t i on  von f l '  f2 und 
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[Vv ] . . . ( V V s _  1] s , s+1 o [Pk[Vo . . . . .  Vs_l )< > ( 3  Vs]~Pk,, [v ° . . . . .  v s ] h  P , [ v s ] ] ]  

dargestellt, sofern nur Modelle der M~chtigkeit grBsser als n betrach- 

tet werden, Oie endlich vielen anderen F~lle lessen sich aber gesondert 

behandeln. 

(5) Ist R eine Boolesche Verkn0pfung darstellbarer Formeln3 so ist sie 

klarerweise such darstellbar. 

(5) R' sei durch f (mit p~,) dargestellt, und f enthalte des Zeichen 

S " ,,,3 3 ) Pk nicht. Die Relation R I = XXo...Xs_ I (3 Xs<Xs_1)R'(x o, Xs_ 2 x s 

wird dutch die Konjunktion yon fund 

( V v ) . . . ( V v  ) (p~ (v  ° )< ~ ( 3  v s) 2 a s-1 . . . . .  Vs-1 (Po (Vs 'Vs -1 )A  
p ~ , ( v  ° . . . . .  Vs_2,Vs))J  d a r g e s t e l l t ,  und d ie  Re la t i on  

R 2 = X x o . . . X s _ l . ( ~ X s < X s _ l ) R ' ( x o , . , . 3 x s _  2 ,x  s) analog durch die Konjunk- 
t i o n  yon f u n d  

iVv l... Vv lOp, Iv ° >/Vv lI p C s.Vs_tl  o s - 1  ' " " ' 3 V s - 1  s 

s , .  , V s ) ) )  Pk,(Vo • . ,Vs_ 2 

Korollar 2.1 Jede konstruktiv arithmetisohe Merge yon positiven Zahlen 

ist sin Spektrum, 

Beweis Die Menge M' = {n I n+16 M} ist genau dann konstruktiv arithme- 

tiseh, wenn M konstruktiv arithmetisch let. M' sei durch f mit Pk dar- 

gestellt. Des Spektrum yon 

(fA [3Vo)[plk(Vo)A (VVl ]m p ~ { V o , V l ) ) )  i s t  dann M, 

Korollar 2.2 {fl Spektrum (f)+~} hal den maximalen Unentschaidbarkeits- 

grad unter den rekursiv aufz~hlbaren Mengen, 

Beweis Nach [Smullyan 1961, Theorem 8, Seite 89) Aibt as eine konstruk- 

tiv arithmetische Relation M derart, dass es for jede rekursiv aufz@hl- 

bare Menge E sin i6 ~ gibt mit E = E., wobei 
1 

xE E. < ~ >  ( ~ y ) M ( i , x , y ) ;  1 
w e i t e r  g i l t  M ( i , x , y )  ~ >  i < y A  x<y.  

f '  s t e l l e  M mi t  p~ dar ,  und f~ s t e l l e  X x ' x = i  mi t  p~, dar.  Sei f .  d ie  
1 1 

Formel 
(~  v o ) ( ~  V l ) ( ~  v 2 ) [ ( ( f ~ A  p ~ , ( v  ) )A  ( f ' A  3 1 o P k [ V o , V l , V 2 ) ) )  A 

1 ( V l ) ) )  ( [Vv3)m P~(V2'V3 )h  Pl 
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Die Menge {i[ OE Ei}, welche maximalen Unentscheidharkeitsgrad unter 

den rekursiv aufzQhlbaren Mengen haL, ist dann auf Grund der Zuordnung 

i ~-~ fi I-I reduzibel auf {f[ Spektrum[£) +0}. Da die Relation 

Xxf.xE Spektrum(f) rekursiv ist, so ist die erwQhnte Menge rekursiv 

aufz~hlbar, und damit ist alles bewiesen. 

K o r o l l a r  2 .3  { f l  S p e k t r u m ( f )  u n e n d l i c h }  hat  den maximalen U n e n t s c h e i d -  

barkeitsgrad unter den ~-Mengen. 

1 2 3 
Beweis Ana log ;  P l [ V l  ] durch [ V v 3 ] [ ' ~ P o ( V 3 , v 2 ) V - ~ P k ( V o , V l , V 3 ) )  e r s e t z e n .  

Korollar 2.4 F~r jede rekursive Funktion gibt es ein Spektrum, dessen 

Aufz~hlungsfunktion starker als diese Funktion w~chst. 

Beweis Nach (Smullyan 1961, Theorem 9, Seite 91) gibt es konstruktiv 

arithmetische Relationen T und U derart, dass es for jede rekursive 

Funktion fein i E ~ gibt mit z = f(x) <~> U(#yT(i,x,y),z); weiter 

gelten U[y,z) ~> y>z und T(i,x,y) ~> y>iA y>x. Der Rest verl~uft 

analog. 

3, Spek t ren  und T u r i n g m a s c h i n e n  

Dutch d ie  dyad ische  Kod ie rung  - we lche de r  Zah l  0 des l e e r e  Wort ~ und 
m 

der  Zah l  n ~ n.2 j ( n .E  { 1 , 2 } )  des Wort ~ = b . . . b  z u o r d n e t ,  und 
j=o J J no nm 

somi t  e ine  b i j e k t i v e  A b b i l d u n g  von ~ auf  { b l , b 2 } *  i s t  - l ~ s s t  s i c h  

jede K l a s s i f i z i e r u n g  der  Te i lmengen yon { b l , b 2 } *  au f  d ie  Te i lmengen yon 

kanon i sch  e r w e i t e r n .  I nsbesondere  w i r d  s c h l e c h t h i n  gesag t ,  e ine  

Te i lmenge M von ~ l i e g e  in  P, f a l l s  d ie  Menge ~ = {~ l  nE M} i n  P l i e g t .  

Wie i n  der  E i n fOh rung  angekOnd ig t ,  w i r d  i n  diesem Paragraphen bew iesen ,  

dass d ie  Spek t ren  e r s t e r  S tu fe  m i t  d e n j e n i g e n  Mengen M yon p o s i t i v e n  

Zahlen ~be re i ns t immen ,  we lche  s c h l i e s s l i c h  e x p o n e n t i e l l  be rechenba r  

s i n d ,  d . h .  f o r  we lche es s i n  cE ~ und e ine  s c h l i e s s l i c h  Xx .2CX-be-  

s c h r ~ n k t e  n i c h t  - d e t e r m i n i s t i s c h e  NTM g i b t ,  we lche M a k z e p t i e r t .  O i e s e r  

Satz i s t  a e q u i v a l e n t  m i t  dem Satz - w e l c h e r  etwas e i n f a c h e r  zu beweisen 

i s t  - ,  dass d ie  Spek t ren  genau d i e j e n i g e n  Mengen M s i n d ,  f o r  we lche d ie  

Menge M 1 = { b ~ n + l ) l n + l e "  M} i n  NP l i e g t ,  (wobei  b~ n + l ) -  = b l . . . b l , ) .  
@ 

n~l  
Zun~chs t  w i r d  der  Beweis der  t r i v i a l e r e n  R i c h t u n g  s k i z z i e r t :  
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Satz 3 F~r jades Spektrum erster Stufe M liegt die Mange M I in NP. 

Beweis M sei des Spektrum der (o.E.d.A.) pr~nexen Formal f, welche p 

Pr~dikatszeichen mit Stellenzahl kleinar oder gleich r enth~lt. Die Zu- 

gehSrigkeit yon n+1 zu M wird am direktesten mit airier NTM T auf 

~o {bo,bl,b 2} mit mehreren r-dimensionalen BQndern getestet, welche 

folgendermassen operiert: 

Bar Input befinde sich auf dam nullten Band. T bewertet zuerst nicht- 

deterministisch auf den BBndern I his p die p Pr~dikatszeichen yon f in 

einem (n+1)-elementigen Bereich. Dies erfordert nat~rlich nut eine po- 

lynomiale Bchrittzahl. 

T bewertet dann die Formal, indem sie sukzessiv alle BewertungsmBglich- 

keiten der Variablen probiert und ihrer Quantifikation entsprechend 

reagiert; die Bewertung airier Variablen kann in der Form eines Wor- 

tesder L~nge kleiner als n+1 auf einem weiteren Band memoriert warden. 

FOr die Auswertung einer Atomformel werden somit for ein passendes c I 

h~chstens ci.(n+2) Schritte ben6tigt, und for die Auswertung der Matrix 

yon f also h6chstens c2.(n+2) Schritte for ein passendes c 2. Bestbht 

das PrBfix von f aus q Variablen, so sind hSchstans (n+2) q Bewertungs- 

versuche n6tig. Die Schrittzahl yon T ist also polynomial beschrQnkt. 

Nach den Reduktionss~tzen des ersten Vortrags h~ngt aber NP nicht vom 

benOtzten Maschinentypus ab: Somit ist der Satz bewiesan, 

Die im Beweis der anderen Richtung ben~tzte Methode ist derjenigen vom 

vorigen Paragraphen sehr ~hnlich: Oie Berechnungen airier NTM werden in 
k 

einem endlichen - jetzt (n+1) -elementigen - Bereich dargestellt. Oer 

Laser wird wohl auch einen Zusammenhang mit dam Beweis des Satzes yon 

Cook (im zweiten Vortrag) erkennen: Die dort angegebenen aussagenlogi- 

schen Formeln sind (im wesentlichenl) die (n+1)-Redukte der jetzt ange- 

gebenen Formal. 

( n + l ) E  M1 } Satz  4 FOr j ade  Mange M 1 aus NP i s t  d i e  Mange M = { n + l  I b 1 

e i n  Spekt rum e r s t e r  S t u f e ,  

Beweis M I liege in NP. Nach Voraussetzung wird M I durch eine schliess- 

lich polynomial-beschr~nkte NTM T akzeptiert. O.E.d.A. sei 

T = < S , S o , S l , R >  m i t  S = {So ,S1 ,  . . . .  S q _ l }  e i n e  NTM au f  ~o'  we lche 

s c h l i e s s l i c h  X x . [ × + l ) r - ( x + l ) - b e s c h r ~ n k t  i s t .  W a i t e r  s e i  

= RU { < b , s i , b , s i > l m  ( ~ a ) [ ~ j )  ( < b , s i , a , s . > E  R))  und 
J 

T = <S,So,S l ,R>,  



-V I I .16 -  117 

Oer Lesbarke/t halber wurden in den folgenden Farmeln die Pr~dikatszei- 

chen mit K, A, N, F, L, B. (O<j#2) und S.(O<j<q) bezeichnet; t, u, v, 
J J 

w bezeichnen r-Tupel yon Variablen, [{I ̂  f2A,,,A ~k ) ist eine Abk~rzung 

von ( [ , , , [ ~ I  A T2)A , , , )A  fk ] , [TIV ~2V,, ,Vfk ) eine Abk0rzung von 

( ( ' ' ' ( # I V  ~2 ) v . , , ] v #  k] und [ # I A ' ' ' A  gk--* f k + I V ' ' ' V f k ÷ j  ) eine AbkOr- 
zung von [m (# IA , . .A  gk)V [gk+ IV, . ,V#k+ j ] ) ;  wa i te r  i s t  u=v eine AbkOr- 
zung von [Uo=VoA'' 'A ur_ 1=vr_ I ] ,  wobei u.j die j - r e  Komponente des r -  
Tupels u bezeichnet. 

f sei 

[I] 

(2) 

[3) 

[4) 

[5] 

[6] 

[7) 

[8] 

[9) 

[10] 

[11] 

(12) 

(13] 

[14) 

(15] 

die Konjunktion der #olgenden 24 Formeln: 

[Vu ]'~ K(u,u) 

[Vu) [Vv) [K[u,v ]V K[v,u)V u=v] 
[Vu) [Vv) [Vw) [K[u ,v )^  K[v,w) ---*. K[u,w]]  
( ' : lu]  A[u) 

[Vu] [Vv] [A[u]  --,- ..~ K(v,u] ]  
[Vu] [Vv] [N[u,v ]  ~ K[u,v))  
[Vu)[Vv)[Vw)[N[u,v]  --* -~K[u,w]V-~ K[w,v)]  
[Vu] [ : l  v ] [A [u ]V  N[v,u] ]  

[Vvo)[ 'q u) F[Vo,U) 
(VVo)[VVl)[Vu)[F[Vo,U) A F(v I ,u)  ~ Vo:V I ]  

[Vv ] [Vu ] [Vv ] [F [v  , u ] ^  F[v ,v] ~ u=v] 
0 0 0 

[VVo] [VVl) [Vu](Vv)(Vw)(3 v 2] 
(F[Vo,U)A F(VI,V)A K[u,w]A K[w,v) ~ F(v2,w]) 

[Vu] V S.[u]  
o<_j<q a 

[Vu) A [ ' ,  S . [u ]V -1Sk[U]] 
o<_j<k<q J 

[Vu ] [~  v ]L [u ,v ]  

[16] CVu)[Vv]CVw][L(u,v]A L(u,w] --~ v=w) 

[17] [Vu) [Vv] V B j (u ,v ]  
o<j<2 

A (-"1B.[u,v) v m Bk[U,V)) [18) [Vu] [Vv] 
o<_j<k<_2 J 

[19) (Vu ] [~v ) [Vw) [A [u ]  ~ [S [u)A L(u,v ]A ( ~ v  ]F(v ,v] 
o o O 

A [K[w,v] .--~ "m [ZI Vo)F[Vo,W]]] 

(20] [Vu) [Vv] [A(u]A [~Vo]F[Vo,V)  ~ BI[U,V] ) 

[21) (Vu)('V'v)(A(u)A "-, [-:1Vo]F[Vo,V) --,,- Bo[U,V]) 
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(22) 

(23) 

[Vu)(Vv)(Vw)(N(u,v)A m L(u,w) --~ A [Bj(u,w) --~ B.(v,w))) 
0<3<2 J 

[Vt) (Vu) (Vv) (Vw) (L(u,w) A L(v, t)  A NCu,v) --~ 

y [Si(u)A S (v)A Bk(U,W)A Bk(V,W)A N(w,t)) v 
<bk,S. R,sj> E~ J 

V (Si(u)A S (V)A Bk(U,W)A Bk(V,W)A N(t,w)) v 
<b >~F J k,S i ,L ,s j  

y (Si(u)A S (V)A Bk(U,W)A t=w A B~(v,w))) 
. > ~  J <bk,S. b~,sj 

[24) (~] u)(SI(U)A (VV)m K(u,v)) 

(a) Naoh DeTinition gibt es ein n E ~ derart, dass es eine akzeptieren- 
o 

de Berechnung yon T dsr L~nge kleiner als (n+1)r-(n+1) mit Input b1(n+1) 

gibt, Tells n>n und n+IE M. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn es 
o 

eine Berechnun~ yon ~ der LQnge (n+1)r-1 mit demselben Input gibt, de- 

ran letzte, Kon~iguration den Zustand s I enth~lt. Sei <Ki>iE(n+1)r mit 

K i = <<a~> pi i j j6Z' ,s > eine solche Berechnung. 

Ein [n+1)-elementiges Modell <M,I> yon f kann jetzt {olgendermassen 

de£iniert werden: M = n+1 = {0,1,...,n}; 

M r I(K) sei die lexikographische Ordnung (bez. <] yon und I(N] die ent- 

sprechende Nachfolgerrelation; I(A) sei die charakteristische Relation 

yon <0 ..... 0>. Dadurch sind die Formeln (I)-(8] er{~llt. 

Sei -£ die Nummer des am weitesten links gelegensn Feldes, welches im 

Lau{e der Berechnung dutch den Kop{ erreicht wird; da die L~nge der 

entsprechenden Berechnung yon T klsiner ist als (n+1]r-(n+1], so ist 

auch Z kleiner als [n+1)r-(n+1). 

I(F] sei die injektive Abbildung yon M nach M r , welche dam Element i 

yon M des (£+i)-te Element yon M r bezSglich der lexikographischen Ord- 

nung zuordnet; dies ist au£ Grund der obigen Bemerkung mBglich. Dadurch 

sind auch die Formeln (9]-(12] erT~llt. 

I(S.] sei genau dann vom j-ten Element yon M r (bez. der lexikographi- 
l 

schen Ordnung] wahr, wenn s j = si; I[B.)I bzw. I(L] sei genau dann von 

den j-ten und k-ten Elementen yon M r (bez. dsrselben Ordnung), wenn 

a j = b bzw. pJ+z = k. Au{ Grund der obigen Bemerkung sind dann die 
k+£ i 

Formeln [13)-(18] automatisch er£Qllt. (19)-(21) sind erTOllt, wail die 

(n+1) hat, und (22)-(23) wail Berechnun Z <Ki>i6(n+1]r den Input b I 

Ki+ I FolgekonTiguration yon K iist. Endlich ist (24) erTOllt, wail 

zum Zustand s I gelangt. 
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Somit liegt n+1 im Spektrum von f, falls n>n ° und n+IE M. 

(b) UmgekBhrt gehSre n÷1 zum Spektrum yon T. Oann gibt BS Bin Modell 

<M,I> yon f mit [n+1)-B1ementigem M. Wegen (I)-(3) ist I(K) sine totale 

0rdnung yon Mr; wegen (4)-(5) gilt I(A) nut ~0r deren erstes Element; 

wegen (6)-(8) ist I(N) diB NachTolgerelation bezOglich I(K); schliBsslich 

ist wegen (9)-(12) I(F) eine bijektive Abbildung yon Mauf Bin Segment 

von M r bez0glich I(K). 

Sei mo,m I ..... m(n+1)r_1 die durch I(K) geordnate Abz~hlung yon M r . Nach 

(13)-(14) gibt es zu jedem jE(n+1) r gBnau ein i (O!i< q) mit l(S.)(m.) 
J 

und nach (15J-[16) genau Bin kE(n+1) r mit I(L)(mj,mk), sowie zu jedem 

j,kE (n+1) r genau ein i (0<i<2) mit I(Bi)(mj,mk). Sei welter ~ die 

kieinstB Zahl mit m~E I(F)(M). 

Nun sei for iE (n+1) r K i = <<a~> i i J j EZ, p ,s > dutch ~olgendB Gleichungen 

aj = 

deTiniert : 

b k Tails l(Bk](mi,mj+ ~] 
und -~<j<(n+1]r-~, 

b sonst; 
o 

i 
p = j falls l[L](mi,mj+~); 

i 
s = s. falls I(S.)[m.); 

j j l 

dies ist auf Grund der vorigen Bemerkung eine vernOnftige Oefinition. 

Nach (1g)-[21) gilt insbesondere: 

o : ~ b I falls O<j<n, 

aj ~ b ° sonst; 

O 
p = 0j 

O 
S = s ; 

o 

also ist Ko die KonTiguration zum Input bln+1) Nach (22] und (23) ist 

<Ki>iE(n+1)r eins Berechnung von ~, und nach [24) gilt s (n+1]r-1 = s I. 

Oann ist abet <Ki>iEh+ I eine akzeptierende BerBchnung von T mit dam In- 

(n +I ) In+l] put b I , d.h. b liegt in MI; folglioh liegt n+1 in N. (h<[n+1) r) 

(c) Somit ist gezeigt, dass obBrhalb n die Menge M mit dem Spektrum 
o 

von ~ zusammenT~llt. Oaraus folgt leicht, dass auch M Bin Spektrum ist: 

Mist n~mlich das Spektrum dBr Formel (TA ~I)V T2, wobei fl die Gleich- 

heits~ormel ist, deren keendliches Spektrum aus den Zahlen grBsser als n 
o 

besteht und ~2 die G1eichheitsformel ist, deren endlichBs Spektrum au~ 
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den Zahlen kleiner oder gleich n o besteht, welche zu M gehBren. 

Korollar 4.1 Eine ~enge M von pasitiven Zahlen ist genau dann ein 

Spektrum erster Stu?e, wenn M I {bln+1) I n+IE M} in NP liegt. 

Beweis Dies ist sine direkte Folgerung aus den S Qtzen 3 und 4. 

Korollar 4.2 Eine Menge M von positiven Zahlen ist genau dann sin 

Spektrum erster Stufe, wenn es sine sehliesslich exponentiell-be- 

schr~nkte (d.h. dutch Xx.2 cx £5r ein c ) nicht-deterministische NTM 

gibt, welche ~ = {~%-T I n+IE M} akzeptient. 

Beweis Da lh(n+1) = Llog2(n+2) j gilt 
2 clh(n+1) < (n+2) c < 2 c(1÷lh(n+1)) < 2 2clh(n÷1) ; 

sine Funktion ist also genau dann poZynomial in n+1 = lh(bln+1)), wenn 

sis exponentiell in lh(n+1) ist. 

Weiter ist die Zuordnung n+-'--T~--~ bln+1) (durch wiederholtes Verdoppeln) 

in exponentieller Zeit berechenbar au~ einer mehrkBp~igen TM; ebenTalls 
(n+1) 

ist die Zuordnung b I ~ (n+1) (dutch wisderholtes Halbieren) in der 

Zeit c[n+1) ~Qr sin passendes cauT einer-mehrkBp~igen TM berechenbar, 

also in ~. 

Folglich gibt ss genau dann sine schliesslich exponentiell-beschr~nkts 

NTM, welche M akzeptiert, wenn es sine schliesslich polynomial-be- 

schr~nkte NTM gibt, welche M I akzeptiert. 

Analog l~ssen sich die beiden n~chsten Korollare beweisen: 

Korollar 4.3 Ist NP = P, so sind die Spektren erster StuTe genau die 

Mengen yon positiven Zahlen, welche durch schliesslich exponentiell- 

beschr~nkte deterministische TM akzeptisrt werden. 

K o r o l l a r  4..4 Is~ NP gegenSber Komplementbi ldung abgeschlossen,  so i s t  

auch die Klasse der Spektren e r s t e r  Stu~e gegen~ber Komplementbi ldung 

abgeschlossen.  

Korollar 4.5 Ist ~ kontext-sensitiv, so sind beide Mengen 

{n+l I ~ E  M} und {n+ l [  n---~ M} Spektren s r s t e r  S tu fe ,  
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8eweis Bekanntlich sind die kontext-sensitiven Mengen genau die Mengen, 

welch8 dutch NTM akzeptiert we#den, die mit linearem Raum operieren 

(Kuroda 1964 und Landweber 1963); diese Mengen sowie ihre Komplemente 

we#den dutch schliesslich exponentiell-beschr~nkte determin~s~ische TM 

akzepLiert. 

Korollar 4.6 Jade Mange, deren chamakteristische Funktion in de# Klas- 

se~2 yon Grze~orczyk liegt, ist ein Spektrum erster Stufe. 

Beweis OiBss Mengen sind n@mlich ~enau diejenigen, welche durch TM 

akzeptiert we#den, dle mit Iinearem Raum operieren [Ritehie 1963]. 

4. Projektive Klassen und NP 

Gem~ss Korollar 4.1 besteht eine direkte Verbindung zwischen den Spek- 

t r e n  e r s t e r  S t u f e  und den Men,an aus { b l } * ,  we lche  i n  NP l i e g e n .  Oa man 

aber  au~ { b l , b 2 } *  auch Te i lmengen e i n e r  n - e l e m e n t i g e n  Menge mi t  WSrtern 

de# L~nge n d a r s t e l l e n  kann, e n t s t e h t  au f  n a t S r l i c h e  Weiss d ie  Frame, 

ob d ie  Mengen aus NP n i c h t  noch enger  m l t  M o d e l l k l a s s e n  a l s  m i t  Spekt ren 

im Zusammenhang s t e h e n . .  

De# n i c h t - d e t e r m i n i s t i s c h e  C h a r a k t e r  e i n e r  Berechnung en t sp rach  im vo- 

r i g e n  Paragraphen de# Bewer tung s i nes  P r ~ d i k a t s z e i c h e n s :  A l so  m~ssen 

wohl  p r o j e k t i v e  K lassen [manchmal pseudo -e lemen ta re  genann t ]  b e t r a c h t e t  

we#den, W~re jede  s o l c h e  K lasse z u g e l a s s e n ,  so ware {wie be i  den Spek- 

t r e n )  j ede  Te i lmenge de# n a t ~ r l i c h e n  Zah len  d a r s t e l l b a r .  Oeshalb we#den 

n u t  e n d l i c h  a x i o m a t i s i e r b a r e  K lassen b e t r a c h t e t ;  n a t O r l i c h  kommen f o r  

d ie  C h a r a k t e # i s i e r u n g  nu r  e n d i i c h e  S t r u k t u r e n  yon end l i chem Typus i n  

Frage,  d , h .  S t r u k t u r e n  m i t  e n d l i c h  v i e l e n  e n d l i c h s t e l l i g e n  R e l a t i o n e n  

[ ode r  F u n k t i o n e n ]  au~ einem e n d l i c h e n  T r~ge r .  

Wel l  d ie  WS#ter aus { b l , b 2 ) *  Fo lgen s i n d ,  mOssen be i  de# O a r s t e l l u n ~  

d ie  P e r m u t a t i o n e n  des Tr~gers  a u s g e s e h a l t e t  we#den: Oeshalb we#den aus-  

schliesslich geordnete M odelle betrachtet, Ist R sine s-stellige Rela- 

tion einer n-elementigen geordneten Struktur, so ist ihre Kodierung des 
s 

Womt w de r  LQn~e n mit dem E i g e n s c h a ~ t :  

R ( i  1 . . . . .  i s ) ~'~' (w) s = b2 ; 
k-1 

i k n  
k=l  

F u n k t i o n e n  k~nnen dutch i h r e n  Graphen d a r g e s t e l l t  werden.  Die Kod ie rung  

de# R e l a t i o n e n  R 1 . . . . .  R k i s t  d ie  C o n c a t e n a t i o n  W l , . . w  k der  Kod ie rungen  
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w I ..... w k yon R I ..... R k. 

Oar folgende Satz entsprioht dem Satz 3, und wird analog bewiesen: 

Satz 5 Zu jeder Formel srstar Stufa f mit den [unter anderen) Pr&di- 
Sl s k 

katszeichen pi I ..... pi k gibt es sine Mange L aus NP derart, dass die 

Sl s k 
Kodierung yon I[pi I] ..... I[Pi k] genau dann in L liegt, wenn es e±n Mo- 

s I s k s k 
Sl) = I(Pil] .... l'[Pik] = I[Pik]" dell <M,I'> yon f gibt, mit I'[pi I 

8eweisskizz8 Zu f gibt BS Bins NTM T, welohe folgendermassen opariert: 

[I] Aus dem Input w der L~ng8 lh(w] weloher eventuell sine Kodierung 
k s, 

yon Relationen ist- wird zunQchst n mit [ n J = lh(w] berechnBt. 
j=Ik s. 

Oa{Or wird n nioht-deterministisoh gew~hlt, ~ n J berechnet, und 

mit lh[w) vergliohen. Sind beide Zahlen ver~±eden, so stallt T 

sb, sonst geht sis zu [2) Ober. 

(2] Ois Kodiarungen der einzalnen PrQdikate werden auf versohisdana 

B~nder gebraoht. 

(3] Die weiteren Pr~dikatszaiohen von f werdsn nicht-dsterministisoh 

interpretiert. 

[4) Schliesslioh wird f au{ ErfOllung dutch die vorgesohlagene Intar- 

pretation getestet: 

FOr jede der vier Teilberechnungen (I)-(4] wird sine Sohrittzahl bena- 

tigt, die in n polynomial ist. Da lh[w) ~ n ist also T sohliesslich 

polynomial-besohr~nkt. 

Die Umkehrung wird mittels folgendem Analogon yon Satz 4 8rreicht: 

Satz 8 Zu jeder Menge L aus NP gibt 8s sine Formel erster Stufe f mit 
2 I 2 I 

den - unter andamen - Pr~dikatszeichan po ~ pl, p2 ~ P3 derart, dass das 

Wort w ~ ~ genau dann zu L geh~rt, wenn es sin geordnetes 8ndliches Mo- 

dall <M,I> von f gibt, for walches gilt: 

[~] l[p2 ° ] = [Xxy.x<y)~M 

I(p~] = (Xx'x=o])M 

2 
I(P2] = [Xxy.y=x+1]pM 

(2) 

(3) 

[4] 

(5] 

= lh [w] 

I ]ist w. Oie Kodiarung von I[P3 
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Beweisskizze f' ist die Konjunktion der Formeln (I)-(8) des Lemmas au~ 

Seite 10, der Formeln (I)-(9), (13)-(19) und (22)-(24) aus Satz 4 

(Seiten 18-17] und der ~slganden Formeln: 

[ 1 0 ' )  (~v ] ( Y V l ] ( ~ u ] ( ~ w ) ( F ( v  , u ] A  F(v w] - +  (p~(Vo,V 1) ~"'"~ N(u w ] ) ]  
0 0 1 '  ' 

( 20 ' )  ( V u ) ( V v ) ( A ( u )  ~ (B (u .v) " , " '  ,' m (3  v ] F [ v  , v ) ) ]  
O O 0 

1 
( 2 1 ' )  ( V u ] ( V v o ) ( A [ u )  ~ (P3[Vo] ~' > ( ~ v ] [ F ( v o ' v ) A  B 2 [ u ' v ) ) ) )  

Oadurch wird erzwungen, dass der Input der Berechnung die Kodierung von 

I(p~] ist. Oar Rest des 8eweises verl~uft ganz analog. 

Korollar 6,1 Die Mengen yon nicht-leeren WBrtern aus (bl,b2}*, welche 

in NP liegen, sind genau die Kodierungsmengen der endlichen Strukturen 

der endlich a×iomatisierbaren projektiven Klassen yon endlichem Typus. 

Beweis Unmlttelbar aus Satz 5 und Satz 6. 

Korollar 6.2 NP ist genau dann gegenOber Komplementbildung abgeschlos- 

sen, wenn es zu jeder endlich axiomatisierbaren projektiven Klasse K 

yon endlichem Typus sine endlich axiomatisierbare projektive Klasse vom 

selben Typus gibt, deren endliche Strukturen genau diejenigen sind, die 

nicht in K liegen. 

5. Ausb!.i.cks au£ Spskt ren h~hare r  S..t.ufe 

Des Spektrumproblem l ~ s s t  s i ch  £Ur d ie  Fsrmeln h~here r  S tu fe  der  Typan- 

t h e s r i e  ohne w e i t e r e s  v e r a l l g e m e i n e r n  - zumindest  f o r  n a t O r l i c h a  Zah lan.  

Die Einschr~nkung au£ ~ i s t  h l e r  n i c h t  i n  der  g l e i c h e n  Weisa wie f o r  

d ie  e r s t e  S tu fe  b e r e c h t i g t ,  und ve rme ide t  eher  mengentheore t i sche  

S c h w i e r i g k e i t e n :  Sind a l l g e m e i n e  Model le  zugelassen (d .h .  Mode l l e .  we 

d ie  I n t e r p r e t a t i o n  der  Potenzmenge n i c h t  d ie  v o i l e  Potenzmenge zu se in  

b r a u c h t ] ,  so g e l t e n  zwar immer noch der  Kompak the i t ssa t z  und der  Satz 

von L6wenhaim; des l e t  n i c h t  mshr der  F a l l ,  wenn nur  S tandardmode l le  

zugelasssn sind. Leider ist abar dann die Klassa der gOltigen Formeln 

nicht mehr rekursiv auTz~hlbar, 

Bet Oarstellunzssatz aus dam dritten Paragraphen lQsst sich wie Tolgt 

verallgemeinern (vgl. Christen 1974]: Sei f = Xx.x und 
0 

fi+1 = ~x.2 fi(x). Eine Mange yon positiven Zahlen ist genau dann sin 
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Spektrum der  ( i + l ) - t e n  S tu fe ,  wenn es mine s c h l i e s s l i c h  X x - f i + l [ C X ) -  

beschr~nk te  n i c h t - d e t e r m i n i s t i s c h e  Tur ingmaschinm @ibt ,  wmlch8 s i e  ak- 

T * v o n  R~dding die Klasse der  zmpt±mrt ,  Daraus f o l g t ,  dass d ie  K lasse i 

Rmlat ionen i s t ,  d ie durch d m t m r m i n i s t i s c h 8  Tur ingmaschinen im Raum 

X x ' f i ( c x ]  a k z e p t i e r t  warden, und dass d ie  Mengen von p o s i t i v e n  Zahlen aus 

U i Spektren yon ( i + l ] - t e r  S tu fe  s ind  (R~dding und Schwichtenberg 1972), 

Insbesondere mind d ie Spektrmn b e l i e b i g e r  S tu fe  genau d ie  e lementaren 

(~3] Mengen yon p o s i t i v e n  Zahlen (Bennet t  1962), We i te r  f o l g t  auch, 

dams es zu jmdem i 8 in Spektrum dmr [ i + 2 ] - t e n  Btu f8  g i b t ,  dam kmin Spmk- 

t rum der  [ i + l ) - t e n  S tu fe  i s t  (Bennet t  1962, in  Ch r i s t en  1974 v e r e i n -  

f a o h t ] ,  

Als wmi te re  Fo lgerung des D a r s t e l l u n g s s a t z e s  l ~ s s t  s i ch  ze igen ,  dams ms 

f ~ r  jades unend l i che  Spektrum der  Typen theo r i e  m i t  unendl ichem Komple- 

mmnt mine p o l y n o m i a l  e n t s c h e i d b a r ~  Mange g i b t ,  welche dam Spektrum so- 

wie se in  Komplmment in  je  zwei unend l i che  Mengen t e i l t  [ C h r i s t e n  1974) 

[Analoges g i l t  f o r  k o n t e x t - s e n s i t i v e  Mengen und Mengen aus NP), F~r j a -  

des i E ~ let also der Verband <+I/F dicht, wobei 4+1 die Klasse der 

Spektren der (i+1)-ten Stufe und~die Klasse der endlichen Teilmengen 

yon ~ ist; insbesondere gibt ms wader minimale noch maximale Spektren 

miner gegebenen Stufe - noch minimalm odmr maximalm Menzen aus NP. 

Obwohl die Spektren h~herer Stufe mine Himrarchie bildmn, lassen sic 

sich alle als Urbilder yon Spektren erster Stufe durch ganz einfache 

Funktionen darstmllen: Eine Mange Mist genau dann ein Spektrum (i+1)- 

ter Btufe, falls ms ein c und ein Spektrum erster Stpfe M I derart gibt, 

dams M = {n I f.(ne]E M I] (Bmnnett 1962]. Sic sind ebenfalls Urbilder 
l 

der Mengen sum NP durch die Funktionen Xx'fi+1[xC]. Oaraus folgt, dass 

for jades iE ~ die Klasse der Spektren (i+2]-tsr Stufe gegenOber Kom- 

plementbildung abgeschlossen ist, falls die Klasse der Spektren (i+1)- 

tar Stufe gegenOber Komplementbildung abgeschlossen ist, und analog, 

dass dim Spektren (i+2]-ter Stu~m for cE ~ deterministisoh Xx.fi+2(cx)- 

bmrechenbar sind, falls die Spektren (i+1)-ter Stufe dete#ministisch 

Xx.fi+1[cx) berechenbar mind. In analoger Weise lassen sich die Spektren 

der sogenannten "schwachen" (i+2)-ten Stufe (d.h. die Spektrmn yon For- 

meln, welche eventuell @ebundene PrQdikatszeichen der (i+1)-ten Stufe, 

doch kmine Pr~dikatszeichen der (i+2]-ten Stufe enthalten) als Urbilder 

(durch Xx.fi+1[ex) for cE ~] der konstruktiv amithmetischen Mengen dar- 

stellmn (Bennett 1962), yon (RBdding und Schwichtenberg 1972] unabh~ngig 

wiedergefunden]. 
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Auf Grund dieser Eigenschaften ist die kombinatorische Komplexit~t der 

hSheren Klassen in einem gewissen Sinne die gleiche wie diejenige der 

tiefaren Klassen. Vielleicht ist ein Teil der Schwierigkeiten in der 

Komplexit~tstheorie - wie z.B. der manchmal unzeheure Unterschied zwi- 

schen den bekannten oberen und unteren Komplexit~tsschranken - auf ein 

derartiges Ph~nomen zurOckzufOhren. 
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