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I. Nichtdeterministische Turingmaschinen 

Ein mBgliches Verfahren, um zu entscheiden, ob eine aussagelogische 

Formel in konjunktiver Normalform erfOllbar ist, besteht sicher darin, 

dass wir alle mBglichen Wahrheitsbelegungen der in der Formel vorkom- 

menden aussagelogischen Variablen systematisch aufschreiben und dazu 

den entsprechenden Wahrheitswert der Formel berechnen. Sis ist erfOll- 

bar, genau wenn sie bei mindestens einer Belegung den Wahrheitswert I 

annimmt. Ein solches Verfahren kann mit einer exponentiell beschrQnkten 

T-Maschine pr~zisiert werden. 

Analysieren wir die Schranke for die Berechnungsl~nge dieses Entschei- 

dungsverfahrens, so stellen wir lest, dass der exponentielle Anteil 

durch die Anzahl der mSglichen Belegungen entsteht, w~hrend das Berech- 

nen des Wertes der Formel bei gegebener Belegung in polynomialer Zeit 

durchfOhrbar ist. Um diese Oifferenzierung in der Rechenzeit mathema- 

tisehen Betrachtungen zug~nglich zu machen, definieren wir nichtdeter- 

ministische Turingmaschinen. Eine solehe Maschine behandelt sine Formel 

wie folgt. Sie geht die aussagelogischen Variablen durch und gibt ihnen 

willkOrlich den Wert 0 (falsch) oder I (wahr), um dann for diese nicht- 

deterministisch konstruierte Belegung den Wahrheitswert der ganzen For- 

mel zu berechnen. Ist der Wahrheitswert I, so hat die Maschine in poly- 

nomialer Zeit die ErfOllbarkeit der Formel festgestellt. Bei einer Be- 

rechnung aber, die don Wert 0 ergibt, kann die Maschine keine Entschei- 

dung Ober die Erf8llbarkeit treffen. 

Definition 1 Eine nichtdeterministische Turingmaschine (NT-Maschine) 

Ober ~ ist ein 4-Tupel T = <S, So,St,P>, wobei 

S endlich (Zustandsmenge), 

s E S (Anfangszustand), 
o 

sIE S (akzeptierender Zustand), 

pc ~x(S-{Sl})X(~U {L,R}JxS (Uebergangsrelation). 

Dis Begriffe Konfi~uration, FolgekonfiguraLion, Berechnun~ und akzep- 

tierte Sprache sind durch die Definitionen 2-4 in Kap. I, S. 2-3 auch 
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for nichtdetermlnistische Maschinen erkl~nt. 

Bemerkung: Da fort P auch Relationen ohne Funktionscharakter zugelassen 

sind, ist es mSglich, dass es zu einen Konfiguration mehrere unmlttelba- 

re Folgekonfigurationen gibt. Die Arbeitsweise einer NT-Maschine unter- 

scheldet sich also anschaulioh von derjenigen einer T-Maschine dadurch, 

dass die NT-Maschine in gewissen ZustQnden mshrere M~glichkeiten hat, 

auf das Eingelesene zu neagieren. Trotzdem wind yon NT-Berechnung ge- 

sprochen; vielleicht w~re das Wort "NT-Ableitung" aus intuitiven GrOn- 

den bessen geeignet. W~hnend n~mlich deterministische Turingmaschinen 

mathemstische Pn~zisienungan mechanisohen Prozedunen sind, kBnnen 

nichtdeterministische Tuningmaschinen als mathematische Pr~zisienungen 

yon mechanischen Beweisverfahnen aufgefasst warden, Die GOltigkeit der 

Beweisschritts kann mechanlsch geprOft warden, doch mOssen sis zuenst 

erraten warden. Nun bei passender Wahl den Schnitte gelangt man zu ei- 

nem Ergebnis. 

Trivialerweise ist jede T-Maschine auch sine NT-Maschine; somit wird 

jade durch sine T-Maschine akzeptierte Spnache such dunch sine NT-Ma- 

schine akzeptiert. Es gilt nun such die Umkehrung: 

Satz I Zu jeder NT-Maschine N gibt es sine T-Maschine T, welche die- 

selbe Sprache akzeptiert. 

Beweisskizze: Eine Berechnung B = <Ko,K I ..... Kn > mit Input X der NT- 

Maschine N l~sst sich durch eine endliche Folge <Cl,C 2 ..... Cn> mit c i 

aus ([U {L,R}]xS charakterisieren (die Wahl unter den Folgekonfigura- 

tionen yon Ki_ I wird n~mlich duroh c i vollst~ndig festgelegt). Wir kon- 

struieren sine deterministische Maschlne T, die alle diese endlichen 

Folgen {beliebiger L~nge) systematisch produziert und dazu jeweils die 

m~glicherweise entsprechende Berechnung yon N mit Input X probiert. 

Charakterisiert die vorgeschlagene Folge sine akzeptierende Berechnung 

yon N, so soll T akzeptieren; sonst soll sis mit der Produktlon der 

n~chsten endlichen Folge weiterfahren. 

Wird X yon N nicht akzeptiert, so wird die Maschine T nie stoppen, und 

somit das X nicht akzeptieren. Wird dagegen X dunch N akzeptient, so 

gibt Bs akzeptienende Berechnungen yon N und entsprechende oharakteri- 

sierende endliche Folgen. Da T alle m~gllchen endlichen Folgen durch- 

geht, solange sis noch keine passende gefunden hat~ wird sis sine sol- 

che Folge linden und X akzeptieren. 
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2. Polynomial besohr~nkte nichtdeterministische Turingmaschinen 

Dim Klasse NP 

Definition 2 Seit eine Funktion von ~ nach ~. Die NT-Maschine N ist 

t-beschr~nkt, wann for jades durch N akzeptierte Wort X mindestens eine 

seiner akzeptierenden Berechnungen eine L~nge < t(lh(X)) hat. 

NP ist die Mange der Spraohen, die von polynomial beschr~nkten NT-Ma- 

schinen akzeptiert warden. 

Wia P ist auch NP vom benOtzten Maschinenmodell tats~chlich unabhQngig. 

Trivialerweisa ist P in NP enthalten; ss wird vermutet, dass diese In- 

klusion echt ist (Cooksohe Hypothese). Aus dem Beweis yon Satz I kann 

kein Bowels von P = NP entnommen werden, wail die Schranke for die 

skizzierte T-Maschine exponentiell in der Schranke der gegebenen NT-Ma- 

sohine ist. 

Polynomiale Transformierbarkeit, vollst~ndi#s Sprachen in NP: 

Die 8egniffe poiynomiale Transformierbarkeit (< ) und polynomiale Aequi- -7 

valenz (s) sind in Kap. I auf S. 6 definiert worden. Aus @or trivialen 

Implikation L < M A ME NP ~> LE NP folgt sofort, dass eine Klasse be- 

zOglioh ~ ganz in P odor ganz in NP-P odor ganz im Komplement von NP 

enthalten ist. 

Definition 3 Eine Sprache SC {0,1}" ist vollst~ndig in NP bezQglich 

< , falls -7 

[1) SE NP; 

[2] f~r alle LE NP gilt L < S. 

Wir wsrden zeigsn, dass ms vollst~ndige Spraohen in NP gibt. Zusammen 

bilden sie eina Klasse, die in NP maximal ist bezOglich der von< indu- -7 

zierten Ordnung. Damit ist allerdings die Cookschm Hypothese nicht be- 

wiesen, denn auoh in P gibt ms eine maximale Klasse. Vollst~ndige Spra- 

then sind aber gute Kandidaten for Sprachen aus NP, die vielleicht nicht 

in P liegen. 

Oas ErfOllunssproblem 

Oas ErfOllungspnoblem besteht darin, zu entsoheiden, ob eine vorgelegte 

aussagelogisohe FormB1 erfOllbar ist. 
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Es gibt bekanntlich eins "ganz einfache" Methode um zu erkennen, ob 

sine Formal in disjunktiver Normalform erfOllbar ist oder nicht. (Die 

Einfachhsit l~sst sich in diesem Fall als ZugehBrigksit zu P erkl~ren). 

Diese Methods scheint auch for belisbige Formsln anwsndbar zu sein, da 

jede Formsl ~qulvalent zu einsr Formsl in disjunktiver Normalform ist. 

Leidsr ist die Transformation "zu komplizlert": die LQnge der sntspre- 

chenden Formal in der disjunktiven Normalform h~n~t i.e. exponsntisll 

yon der L~nge dsr urspr~nglichen Formal ab. 

Die Mange der Formeln in ,konjunktiveF Norm alform ist eine ander8 syn- 

taktisch ein~aoh erfassbare Msnga yon Formeln. Oas ErfOllungsproblem 

da£Or haben wit bsreits am Anfang yon II.1 betrachtet. Wir haben 

zwei Verfahren skizziert; ein Vsrfahren, das sich durch eine exponen- 

tiell beschr~nkte T-Maschins pr~zisisren l~sst, ein zwsites, vsn dem 

wir zeigen wenden, dass es sich durch sine polynomial beschn~nkte NT- 

Maschins pr~zisisrsn l~sst. Einsrseits ist disses ErfOllungsproblem 

schon recht kompliziert, andererssits doch noch in NP. Wir warden uns 

auf dieses ErfOllungsproblsm beschr~nken. 

Allerdings kOnnte man sich fragen, ob das allgemeine ErfOllungsproblem 

nicht noch komplizisrter ist, da die Transformation einsr Formsl A in 

sine ~quivalente Formel in konjunktiver Normalform ebenfalls dis LQngs 

exponentiell ver~ndert. TatsQchlich ist es abet unnBtig, sine ~quiva- 

lents Formal zu betrachten; eine erfOllungsgleichs Formal A' gsnOgt. 

Es gibt nun ain Vsrfahren, das einer Formsl A e±ne Formel A' in kon- 

junktiver Normalform zuordnet~ und die ~sl~endsn Eigenscha~ten hat: 

(I) Die L~ngs yon A' ist linear in der L~n~e yon A; 

(2) alle Variablsn in A kommen auch in A' vor; 

(3) ist v' eine Belegung der Variablen in A' (mlt Wahrhsitswerten), 

dis A' erfOllt, so er~Ollt sie auch A; 

(4) ist v eine Bslegung der Variablen in A, die A erfOllt, so sxi- 

stiert sine Erweiterung v' von v - eins Bslegung der Variablen in 

A' - die A' er~Ollt. 

Dieses Ver~ahren transformisrt das allgemsine ErfOllungsproblem polyno- 

mial auf jenes der Formeln in konjunktiver Normal~orm, Es beruht au~ dam 

~olgenden Reduktionsschritt: Ist etwa die Formel (BV(PIA P2 )) vorge- 

l s g t ,  so w i r d  s i e  durch d ie  Formel ( [ ( B Y  P3]A (m P3 V P1 ] )A  (m P3 v P2 ] ]  

emse tz t ,  wsbsi  P3 e ine  naus V a r i a b l e  i s t .  Dami% lassen s ich  Kon junkL i -  

onen im Inns#n yon D i s j u n k t i o n s n  im Sinne de~ Behauptun Z e l i m i n i e r e n ,  

Bei jsdem so lchen Schr i%t  nimmt d ie  L~nge der  Formal nu t  um e ine  u n i -  
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verselle Konstante zu, und die Anzahl der Schritta ist linear in der 

LBnge der Formel A. 

Die erfOllbaren Formeln in konjunktiver Normalform (E] 

Dis Menge Fml der aussagelogischen Formeln wird rekursiv aufgebaut aus 

den aussagelogischen Variablen PI,P2,P3 .... mi@ den VerknOp~ungszeiehen 

A, V, m und den Klammern (,]. 

Beispiel: ( [ P L Y  m P2)A (PsA P 2 ) } ;  {A --~ B} ist AbkOrzung f o r  ( ~  AV B} .  

E ine  Be le~ung  d e r  V a r i a b l e n m e n g e  V m i t  W e h r h e i t s w e r t e n  i s t  e i n e  A b b i l -  

dung v: V --* { 0 , 1 } ,  we 0 f a l s c h  und 1 wahr  b e d e u t e n .  E ine  Be legung  

l ~ s s t  s i c h  m i t  den W a h r h e i t s t a # e l n  au# ganz Fml e r w e i t e r n .  Der Weft  

e i n e r  F o r m e l  A u n t e r  d e r  B e l e g u n g  v i s t  n u t  a b h ~ n g i g  van d e r  Ba legung  

d e r  i n  A vorkommenden V a r i a b l a n .  

E x i s t i e r t  8 i n e  Be legung  v m i t  v [ A ]  = 1, so l e t  A e r f G l l b a r ,  

Oie Menge G [die Grundformeln}, D [die Disjunktionen) und KD (die For- 

meln in konjunktiver Normalform) werden duroh folgende Klauseln defi- 

niert: 

Eine Variable sowie die Negation einer Variablen ist eine Grundformel. 

Ist A in G, so ist A in D; ist B in O und A in G, so ist {BY A] in D. 

Ist A in O, so ist A in KD; ist B in KD und A in O, so ist (BA A} in KD. 

Definition 4 E ist die Menge der erfOllbaren Formeln in konjunktiver 

Normalform. 

Des Er;8llungsproblem besteht darin, zu entsoheiden, ob eine vorgelegte 

Formel in konjunktiver Normal~orm erfOllbar ist. 

Die Sprache E ° 

Die Menge E ist keine Teilmenge von {0,1}* also in unserem Sinne kei- 

ne Sprache. Wit de?inieren dutch Kodierung der Formeln eine E entspre- 

chende Sprache E °. Die Kodierung in 0,1-W6rter ist nicht besonders 

sparsam, dafOr abet sehr ein?ach. Im Uebrigen gelten die Resultate {Or 

alle einigermassen vernOnftig gew~hlten Kodierungen. 

Dutch die ?olgenden Klauseln wird jeder Formel A i n  konjunktiver Normal- 

~orm ein O,I-Wort [A]° zugeordnet: 
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Kodierung yon Formeln in G: [p. ]o = 11...11 (2i real) 
2 

[mPi]° = 11...I (2i-I mal) 

Kodierung yon Formeln in D: B in D und A in G, so 

[ (BV A) -I ° = [B]°OEA3 ° 

B e i s p i e l :  [ ( ( m  P2V P3)V -7 P 4 ) ]  ° = 111011111101111111 

Kodierung yon Formeln in  KD; B in  KD und A in  D, so 

[(BA A) 3o = [B]OOOEA]O 

B e i s p i e l :  [ ( ( I r a  P2V P3)Vm P4)A P 3 ) ]  ° = 11101111110111111100111111 

Satz 2 Dis Sprachs E ° = {[A]°[AE E} liegt in NP. 

Beweisskizze: Wir geben sine NT-Maschine an, die genau die W~rter aus E ° 

akzeptisrt. Gegeben sin Input XE{O,I}*. Ohne den Zustand s I zu ben~tzen, 

kontrolliert die Maschine au~ deterministische Weiss mit einem Durch- 

gang yon links nach rechts, ob X die Kodierung ainer Formel sus KU ist. 

[1-Folge, die h6chstens durch Bin oder zwei Nullen unterbrochen wird). 

Dann steht sie rechts yon X. Falls X keine Kodierung einer Formal aus 

KD ist, so stoppt sis [und verwirft). Im andersn Fall geht sis wieder 

nach links und bewertet die einzelnen Grund~ormeln (gsnauer: kodierten 

GrundTormel) auf nichtdeterministische Weise (zum Beispiel: Sie schreibt 

W oder F au~ die erste I der kodierten Grund~ormel). Jedes Mal, wenn 

alle Grundformeln siner Disjunktion bewertet sind, geht sie nach rechts 

und kontrolliert erstens, ob in dieser Disjunktion mindestens eine 

Grund~ormel mit W bewertet worden ist und zweitens, ob die Bewertungen 

der neuen Grundformeln konsistent sind mit den schon bewerteten Grund- 

formeln, dis rechts davon stehen. Dazu muss sis nat~rlich wieder bis 

zum rechten Rand yon X gehen. Falls beide Bedingungen erfOllt sind, 

geht sie nach links zur n~chsten Disjunktion, sonst stellt sie ab. Falls 

sia alle Oisjunktionen behandelt hat, steht sie links von X, geht in den 

akzeptierenden Zustand s I und stoppt. 

Falls X in E ° ist, so gibt es sicher Bins solche Berechnung~ die im Zu- 

stand s I endet, da ja X die Kodierung siner er~Ollbaren Formelist. 

Falls umgekehrt die Maschine im Zustand s I nach einer Berechnung stoppt, 

so ist ss ihr gelungen, die Grund~ormaln konsistent so zu bewerten, dass 

jede Disjunktion wahr ist und somit aueh die ganze Konjunktion; also ist 

X in E °. 

Man Oberzeugt sich leicht, dass diese NT-Maschine polynomial bsschr~nkt 

arbeitet. 
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3. Die Existenz vollst~ndiger Sprachen in NP 

Satz 3 E ° ist sine vollst~ndige Sprache in NP (Cook 1970). 

Korollar E°E P <~> NP = P 

8eweisidee 

Es wird die Vollst~ndigkeit yon E ° in NP bez~glich < behauptet. Oa E ° -7 

in NP ist (Sstz 21, bleibt zu zeigen, dass jede Spraohe L in NP poly- 

nomial auf E ° transformierbar ist. Oazu transformieren wit L zuerst 

auf das unkodierte ErfOllungsproblem, indem wir jedem XE {0,1}* eine 

Formel FIX) in konjunktiver Normalform zuordnen mit XE L <~> F(XJE E. 

Zudem soil die Formel FIX) aus X nach deterministisohen Regeln in poly- 

nomialer Zeit hervorgehen. Die Funktion f(X) = IF(X)] ° transformiert 

dann L polynomial auf E °. 

Die Transformationsidee: Ob sine zur Sprache L gehDrige NT-Maschine M 

mit dem Beschr~nkungspolynom t den Input X akzeptiert, h~ngt nut yon 

den Berechnungen der L~nge < N(X] = tClh(X)) ab. Dank airier Modifikation 

der  NT-Maschine M, genOgt as,  Bereohnungen de r  genauen L~nge N(X) zu 

b s t r a c h t e n ,  Die K o n f i g u r a t i o n e n  e i n e r  s o l c h e n  Berechnung s i n d  in  den 

F e l d e r n  a u s s e r h a l b  -N(X) und +N(X) s t e t s  m i t  dem Ze ichen * b e l e g t  und 

kDnnen desha lb  d o r t  a b g e s c h n i t t e n  warden ,  Oenken w i t  uns d i e s e  r e d u z i e r -  

ten  K o n f i g u r a t i o n e n  e i n e r  Berechnung m i t  I n p u t  X u n t e r e i n a n d e r  ge- 

s c h r i e b e n ,  so e n t s t e h t  s i n e  e n d l i o h e  T a f e l ,  deren Format  n u t  von N(X) 

abh~ng t ,  Somi t  kDnnen w i r  uns f o r  den I n p u t  X auf  d i e  Berechnungen 

i n n e r h a l b  d i e s e s  e n d l i c h e n  Formats besch r~nken ,  

Eine T a f e l  l ~ s s t  s i c h  m i t  e i n e r  W a h r h e i t s b e l e g u n g  g e w i s s e r  a u s s a g e l o g i -  

s c h e r  V a r i a b l e n  b e s c h r e i b e n ,  FDr j a d e s  Paar  <Ze i chen ,  T a f e l f e l d >  fOh- 

ten w i t  s i n e  a u s s a g e l o g i s c h e  V a r i a b l e  s i n ,  Die Be legung e i n e r  so l chen  

V a r i a b l e n  m i t  dam W a h r h e i t s w e r t  1 s o l l  besagen,  dass das e n t s p r e c h e n d e  

Ze ichen im e n t s p r e c h e n d e n  Fe ld  d e r  T a f e l  s t e h t ,  Jede Mange von T a f e l n  

l ~ s s t  s i c h  dutch  d i e  e r f O l l e n d e n  Belegungen e i n e r  g e e i g n e t e n  a u s s a g e l o -  

g i schen  Formal  d a r s t e l l e n ,  F inden w i t  nun e ine  Forma l ,  d i e  genau d ie  

T a f e l n  d e r  a k z e p t i e r e n d e n  Berechnungen m i t  I n p u t  X d a r s t e l l t ,  so i s t  

s i s  s r f O l l b a r ,  genau wenn X durch s i n e  Berechnun@ der  L~nge N(X) akzep-  

tiert wird. 

Oie Formal ergibt sioh, wenn wit die allgemaine Definition einer akzep- 

tierenden Berechnung auf das endliche Format einschr~nken. Die vorkom- 

menden @uantoren werden dadurch beschr~nkt und lassen sioh dutch 
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Konjunktionen 8rsetzen. Auch wird die Formel nicht zu fang, wenn wir 

den ±nduktiven und lokalen Charakter der Definition ausnOtzen. 

Vorbereitungen f~r den Beweis 

Sei M = <S,So,S1,P> im Weiteren eine NT-Maschine Ober ~ mit: 

= ... =,, b1=O b2=I) {bo,b I, ,bp} (wobei b ° , , 

S = {So,S 1 . . . . .  Sq} ,  
P c ~ x ( S - { S l } ] X  (~U { L , R } ) x S ,  

Die Modi£ikation 

Setzen wir P' = PU {<bj,Sk,bj,Sk>[ OJj<p,O~k<q,U(bj,Sk)=~} mit 

U[bj,s k) = {<u,w> I <bj,Sk,U,W>Q P}, so wird durch diese Modi~ikation 

eine NT-Maschine M' = <S,So,S1~P'> de~iniert. Oie zus~tzlichen Ueber- 

gangsmOglichkeiten yon M' bewirken, dass sich vollst~ndige Berechnungen 

yon M durch das Kopieren der Endkonfiguration fortsetzen lassen. Eine 

Berechnung von M' ist also entweder 8ine Berechnung yon M allein oder 

aber eine dutch Kopie der Endkon?iguration verlQngerte vollst~ndige 

Berechnung von M. 

M' hat keine vollst~ndigen Berechnungen; deshalb soll eine Berechnung B 

yon M' schlechthin akzeptierend ?Or den Input X heissen, falls sie die 

Verl~ngerung einer akzeptierenden Berechnung yon M mit Input X ist. B 

ist genau dann akzeptierend, wenn die letzte Kon?iguration im Zustand 

s Iist. (Hinweis: s Iist ein Endzustand yon M.) 

Die Tafel einer Berechnun~ 

Sei N im Weiteren eine natOrliche Zahl. 

Definition Ist B = <Ko,K I ..... KN> eine Berechnung der NT-Maschine M', 

so ist ~ = <Ko,K I ..... ~N > die Tafel yon B; dabei ist 

= <(am) N<m<N,i,s> die (N-) Reduktion der Konfiguration 

K = <(am)mEZ, i,s>. 

Bemerkung: Ist B eine Berechnung mit Input X und L~nge N und ist 

lh(X)<N, so vernachl~ssigt diese Reduktion nur Band#elder mit der Au#- 

schriTt b . 
0 

Schreiben wir die reduzierten Konfigurationen yon B = <Ko,K I ..... ~N > 

untereinander, so entsteht eine Ta~el, deren Format nur yon N abh~ngt. 
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0 

~N 

-N 
f 

-T 
I 

I 

-i 
-F 
I 

-I 
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-I i- 

' I 
r 

f 

I- 

I I 
-l ]- 

I 

Buchstabenfelder Kopf- Zustands- 
falder felder 

Ist ~ = <[am]_N<m<N,i,sk>, so steht im Bu-Feld [~,m) der Buchstabe 
a m 

(die Bandaufschrift], im Ko-Feld ~ die Zahl i mit -~<i<~ [d.h~ der Kopf 

befindet sich Ober dem i-ten Feld], im Zu-Feld ~ des Zeichen s [der Zu- 
k 

s@and der Maschine]. 

Oie Oarstellun~ yon Tafeln vom Format N mit Hilfe yon Belegungen gewis- 

set aussagelogischer Variablen 

Wit fOhren die ~olgenden aussagelogischen Variablen ein: 

FOr jedes ~,m und b. die Variable B.I~,m]; 
J 3 

for jades ~,m die Variable C[~,m]; 

for jades ~ und s k die Variable Sk[~]; 

[dabei ist O<~<N,-N<m<N, b.E ~, SkE S). 

Um eine Bijektion zwischen den Belegungen dieser Variablen und Tafeln 

zu erhalten, lessen wir auch Ta~eln zu, in deren Feldern Teilmen~en der 

entsprechenden Zeiohen stehen - also in einem Bu-Feld eine Teilmenge 

yon ~, in einem Ko-Feld eine Teilmenge yon {i i -N<i<N}, in einem Zu-Feld 

eine Teilmenge von S. 

Die Belegung v der obigen Variablen, welche die Tafel T vom Format N 

besohreibt, ist gegeben dutch: 

v[Bj[~,m]] = I <~> bj steht im Bu-Feld [~,m) yon T 

v [  C [ ~ , m ] ]  = 1 < ~ >  m s t e h t  im  K o - F e l d  ~ von  T 

V[Sk[£]] = I <~> s k steht im Zu-Feld ~ yon T 

Notation: v T ist die Belegung, die T beschreibt; T die Tafel, die zur 
v 

Belegung v geh~rt. 
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OeTinition Eine Menge H yon Tafeln wird durch eine aussagelogische 

Formel A dargestellt, wenn for jede Tafel T gil%: 

TE H <~> VT[A] = I 

Bemerkung: (I) EinB einzige Tafel T wird dutch die Formel A T darge- 

stellt, welche die Konjunktion aller Grundformeln ist, die unter der 

Belegung v T den Weft I haben. 

(2) Eine Menge H yon Ta#eln wird zum Beispiel durch die Formel V A_ 
TEH ~ 

dargestellt. Die L~nge dieser Formel ist absr sicher grBsser als IHI. 

Die akzepti~renden Tafeln, die d~rstellende Formel 

Seien M' die Modifikation der NT-Maschine M, X ein b 

eine natOrliche Zahl mit lhIX)<N. 

1,b2-Wort und N 

Definition AT (X) 
N 

put X und LQnge N} 

{BI B ist akzeptierende Berechnung von M' mit In- 

Wit wollen ATN(X) darstellen. Verfahren wir gem~ss (2) oben, so erhal- 

ten wir eine i.a. zu lange Formel. BenOtzen wir hingegen den indukti- 

yen und lokalen Charakter der Berechnungen, so l~sst sich eine kOrzere 

Formel angeben: FN(X). 

FN[X) ist die Konjunktion einer Liste yon Formeln in konjunkhiver Nor- 

malform. Oiese Liste ergibt sich, indem wit auf Grund gemeinsamer Ei- 

gsnschaften der Tafeln ~ in ATN(X) Formeln aufschreiben, die unter je- 

dsr Belegung v~ den Wert I haben. FOr die Konjunktion FN[X) gilt dann 

sicher v~[FN(X)] = I for BE ATN(X). Es bleibt dann noch die Umkehrung 

zu beweisen - was gelingt, wenn die Liste genOgend vollst~ndig ist. 

Bemerkung: Wir schreiben die Formeln nicht immer in konjunktiver Nor- 

malform auf, geben aber jeweils einen Hinweis, wie sie ~quivalent umge- 

formt werden kBnnen. ZusQtzlich machen wit Angaben Ober Gr~sse und An- 

zahl. 

I In jedem Feld einer Tafel BE ATN(X) steht genau ein Zeichen: 

p 
~:~r a l l a  [,%,m) : . V B j [ ' % ' m ] ;  FOP a l l e  [,%,m], i~j: -~ B. (£,m]v'm B.(~,,m]; 

j=o l j 

f~r alle ~: ~ C[Jt,m) (*); for alle ~,,m-JFn: -~ C(~,m)vm C[~,n) ; 
m=-N 



3 0  - ~ '" ~ I -  

q 
~Or a l l e  ~: yoSk(A)= ; ~Or a l l e  ~,k+h: m Sk[~)vm Sh(~); 

(dabei i s t  O ~ N ;  -N<m,njN; O! i , j2p~ O<k,h~q). 

Anzahl: Gr~ssenordnung N 3, 

L&nge : Nut (*) hat die Gr~ssenordnung N, alle anderen L~ngen sind un- 

abh~ngig yon N. 

II In der Zeile 0 einer Tafel 8E ATN(X) steht der Input X. 

X = b. b .... b. ; da wit lh(X)<N voraussetzen~ ist n<N: 
1 1 z 2 i n 

B (O,m) ~Or m mit -N<m<O eder n<m<N; 
0 - - - 

B. (O,k) (d.h.b. im Feld (O,k)) for k mit O<k<n; 
I k I k 

C(O,O) (d,h,  Kopf auf Feld 0) ;  

S [0) [d.h. Zustand s ). 
0 0 

III Oer ZeilenObergang vonder Zeile ~ IO<~<N) zur Zeile ~+I einer Ta- 

fel BE ATN(X) wird durch die Oebergangsrelation P' bestimmt; aus loka- 

len Eigenschaften der Zeile ~ folgen gem~ss P' lokale Eigenschaften der 

Zeile ~+I. 

(I) Steht der Buchstabs b. im Buohstaben~eld (~m) und befindet sioh 
J 

der Kop~ nicht Ober diesem Feld so wird der Buchstabe b in die Zeile j 
~+I kopiert: FOr ~,m und j mit O<~<N~ -NjmJN, O!j!p nehmen wir die For- 

mel (B.[~,m)A~ C(~,m)) --~ B.(~÷1,m) in die Liste au~. 
J J 

Bemerkung: (AA~ B) ~ C ~q ((~ A V B)V C); Anzahl: GrBssenordnung N 2. 

(2) Steht der Buchstabe b. im Buchstaben~eld (~,m), befindet sich Ober 
J 

diesem Feld der Kopf und ist die Maschine im Zustand Sk, so ist dsr 

Uebergang yon einem 4-Tupel <bj,Sk,U,W>E P', welches dem 8erechnungs- 

schritt zugrunde liegt, abh&ngig. Um Komplikationen am Ta~elrand zu 

vermeiden~ soll for jsdes ~ (O<~<N) das m nut zwischen -~ und +~ va- 

riieren. 

(a) Oie folgende Formel K(~,m~bj,Sk,U,W) beschreibt die drei beteilig- 

ten Felder der Zeile ~+I, ~alls der Uebergang yon K~ nach K~+ I von B 

auf Grund von <bj,Sk,U.W>E ~xSx[~U {L,R})xS erfolgt ist: 
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K (£ ,m ,b j ,Sk ,U .W)  - 

B i ( ~ + l , m ) A  C(~+ l ,m)A  S h ( ~ + l ) ,  f a l l s  u=b i ,  w=s h 

(d.h. b. wird Oberschrieben, Kopf bleibt, neuer 
1 

Zustand s h ) 

B j ( ~ + l ; m ) a  C ( ~ + I , m + I ) A  S h ( ~ + l ) ,  f a l l s  u=R, w=s h 

(d .h .  b. w i r d  k o p i e r t ,  Kopf nach r e c h t s ,  neuer  
J 

Zustand s h ) 

B j ( ~ + I , m ) A  C ( £ + I , m - 1 ) A  S h ( ~ + l ) ,  f a l l s  u=L, w=s h 

( d . h . b .  w i r d  k o p i e r t ,  Kopf nach l i n k s ,  neuer  
J 

Zustand s ) 
h 

(b) Oas Programm einer NT-Maschine l~sst abet for den Uebergang mehre- 

re N6glichkeiten zu; deshalb betrachten wit die - dank der Modifikation 

nichtleere Disjunktion dieser MSglichkeiten: 

K p , ( ~ , m , b j , s  k) ~ ~ K (~ ,m,b j ,Sk ,U ,W)  
a l l e  u,w mi t  

< b j , S k , U , w > E P '  

(c) Oa diese Forms1 alle MBglichkeiten einschliesst, ist sie unter ai- 

rier Belegung v~ mit ~6 ATN(X) erfOllt, falls die Maschine in der Berech- 

hung B im Feld (A,m) den Buchstaben b. einliest und sich im Zustand s k 
J 

befindet. Oiese Voraussetzung wird dutch die folgende Formel beschrie- 

ben: H(~,m,bj,s k) s B.(~,m)A C(~,m)A Sk(~). 
J 

FOr ~,m,j,k mit O<£<N, -A<m<~, O<j<p, O<k<q nehmen wit die Formal 

HC~,m,bj,s k) --~ Kp.(~,m,bj,s k) in die Liste auf. 

Bemerkung: Die Umformung in konjunktive Normalform ist unabh~ngig yon 

N. Anzahl: Gr~ssenordnung N 2. 

IV Eine Tafel ~6 ATN(X) gehBrt zu einer akzeptierenden Berechnung von 

M'. Somit ist die letzte Konfiguration im Zustand s I. Wit nehmen des- 

halb die Formal St(N) in die Liste auf. 

Definition FN[X] ist die Konjunktion der Formeln unter I-IV.[Ih[X]<N]. 

Sis ist in konjunktiver Normalform und ihre L~nge ist polynomial in N. 

Auch geht  d ie  Formal FN(X) be i  gegebener  NT-Maschine M - auf  d e t e r -  

m i n i s t i s c h e  Weise in  p o l y n o m i a l e r  Z e i t  aus X und N h e r v o r .  
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Lemma I s t  l h ( X ) < N ,  so s t e l l t  d i e  F o r m a l  FN(X) d i e  Mange ATN(X) dan .  

B e w e i s :  (1 )  Se i  TE ATN(X) .  A l s o  i s t  T = B f o r  s i n e  a k z e p t i e r e n d e  Be- 

nechnung B von M' m i t  I n p u t  X. D ie  F s r m e l n  d e r  o b i g e n  L i s t s  habsn w i r  

so g e w ~ h l t ,  dass s i s  m i t  e i n e r  B e l e g u n g  v~ den W a h r h e i t s w e r t  1 haben ,  

a l s o  ± s t  v T [ F N ( X ) ]  = 1. 

= . i s t  d i e  Ta4:el  (2)  Se i  V [ F N ( X ) ]  1 f o r  s i n e  B e l e g u n g  v B e h a u p t u n g :  T v 

e i n e r  a k z e p t i e r e n d e n  Be rechnung  von M' m i t  I n p u t  X und L~nge N. 

M i t  V [ F N ( X ) ]  = 1 haben a l l e  F o r m e l n  d e r  L i s t s  such den W a h r h e i t s w e r t  1. 

Oank den F o r m e l n  i n  I s t e h t  i n  j e d e m  F e l d  d e r  T a f e l  T v ganau s i n  Z e i -  

chen .  Durch ErgQnzung d e r  Z e i l e n  m i t  b . e n t s t e h t  aus T s i n e  F o l g e  yon 
o v 

K o n f i g u r a t i o n e n :  < K o , K 1 ,  . . . .  KN>' M i t  I n d u k t i o n  nach ~ (O<~<N)_ z e i g a n  

w i r ,  dass d i e s e  F o l g e  s i n e  Be rechnung  yon M' m i t  I n p u t  X i s t "  

= O: Dank I I  und l h ( X ) < N  i s t  K ° d i e  I n p u t k o n f ± g u r a t i o n  f o r  X. 

~, ~ >  ~+1,  ~<N: Se i  < K o , K 1 ,  . . . .  K~> s i n e  Be rechnung  von M' m i t  I n p u t  X. 

Se± K~ = < ( a i ) i E Z ,  m,sk>  und K~+ 1 = <(a~) l  i E Z  ' m ' ' s ' > "  W i t  z e i g e n =  Der  

U e b s r g a n g  von K~ nach K~+ 1 v e r l ~ u f t  gem~ss Programm P' 

- K o p i s  d e r  B u c h s t a b s n  i n  den F e l d e r n  n m i t  n+m: 

FOr Inl > N. a '  = b = a n o n 
FOr n m±t -N<n<N" SBi a n = b r ,  a l s o  i s t  V [ B r ( ~ , n ) 3  = 1. Da n+m i s t ,  

g i l t  v [ m g ( ~ , n ) ]  = 1. Es g i l t  v [ ( B r ( ~ , n ) A m  C ( ~ , n ] )  --+ B ( ~ + l , n ) ]  = 1 
r 

dank d e r  V o r a u s s e t z u n g ;  s o m i t  i s t  v [B  ( A + l , n ) ]  = 1 und a '  = b = a . 
r n r n 

Uebergang im Feld m, Aenderung der Kopflage und des Zustands: 

Wir betrachten das Feld m aus K~. Oa <Ko,K I .... K~> sine Berechnung ist, 

- _ = b., dann gilt: v[Bj(~,m) ] = I, gilt for m ~<_m<~. Sei a m J 

v [ C { ~ , m )  ] = 1 und V [ S k ( ~ ) ]  = 1, a l s o  i s t  v [ H [ ~ , m , b j , s  k) ] = 1i M i t  d e r  

s n t s p r e c h e n d e n  F o r m a l  t i e r  L i s t s  haben w i r  such V E K p , ( ~ , m , b j , S k ) ]  = 1. 

Kp, ( ~ , m , b j , s  k) i s t  s i n e  D i s j u n k t i o n  s o m i t  e x i s t i e r e n  u,w m i t  

< b j , S k , U , W > E  P' und v [ K ( ~ , m , b j , S k , U , W ) ]  = 1. FOr K~+ 1 g i l t  nun j a  nach 

dam, w i e  <u,w> a u s s i e h t ,  das f o l g e n d e :  

F a l l s  u = b.,1 w = Sh, so a'm = b.,1 m' = m, s '  = s h. 

= = ' = b ,  = a , m '  = m + l  s '  = s h, Falls u R, w s h, so a m J m 

= = ' = b ,  = a , m '  = m - 1  s '  = s h, F a l l s  u L, w s h,  so a m J m 

In  a l l e n  F ~ l l e n  i s t  d e r  U e b e r g a n g  gem~ss P' und s o m i t  auch 

<Ko,K 1 . . . . .  K~ ,K~+ I>  e i n e  Be rechnung  yon M ' ,  
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Oar Z u s t a n d  von K N i s t  s I ,  da v [ S l ( N ) ]  = 1, <Ko,K 1 . . . . .  KN> i s t  a l s o  s i -  

ne a k z e p t i e r e n d e  Berschnung  yon M' m i t  I n p u t  X; a l s o  i s t  TvE ATN(X) .  

q . e . d .  

Beweis  yon Sa tz  3 

(1) E°E NP ( S a t z  2) 

(2) S e i e n  LE NP, M s i n e  L a k z e p t i e r e n d e  NT-Masch ine  Ober ~, M' de ren  

M o d i f i k a t i o n  und t s i n  B e s c h r ~ n k u n g s p o l y n o m  m i t  n < t ( n )  ( a l l e n ) .  

Se ien  XE { b l , b 2 } * ,  N(X) = t ( l h ( X ) ) :  

XE L 

< ~ >  

(Mist t-beschr~nkt) < .... > 

( M o d i £ i k a t i o n )  < . . . . . . .  > 

[ D e f i n i t i o n ]  < .... > 

(Lemma, l h ( X ] < N [ X ) )  < ..... > 

M akzeptiert X 

Es existiert sine akzeptierende Berachnung 

von M mit Input X und L~nge < N(X). 

Es e x i s t i e r t  s i n e  a k z e p t i e r e n d e  8e rechnung  

von M' m l t  I n p u t  X und L~nge = N(X) .  

A T N [ x ) ( X )  + 

F N [ x ) [ X ]  ist e r f ~ l l b a r  

[ K o d i e r u n g )  < i> 

~ [X)  = [ F N [ x ) ( X ) j ° C  E ° 

L w i r d  a l s o  m i t t e l s  f au {  E ° t r a n s { o r m i e r t .  

Die LQnge yon FN(x)(X) ist polynomial in N(X) und somit auch polyno- 

mial in lh(X). 

Sind M und t vorgelegt, so l~sst sich sine T-Maschine angeben, die £8r 

den Input X die Zahl N(X) berechnet und die Kodierung von FN(x)(X] 

au£schreibt; fist in ~, 

q.e.d. 
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4. Pml~,,,n,,omial bmsohr~nk, t,,,,s, ~ -@uanti£ikat,,i,,,q,n 

Oas Bermohnsn des Wahrheitswertes miner aussagslogisohen Formal bei ge- 

gebmner Belegung ist sin polynmmialer Prozess, Oabei kann man sioh den 

Input zweistellig denken: einersmits die Formel, andsrerseits die Bele- 

gung, Eine aussagelogische Formal ist genau dann erfOllbsr, wenn es 

mine mrfOllends Belsgung ihrer Variablen gibt. Oie Sprache E ° der ko- 

dierten erfOllbarsn Formeln in konjunktiver Normalform ist also dim 

-Quantifikation miner zweistelligen Oolynomial entscheidbaren Rela- 

tion; zudem ist diese ~ -Ouantifikation polynomial besshr~nkt (im Sinne 

der naohfolgendsn AusfOhrungen), 

Man Oberlegt sich leicht (Satz 4), dass sine polynomial besehr~nkte 

-Quantifikation miner zweistelligsn polynomial entscheidbarmn Rela- 

tion einm Spraohe aus NP liefert. Umgekehrt gibt ms abmr such zu jedsr 

Sprache aus NP mine zweistelligm polynomial entscheidbare Relation, aus 

welsher sich die gsgebene Sprache duroh polynomial besohr~nkte ~ -Ouan- 

tifikation gewinnen l~sst (Satz 5). 

Oadurch erreicht man aloe weLters Charakterisierung van NP, 

Oefinition 5 Smi T mine T-Mmsohins Obsr E. T akzeptimrt genmu dmnn des 

Wortpaar <X,Y>E {0,1} * x {0,I}*, wenn as sine vollst~ndigm Bmrechnung 

mit Input X*Y und Endzustand s I gibt. Oie yon T akzeptierte zwaistel- 

lige Relation wird mit A2{T) bszeichnat. 

Oar Bmgriff polynomi, al e,,n, tscheidbar l~sst sich so ohns weLfares auf 

Rmlmtionen Obmrtragen. p2 bezeichnet die Mange der zwsistelligen poly- 

nomial entschsidbarsn Relationen. 

Bemerkung E s s e i  Y ( ~ )  = ~ ,  Y(O) = 10,  Y ( 1 )  = 11 und Y(VW) = Y ( V ) Y ( W J .  

Durch d im K o d i e r u n g  Z: { 0 , 1 } *  x { 0 , 1 } *  ~ { 0 , 1 } *  m i t  Z(V,W) = Y(V)OOY(W) 

lassen sich die zweistelligsn Relationen aus p2 als Sprachen in P muf- 

lessen: F d r  ~ c { 0 , 1 } *  x { 0 , 1 } *  gilt 

~E p2 < ~ >  Z ( ~ ) E  P 

Satz 4 Sei p sin Polynom und ~E p2. Dann liegt 

L = {X I (~Y](lh(Y) < p(lh(X))A <X,Y>E~)} in NP. 

Beweisskizzs: SsLT sine polynomial bmschr~nktm (einb~ndige) T-Maschinm 

mit A2[T) = ~. Es ist leicht, mine polynomial beschr~nkte NT-Maschine 
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anzugeben, welche rechts vom Input X, abgetrennt duroh ,, eine belie- 

bige 0,1-Fo&ge der LQnge ! p(lh(X)) aufschriebt. Die Zusammensetzung 

mit T ergibt eine NT-Maschine, die polynomial beschr~nkt ist und genau 

L akzeptiert. 

Satz 5 Zu jeder Sprache LE NP gibt es eine Relation ~E p2 und ein Poly- 

nomp d e r a r t ,  dass L = {X[ C3 Y ) ( l h ( Y )  < p ( l h ( X ) ) A  <X,Y>E ~ ) } .  

Bewe issk izze= Sei N e i ne  p o l y n o m i a l  beschr~nk te  NT-Maschine,  d ie  L 

a k z e p t i e r t  und q e in  Beschr~nkungspolynom, Wie im Beweis yon Satz 1 

l ~ s s t  s i ch  jade  Berechnung B von N dutch s ine  Fo lge  YE { 0 , 1 } *  der  L~nga 

C , l h ( B )  ( fOr  e i ne  g e e i g n e t e  Kons tan te  C) c h a r a k t e r i s i e r e n .  Die zwe i -  

b~nd ige T-Maschine T (an~ewandt auf  d ie  be iden Argumente X und Y) s o l l  

d ie  durch Y c h a r a k t e r i s i e r t e  Berechnung von N mi t  I n p u t  X s i m u l i e r e n  

und <X,Y> genau denn a k z e p t i e r e n ,  wenn d ie  c h a r a k t e r i s i e r t e  Barechnung 

von N e ine  a k z e p t i e r e n d e  Berechnung i s t .  FOr d ie  S i m u l i e r u n g  jades  e i n -  

ze lnen  S c h r i t t e s  yon N b rauch t  T e ine  f e s t e  Anzahl  S c h r i t t e .  T i s t  a l so  

p o l y n o m i a l  beschrQnkt  und es i s t  

L = {X[ (3  Y ) ( l h ( Y )  < C . q ( l h ( X ) ) A  <X,Y>E ~ } .  

Definition 6 Eine Sprache List die polynomial beschrQnkte ~ -Quanti- 

fikation einer Spraohe L', wenn es ein Polynom p derart gibt, dass 

L = {X I [~ Y][lhCY] < p[lh[X]]A Z[X,Y]E L'}, wobei Z die in der Bemer- 

kung [zur Definition 5] de{inierte Zuordnung ist. 

Mit Satz 4, Satz 5 und Pc NP ergibt sich das folgende Korollar: 

Korollar Es gilt gsnau P = NP, wenn P gegenOber polynomial besohr~nk- 

tar ~ -Ouantifikation abgeschlossen ist. 
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