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I- Introduction. 

On consid~re sur [o,~rl j l'op4rateur diff4rentiel de Sturm-Liouville 

L(y) = -y"  + q(x)y = ky a v e c  les  condi t ions  aux l imi t e s  CClY(O ) + 81Y'(O ) = 0 , 

=2Y(~ ) + ~Zy'(j-I ) = 0. On appelle probl~me inverse de valeurs propres la recher- 

che de la fonction q connaissant le spectre de l'op4rateur. 

Nous voulons obtenir num4riquement la fonction q ; c'est donc la version 

discr4tis4e de ce dernier probl~me qui nous int4resse. Apr~s avoir introduit un pas 

de discr4tisation, un maillage,on obtient un probl~me matriciel qui 14g~rement g4- 

n4ralis4 s'4nonce de la mani~re suivante. On appelle probl~me (Ps) la recherche 

d'une matrice nxn diagonale r4elle X = (xi6ij) E,~n n (IR) telle que A 4tant une 

matrice n~ ndonn4e sym4trique de [% (~R) le spectre: Sp (A+X) de A+X soit 
nll 

4gal au spectre de la matrice fix4e S = (s i 6ij)E [~nn (]i~). 

On peut faire deux hypothbses ne diminuant en rien la g4n4ralit4 du pro- 

bl~rne trait4. On peut supposer que la diagonale de la matrice A est nulle. En 

effet X est une solution pour Aet S fix4es ie. Sp(A+X)=SpS si et seulement si X- 

Diag A est une solution pour A et S donn4es. 

D'autre part soit t E ]R tel que pour i=l,Z ...... n s. ~' t> 0 
1 

Si alors X est ~elle que : 

Sp(A+X) = Sp((si+t  ) 6ij ) 

a l o r s  : 

X-(t6ij ) v4rifie Sp(A+X-(tSij))= Sp(S) ; 

en d'autres termes on peut supposer que le spectre vis4 est strictement positif. 

Nous incluons ces deux hypotheses, non restrictives, clans la formulation du pro- 

blhme (Ps).  

Z - Des conditions n4cessaires et des conditions suffisantes. 

L'4tude en dimension 2×2 montre imm4diatement clue le problhme (Ps) ne 

poss~de pas toujours de solution. K. Hadeler [Zj, F. Laborde [4j, P. Morel [6,7j 

ont donn4 des conditions n4cessaires de plus en plus pr4cises pour que le probl~me 
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(Ps)  p o s s h d e  des  s o l u t i o n s .  On m o n t r e  dans  M o r e l  [ 7 j  que  n 4 c e s s a i r e m e n t  

S = (s i 6ij  ) do i t  v 4 r i f i e r  : 

n Z i Z 
E s. - - -  (Esi) >I E ai j  a j i  
i=l i n . . 1, J 

ce qui d'une mani~re 4quivaIente mettant en 4vidence une n4cessaire s4paration du 

spectre vis4 s~4crit : 

a . . ~ E  Z 2n .~. a i j  j1 . . ( s i - s j )  
1, 3 1,.l 

Z a z ~S llAlls Dans  le  ca s  oh  A e s t  s y m 4 t r i q u e  ~ a . a . .=~  a . .= t r  = IlAI ; d 4 s i -  
• . i J  j l  . . xj 
1, j x,J 

gnant  la n o r m e  de 8 c h u r  d e A .  Sous c e t t e  h y p o t h h s e  c e l a  p e r m e t  d ' a f f i r m e r  que  : 

l ' a p p l i c a t i o n  x-*~(A+(x6i j ) )  , uh  ~ (A+xi6 i j  ) d 4 s i g n e  l e  v e c t e u r  dont  l e s  c o m p o s a n t e s  

son t  l e s  v a l e u r s  p r o p r e s  de A+(x i6 i j  ) n u m 4 r o t 4 e s  dans  l ' o r d r e  non c r b i s s a n t n ' e s t  

s u r j e c t i v e  que  si  A e s t  nu l l e .  

Dans  [6  J,  on o b t i e n t  la  cond i t i on  n 4 c e s s a i r e  s u i v a n t e ,  qui  e s t  s t r i c t e m e n t  

p lus  p r 4 c i s e  que  l e s  p r g c 4 d e n t e s  

(~(s) l~,(a))  ~ z a z <.(~,(S)I<A)) 
• . 1 J  

1, J 
oh (~ (S )  I(~(A)) d 4 s i g n e  le  p r o d u i t  s c a l a i r e  e n t r e  l e s  v e c t e u r s  ~(S)  et  ~(A) qui  

d 4 s i g n e n t  r e s p e c t i v e m e n t  I e s  v a l e u r s  p r o p r e s  de S dans  l ' o r d r e  c r o i s s a n t  e t  l e s  

v a l e u r s  p r o p r e s  de A dans  U o r d r e  d 4 c r o i s s a n t .  

Ces  c o n d i t i o n s  n 6 c e s s a i r e s ,  ne  s o n t  s u f f i s a n t e s  que  s i  la  d i m e n s i o n  e s t  i n -  

f 4 r i e u r e  ou 4ga le  k Z. Dans  M o r e l  [T j  on r e c h e r c h e  s y s t h m a t i q u e m e n t u n e  l o c a l i -  

s a t i o n  de Ia s o l u t i o n  ; c e l a  p o u r  c h o i s i r  le  p lus  c o r r e c t e m e n t  p o s s i b l e  une  a p p r o x i -  

m a t i o n  i n i t i a l e  l o r s  de la  r a i s e  en o e u v r e  d ' u n  a l g o r i t h m e .  Dans  ce t  o r d r e  d ' i d 4 e  

citons: 
n xZ n Z n Z 
Z . = Z  s .  E a . .  

i= l  1 i= l  a i j = l  1j 

Toutes ies conditions suffisantes connues expriment que le spectre vis4 est 

s u f f i s a m m e n t  s 4pa r4 .  P l u s  p r 4 c i s 4 m e n t  que  d(s)=ir~n Is i - s j [ :mf(k l (A)  . . . . .  kn(A)) 

Oh f est une fonction des valeurs propres de A. 

Donnons celle de Morel LTJ : 

Z(I-I/p) 
n 

d(s) = m i n  Isj-sjl > (E IX (A)IP) 1 /p  
i j  - i=j  i 

E I l e  r e c o u v r e  ce l I e  de  L a b o r d e  (p=+co) e t  r a p p e l l e  s a n s  ~ t r e  p o u r t a n t  i d e n t i q u e  c e l l e  



39 

de de Oliviera (p~l) et, [a premihre connue, celle de K. Hadeler (p=Z). 

Notons que l'on connait 4galemen£ des conditions suffisantes pour un pro- 

bl~me analogue ~ (Ps) mais dans lequel on ne suppose pas que A soit sym~trique 

cf L2,4, 5, 6,7J. 

On peut adapter une d4monstration de de Oliveira Eli et de Friedland [9J 

pour obtenir le r4sultat d'existence, et en quelque sorte d'unicit4 suivant. 

PROPOSITION i. = : max '';ki(A)-%j(A)[ Si d(s) rnin Isi-sjl m~(A) 
i/j i/ J 

alors le probl~me~s ) poss~de 

i) n~ solutions 

ii) une et une seule solution X = (xiSij) v4rifiant 

Xl> xz~> ....... > x n >0 

La d4monstration est bas~e sur le th~or~me du point fixe de Brouwer. 

3 - U n. algorithme du type de,s approximations successives ,et un algorithme d u type 

Newton. 

Pour n>~ 2 routes les conditions suffisantes assurant l'existence provien- 

nent de l'application du thgor~me de Brouwer;il est donc naturel de rechercher sous 

quelles conditions l'algorithrne des approximations successives sera convergent. 

Pour montrer qu'un op4rateur est une contraction il est classique d'4tudier sa d4ri- 

v4e, ce qui entral~e ~ regarder [a d4rivabilit4 de x-b ~(A+X). 

Si x est tel que A+X n'a que des valeurs propres simples alors en ce 

poi.nt ~(A+X) est de classe C °o , d'apr~s Lancaster [13] et Kato [IZ]. Le fait 

d'imposer que A+X n'ait que des valeurs propres simples est assez restrictif mais 

l'on peut donner des exemples oh une tel[e situation a lieu. 

Supposons que A soit sym4trique, tridiagonale et que ai_l, i~ 0 i=Z ..... n 

alors d'apr~s Wilkinson kllj page 300,on sait que pour tout x ~ ]R n A+(xiSij ) 

n'aura que des valeurs propres simples. Dans ce cas x-~ ~(A+(xi6ij)) appartient 

C°°(i~n). Notons que ce cas correspond exactement k la discr4tisation de l'op4ra- 

teur de Sturm-Liouville. 



40 

S u p p o s o n s  que  x-~ b~(A+xiSij ) s o i t  dans  c l ( f l ) .  N o t o n s  J(x)  la v a l e u r  en  x 

de la m a t r i c e  j a c o b i e n n e  de x-~ (~(A+X)) ; d ' a p r ~ s  L a n c a s t e r  [ 1 3 j  on ob t i en t  : 

[ ~i(A+x) ] uZ ) 
J(x)  = ~)x. = ( ji ij 

J ij 

oh U=(uij)i j est la matrice orthogonale qui diagonalise la matrice sym4trique A+X, 

ie A+X=U. Diag ~(A+X). U T. II est important de remarquer que J(x) est une 

m a t r i c e  d o u b l e m e n t  s t o c h a s t i q u e .  

Pour les propri4t4s des matrices doublement stochastiques, on pourra 

consulter Horn [14j, Hardy-Littlewood-Polya [15j. 

A L G  1 : Un a l g o r i t h m e  du type, a p p r o x i m a t i o n s  successi . .ve  s : A l g  1 

C ' e s t  H a d e l e r  [Z]  qui  a ob tenu  l e s  r g s u l t a t s  l e s  p lus  p r 4 c i s  

s u r  i ' a i g o r i t h m e  des  a p p r o x i m a t i o n s  s u c c e s s i v e s  : 

1 : xn+ l  n (A+(x'n6ij))i A l g  = x  + ~ ( S )  - ~ n~0 

R e f o r m u l o n s  son r4sultat en introduisant un coefficient de relaxation W qui 

assure un meilleur comportement num4rique. 

PROPOSITION Z. - Soit A appartenant ~ ~nn(IR), sym4trique k diagonale nulle. 

Si m i n  I si-sji>~ 4 m a x  'fZaiZ j alors q u e l q u e  soit mE]0,  I] 
ilj i j 

l~application T : x-~x + w(~t(S) - b~(A+X)) est k-lipschitzienne 

de constante k ~-~ 13/18 de la boule B(s d(s)/IZ) dans elle 

m~me. 

Laborde [4J a d4montr4 4 g a l e m e n t  que  s o u s  l ' h y p o t h ~ s e  rain ! s i - s j t~ 'Zp(A)  
i " 

p (A) rayon spectral de A la solution 4tait un point attractif (cf Ortega [16] page 

383)pour les approximations successives. 

De fait les conditions de Hadeler, aussi bien que celles de Laborde impli- 

quent que sur la solution x le jacobien J(x) est inversible. Cela donne en queIque 

sorte la limite de letxr r4sultat car il est facile de construire des exemples pour 

lesquels une solution existe mais dont le jacobien en ce point n'est pas inversible. 

Nous n'avons pas rdussi h construire d'exemple pour lequel h la fois 
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d(s) ;p£(A) et J(x) non inversible ; mais cet~e conjecture semble plausible. 

L'avantage majeur de cet algorithme est le fait qu'il n'utilise pas les vec- 

teurs propres ; l'unique op4ration couteuse est l'extraction des valeurs propres de 

A+X n ce que l'on r4alise par une m4thode du typeQ.R, avec shift. 

Un autre avantage est sa tendance ~ conserver l'invariant important pour le 

prohl~me, qu'est la trace. Appelons d4faut de trace ~ l'it4ration k le nombre: 

n n 
k 

ek= E x. -~ s. 
i i 

i=l i=l 

P R O P O S I T I O N  3. - Pour tout w de ]0, i] consid4rons l'algorithme 

n+l n 
x = x + ~(s-~(A+(Xln6ij))). n~ > 0 

alors si I/ e 0 = 0 ~ Vk~" 0 e k = 0 

Z/ e 0 / 0 ~ lira k-*co ek = 0 

ALG 2 : Un algorithme du type Newton : Alg 2. 

Le problhme ~ r4soudre 4tant essentiellement celui de la 

r4solution d'un syst~me non lin4aire, il est naturel d'envi- 

sager l'algorithme de Newton. 

PROPOSITION 4. - Suppo sons : 

i/ qu'il existe une solution x ie ~(A+(x i 8ij)) = ~(S) 

CI 2/ f : x~ ~(A+X) soit de classe dans un voisinage [~ de x 

3/ V i=I,Z ..... n ~eOi~0 ou ~i valeurs propres de J(x) 

alors Vk >0 et V t~E ]0 I] 1'algorithme deNewton 

n+l (~ (A +(xin 6ij))_~(S) ) alg 2 : x = xn-w(J(Xn)+kl) -I 

poss~de x comme point d'attraction. 

Remarquons que s'il existe une solution x pour un spectre vis4 Sp(si6ij ) 

qui est bien s4par4 alors n4cessairement f : x-c~(A+X) est de classe C 1 dans un 
o 

voisinage • de K ; la seule hypoth~se restante est la 3 • J(x) = (u~i)~ ij est une 

matrice doublement stochastique, ce qui implique d'apr~s le th4or~me de 

Gerchgorin que 1 est toujours la valeur de plus grand module d'une part, d'autre 
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part que routes ies autres valeurs propres sont contenues dans la r4union pour 

Z 
i=i,2 ........ n des disques centr4s en u.. et de rayon l-uZ.. Tous ces disques 

II iJ 
2 i 

seront contenus dans le I/Z plan ~ e z ~' 0 d~s que Vi:l Z ........ n u.. >- 
ii 2 " 

Or d'apr~s Laborde [ 4 ]  cela est r4alis4 si min i s i-sj}>2p (A). D'ohle corollaire 

COROLL&IRE !. - Si A est une rnatrice sym4trique h diagonale nulle et si  

m i n  tS i -Sj t  >Za(A) alors 

I/ il existe x solution de (Ps) 

Z/ x est un point attractif pour l'algorithrne de Newton : 

n+l n -i nsi: Alg Z : x = x - ~(j(xn)+kI) -(~(A+(x ))-~a(S)). 
J 

Z 
Uneautre fa~on d~obtenir que tout les disques de centre u.. et de rayon 

2 u2 n Z i ii 
i- u.. soient dans ~ e z ~ 0 et d'irnposer que i- .. = ~ u.. < - puisqu'ils 

ii ii j =i iJ Z ' 
j/i 

passent tous par le point I. En adaptant une partie de d4rnonstration de Hadeler [2] 

on o btient 

COROLLAIRE 2. - Si A est sym4trique ~ diagonale nulle et si 

d(s} = rn~.n j s i - s j t  I> zV 3 n~x V z a z. aiors 
i/0 i j ~J 

i. / il existe x solution de (Ps) 

2/ x est un point attractif pour l'algorithrne de Newton Alg 2. 

On peut r4surner ces deux corollaires en disant que les condtions qui as- 

surent la convergence des approximations successives, suffisent pour entrai'ner la 

convergence de la m4thode de Newton. 

L'algorithrne de Newton n4cessite ~ chaque 4tape la connaissance de J(x n) 

c'est ~ dire de toutes les valeurs propres et de tousles vecteurs propres de 

A+(xnsij). C'est un accroissernent de la masse des calculs pour chaque it4ration, de 

fait lors des essais nurn4riques nous nous sornrnes born4s ~ des matrices tridiago- 

hales syrn4triques et nous avons employ4 l'algorithrne du type Q. R nornrn4 tq 12 

dans Wilkinson-l~einsch L17]. Pour contre pattie nous obtenons une convergence 

tr~s rapide, et le fait assez surprenant que pour des approximations initiales qui 

sont en norn%es plus 41oign4es de la solution, que celles n6cessaires ~ la conver- 

gence des approximations successives, nous ayons encore convergence. Ce bon 
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comportement num4rique est peut atre dfl au fair que l'algorithme conserve la trace, 

ou r4duit le d4faut de trace. 

En effet, on a la : 

PROPOSITION 5. - P o u r  • E ] 0  2[  e t  k>0 c o n s i d 4 r o n s  l ' a l g o r i t h m e  

n+l  x = xn-®(j(xn)+~I)- 1 (~(A +Xn)-~(S)) 

alors 

e0 = 0 = ~rk ek = 0 

e 0 / 0 = limk_~o ° ek=0 

Dans  la  d 4 m o n s t r a t i o n  on u t i l i s e  l e  fa i r  que  3~x n) e s t  une  m a t r i c e  d o u b l e -  

ment s tochas tique. 

4 - A l g o r i t h m e s  de m i n i m i s a t i o n .  

D~s  que  l ' o n  s a i t  c a l c u l e r  la  d 4 r i v 4 e  de x -~ ~(A÷(xi6 i j ) )  i l  e s t  n a t u r e l  p o u r  

a p p r o x i m e r  la  s o l u t i o n  de l ' 4 q u a t i o n  ~ ( A + x i 6 i j  ) = ~(S) de s o n g e r  h m i n i m i s e r  

1 ~Z 
f(x) = ~ 1t ~ (A+xiS i j ) -~ (S) / I  Z" 

Nous ferons l'hypoth~se que A est une matrice tridiagonale h diagonale 

nulle telle que de plus ai, i_ 1 / 0 i=2 3 ....... n ; cela pour assurer la d4rivabilit4 

de x -~ ~(A+ xi6ij ) en tout x~ ]R n. 

1 2 
La f o n c t i o n  f:x-+ f(x) = ~ ii~Z(A+xiSij ) - ~(S)llZ n ' e s t  pas  c o n v e x e ,  m a i s  e l l e  

p o s s ~ d e  de bonnes  p r o p r i 4 t 4 s  v i s  k v i s  d ' u n e  m 4 t h o d e  de g r a d i e n t .  P a r  c o n s t r u c t i o n  

f e s t  b o r n 4 e  i n f 4 r i e u r e m e n t  p a r  z 4 r o  e t  i l  r 4 s u l t e  d ' un  c a l c u l  f a c i l e  que  son 

g r a d i e n t  V f(x) en x vau t  : 

V f(x) = J(x) T L~I(A+xiSij)-~(S)J 

oh  : 

J ( x )  Z 
= (uji)ij 

U = (uij) 4tant la matrice orthogonale qui diagonalise A+(xi6ij ). 

N o t o n s  4 g a l e m e n t  que  : l imf~x) = +co 
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Appelons Alg 3 l'a!gorithme de plus grande descente d4crit par 

n + l  n V f (x  n)  >~ 0 Alg 3 :x = x ~ Pn n 

Pour assurer la convergence de cet algorithme il reste ~ faire un choix 

convergent, au sens de Cea [18], du pas p . 
n 

n 
N o t o n s  ~l(x) : (~.ll(X) . . . .  ~ln(X)) l e  v e c t e u r  d e  ]1% o b t e n u  k p a r t i r  du  v e c t e u r  

x en renumgrotant ses composantes dans l'ordre non croissant. Sur ]i~ n lit n × in- 

troduisons apr~s Hardy-Littlewood-Polya la relation x~ y : x ~y qui est vraie si 

et seulement si : 
k k 

Vk : i , Z  . . . . . .  n - 1  Z ~i (x) <~ Z i l l (y )  
1 

i=l i:l 

n n 

i i i 

On a alors le r4sultat suivant dfl h Horn [14j. 

PROPOSITION 6. - Soit X=(xiSij ) fix4e. Une condition n4cessaire et suffisante 

pour qu'il existe une matrice r4elle sym4trique A ~ diago- 

hale nulle telle que Sp (A+X) = (s I, s Z . . . . . .  Sn ) est 9ue x4~s. 

Notons alors W l)ensemble des xE ]R n tels que x '~s Horn [14] repre- 
s 

nant H a r d y - L i t t l e w o o d - P o l y a  m o n t r e  q u e  W p e u t  e n c o r e  s ' 4 c r i r e  Ws=[XElR.n I x = M s  
s 

M m a t r i c e  d o u b I e m e n t  s t o c h a s t i q u e ]  c e  q u i  p r o u v e  q u e  d ' a p r ~ s  u n  r 4 s u l t a t  de  

B i r k o f f  / 2 3 j  q u e  W" e s t u n  p o l y e d r e  c o n v e x e  c o m p a c t  d o n t  l e s  s o m m e t s  s o n t  l e s  P s  ; 
s 

P d 4 c r i v a n t  l ' e n s e m b I e  d e s  m a t r i c e s  d e  p e r m u t a t i o n .  

Consid4ron s d~autre part l'orbite ~(S) de S=(si6Jj), c'est ~ dire l'ensemble 

des matrices orthogonalement semblables ~ S. 

@(S) = [B~%i]P~)I B=USU T U orthogonale} 

est un ensemble compact, mais non convexe. Ii est clair que si x est une solution 

d e  ( P s )  a l o r s  A + x , 6 . .  E@(S). 
I lj 

Sur l'ens~mble des matrices sym4triques consid4rons le produit scalaire 

s 
A 2 ~ a.  

(A , B) = tr (AB) et la norme induite, dite n o r m e  de Schur IIAII = tr : 

i, j=l lJ 
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L~r/semble des matrices sym4triques est alors un espace de Hilbert qui peut se 

d4composer en somme directe orthogonale entre les matrices diagonales et les 

matrices sym@triques h diagonale nulle, D'apr~s le th4or~me de Wiedlant- 

Hoffman [ZIJ la distance de A+x.6..1 IJ ~ @(S) est donn4e par ll~/(A+xiSij)-~(S)llZ c'est 

dire que f(x) repr4sente au facteur I/Z pros le carT4 de la distance de A+X ~S). 

Notons A+W l'ensemble convexe compact des matrices A+x,8.. oh xEW . 
s i 1J s 

A+W e s t  con tenu  dans  un h y p e r p l a n  p a s s a n t  p a r  A p a r a l l ~ l e  ~ l ' e n s e m b l e  des  
s 

matrices diagonales. Ii est clair que r4soudre (Ps) c'est trouver un point de l'inter- 

section ~)(S)N(A+Ws), et qu'une m4thode constructive sera l'obtention d'une suite 

minimisant la distance. Gubin-Polyak-Raik ~193, Pierra [Z0] ont d4velopp4 des 

algorithmes de projection successives pour trouver un point de l'intersection de 

plusieurs convexes ; reprenons cette id4e en l'adaptant. 

Soi t  Ak= A+X k = A+(x  k 8ij  ) une  m a t r i c e  de (A+Ws). D ' a p r ~ s  le  t h 4 o r ~ m e  de 

W i e d l a n d t - H o f f m a n  [Z1]  la  d i s t a n c e  de A k ~t ~(S) e s t  donn4e  p a r  : 

dist (Ak,~(S) = min llAk-Blls = II~(A+xk)-~(S)IIZ 

BE~(S) T T 

C a r  si  A k = A + x k = M k .  Diag  ba(A+xk). M k , la  m a t r i c e  B k=M k Diag  ~(S) M k 

r~alise le minimum de la distance. En d'autres termes, on salt projeter sur ~(S). 

Notons que ~)(S) n'4tant pas convexe il peut exister plusieures projections, mais 

notre fa~on de proc@der en d4termine une seule. 

La d 4 t e r m i n a t i o n  de la p r o j e c t i o n A  k+l  A+X k+l  de B k = sur le convexe com- 

pact (A+%¥s) est particuli~rement simple, d'apr~s la proposition 6, il vient : 

Proj B k = A+Diag B k 

(A+W s) 
c a r  d i ag  Bk~ W . 

s 

On appellera algorithme des projections successives ouAlg 4 l'it4ration des 

deux 4tapes suivantes. 

a) B k = M k Diag,(S) M kT si A k A+xk=M k. Diag (A+xk). M k T 

b) A k+l =A+X k+l = A+Diag B k. 

On a par construction la proposition sui~ante : 

1 
- = ~ t t ~ ( A + x - ~ i  , ~ ( S ~ " Z ,  P R O P O S I T I O N  7. Si f(x) -g ij%_ 

J~Z 
a l o r s  p o u r  la  s u i t e  
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co 
[xk}l fournit pa r  Alg 4 on a f(x k+l) ~f(x k) 

Explicitons le passage de X n ~ X n+l dans l'algorithme pr4cddent. 

Ona : T 

X n+l : X n + Diag [Mn(Diag~(S) - Diag ~ (A+Xn)) M n }. 

Cede 6criture prouve que l'algorithme Alg 4, de projections successives est l'algo- 

rithme de O. Ha!d [9]. 

Multiplions k droite chaque terme par e oh eT=(l, i, 1 ....... I) ; il vient : 

xn+l n+l T e =x + Diag [Mn(Diag ~(S) -Diag ~(A+X n) M n ] e 

d'oh 
n+l n T n 

x x +J(x n) 6ij )] : ~ (S) -~(A+~ i : xn_V f(xn). 

Ii y a donc coihcidence entre l'algorithme de double projection Alg 4, 

l'algorithme de Hald, la m4thode de plus grande descente Alg 3 avec le choix du pas 

Pn=l. C'est la concordance de ces trois m6thodes qui va permettre de prouver la 

convergence. 

LEMME. - (Hald [9] page 16Z). Pour la suite de matrices diagonales obtenues 

par l'algorithme de Hald [respAlg 3, Alg 4] on a 

z i /x  n + l - x h l z < + c o  
s rim0 

Ii est connu que ce r4sultat n'implique pas ~lui seul la convergence de la 

suite [xn}~ . C'est notre interpr4tation comme m4thode de gradient qui permet de 

conclure. 

PROPOSITION 8. - Soit A~Lq~nn(IR. ) sym6trique k diagonale nulle 

Soit S=(si6ij ) fix4e 

Alors 

I/ il y a colhcidence entre les trois algorithmes de Hald, des 

projections successives : Alg 4, de gradient ~ pas fixe 

Pn=1 : Alg 3 

ie. n+l n n T A n x =x-J(x ) [~(  +x i 6i j ) -~(S)]  

- T Z/ tout point adh4rant x ~ la s~ite Ix n} est un point station- 

naire pour  f(x): 1 ~ (A+x iS i j ) -~ (S ) l lZ  Z 
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De mame que l'inlerprgtation de l'algorithme de Hald comme algorithme de 

descante fournit des variantes, l'inlerpr4tation g4om4trique suscite de re%me des 

variantes num4riquement int4ressantas. 

De la relation 
T 

A + X = M  Diag  ~t(S) M 

on d4duit an prenant le carr4 de la norme de Schur des deux membres que 

n xZ n sZ n Z Z 
Z . = Z  . - Z  a . .  = r  

i=l z i=l z i,j=l ij 

Siune solution x au probl~me (Ps) existe alors, n4cessairement, xES(o,r) c B(o,r). 

posons 
n 

x z A+B(o, r)=[ME[[Lnn(IR) I M=A+(xi6ij ) . Z 
i=l z 

Cet ensemble est contenu dans hyperplan parall~le h l'ensemble des matrices 

diagonales et passant par A. 

La solution si alle exista appartient h (A+B(o, r))~(S) ; il est facile d'adapter l'a~o- 

rithme des projections successives. 

Soit : T 

A k =A+X k =M k = M k. Diag~(A+xk). M k 

la matrice ck=M k Diag ~(S)M kT r4alise le minimum de la distance entreA k et 

@(S). La projection de C k sur le convexe compact (A+B(o,r)) est facile ~ obtenir ; 
Diag C k 

c'est A k+l= A+X k+l= A+r l~)iag ckll g. On it~re ces deux projections successives . 

L'int4r@t dans cet a]gorithme est la conservation ~ priori de la norme de la solution. 

n oo 
II est clair que la suite Ix } 1 obtenue d4finie un algorithme de descente 

2 pour  f(x) = ~ / t~(A+xiSij)-~ (s)It , c ' e s t  ~ d i re  f (xn ) ' t  > f(xn+l) .  

De f a i r  c e t  a l g o r i t h m e  n ' e s t  r i e n  d ' a u t r e  qua  l a  m i n i m i s a t i o n  de  f(x)  s o u s  l a  c o n -  

t r a i n t e  xE B = B(o,  r )  = I x  111xll <~r]  p a r  u n e  m 4 t h o d e  de g r a d i e n t  p r o j e t 4 .  

On obtient alors le r4sultat suivant : 

PROPOSITION 9. - Soit A tridiagonale sym4trique ~ diagonale nulle telle que 

ai_l,i/ 0 i=2,3 ...... n 

alors si 
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K = Sup lif'(g)ll<Z 
n 

oh. 

f(x) = Ii~ 'A +xiSij ) 

l'algorithme x n+l= Proj(xn-vf(xn)) produit une suite dont 

tousles points adh4rants sont des points stationnaires de f. 

5 - Essais num4riques. 

Nous avons fair de nombreuses exp4riences num4riques, aussi nous n'en 

pr4sentons ici qu'une pattie. Dans les essais suivants nous aurons w= 1 Alg I, 

= Iet k =0. I/(n°de l'it4ration) dans Alg 2. 

Nous avons 4galement multipli4 les essais pour 4tudier le domaine d'at- 

traction d'une solution relativement aux divers algorithmes. L'exp4rience a r4v414 

un fait assez inhabituel : l~ensembie des approximations initiales pour lesquelles 

l'algorithme de Newton Alg 2 converge semble plus grand que l'ensemble des appro- 

ximations initiales assurant la convergence de l'algorithme des approximations 

successives Alg i. Naturellement lorsque tousles deux convergent Alg Zest bien 

plus rapide que Alg i. 

Pour comparer l'efficacit4 des divers algorithmes 4tudi~s nous avons cons- 

truit des probl~mes tests ~ partir de la discr4tisation avec un pas h=l~n+l), de 

probl~mes de Sturm-Liouville. 

Ly = y " + q ( x ) y = k y  

% y ( o )  - ~ l y ' ( o )  = 0 

% y ( 1 )  + ~ z y ' ( 1 )  = o 

On approxime y:'(xi) = y"(ih) par (Yi-l-ZYi + Yi+l )/hZ' y'(o) par (Yl-Yo)/h 

et y~(1) par (Yn+l -Yn )/h" Ii es£ alors facile de v4rifier que l'approximation de l'o- 

p4rateur Lest la matrice A sym4trique tridiagonale ayant des -i sur les deux 

codiagonales et [C a +~+hZql ), Z+hZqz ..... 2+hZqn_l , (Z+hZqn)+Cb ] comme diago- 

nale, avec C = -8 /(~lh+81) et Cb=-SZ/(C~zh+Sz ). La proc4dure est alors la sui= 
a i 

vante. On se donne une fonction q et les constantes ~I,~Z, 8 1 , 8 Z pour n=lO on 

obtient des matrices iO x 10 . On calcule alors le spectre de cette matrice par 

l'algorithme du type Q. P~ que Wilkinson-Reinsh nomme £q IZ cf (17). 
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L o s  p r o g r a m m e s  p o u r  l e s  c a l c u l s  d e s  j e u x  d ' e s s a i s  et l o s  a l g o r i t h m e s  

Alg I, Alg Z, Alg 3, Alg 4 sont 4erits en Fortran et test~s sur IRIS 80 de Cll. Pour 

chaque programme la phase essentielle du calcul des valeurs propres et vecteurs 

propres est effectu4e par le sous programme tq IZ. 

Nous reproduisons clans les tableaux ci-dessous deux s4ries d'essais ; l'une 

est construite ~ partir d'une fonctionq(x)=x(l-x), c'est ~ dire sym4trique sur L0, i], 

l'autre ~ partir de q(x)=l-x. Pour chaque s4rie nous faisons varier los conditions 

aux limite s. 

i) y ( o )  : y ( 1 )  = 0 

i i )  z ' ( o )  = o et y(1)  = 0 

i i i )  y ( o )  = y ' ( o )  e t  y ( 1 )  = y ' ( 1 )  

Nous donnons pour diverses it4rations l'erreur relative : 

llSpectre v i s 4  - Spectre o b t e n u  tt Z / llSpectre v i s 4  It Z. 

L'approximation initiale de la diagonale est pour tous los essais le spectre vis4. 

T a b l e a u  1 -q (x )  = x ( 1 - X ) ; y ( o )  = y(1)  = 0 

N ° Alg i Alg Z Alg 3 Alg 4 

0 0.260 0.260 0. Z60 0.260 

I0 0.351 i0 +I 0.414 I0 ~4 0.196 i0 "I 0.174 i0 -I 

Z0 diverge 0.373 10 -5 0.106 I0 -I 0.940 I0 -Z 

50 0.153 10 -5 0.494 I0 -Z 0.4Zl 10 -2 

80 0.381 10 -7 0.322 i0 -Z 0. Z7Z l0 -Z 

T a b l e a u  Z q(x)  = :~(1-x)  ; r ' (o )=O r(Z)--O 

N ° Alg 1 Alg 2 Alg 3 Alg 4 

0 0. 268 0. 268 0. 268 0. 268 

i0 0.97Z i0 +l 0. Z57 0.234 I0 -I 0.209 I0 -l 

Z0 diverge O. 159 10 -9 0. 160 I0 -I 0.141 i0 -I 

50 arr~t 0. 577 i0 z2 0.463 10 -2 
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Tableau Z (suite) 

N ° Alg  1 Alg  Z Alg 3 Atg 4 

80 O. lSO 10 - z  0 . 1 1 7  10 - z  

T a b l e a u  3 q(=) = ~ ( 1 - x ) ; y ( o )  =y'(o); y(1)  =y ' (1 )  

N ° -Alg 1 Alg Z Alg 3 Alg 4 

0 0. Z80 0. Z80 0. Z80 0. Z80 

I0 0.11Z 10 +3 0.179 0.4Z7 i0 -I 0.408 i0 -I 

-i -i 
20 diverge 0.1Z8 0.37Z i0 0.336 10 

50 0. Z53 10 -5 0. i15 I0 -l 0.864 i0 -Z 

80 0.669 10 -7 0.386 i0 -Z 0.351 I0 -Z 

T a b l e a u  4 q(x) = l - x  ;y (o)  = y(1)  = 0 

N ° Alg 1 Alg Z Alg 3 Alg 4 

0 0. Z59 0. Z59 0. Z59 0.259 

i0 0.710 i0 +I 0.28Z 10 -4 0.195 i0 "I 0.174 i0 -I 

Z0 diverge 0. Z50 10 -5 0.106 i0 "I 0.941 i0 -Z 

50 0.584 10 -4 0.494 10 -Z 0.4ZZ i0 -Z 

80 0.345 10 -6 0.3ZZ i0 -Z 0. Z7Z i0 -Z 

Tableau 5 q(x) = l-x;y'(o) = 0;y(1)=0 

N ° Alg i Alg Z Alg 3 Alg 4 

O 0. Z68 0.268 0.268 0.268 

i0 0.976 0.577 ~.Z35 i0 -I 0.408 I0 -I 

Z0 diverge 0.161 0.161 I0 -I 0.136 I0 -I 

50 0.196 10 -I 0.573 i0 -Z 0.863 i0 -Z 

80 0. 145 10 -9 0.386 I0 -Z 0.118 I0 -Z 

en N ° 60 
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Tableau 6 q(x) : 1 -x ;y (o )  = y'(o);  y(1) :y ' (1)  

N ° Alg 1 Alg Z Alg 3 Alg 4 

0 0. 279 0. Z79 0. 279 0. 279 

I0 0. 140 i0 +2 0.314 0.426 i0 -I 0. Z08 I0 -1 

Z0 diverge 0. 219 10 -I 0. 371 10 "I 0. 140 i0 "I 

50 0. 134 10 -5 0. 114 10 -I 0. 464 I0 -Z 

80 0. 157 10 -6 0.386 10 -2 0. 118 10 -Z 

A la rue de ces r4sultats deux remarques au moins s'imposent. La plus 

irnportante est que pour l'approximation initiale choisie l'algorithmeAlg I diverge 

k chaque fois Landis que les autres convergent ; cela corrobore une remarque d4jk 

faite. 

Le seconde remarque consiste en l'opposition entre d'une part les deux 

algorithrnes de minimisation Alg 3 et Alg 4 et d'autre part l'algorithme de Newton 

Alg Z; Alg 3 etAlg 4 don/lent des r4sultats tr~s similaires avec un tr~s 14ger avan- 

tage pour Alg 4. Mais pour ces deux rn4thodes la convergence bien que tr~s r4gu- 

li~re est aussi tr~s lente ; on n'arrive pas en 80 it4rations ~ d4passer le seuil d'une 

erreur relative en 10 -3 , ce qui dans notre cas assure I0 pour cent d'erreur sur la 

plus petite cornposante et 0, Z5 pour cent d'erreur sur la plus grande cornposante du 

spectre vis4. Par contre Alg Z donne k chaque lois une erreur relative de l'ordre de 

10 -7, ce qui assure sept chiffres caract4ristiques exacts pour toutes les composan- 

tes du spectre vis4. 

La r4gularit4 des algorithmes 3 eL 4 et la rapidit4 de l'algorithme de 

Newton incite A 4tudier un algorithme pour le probl~me inverse des valeurs propres 

qui aurait ces deux excellentes propri4t4s. 
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