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I - Introduction.

On considere sur Lo,7 J l'opérateur différentiel de Sturm-Liouville
1
L{y) = -y"' + q(x)y = Ay avec les conditions aux limites aly(o) +8y (o) =0
Q'.ZY(J'I Y+ szy'(;n ) = 0. On appelle probléme inverse de valeurs propres la recher-

che de la fonction q connaissant le spectre de l'opérateur.

Nous voulons obtenir numériquement la fonction q ; c'est donc la version
discrétisée de ce dernier probléme qui nous intéresse. Apres avoir introduit un pas
de discrétisation, un maillage on obtient un probléme matriciel qui 1égérement gé-
néralisé s'énonce de la manidre suivante. On appelle probléme (PS) la recherche
d'une matrice nxn diagonale réelle X = (xiéij) em’nn (R) telle que A étant une
matrice nXx ndonnée symétrique de “Lnn (R} le spectre: Sp (A+X) de A+X soit

égal au spectre de la matrice fixée S = (si 6ij)€ m (R).
nn

On peut faire deux hypothtses ne diminuant en rien la généralité du pro-
bleme traité. On peut supposer que la diagonale de la matrice A estnulle. En
effet X estune solution pour A et S fixées ie. Sp(A+X)=SpS si et seulement si X-
Diag A est une solution pour A et S données.

D'autre part soit t € IR tel que pour i=1,2,....,n s >t>0
Sialors X esttlle que :
Sp{A+X) = Sp((si-i-t) 6ij)

alors :

X-(téij) vérifie Sp(A+X~(tBij)) = Sp(S) ;

en d'autres termes on peut supposer que le spectre visé est strictement positif,
Nous incluons ces deux hypothéses, non restrictives, dans la formulation du pro-

bleme (PS).

2 - Des conditions nécessaires et des conditions suffisantes.

L'étude en dimension 2x2 montre immédiatement que le probleme (Ps) ne
possede pas toujours de solution. K. Hadeler L2, F. Laborde L 4], P. Morel Leé, 7]

ont donné des conditions nécessaires de plus en plus précises pour que le probléme



38

(Ps) posstde des solutions. On montre dans Morel |7 que nécessairement
S = (s, 8..) doit vérifier :
iij
n
2 1 2
s, -—{Zs,) 2 L a_a
n i i

=1} 5 901

[N

ce qui d'une manitdre équivalente mettant en évidence une nécessaire séparation du
spectre visé s'écrit :
2
2n & a.,.a, %% (s, -s)
U & R S S
1,3 1,
Dans le cas ot A est symétrique L a_a, =L a .. =trA = HA?F
R £ I T A
i, ] ) i, j
gnant la norme de Schur de A, Sous cette hypothése cela permet d'affirmer que :

pollal, aesi-

1'application x->;.&(A+{x5ij)} , ol ;J.(A+xiéij) désigne le vecteur dont les composantes
sont les valeurs propres de A+(xiéij) numérotées dans l'ordre non crbissant n'est

surjective que si A est nulle.

Dans L6 ], on obtient la cndition nécessaire suivante, qui est strictement
plus précise que les précédentes
EEluan <z a; <@EkRA)
ol (a:(S)] (M(A)) désigne le pié)iiuit scalaire entre les vecteurs L.<J.(S) et WM(A) qui
désignent respectivement les valeurs propres de S dans l'ordre croissant et les

valeurs propres de A dans l'ordre décroissant.

Ces conditions nécessaires, ne sont suffisantes que si la dimension est in-
férieure ou égale & 2. Dans Morel {7] on recherche systeématiquement une locali-
sation de la solution ; cela pour choisir le plus correctement possible une approxi-

mation initiale lors de la mise en oeuvre d'un algorithme. Dans cet ordre d'idée

citons: n n n
2 2 2
L ox, =% s, - z a,.
i=1 b=l i j=1 ¥
Toutes les conditions suffisantes connues expriment que le spectre visé est
suffisamment séparé. Plus précisément que d(s):;;i.n {si 'sj ‘)f()\l(A), Ces KH(A))
173

olt f estune fonction des valeurs propres de A.

Donnons celle de Morel L7J :

d(s) = min !s.»s.‘ P2 Z(lnl/p) = I, (A)]P)l/P
i?/j ol i=j i

Elle recouvre celle de Laborde (p=+oo) et rappelle sans &tre pourtant identique celle
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de de Oliviera (p=l) et, la premire connue, celle de K. Hadeler (p=2).

Notons que l'on connait également des conditions suffisantes pour un pro-
bleme analogue & (Py) mais dans lequel on ne suppose pas que A soit symétrique

cfl2,4,5,6,7].

On peut adapter une démonstration de de Oliveira 1] et de Friedland (9]

pour obtenir le résultat d'existence, et en quelque sorte d'unicité suivant.

PROPOSITION 1. - Si d(s) =min [s,-s | > 4(A) = max | (A)-\.(A)]
. /s i ./ 1 J
i#] if

alors le probleme {P_} possede

i) n| solutions
ii) une et une seule solution X = (xiéij) vérifiant

La démonstration est basée sur le théoreme du point fixe de Brouwer.

3 - Un algorithme du type des approximations successives et un algorithme du type

Newton.

Pour n# 2 toutes les conditions suffisantes assurant l'existence provien-
nent de l'application du théoréme de Brouwer;il est donc naturel de rechercher sous
quelles conditions l'algorithme des approximations successives sera convergent,
Pour montrer qu'un opérateur est une contraction il est classique d'étudier sa déri-

vée, ce qui entralne i regarder la dérivabilité de x= H(A+X).

5i x est tel que A+X n'a que des valeurs propres simples alors en ce
point WM{A+X) est de classe Cm, d'apres Lancaster [13] et Kato [12]. Le fait
d'imposer que A+X n'ait que des valeurs propres simples est assez restrictif mais

l'on peut donner des exemples ol une telle situation a lieu.

Supposons que A soit symétrique, tridiagonale et que 2 1 iﬁ 0i=2,...,n
alors d'apres Wilkinson L11] page 300,0n sait que pour tout x € ]Rn’ A+(x15ij)
n'aura que des valeurs propres simples. Dans ce cas x- u(A+(xi6ij)) appartient 3
C®(R™). Notons que ce cas correspond exactement 3 la discrétisation de l'opéra-

teur de Sturm - Liouville.
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1
Supposons que x+ H(A-fxiéij) soit dans C (Q). Notons J(x) la valeur en x
de la matrice jacobienne de x= (M(A+X)); d'apres Lancaster L13] on obtient :
D, (A +X)

N B A _ 2
Ix) = { ox, = (u 31)

J ij H

ol U:(uij»)ij est la matrice orthogonale qui diagonalise la matrice symétrique A+X,

. . T
ie A+X=U. Diag (A+X). U~. Il est important de remarquer que J{x) estune

matrice doublement stochastique.

Pour les propriétés des matrices doublement stochastiques, on pourra

consulter Horn [14], Hardy-Littlewood-Polya [15].

ALG ! : Un algorithme du type approximations successives : Alg 1

C'est Hadeler L 2] qui a obtenu les résultats les plus précis
sur l'algorithme des approximations successives :

Algl : S us) - e (A+(x?6ij)) n2 0

Reformulons son résultat en introduisant un coefficient de relaxation @ qui

assure un meilleur comportement numérique .

PROPOSITION 2. - Soit A appartenant 2 m.nn(IR), symétrique & diagonale nulle.

Si min | s, -s, |2 4 max Va2 alors quelque soit w€ 0, 1]
/. 1 . AN
i£ ) i
l'application T : x-x + ®({(S) - u{A+X)) est k-lipschitzienne
de constante k <13/18 de la boule B{s d(s)/12) dans elle

méme.

Laborde L[4] a démontré également que sous l'hypothése min ! s, -sJ}?Zp(A)
p (A} rayon spectral de A la solution était un point attractif {cf Orfééa [16] page

383)pour les approximations successives.

De fait les conditions de Hadeler, aussi bien que celles de Laborde impli-
quent que sur la solution x le jacobien J(;) est inversible. Cela donne en quelque
sorte la limite de leur résultat car il est facile de construire des exemples pour
lesquels une solution existe mais dont le jacobien en ce point n'est pas inversible.

w

Nous n'avons pas réussi & construire d'exemple pour lequel 2 la fois
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d(s) > L(A) et J(x) non inversible ; mais cefe conjecture semble plausible.

L'avantage majeur de cet algorithme est le fait qu'il n'utilise pas les vec-
teurs propres ; l'unique opération couteuse est l'extraction des valeurs propres de
A+X" ce que l'on réalise par une méthode du type Q. R. avec shift.

Un autre avantage est sa tendance a conserver l'invariant important pour le

probléme, qu'est la trace. Appelons défaut de trace & l'itération k le nombre :

n n
e = p x1.< -X s
PROPOSITION 3. - Pour tout w de J0,1] considérons l1'algorithme
SRy w(s—l-l(A+(inléij))) nZ0

H - = ; =
alors si 1/ e, =0 *Vk# 0 e =0

2/ eo,«‘é0=1irnk_’m e, =0

ALG 2 : Un algorithme du type Newton : Alg 2.

N

Le probleme a résoudre étant essentiellement celui de la
résolution d'un systeéme non linéaire, il est naturel d'envi-

sager l'algorithme de Newton.

PROPOSITION 4. - Supposons :

1/ qu'il existe une solution x ie }.J.(A+(;i 6ij)) = 1(S)

—_ 1 —_
2/ f:xM(A+X) soit de classe C dans un voisinage () de x

3/ ¥i=1l,2,.... n Re 0> 0 ou p, valeurs propres de J(;)
alors YA >0 et Yw€JO 1] 1'algorithme de Newton
+1 -1
alg2: % = x“-w(J(xn)m) (u(A+(xfaij))-u(s))

posséde x comme point d'attraction.

Remarquons que s'il existe une solutmn X pour un spectre visé Sp(s 6 )
qui est bien séparé alors nécessairement f : x-DH(A+X) est de classe C dans un
voisinage () de X ; la seule hypoth®se restante estla 3 . J(x) = (uz.i) .. estune
matrice doublement stochastique, ce qui implique d'apres le théo;éme de

Gerchgorin que 1 est toujours la valeur de plus grand module d'une part, d'autre
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part que toutes les autres valeurs propres sont contenues dans la réunion pour

. . . 2 2
i=1,2,...... .1 des disques centrés en u. et de rayon l-u_,. Tous ces disques
i3
seront contenus dans le 1/2 plan ® e 2 >0 dés que Vi=l 2,...... , u‘Z_ > %
11

Or d'apres Laborde L4] cela est réalisé si min | si—s,E >2p (A). D'olile corollaire
J

COROLLAIRE L. - Si A estune matrice symétrique 3 diagonale nulle et si

min isi~sjf > 2p(A) alors

1/ il existe x solution de (Ps)
2/ % estun point attractif pour l'algorithme de Newton :

Algz: o L™t A+ 8, ) ().

2
Une autre facon d'obtenir que tout les disques de centre u,, et de rayon
1

2 o 2
1-u. soient dans R e z » 0 et d'imposer que 1-u,, =% u,. < 5 , puisqu'ils
ii it o3=1 'ij 2
J£1
passent tous par le point 1. En adaptant une partie de démonstration de Hadeler (2]

on obtient

COROLLAIRE 2. - Si A est symétrique & diagonale nulle et si
d(s) = min Isi*s‘l Z2Y3 max | Zaiz, alors
i£J i i

I/ il existe x solution de (Ps)

2/ x estun point attractif pour l'algorithme de Newton Alg 2.

On peut résumer ces deux corollaires en disant que les condtions qui as-
surent la convergence des approximations successives, suffisent pour entrafner la

convergence de la méthode de Newton.

L'algorithme de Newton nécessite & chaque étape la connaissance de I{xn)
c'est & dire de toutes les valeurs propres et de tous les vecteurs propres de
A+(X?Gij}' Clest un accroissement de la masse des calculs pour chaque itération, de
fait lors des essais numériques nous nous sommes bornés & des matrices tridiago-
nales symétriques et nous avons employé l'algorithme du type Q. R nommé tq 12
dans Wilkinson-Reinsch L17]. Pour contre partie nous obtenons une convergence
tres rapide, et le fait assez surprenant que pour des approximations initiales qui
sont en normes plus éloignées de la solution, que celles nécessaires 2 la conver-

gence des approximations successives, nous ayons encore convergence. Ce bon
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comportement numérique est peut &tre d au fait que l'algorithme conserve la trace,

ou réduit le défaut de trace.

En effet, on a la :

PROPOSITION 5. - Pour w€l0 2] et A>0 considérons l'algorithme
-1
A P D A X u(s)
alors

= = =
e, 0 Vkek 0

ey A0 = hmk"’oo ek=0

£ . i1 . n .
Dans la démonstration on utilise le fait que J{x )} est une matrice double-

ment stochastique.

4 - Algorithmes de minimisation.

Des que l'on sait calculer la dérivée de x = H{A+(xiéij)) il est natarel pour

approximer la solution de 1'équation H(A+x16_1j) = 4(S) de songer & minimiser

() =5 mianes )u(o) 12

Nous ferons l'hypothése que A estune matrice tridiagonale & diagonale
nulle telle que de plus a i £0 i=2 3. ..., ,n ; cela pour assurer la dérivabilité

de x = M(A+ xiaij) en tout x€ R".

1 2
La fonction f:x= f(x) = Py |‘H(A+xiéij) - |.J.(S)H2 n'est pas convexe, mais elle
possede de bonnes propriétés vis 3 vis d'une méthode de gradient. Par construction
f est bornée inférieurement par zéro et il résulte d'un calcul facile que son

gradient VY f(x) en x vaut :

v i(x) = Jx) T (a8, )-4(5)]

2
u..
ji

I(x) = (u))

ij

U= (uij) étant la matrice orthogonale qui diagonalise A-!-(xié,,).
1)

Notons également que :  limf(x) = +co

Hxn-ﬁ-oo
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Appelons Alg 3 l'algorithme de plus grande descente décrit par

+1
Alg3:xn =xnvanf(xn) n&0

Pour assurer la convergence de cet algorithme il reste 2 faire un choix

convergent, au sens de Cea [18], au pas pn.

n

Notons Mix) = {(-Ll(x), e Hn(x)) le vecteur de R obtenu & partir du vecteur
x en renumérotant ses composantes dans l'ordre non croissant. Sur R" . R in-
troduisons aprds Hardy-Littlewood-Polya la relation xR y =x <y qui est vraie si

et seulement si :

k k
¥k =1,2,....,n-1 L oMx sz WUy
. 1 . 1
i=1 i=l
n n
L oM(x)=Tey)
1 1
On a alors le résultat suivant da 3 Horn [14].
PROPOSITION 6. - Soit X:(xiaij) fixée. Une condition nécessaire et suffisante
pour gu'il existe une matrice réelle symétrique A & diago-
nale nulle telle que Sp {A+X) = (s}, Sovenes sn) est que x&s.

Notons alors Ws l'ensemble des x€ R tels que x €s Horn [14] repre-
nant Hardy-Littlewood-Polya montre que Ws peut encore s'écrire WSZ{XE]Rn| x=Ms
M matrice doublement stochastique} ce qui prouve que d'aprés un résultat de
Birkoff L23] que Ws est un polyedre convexe compact dont les sommets sont les Ps ;

P décrivant l'ensemble des matrices de permutation.

Considérons d'autre part l'orbite 8(8) de S:(siéij), c'est & dire l'ensemble

des matrices orthogonalement semblables a 5.

T
8(s) = {BG"QHQR){ B=USU U orthogonale}
est un ensemble compact, mais non convexe. Il est clair que si x est une solution

de (Ps) alors A+xiéij €6(S).

Sur l'ensemble des matrices symétriques considérons le produit scalaire

2 2 - 2
(A ,B) = tr (AB) etla norme induite, dite norme de Schur HAHS =tr A" =% a,,

i,j=1
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L'ensemble des matrices symétriques est alors un espace de Hilbert qui peut se
décomposer en somme directe orthogonale entre les matrices diagonales et les
matrices symétriques a diagonale nulle. D'apres le théoréme de Wiedlant-

Hoffman [21] 1a distance de A+xiéij 3 8(S) est donnée par ”M(A%—xiéij}—H(S)Hz clest

3 dire que f(x) représente au facteur 1/2 pres le carré de la distance de A+X 3 &(S).

Notons A+WS I'ensemble convexe compact des matrices A+xi6ij ol xEWS.
A+Ws est contenu dans un hyperplan passant par A parallele 2 1'ensemble des
matrices diagonales. Il est clair que résoudre (Ps) c'est trouver un point de 1'inter-
section G(S)ﬂ(A+WS), et qu'une méthode consgtructive sera l'obtention d'une suite
minimisant la distance. Gubin-Polyak-Raik [19], Pierra [20] ont développé des
algorithmes de projection successives pour trouver un peoint de llintersection de
plusieurs convexes ; reprenons cette idée en l'adaptant.
. k k
Soit AT= A+X = A+(x 5 ) une matnce de (A+W ). D'apres le théoreme de
Wiedlandt-Hoffman [21] 1a dlstance de Ak 2 6(S) est donnée par :
. R k k
aist (AKX ,8(S) =min  JAT-Bll = |kA+XT)-R()Y
s 2
BE&(S) T T
k k
Car si A =A+X :Mk. Diag H.(A+Xk). Mk , la matrice Bk:Mk Diag m(S) Mk
réalise le minimum de la distance. En d'autres termes, on sait projeter sur 8(S).
Notons que 8(S) n'étant pas convexe il peut exister plusieures projections, mais
notre fagon de procéder en détermine une seule.
1
La détermination de la projection Ak+ =A~I~Xk+1 de Bk sur le convexe com-
pact (A+Ws) est particulizrement simple, d'apres la proposition 6, il vient :
Proj Bk = A+Diag Bk
A+wW )
" s
car diag B € WS.

On appellera algorithme des projections successives ou Alg 4 1'itération des

deux étapes suivantes.
k k kT k k _k k k T
a) B =M Diagh(S) M si A" A+X =M*. Diag (A+X"). M

+1 1
b) Ao A Aupiag BX.

On a par construction la proposition suiwante :

. 1
PROPOSITION 7. -  Si f(x) = 5 Hu(A%-xiaij)-u(S)M; alors pour la suite
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©
k
{x }l fournit par Alg 4on a f{xkﬂ) ﬁf(xk)

s 5 ATl
Explicitons le passage de X" 2 x™" dans 1'algorithme précédent.

Ona:

T
1
X = x™ 4 Diag {M"(Diag u(S) - Diag u (A+X™) M™  }.

Cetle écriture prouve que l'algorithme Alg 4, de projections successives est l'algo-

rithme de O. Hald L9].

Multiplions & droite chaque terme par e ol eT:(l, ,1,..... ,1); il vient :
n+l n+l n n n T
X e =x + Diag {M (Diag #4(S) -Diagu{a+X )M le
dlols
+1 s T .
7 =5 1IE™ {u(S}—p(A-t-x?bij)} = x"9 £(x").

Il y a donc coincidence entre l'algorithme de double projection Alg 4,
l'algorithme de Hald, la méthode de plus grande descente Alg 3 avec le choix du pas
pn=1. Clest la concordance de ces trois méthodes qui va permettre de prouver la

convergence.

LEMME. - (Hald [9] page 162). Pour la suite de matrices diagonales obtenues
par l'algorithme de Hald [resp Alg 3, Alg 4] ona

2

n+l _Xnu . <+ oo

T X
n> 0

Il est connu que ce résultat n'implique pas alui seul la convergence de la
R 400 . . s 2 . .
suite {x } 1 C'est notre interprétation comme méthode de gradient qui permet de

conclure.

PROPOSITION 8. -  Soit Aeﬂlnn(]R) symétrique & diagonale nulle
Soit S=(s.8..) fixée
i ij
Alors
1/ it y a colncidence entre les trois algorithmes de Hald, des
projections successives : Alg 4, de gradient 3 pas fixe
=1:A
Py g 3
+1 T
ie. x :xn—J(xn) {H(Ah:?&ij)-u(S)}
2/ tout point adhérant x 3 la stite {xn}olo est un point station-

naire pour f(x):% uH(A‘FXiGiJ-)'H(S)”; .
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De méme que llinterprétation de 1'algorithme de Hald comme algorithme de
descente fournit des variantes, l'inferprétation géométrique suscite de méme des

variantes numériquement intéressantes.

De la relation
T
A+X=M Diag 4(S) M
on déduit en prenant le carré de la norme de Schur des deux membres que

2 2 2 = 2 2
x, = s, -Z a,, =v

i=1 * gm0 Y

nea s

i
Si une solution x au probléme (Ps) existe alors, nécessairement, x€S(o, r) « B(o, r).
posons
o2
A+Bo, r)={MEM_ (R) | M=A+(x.6..) T =x. <r }.
nn gt Ty
Cet ensemble est contenu dans hyperplan paralléle & 1'ensemble des matrices

diagonales et passant par A.

La solution si elle existe appartient & (A+B(o, r)Y18(S) ; il est facile d'adapter 1'algo-
rithme des projections successives.

Soit : .
k k T

AR = a4x® = MR - M. Diag m(asx¥). M

la matrice KoMk Diag u(S)MkT réalise le minimum de la distance entre Ak et
8(S). La projection de c® sur le convexe compact (A+B(o, r})) est facile & obtenir ;

+1 +1 i k
c'est Ak = A+Xk = A+r —D—l_igi . On itére ces deux projections successives .
lpiag Ckil,

L'intérét dans cet algorithme est la conservation i priori de la norme de la solution.

n, o
Il est clair que la suite {x } 1 obtenue définie un algorithme de descente

1
2
De fait cet algorithme n'est rien d’autre que la minimisation de f(x) sous la con-

H“(Aﬁiaij)-“ (S)Hg , clesta dire f(x)Z f(xn+l).

pour f(x) =

trainte x€ B = B(o, r) = {x| {|x|| €r} par une méthode de gradient projeté.

On obtient alors le résultat suivant :

PROPOSITION 9. - Soit A tridiagonale symétrique & diagonale nulle telle que
ai—l,iféo i=2,3,....,n

alors si
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K = sup _[ji"(g)li<2
g€R"

ou

£(x) :% ““'A“inaij) -H(S)nz

2
. +1
'algorithme x = Proj(xn—Vf(xn)) produit une suite dont

tous les points adhérants sont des points stationnaires de f.

5 - Essais numériques,

Nous avons fait de nombreuses expériences numériques, aussi nous n'en
présentons ici qu'une partie. Dans les essais suivants nous aurons w=1 Alg 1,

w =1eth =0. 1/(n"de 1'itération) dans Alg 2.

Nous avons également multiplié les essais pour &tudier le domaine d'at-
traction d'une solution relativement aux divers algorithmes. L'expérience a révélé
un fait assez inhabituel : l'ensemble des approximations initiales pour lesquelles
l'algorithme de Newton Alg 2 converge semble plus grand que 1'ensemble des appro-
ximations initiales assurant la convergence de l'algorithme des approximations

successives Alg 1. Naturellement lorsque tous les deux convergent Alg 2 est bien

plus rapide que Alg 1.

Pour comparer l'efficacité des divers algorithmes étudiés nous avons cons-
truit des problémes tests & partir de la discrétisation avec un pas h:l/(n-!-l), de
problemes de Sturm-Liouville.

Ly = y"+q(x)y=hy
a,y(c) - B,y'(e) =0

a,y(1) +8,y'(1) = 0

2
3 it — {3 .2 1 R
On approxime y"(x,) = y"(ib) par (y, -2y, *y, )/n", y'(o) par y -y }/b
et y'(1) par (Yn+l —yn)/h. Il est alors facile de vérifier que l'approximation de l'o-
pérateur L est la matrice A symétrique tridiagonale ayant des -1 sur les deux
, 2 2 2 2 _
codiagonales et {Ca +@ +h ql), 2+h gy, ..., 2%h g (2+h qn)+Cb} comme diago-
nale, avec Ca = _Bl/(c“lh+3l) et Cb:-BZ/(a2h+BZ). La procédure est @lors la sui~
vante. On se donne une fonction q et les constantes Qs Qye Bl, Bz pour n=10on
obtient des matrices 1O x 10 . On calcule alors le spectre de cette matrice par

1'algorithme du type Q. R que Wilkinson-Reinsh nomme tq 12 cf {17).
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Les programmes pour les calculs des jeux d'essais et les algorithmes
Alg 1, Alg 2, Alg 3, Alg 4 sont écrits en Fortran et testés sur IRIS 80 de CII. Pour
chaque programme la phase essentielle du calcul des valeurs propres et vecteurs

propres est effectuée par le sous programme tq 12.

Nous reproduisons dans les tableaux ci-dessous deux séries d'essais ; l'une
est construite 3 partir d'une fonction q(x)=x(l -x), c'est & dire symétrique sur L0, 1],
l'autre 2 partir de q(x)=1-x. Pour chaque série nous faisons varier les conditions
aux limites.
i) yl)=y(1)=0
ii) y'(o) =0 ety(l) =0
iii)  y(o) = y'(o) et y(1) = y'(1)

Nous donnons pour diverses itérations l'erreur relative :

|| Spectre visé - Spectre obtenu Il / USpectre visé ||

2 2’

L'approximation initiale de la diagonale est pour tous les essais le spectre visé.

Tableau 1 ~q(x) =x{1-x);y(0) =y(1) =0

N Alg 1 Alg 2 Alg 3 Alg 4
0 0.260 0. 260 0.260 0.260
+1 -4 -1 -1
10 0.351 10 0.414 10 0.196 10 0.174 10
20 diverge 0.373 1077 0.106 107} 0.940 107%
50 0.153 107° 0.494 107% 0.421 1072
80 0.381 107" 0.322 1072 0.272 107>
Tableau 2 q(x) = x(1-x); y'(0)=0 v(1)=0
Ne © o Algl Alg2 Alg 3 Alg 4
0 0. 268 0.268 0. 268 0. 268
+1 - -
10 0.972 10 0.257 0.234 1071 0.209 107!
20 diverge 0.159 1077 0.160 107} 0.141 107"
-2

50 arrét 0.577 1p-2 0.463 10
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Tableau 2 {suite)

Algl Alg 2 Alg 3 Alg 4
80 0.150 1072 0.117 1072
Tableau 3 q{x} = x(1-x);y(0) =y (o) y(1) =y'(1)
N°© Alg 1 Alg 2 Alg 3 Alg 4
0 0.280 0.280 0.280 0.280
10 0.112 10%3 0.179 0.427 107 0.408 1077
20 diverge 0.128 0.372 107" 0.336 107}
50 0.253 107° 0.115 107} 0. 864 1072
80 0. 669 1077 0. 386 1072 0.351 10'2
Tableau 4 qg{x) =l-x;y(0) =y(l) =0
N° Algl Alg 2 Alg 3 Alg 4
0 0. 259 0.259 0.259 0. 259
+1 -4 ~1 -1
10 0.710 10 0.282 10 0.195 10 0.174 10
20 diverge 0.250 107> 0.106 107" 0.941 107%
50 0.584 10 % 0.494 107% 0.422 1072
80 0. 345 10‘6 0.322 10‘2 0.272 10‘2
Tableau 5 q{x) = l-x;y' (o) =0;y{1)=0
N° Alg 1 Alg 2 Alg 3 Alg 4
o 0. 268 0.268 0. 268 0.268
- -1
10 0.976 0.577 0.235 107" 0. 408 10
- -1
20 diverge 0.161 0.161 1077 0.136 10
- - -2
50 0.196 10 1 0.573 10 2 0.863 10
_ - -2
80 0 145 1077 0.386 1072 0.118 10

en N° 60
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Tableau 6 g(x) = 1-x;vy(0) = y'(0); y(1)=y'(1)

N° Alg 1 Alg 2 Alg 3 Alg 4

0 0.279 0.279 0.279 0.279

10 0.140 1072 0.314 0.426 107! 0.208 107!
20 diverge 0.219 107! 0.371 107! 0.140 107"
50 0.134 107° 0.114 107! 0. 464 1072
80 0.157 107° 0.386 1072 0.118 1072

A la vue de ces résultats deux remarques au moins s'imposent. La plus
importante est que pour l'approximation initiale choisie l'algorithme Alg 1 diverge
2 chaque fois tandis que les autres convergent ; cela corrobore une remarque déja

faite.

Le seconde remarque consiste en l'opposition entre d'une part les deux
algorithmes de minimisation Alg 3 et Alg 4 et d'autre part 1'algorithme de Newton
Alg 2; Alg 3 et Alg 4 donnent des résultats tres similaires avec un tres léger avan-
tage pour Alg 4. Mais pour ces deux méthodes la convergence bien que trés régu-
lidre est aussi trés lente ; on n'arrive pas en 80 itérations 3 dépasser le seuil d'une
erreur relative en 10_3, ce qui dans notre cas assure 10 pour cent d'erreur sur la
plus petite composante et 0,25 pour cent d'erreur sur la plus grande composante du
spectre visé. Par contre Alg 2 donne 3 chaque fois une erreur relative de 1'ordre de
10_?, ce qui assure sept chiffres caractéristiques exacts pour toutes les composan-

tes du spectre visé,

La régularité des algorithmes 3 et 4 et la rapidité de l'algorithme de

.

Newton incite & étudier un algorithme pour le probleme inverse des valeurs propres

qui aurait ces deux excellentes propriétés.
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