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Le present travail s'inscrit dans le cadre d'une ~tude d'ensemble sur les 

monoldes syntactiques des langages alggbriques (ou "context-free") dont on trouvera 

les premiers rgsultats en [ 6] et [ 7] . Nous pr~sentons ici un rgsultat relatif 

au caractgre d~terministe ou non des langages alg~briques dont le monolde syntac- 

tique est un groupe ab~lien. 

I . INTRODUCTION 

Rappelons que le monolde syntactique d'un langage L sur un alphabet X 

est par dgfinition le quotient du mono~de libre X* par sa congruence la plus 

grossigre saturant L,(congruence syntactique), laquelle peut ~tre ainsi caract@- 

ris~e : deux mots u et v E X* ont m~me image dans le monolde syntactique de 

L ssi, pour tout couple (f, g) E X* X* × , on a f u g ~ L ~ f v g E L. 

La th~orie des mono~des syntactiques, fond~e en 1955 par M.P.Schutzenberger 

pour rendre compte de certaines propri~tgs combinatoires des monoldes fibres, a ~tg 

dgvelopp~e principalement pour les langages rationnels (ou "regular events"), qui 

sont caract~ris~s par le fait que leurs mono~des syntactiques sont finis (Thgorgme 

de Kleene). Les succgs remportgs dans cette direction (langages "star-free", 

thgorie de Krobn et Rhodes), grace ~ l'interpr~tation naturelle du mono~de syntac- 

tique comme mono~de de transitions de l'automate r~duit acceptant le langage, 
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incitent g ~tendre la th~orie aux autres classes de langages, notamment g celles 

de la hierarchic de Chomsky (cf. par exemple Smith [8 I ). Cette entreprise 

offre de nombreuses difficult@s et les r~sultats obtenus ~ ce jnur sont tr~s 

fragmentaires, m~me si on se limite ~ la classe des langages alggbriques. 

II . PRESENTATION DU RESULTAT 

Un langage alg@brique L @rant toujours pris sur un alphabet fini, son 

mono~de syntacti~ue M(L) est toujours finiment engendr6. Si M(L) est un groupe 

abglien, il est donc, d'aprgs la th@orie classique, isomorphe au produit direct 

F x Z k d'un grouDe ab@lien fini F par un groupe ab61ienlibre Z k, 

lui-m~me isomorphe au prod=it direct de k exemplaires du groupe 

additlf Z des entiers, pour un certain entier k positif ou nul : nous dirons 

que l e rang du groupe consid6r~ est k. Notre r@sultat principal s~nonce ainsi : 

Th6orgme 1 : Soit L un langage al~brique dont le mgnglde ' syntaetique est u~ 

groupe ab61ien, et soit k le rang de ce groupe. Alors L est n@cessairement 

d6terministe si k ~ i et non-d6terministe si k ~ 2. 

Notons que, pour tout groupe ab@lien finiment engendr@ G, de rang k, il 

existe effectivement des langages alg~briques admettant G comme monolde syntac- 

tique : on peut notamment en construire par r6currence sur k ~ partir de langages 

rationnels (admettant F comme monolde syntactique) et de langages alg6briques 

dont le mono~de syntactiques est isomorphe ~ Z (p. ex. sur l'alphabet X ={x, y}, 

le langage de Dyck {w ~ X ~ iWlx = lWly } ) . 

Cette construction est possible en vertu du fait que, si les mono~des 

syntactiques de deux langages alg@briques L 1 et L 2 n'ont pas de z6ro, il existe 

un langage alg6brique L 3 dont le monolde syntactique est isomorphe au produit 

M(L I) × M(L 2) . On sait par ailleurs que le produit direct de deux mono~des syntac- 

tiques de langages alg@briques n'est pas toujours lui-m~me isomorphe au mono~de 

syntactique d'un autre langage alg6brique, de sorte que pour la construction pr@cg- 

dente l'hypothgse que M(LI) et M(L2) n'ont pas de z6ro n'est pas superflue [ 6 ] . 

Dans le m~me sens~ on doit ~ E. Valkema la remarque suivante : 

Proposition [ 9 ] : Soient L 1 e~t L 2 deux langages a lg@briques d6terministes : 

il existe un langage al~6brique L 3 d ont le meno~de syntactique est isomorphe au 

produit direct M(LI) × M(L2) . 

Notre r6sultat montre, en prenant G = Z x Z , que le langage L 3 peut 

~tre obligatoirement non-d6terministe, d'o~ le 

Corollaire : La classe des monoldes syntactiques de langages alg~briques d@termi- 

nistes n'est pas ferm6e par produit direct. 
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III . DISCUSSION DU RESULTAT 

a) Bien que la famille des langages alg6briques d6terministes soit ferm6e 

par passage au compl~mentaire, il n'est pas possible de caractgriser ces langages 

par leurs mono~des syntactiques, m~me ~ l'int6rieur de la famille des langages 

alg~briques : on observe en effet, avec X = {x, y}, que le langage non-d6terministe 
n 2n {x n y ; n ~ I} U {x n y ; n ~ i} et le langage d~terministe 

{x n yn ; n = 2p, p ~ I} U {xny 2n ; n=2p+l, p ~ I} ont tous deux le m~me mono[de 

syntactique, isomorphe au quotient de Rees du monolde X* par son id6al bilat~re 
* X*. x yx 

b) Ii reste que certains mono~des sont ainsi faits que, L 6tant un lan- 

gage admeteant le monolde en question comme mono~de syntactique, l'hypothgse que 

Lest alg6brique (hypothgse de nature combinatoire dans le mono[de fibre) entra[ne 

automatiquement des restrictions suppl6mentaires. 

Le groupe additif Z et les groupes ab6liens de rang 1 ne sont pas les 

seuls pour lesquels L suppos~ alg~brique doit de plus ~tre d~terministe : la 

m~me d6monstration donne cette propri6t6 au groupe di6dral infini, produit fibre de 

deux groupes d'ordre 2. 

De m~me, d'autres mono~des que les groupes ab6liens de rang > 2 sont 

tels que le langage L alg6brique est obligatoirement non-d6terministe : c'est 

notamment le cas, d'aprgs la remarque de E. Valkema rappel6e ci-dessus, pour 

tout mono~de M dont le carr~ par produit direct M x M n'est mono~de syntac- 

tique d'aucun langage alg6brique (un tel monolde contient n~cessairement un 

z~ro ; un exemple est donn~ en [6 ]) 

c) Signalons enfin que dans notre r6sultat c'est effectivement le non- 

d6terminisme qui est en cause, et non l'ambigu~t6 inh6rente, propri6t6 plus forte, 

comme on aurait pule supposer au vu des techniques de preuve employ6es, qui font 

appel aux proprigt~s des "paires itgrantes " . Ii existe en effet des langages 

alg6briques non-ambigus dont le compl~mentaire estalg6brique non-ambigu, et admet- 

tant Z 2 comme mono~de syntactique. 

Par exemple sur l'alphabet X = {x, ~, y, 7} consid6rons le langage 

L = L' U L" , avec 

L' = {w ~ X* ; lwlx = lwI~ et lwly - lwI~ impair} 

L" {w ~ X* = = ; lwly lwl7 et lwlx -lwI~ impair} 

L' et L" ~tant disjoints, l'un et l'autre d@terministes (leurs mono[des 
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syntactiques sont isomorphes ~ Z × Z/2Z) le langage L est lui m~me non-ambigu 

(mais aussi non-d~terministe), et son monolde syntactique est isomorphe g Z 2 

On v~rifie que L le compl~mentaire de L peut s'~crire 

= L] U L 2 U R| U R 2 avec 

R I = {w • x*;iWlx - lwI7 pair et lWly - lwl~ pair } 

R 2 = {w • x*;lWlx -IwI~ impair et lW!y -lwI~ impair } 

L I = {w • X*;lWix # lwI~ et lwix -lwI~ pair et lwI y 
impair } 

L 2 = {w • X*;lWiy # Iwly et lWly- lwl~ pair et lWlx- Iwlx impair } 

Ces quatres langages sont disjoints deux g deux ; R I et R 2 sont ration- 

nels donc non-ambigus, L| et L 2 sont dgterministes (mono~de syntactique 

Z × Z/2Z ) donc non-ambigus eux aussi. Leur rgunion est alg~brique non-ambigue. 

IV . PREUVE DU THEOREME ] 

a) Mgthode 

Etant donn~ un mono~de M, tout langage L dont le monolde syntactique est 

isomorphe ~ M est de la forme L = -l(p), o~ ~ est un homomorphisme du mono~de 

libre engendrg par l'alphabet du langage sur M et o~ P est une partie disjonc- 

tive de M, i.e. un sous-ensemble qui n'est satur6 par aucune autre congruence 

de M que l'ggalit~, (la congruence syntactique de P dans M est l'~galitg) , 

ce qui se traduit par : pour m', m" C M, m' # m" entraTne l'existence de 

p,q@ M v~rifiant soit pm'q C p et pm"q ~ P, soit pm'q ~ P et pm"q E p . 

Ii est essentiel de constater que le caract~re alg~brique (resp. alggbrique d@ter- 

ministe) du langage L ne d~pend pas de l'homomorphisme ~, mais seulement de la 

partie P, en vertu du Lemme suivant, consequence directe de la libertg des mono~des 

en question : 
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Lemme [7] : Etant donn6 un mono~de M, une partie quelconque p C M, deux homomor- 

p hismes ~i et ~2 de deux mono~des libres X~ e t X~ sur M, en notant L I = ~](P) e t 

L2 = ~1(p) , il existe deux homomorphismes ~ et 0, f: X ~ X 2 e t 0:X 2 ~ X I 

v6rifiant ~-I(L2) = L 1 e_~t 0-1(LI) = L 2 

Les caractgres des langages qui nous int6ressent sont en effet conserves 

par homomorphisme inverse. 

Notre m6thode de preuve consis~edonc g choisir un alphabet X et un 

homomorphisme ~ "adaptgs g la structure" du mono~de M consid6r~, en l'occurrence 

un groupe ab61ien G, et g montrer que, pour une partie P (disjonctive) 

quelconque de G, l'image inverse L = -1(p) ne peut ~tre alg6brique sans ~tre 

aussi d6terministe (ou non-d6terministe). 

b)  Groupes de rang ~ 1 

Si le rang de G est nul, G est fini et le langage L est rationnel, 

donc d6terministe. 

Si G est de rang I, il est de la forme G = Z × F o~ F est fini. La 

premiere partie du th6or~me r6sulte alors de la proposition suivante, un peu plus 

g~n~rale : 

Proposition : Soit F un groupe fini et G le p roduit direct G = Z x F ; 

Soit ~ un homomorphisme d'un mono~de libre X* -I sur G et L = ~ (P) 

l'image inverse d'une pattie quelconque P d_~e G . S i L est alg6brique alors 

L est dgterministe 

Conformgment ~ a) nous choisissons X = (x, ~} U y, o3 Y est un alphabet 

quelconque ne contenant ni x ni ~ et dot6 d'un homomorphisme ~ envoyant 
y* * 

s~ F , et nous d6finissons ~ : X G par 

(x) = (i, e r) 
e F d~signant l'gl6ment neutre de F. 

~(~) = (-],eF) 

~(y) = (O, ~(y)) pour y C y. 

Notons ~ la projection de X sur {x, X--~*d6finie par ~(x) x, 

(x) = x et ~(y) = le mot vide. La premiere composante de l'image par 
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d'un mot w de X * est un entier n ou -n suivant que l'image inverse 
-I n -- n 

(~(w)) contient un mot "r~duit" dont la projection par ~ est x ou x 

Pour g ~ F, dgsignons par R l'ensemble ~-I#Z , g) des mots de X* 
g 

dont l'image dans G a g pour 2e composante : ~ est une partle rationnelle 
g 

de X* . Consid~rons alors L = { u ~ ix, ~}* ; ~(u).(O,g) ~ P} 
g 

= ~(L ~ Rg) L est doric une partie alg~brique de On a Lg , g 

ix, ~}* et l'ensemble des mots r~duit K = L n (x* U x*) est donc union 
g g 

d'une partie alggbrique de x* (donc rationnelle) et d'une partie alggbrique 

de x* (donc ggalement rationnelle), il est rationnel ainsi que l'ensemble 
_ g 

qui s'en d~duit par ~change de x et x (passage ~ l'image oppos~e). 

Dgsignons enfin par r un mot quelconque de X* dont l'image ~(rg) 
est (O,g). g 

On v~rifie iramgdiatement, en calculant dans G, qu'un mot w C X* est 

dans L ssi, pour au moins un g ~ F on a ~ (Wrg) E Lg , ce qui a lieu ssi 

un mot r~duit k C Kg vgrifie ~(w rgk) = (0, eF). D~eignons , suivant [3 ], 

par L/R le langage L/R = {u ; ~ v E R tel que u v E L } • 

En posant K = U {~g rg ; g E F}, et D = ~-1(O,eF) , nous obtenons 

L = { w E X* ; ~ k ~ K, w k E D} , soit L = D/K . 

D'aprgs le corollaire 2 du Thgor~me 3.4 de [2 ] on a : K ~tant 

rationnel, Lest d~terministe si D est lui-m~me d~terministe. II suffit alors 
^ --I 

d'observer que D = D n R oO R = ~ (Z , eF) est rationnel et 
6~ e 

= { w ~ X* ; lWlx = IwI_ } est bien connu pour ~tre dgterministe (langage de 
X 

Dyek) , pour gtablir la proposition . 

Remarque : Le m~me r~sultat reste vrai en rempla§ant Z par le groupe di~dral 

infini, engendr~ par deux gl~ments x et y avec pour seules relations de dgfini- 
2 2 

tion x = y = e , ce qui montre que c'est moins la commutativit~ que la 

"maigreur" de Z qui est en cause. II suffit pour le voir de reprendre la dgmons- 

tration prgcgdente en observant que l'ensemble des "mots rgduits" est alors 

(xy)* U (yxJ* U y(xy)* U x(yx)* qui, comme x* U ~* ne peut contenir de partie 

alggbrique qui ne soit rationnelle. Le langage D est alors un langage de Dyck 

ggn~ralis~ [2 ] . 

c) Une propri~tg d'it~ration des lansages alggbriques d~terministes 

La demonstration de la partie rgciproque du th~orgme ! repose sur une 

proprigtg des "paires it~rantes" d'un langage alggbrique d~terministe, propri~t~ 

dont la preuve est donn~e eu [7 ] . 

Etant donn~ un langage L sur l'alphabet X, on note ~L l'~quivalence 

r~guligre droite la plus grossi~re de X* qui sature L. 
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On a p --: Lq ~ { ~f v ~ X* p v ~ L ~ q v~L } 

D~finition Soit L un langage sur l~alphabet X. 

On appelle paire it~rante du mot f dans 

= (~, u, ~, v, ?) de X .5 tel que 

i) f=~u ~ v ?  

ii) In~l ~ 

iii) ¥ n ~ N 

On appelle 

quintuplet 

i) 

i±) 

i~i) 

~n~v~ ~ 

paire it~rante d~terministe 

= (~, u, ~, v, ?) de X .5 tel que 

[~vl >~ I 

V n E N ~ un~ v n 
L 

L un quintuplet 

du mot f dane L un 

= u n 
On appellera n-i~me itgr@ de ~ le mot f ~ ~ vn?. 

Exemple : Soient L = {aPb q ; p,q C N p # q } et !e mot 

f = a3 b4 ~I = (a, a, ab, b, b 2) ' ~2 = (a, a, ab, b 2, b) , et 

~3 = (I, a 3, b, b, b 2) sont trois paires itgrantes de f dans L. ~I et ~2 

sont des paires it~rantes d6terministes de f dans L, mais #3 ne l'est pas. 

L'existence d'au moins une paire it~rante dans tout mot suffisamment long 

d'un langage alg~brique est assurge par les r~sultats classiques de Bar-Eillel, 

Perles et Shamir, et d'Ogden ; Boasson [ I ] a entamg une gtude syst~matique de 

ce ph~nom~ne, nous nous inspirons ici de ses mgthodes. Nos "paires itgrantes 

d~terministes" sont essentiellement une g~ngralisation des paires itgrantes mises 

en ~vidence par Ogden [5] et Harrison et Ha?el [4 ] dans les langages d~termi- 

nistes. 

D~finition Soit L un langage sur l~alphabet X. 

Un mot f de X* admet un couple de paires it~rantes d~termJnistes 

dilsjointes dans L, C = (~i' ~2 ) - ~2 = (~|' u], ~], v], ~l) et 

~2 = (~2 ~ u2' ~2 ' v2' T2) - Si, et seulement si, 

i) f = ~I Ul HI Vl ~I = ~2 u2 ~2 v2 ?2 
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ii) les occurrences des quatre facteurs Ul, vl, u 2 , v 2 sont disjointes 

darts f deux ~ deux. 

iii) en d6signant par f le mot obtenu en prenant simultan6ment le 
n,m i~me 

n-igme itgr6 de ~i et le n itgr6 de ~2 - d'apr~s ii) cela 

est possible - on a 

f Vn,m ~ N fn,m L " 

Le couple C est dit de .type I si on a 

] ~ 1 U l  f i l  V l [  ~ [~2  [ c'est g dire si f peut se repr6senter 

ainsi : 
¢ * 

sch6matiquement 

u 1 v 1 u 2 v 2 

C est dit de type 2 si on a 

l~l Ull < I~2 [ < I~2 u21 < I~l Ul fll I ~ ]~I Ul ~I Vll ~ I~2 u2 fl 

g 
2 

Soit sch6matiquement 1 

u I u 2 v 1 v 2 

C est dit de type 3 si on a 

}~i Ull 4 I ~2 u2 ~2 v21 ~ l a l  Ul ~ I  } 

1 

2 
Soit sch~matiquement ' ' 

u 1 u 2 v 2 v 1 

21 

On appellera 61~ments it~rants de C 

quatre facteurs {u], v I, u 2, v 2} 

Exemples Soit L 1 = {aPbqcrd s / p,q,r,s @ N 

l'ensemble des occurrences des 

p + q = r + s } 

Le mot f =abcd admet dans L l le couple 

disjointes de type 2 C = (FI' ~2 ) avec 

~2 = (I, a, b, c, d) II admet aussi dans 

de paires it6rantes d6terministes 

~I = (a, b, e, d, I) et 

L 1 le couple de type 3 
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C' = (Tr I , Irl) avec ~i = (I, a, bc, d, I) et 7r~ = (a, b, I, c, d) . 

Soit L 2 = {aPbqcrd s / p,q,r,s E N p+r = q+s} . Le m~me mot f = a b c d 

admet dans L 2 le couple C = (~I' ~2 ) prgc~dent. II n'admet pas dans L 2 le 

couple C' mais le couple de type I C"= (~I' ~) avec 7r~' = (I, a, I, b,cd) 

et ~r~ = (ab, c, I, d, I) . 

Ces trois couples admettent les m~mes glgments it~rants {a, b, c, d} 

D~finition Soient C un couple de paires itgrantes d~terministes disjointes d'un 

mot f dans un langage L et {ul, v|, u2, v 2} ses ~l~ments it~rants i 

Soient f un itgr~ de f et C' un nouveau couple de paires itg- 
n,m 

rantes dgterministes disjointes de fn,m dans L. C' est dit d~duit de C 

h h k k 
si ses ~l~ments it~rants sont {u I, v I, u 2 , v 2 } pour deux entiers h et k. 

Dans les exemples prgcgdents, si on consid~re le langage LI, le couple C v 

est d~duit de C (et r~ciproquement d'ailleurs) . Si on consid~re le langage 

L 2 les couples C et C" sont d~duits l'un de l'autre. 

Nous pouvons maintenant donner la propri~t~ annonc~e : 

Th~orgme 2 [ 7 ] Soit L un lansage alg~brique dgterministe et soit C un 

couple de paires itgrantes dgterministes dis jointes de type 2 dan s L. Alors 

il existe un couple C' , d~duit de C e t de type 1 ou de type 3. 

Ainsi on a trouvg C' dgduit de C dans L 1 et C" d~duit de C 

dans L 2 dans nos exemples. 

Soit L 3 = {aPbqcrd s / p, q, r, s E N P = r ou q = s } 

Dans L 3 le mot f = abcd admet toujours le couple C = (~I' ~2 ) 

Ii est facile de vgrifier qu'il n'existe pas dans L 3 de couple de 

type | ou 3 . II est d'ailleurs bien connu que L 3 n'est pas d~terministe 

(puisqu'ambigu) . 

d) Groupes de ran$ ~ 2 

On peut gcrire G Z 2 x T avec T Z k-2 = = x F. Comme en b) nous 

choisissons X = {x, ~, y, ~} U y o~ Y est un alphabet quelconque ne contenant 

aucune des lettres {x, ~, y, 5} et dote d'un homomorphisme ~ envoyant 

Y sur T et nous d~finissons ~ : X ~ G par 
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~(x) = (I, O, e T) ~(y) = (0, I, e T) 

~(~) = (-], O, eT) ~(~) = (0, -I, e T) 

et ~(y) = (O, O, ~ (y)) pour y E y e T d~signant I ' gl~ment 

-I 
Soient P une partie quelconque de G et L = ~ (P) . 

On va supposer que L est une langage alggbrique dgterministe sur 

et on va en dgduire que P n'est pas une pattie disjonctive de 

th~or~me ! sera enfin dgmontrg. Comme G est un groupe, P 

disjonctive si, et seulement si, il existe un sous-groupe 

distingug puisque G est ab~lien, tel que P est union de 

groupe. 

Le mot f = x y x y admet le couple C = (Trl, 7r2)de paires itgrantes 

d~terministes disjointes de type 2 dans L, avec ?r I = (I, x, y, x, y) et 

?r 2 = (x, y, x, y, I) En effet 

(I Vn, m E N V v E X* x y x ~v E L 

neutre de F. 

l'alphabet X 

G ; et le 

n'est pas une partie 

de G, n~cessairement 

cosets de ce sous- 

x n ym -- n m x 7 vEL 

pulsque 

(2) Vn, m E N V v E X* ~(x y x y v) = ~(xny TM x n 7 m v) = ~(v) 

n m--n --m 
D'apr~s le thgor~me 2 il existe un itgrg fn,m = x y x y 

dans L un c o u p l e  C '  d ~ d u i t  d e  C ,  d e  t y p e  1 o u  d e  t y p e  3 . 

qui admet 

Supposons d'abord C' = (~i ' ~2) de type | On peut ~crire 

, = (xX-h x h k m-k -- n -- m 7r] , , I, y , y x y ), 

m -- n - h -- h -- k m-k). 7r~ = (xn y x , x , 1, y , y 

On a vu que V w E X* w E L <~ f w E L 
n,m 

donc, d'aprgs la d~finition d'un couple de paires itgrantes d~terministes disjointes 

de f dans L on a 
n,m 

(3) yp, q E N V w E X* w ~ L ~ xn+ph ym+pk -- n+qh m+qk w x y EL 

Soit,en passant aux images dans G par ~, 
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(4) V z E Z V(Zl, z2, t)E G (z], z2, t)C p ~ (Zl+Zh , z2+zk , t)E p 

e'est ~ dire que P est satur~ modulo le sous-groupe de G engendrg par l'~igment 

(h, k, 0).  
Le cas 00_ C' est de type 3 se traite de mani~re analogue. On trouve alors 

que Pest satur~ modulo le sous-groupe de G engendr~ par l'glgment (h, -k, O). 

Q.E.D. 

Remarque : Darts eette d~monstration, le fait que T est un groupe n'intervient pas. 

On peut ~galement prouver la premiere partie du th~orgme sans cette hypothgse, par 

une technique diffgrente de celle que nous averts donn~e iei [7], d'o~ un rgsultat 

final plus g~n~ral que celui que nous avons annoneg. 
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