
Sur les fonctions absoluement continues 
et les conjugu~es d'une fonction sommable. 

~[emoria di l~Aac ~AMAlqSKY (a Paris) .  

R~sum~i. - D a n s  deux mdmoires (~) nous avons 6tndid la saturat ion des procddds de somma. 
tion des sdries de FOURIER de fonctions continues et donn6 une r@onse assez gdndrale 

cette question. Nous aeons montrd qu' il dtait intdressant de conna~tre avec prdcision 
l 'approx imat ion  d 'une  fonction continue f par  des sommes trigonomdtriques provenant  

• (:) d'ul~ procOd6 rOgulier~ lorsque la meilleure approx imat ion  de f d, tai t  En(f) = O o u o  ~n ' 

Darts ce qui sui t  nous montrons  que les fonctions absoluement continues~ c'est ~ dire les 
intdgrales de LEBESGUE, poss~dent, s a u l  dventuellement sur  un  ensemble de mesure nulle, 
lee propridtds que ~ous aeons signaldes pour  les fonetions dent la meilleure approxima.  

tion trigonom6trique est o(~) .  Nous  en aeons d6duit la condition pour que relativement 

un  ensemble $ dent  le compldmentaire est de mesure nulle  et en tout point  de ~, ta 
fonction conjugude d 'une fonction sommable soit une ddriv4e. 

Rappe lons  que lques  notat ions .  Soit  T(w) une  fonct ion  sommable  de p~- 
riode 2re, que nous  p o u v o n s  supposer  ~t va leur  m o y e n n e  nul le .  

Soient : 
CO 

oo Y, Ah(w), 
1 

Aa(w) = aa cos kw -t- bh sin k00, 

A~(w) : ba cos k~ -- aA sin kw. 

La  fonct ion conjugu6e 

2 

existe presque partout .  
Soit  y - - - y  (~, n) une fonet ion  de la variable  ~ et de l ' e n t i e r  n. 

Si  a ~ x ~ b  et y - - O ( 1 )  ou  o(1) pour tout x appartenant  '~ un ensemble  
dent  le eompl~menta ire  est de mesure  nul le  sur (a, b). que lque  soit  n, nous  
~crirons y - - 0 ' ( 1  t on y ~---if(l). 

(i) I. Classes de sa turat ion . . . ,  ~ ± n n a l e s  Scient if iques de l']~cole ~Torm. Supdr. , ,  (2)7 
66, Pa r i s  1949, 1 r fascicule, lo. 19-93; I I .  Classes de saturat ion ...~ ¢ A, naa les  Scient if iques 
de l']~eolo I~orm. Super.  , ,  67, Pa r i s  1050, 2 e faseicule~ p. 161.198. 
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S~(F. x) ou S,~(~v) d~s ignera  la somme de FOURIER de rang  n de la s6rie 

de FOURIER de F; ¢MF, w) ou ~(x)  So + -.. + S~_~ = , ta somme de F~JER 
n 

ou m o y e n n e  (C, I) est  un  po lynome  t r igonom~t r ique  de r ang  n - - 1 .  
Les  po lynomes  d ' a p p r o x i m a t i o n  fourn i s  par  un  proc(id~ (g) se ron t :  

oh g(u) est  une  fone t ion  d6f inie  pou r  0 ~ u ~ 1, nul le  a i l leurs .  
Enf in  on sai t  q u e :  

7~ 

1 f a ~ ( ~ ,  ~, ~t) 
~,~(w) - -  ~(x) = ~-~j ~ n ~ t  s in '  ntd t  - -  o'(1) 

0 

(1) 

off 

et que  si on pose 

avec  ~ = C t e e t  h~ 

(2) 

A, = ~(x - -  2t) - -  2~(x) + ~(x + 2 0 

7~ 

1 A ~,~(x) --- ~ : f  ,(% x, 2t) cotg tdt 
6~ 

¢d,(x) - -  ~;,(x) = o'(1). 

h. Approximation des fonetions absoluement continues. 
T H ] ~ O R ~  1. - Soit ¢~(x) une fonction sommable, de pdriode 2% ~ valeur 

moyenne nulle, f(x) une intdgrale de ~(x); on a :  

-{-oo 

%(]', ~1 - -  f(~) - -  ~ j )~ dt + o' • (:¢ = • 

n 

En effe t  
7~ 7T 

i [~,(20., i /~(2t) i /a~(~t) 
~.(x~) - -  f(x,) = ~ j s ~ n ~  t S l n  ntdt + ~ ~ dt --  2 - n ~ J ~ t  cos 2ntdt. 

o a_ a_ 
r t  

f(w) est  d6r ivable  p r e sque  par tout .  

 o°o 

Donc 5~(t)--o ' ( t ) .  Le  p remie r  te rme est  
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D' autre  par t  : 
Tr 7~ 

siTn-V- t cos 2 n t d t  = [2n sin ~ t sin 2n t  _ - -  sin ~ t 
O~ ~ 65 

-ff 
i- 

+ -  sin ~ t 
at 

Dans le second membre  de ce~te derni~re 6galliC, le premier  terme est o'(1). 
Le second est ~ un fac teur  constant  pros, %~(~)-  ~,~(a~)= o'(1). Enf in  

s i p  :>1 ,  a ~ + o o  et si ¢ { t ) ~ 0  avec t :  
at 

1 ~(t) . .  
n-y:-i_~ f -  ~- a~ = o(11. 

9t 

Donc en tout  point  off f'(x) existe, c' est ~ dire presque partout ,  
?t "ff 

1 fA,(2t) cos t sin 2n t  d t  = 0(1) fo(1) 
n sin ~ t ...... n J - - ~ -  d t  --- o(1). 

at 6~ 

Done : 
Tr +~ 

at 

Soit u,, t 'ensemble constitu~ par  les deux  segments :  2 '  et ~ ,  ~ ,  

~ ~4tt 

- -  ~ n ~  v . = - ~  j t ~ 
u + k n  

u + kr~ d*signant  l 'ensemble d~duit  de u,, par  la t ransla t ion d 'ampl i tude  k'x. 
Or at 

d r - -  t "  d t  = dt  
k=--zo J 

tle signe E' indiqne q u ' o n  excepts  de la sommation k---0) .  
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L a  d e r n i ~ r e  s o m m e  6e r i t e  es t  en  v a l e u r  a b s o l u e  m o i n d r e  q u e  

1 (1) 
8 m a x  I f [  n ~=1 k~.~ _ ~ = 0 . 

G i l a  a e h 6 v e  de  d d m o n t r e r  le t h ~ o r b m e  1. 

Tm~oRP,~IE 2. - f '(x) dtant  la fonct ion eonjugude de f(x) pgriodique,  abso. 
l~,ment continue, 

f ' (x)  - ~.(~) - -  ~¢(~) 0'(1)" 

Soi t  
7Y ~ *ff 

If+If _!_  f f ( ~  + 2t) - f ( ~ -  2t) sin 2ntdt = ~ - ~  
f" - -  o;, = 2 n f : J  s in  e t 

0 0 a 

~4 

13} 

I n t g g r o n s  p a r  p a r t i e s  la  d o r n i b r e  i n t~g ra l e .  I1 v i e n t  : 

_ 1 f ( x  + 2t) - -  f (x  - -  2t) 
2n  s in  e t 

7~ 

7r g 

+ 2t) + q~(a: - -  2t) cos  2ntdt  - -  
sin~t 

r~ 

ifr,  
o~ 

f t  

+ 2t) - -  f ( z - -  2t) 
s in  3 t 

- -  cos  t cos  2ntdt.  

Or q u a n d  t ~ O, on  a p r e s q u e  p a r t o u t :  

f ( x  -4- 2t) - -  f(a: - -  2t) __ 4~(x) + o'(1). 
s in  t 

D o n e  

2 n  s in  e t - -  2 n  
n sin~ a- 

2a  cos  2a  

n ~ s in  2 ~_ 
n 

N'(z) + o'(1)]. 

OOS 2 ~  - -  
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(4) 

D' ai l leurs  : 
Tr 

~ g 

fa,(% 2, 2t) ~i~, ntet + 1 fa,(% 2, ~t) 

g 

2n~J  sin e t cos 2nldt ~ o'(1). 

Or : 

n 

1 f5~(% 2, 2t)sin,  n t d t _ .  O(1).f[A,(% 2, 2) ln2dt--o'(1) 
n~ ] sin ~ t 

0 0 

d' apr~s un  r~sultat  classique de LEBESe~U]~. 
E t :  

[f(2÷2tJ--f(oo___--_2 0 

fa,(v, ~,, t 2t) ! 2 
j sin~ dr= [ ~ 

Donc d 'apr~s  ~) :  

o'(n) + o'(n). 

J ~ J t l l  b 
6t 
w 
n 

Donc le 2 e te rme dans t3) est :  

2~(2)/cos 2nt 
o'11)+ n j ~ d t "  

2~(2)]tco s 

Le 3 e te rme s '~or i t :  
7r 

sin 3t c o s t c o s 2 n t d t - ~ - 4  ) t 
at 

?r 

cos t cos 2nt dt. 
sin 3 t 

cos t cos 2nt 
sin ~ t 

tdt 

dt "- 

A n n u l i  d i  M a t e m a t i e a  )1 
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On a d o n c :  

f. ~;~ i t "  
- = ~ J  

o 

-I- 

7t 1~ 

¢p(x)r f cos2nt ;2tcostcos2nt ] 

r~nS sin2 _a ~ 
+ 

et 

~Iais 
7r 

2 

sin- t d t - - j  sin-~- i 

n 

' ;  / 1 t 
~;~,~ = ~ [4~o + o'(t)] si--U-t s,n' 2 n t d t  = 

27/a~) ( t  sin 2. ,  0,(1~ 2?(w)[sin2nt (t) 
- - ~ . !  s i n ' t  d t - b  \~t)= n~: J ~ d t + ° '  . 

o o 

F i n a l e m e n t  : 

7~ 
Si on p r e n d  a - - ~ ,  

de ~(x) est  1 + o'(1). 
n 

D' off : 

u n  ca lcu l  d ldmen ta i r e  m o n t r e  que  le coef f ic ien t  

T H ~ O R ~ E  3. - Soit f(x) absot~ment continue, de pgriode 2=, (g) un pro- 
cddd de sommation dgfinie par une fonction sommatoire g(u) ~ dgrivde troisidme 
bornde telle que g(0) - -  1, g(1) ~ 0 et T~(g, f, x) le polynome d' approximation 
de rang n ;  alors 

T.(g, f, ~) - f(x) - g'(O) l a~(l " w, t)dt + o'(~)" " =--g'(O)[..(f, x ) - -  f(x)] ÷ o'(~).'-" 
n ~  z 

\ - - ]  

1 
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(5) 

et 

On a en effet  d ' a p r b s  (II, p. 174, (8)): 

1 1 

f g (u )  cos utdu ~-~ g'(1) cos t g'(0) g"(1) sin t 1 /" ,,, 
- t~ t2 t3 + ~ t g  (u) s inu ldu  

o 0 

-]-oo 

- nt----g+ 
o 

n 

o o  a o o o o r o  

o 

Et eomme A~(t) = o'(t) 

on a vu  au  th~or~me 2 que  

T,,tg, f, x ) -  f ( x )= 

g'(1) cos nt g"(1) sin nt 
nt ~ n2t ~ 

-k-O0 

1 [a.(t) ~ j  y -  ~ n , , m  = o'(1) 
o; 

1 fa,(t)  ; , j - V  oo~ ,mt  = o'(~) . 
o; 

D' off r~sul te  le th~or~me 3. 

1 

1 f '" " nutdu]dt. +V-p .]g  (u) s~n 

o 

Tm~on~l~l-s  4.  - S i  f '(x) est la fonction eonjugude de f(x) intdgrale de ¢~(x) 
sommable et (g) te procddd de sommation ~nsiddrd au thdor~me 3, on a:  

T.(g, f', ~ ) - - f ' ( ~ ) - - - - - g (  ) - ~ -  

On a (de Sz. 17AG¥, ~ H u n g a r i c a  Acta  ma themaf i ca  ~, vol. 1, n. 3, 1948): 

et 

(6) 

1 

g(u) 
o 

+ o o  1 

T.{g, f', x ) - -  n f [f[x + t , -  f ( x -  t)][jg(u, sin nutdu]dt 
o o 

1 1 , 
sin utdu  = -t ~ -~ g (1) sin t + 

- t t / l~ g " ( 0 ) - - g  t ~ cos t 
t3 

1 
1 f ,. + ~ j g  (u) cos 

o 

utdu. 
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Ecrivons : 

i 

n I -Foo 

.,,,.,,.,.)--U.,(.+o,(,))[of].,+:f 
0 a 

I I  

n I + c o  I 

- -  ~? [tlg{u ) sin nutdu]dt+o'(1)d- 'is ,(t)[~ '-I- Afg'{. ) COS nutdu]dt 
O 0 o~ 0 

n 

n 1 

; j .q (u) 
o o 

cos nutdu]dt  + o'(1) + f'ix) - 

n ÷ o ~  1 

1 fA,(t)d t 1 ~A,(t) [ i 
~j -7-- + ~J t if(u) 

o a o 

cos nutdu]dt .  

En ~crivant A ~ ( t ) - - 2 ~ t +  o'(t) et en ufilisant (5) il vient : 

- ! -  

ff o 

0 
+ c o  1 

~(x) 2 fr  ¢ "u" 

_,.~, ¢p(x) /1~ 
u, , ,  n + O'~n ).  

o,(1) 

TH]~Og~ME 5. - Si  f(x) est absol~ment continue: 

~.."(f, ~) - -  o'(n), ~ . " ( f ,  5) = o'(n). 

Consid~frons en effet le proc~d~ d~fini par 1 -  u ~. 
p. 170, (6) et (7)). 

T , ( 1 - - u  2, f, x ) - -  f(x) = ~. - -  f - -  - -  
n 

On a d 'apr~s (II, 

. (7) 

Done d' aprils le th~or~me 3 off g ' (0 ) - -0  

T , , ( 1 - - u ~ , f ,  x ) - -  f(~) = 0'(1~ , m," - -  n ( ~ .  - -  f )  ÷ o ' (1)  
\ # U  
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avec le proc~d~ 1 - - u  a, on a :  

o+ o+ 
T . ( 1 - - u  3, f, ~ ) - f = ~ , , - f  n ~ = o '  . 

D' o~'L de (7), a . " - -  o'(n). 
3Iutat is  mutandis ,  le th~or~me 4 donne  ~'"---~ o'(N. 
Les  p r i n e i p a u x  r~sul ta ts  ob tenus  duns (II} pou r  les  fonct ions  con t inues  

a p p r o x i m a t i o n  t r igonom~t r ique  est  E , - - o ( ~ ) o u  dont  la me i l l eu re  condi t ion  

*quiva lente ,  te l les  que  h~If, x, t) ----- o(t) un i fo rm6men t  en w, res ten t  valables .  
Ceux que  nods  venous  de p rouve r  nods  suf f i ron t  pou r  l ' o b j e t  de ce travail .  

On r e m a r q u e r a  auss i  que  si g(0) ----- 1, g(1) = 0, T,,'g, % x) ~ ¢¢(x) - -  o'(1) lor- 
sque  ~o est  sommable .  L a  d~monst ra t ion  c lass ique  pour  ~, suff i t  en u t i l i san t  (5): 

t 

on pose  ~ ( t ) = f h d %  w, t)dt--o'(t)(L]~BES~UE), l I e n  est  de m6me p o u r  ~o'(x). 
o 

B. Applieations. 
1 °. Soi t  ~(x) sommab le  de p6r iode  2v:, h v a l e u r  m o y e n n e  nulle ,  f(z) une  

in t6gra le  de % Si  a est  une  constante ,  des  iden t i t6s :  

Ah ~ + = cos - -  Ak + sin ka  A'a 
n 

T.(g, + g j  = T.(g,) + T.(gJ 
r.(~g) = ~r.(9) 

on d~duit  sans  diff ioul t6 pou r  ~0 (a~): 

~8) 

(9) 

a~ + n)  - -  q~(x) = cos a[S.(% z) - -  q~(x)] + sin a[S,~(% z) - -  ~o'(w)] + o'(1) 

z + n ) - - q ~ ' ( x ) =  cos a[S~(% ~ , ) -  ~'(~e)] + sin a[~C(z)- S.(% x)] + o'(1). 

S,,(% 

8;,(% 

cos a u  - -  cos ,¢ sin a --  sin au  
et 

1 - -  cos a s in 
P o u r  f(~) en u t i l i san t  les  proc~fd6s d~finis pa r  

et  en app l iquan t  les th~or~mes 3 et 4, il v i e n t :  

8.(f, ~+n)= r.(f, cos~u-cos% ~)+oos~S.(f, .)-- 
--  T;,(f, sin a - -  sin au, x) + sin aS~,([, ~) 
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D' off 

Done 

(10) S , , ( f , x - + - n ) -  f(x, -I- n ) - c o s  a[S,(f, x , ) -  f(w,] + sin a[S.(f, x,--f '(x)] +o'(1). 

De m~me 

(11) S~ f, x -I- n -- f'(x) ~: cos ~[S~(f, x) - -  f'(x)] - -  sin ~[S,(f, 0o) - -  f(x)] -I- 

fa,(f,  ~, t) 

Darts (8), (9), (10), (11) nous  ehois i rons  e - - ~ .  

Nais 

°4.°+ ~)-~(o* ~): ~[(,- ~)~o~ ~, ,. ~1- ~,~)* ~(~)- ~(~÷'~)- 

Or z .  ~ - S . - t -  . Done (12) d o n n e :  
n 

( ~) ( ~ )  8, , f , x+~ --f  x + ~  + n 

Mais S~"(f) - -  S ~ )  ; done  d' aprOs (10) off 

S~(f, x~) - -  r(x) -i- n 

= ~ ( f ,  x)  - f ( x )  + o'(~). 

T¢ 
5 ¢ - - - 2  : 

= =,,if, ~ ) -  f(~) + °'(1) • 
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A'~ec (9) il v i en t :  

S'~(f, ~) - -  f'(~) + 1[~(~) _ S. (% ~)] + "~"(~) - -  ~"(x) - -  f(x) + ° ' (1 )  ' n 

Mats 

= S,,(qo, qo(~c) o,(! ~ 
: , ( x ) - -  f ' (x)  S;,(x) - -  f ' (x)  x ) _ _  + n n \ n /  

(th~or6me 2). 

D' oh : 

Donc : 
TH~OR~IE 6. 

Tr 

q~'(W)-- l im 1_ f [qo(~ -t- 2t)--~(X--2ti]eotgtdt= lira l/f(x-l-2t)-t-f(~--2t)--2f(x,) dt 
n o o  7 g J  

1 1 

it s 

presque partout. 
2 °. •ous allons ma in tenan t  prouver  que dans (1I) on peut  remplaeer  au 

p remie r  membre  f'(~) par  f" + quand  on prend ~ = ~ .  

A B 
Soit ~,, une suite de hombres  ~ 0  tels que ~ ( ~ , ( n  oh A e t  B sont 

des eonstantes  posit ives finies et telles que A ~ ~:. 
Soit 

7~ 

u,,(x,) ~ I f h~(f,sinX,,t 20 sin ntdt, 
0 

u~.+l = 8 . ( f ,  x) - -  f (x )  

J sin t sin ntdt + + 2tl - -  f(x) sin ntdt + 
sin t 

1 ff(x --: 2t) - -  f(~) sin ntdt. 
+ 7 : J  sin t 

En an  point  off f ' - - %  A~If, x, 20- -o( t ) .  Donc le p remier  terme de 

u,, est o n presque partout .  
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C o n s i d ~ r o n s  : 

~,~ __ I f f(x +sint2t) -- f ( ~ ) s i n  n t d t - -  z:Jl [ fl~_.f_]~__~+ 2 0 -  f@) s in  

2 ~ f [ f ( x  - -  - -  - s in  

Y 
Sn 

(=) + 2t) - -  f(~c)] cos  t - -  ~-~ 
s in  ntdt, 

ntdt - -  

oct on  ~cr i t  cos  t - - ~  - -  cos  t cos  ~ + s in  t. On a a l o r s :  

1 . ~: [[ f(x~+2t)-- f ( t i]cost  2 ~ [ f ( x + 2 t ) - - f ( x )  

~"-- ~ 2n7~ sin t sin (t -- ~ )  ~ 4nJ s in ( t_~n ) 
- -  - s in  . . . . . . . . .  s in  ntdt  - - -  s in  - - ~  - - - - -  s in  ntdt. 

C o m m e  e ,  > n  et  f c o n t i n u e ,  le  d e r n i e r  t e r m e  4cr i t  es t  0 (  l °g  n~ t n' ] = o  . 

On a d o n c  

(1) l ~ f f (x + 2t) - -  f(X~' cos t sin ntdt + 8n ~-  o --  - s in  
. s i n  ~ t 

2 
t 1 1 + - s in  I f - -  f ]  cos  s in  ntdt, 

n 2n  ~,~ s i n  ~ t s in  t s in  t - -  ~-n 

L e  d e r n i e r  t e r m e  6cr i t  v a u t  

cos  t cos  t cos  ~-- s in  .--- s in  t 

2 s i n , ~ n  f[f(x~ + 2t) f(x) s i n  

e t :  

ntdt. 

e t  f r a c t i o n n 6  en  d e u x  p a r t i e s  d o n n e  \ n~]J t  - -  -~ = o 

r: 7~ 

2 ~: I u cos  ~ t cos  2--n 
- - ~ s i n  ~ - n  [ f ( x - t - 2 t ) - f ( ~ ) ] J  ( r : ) s i n  

~, s in :  # s in  t - -~ -n  

ntdt 
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On remplace cos~-~ par  1 ( t ' e r reur  commise est encore) 

point x ou f' -- ~, l'~galit~ f(~ + 2t) - -  f(w) = 2/~(x) + t~(t) donne : 

4s in~- :~ '  " f t c ° s ~ t s i n ' t  ) f l  ~ ( ~ t !  . . . . .  =----~ .a t  o 

~n 

et en un 

(lira ~ ( t )  = 0 ) .  
t-----O 

03) 

l~ais 

T: 7g 

1 f f ( x  + 2t)-- f(x) . 1 f f ( x  + 2t) - -  f(x) ~ j -~-~ ~ sm ntdt = ~ j - __/------~-~ sint ntdt - -  

_ _  i_ sin ~ f f lx  -I- 2t) ~- f(~) cos t O' i~ ~ J  si-~ sin ntdt -t- Y,@(~) + \hi" 
Sn 

7~ 
Dans l ' int~grale du 1 er t e rme au 2 e membre de (13) posons t - - -~-~-I -u .  

Elle s' ~erit 

2 2~ 

f • + ~ + ~n - -  f(~) 

sin u cos nudu. 

~ft 

~ - ~  e~- 

)/',~ ~tant encore une constante ind6pendante de f .  
Enfin 

"~ 7r 

2 2n  2 2n  

On obtient done 

Dans cette expression le dernier  terme est o(1) et le coefficient de T(x) 

une constante k',~ indgpendante de f .  
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D'of i  

-4- - + 2t - -  f(~c) 
(A) f + 2t) - -  f (X)  s i n  n t d t _ ,  n 

sin t sin t 

2 

),, ne d~pendant  pas de f. 
Si on consid~re  de m~me 

g g 

v. = f --sin2t) t-- f(@ sin ntdt -- z:Jl f f(x .--/2t)~7: f(x)\ sin ntdt  

on ob t ien t  par  u n  ea leu l  a n a l o g u e :  

g 

+ - -  ~ t  - -  f l w )  
f f ( z  - -  2t) - -  f(~) sin ntdt  = - -  n 

(B) j -s~n t sin t 

cos ntdt  - -  

. -~ cos t sin ntd t  q -  ~,,~(x~) q- o' 
sin- t 

Sn 

~,~ comme  ),, ne cl~pendant pas  de  f. 
)~,~ dtSsignant a lors  g6n~,r iquement  une  eons tan te  dOpendant  de n seule- 

merit et non do f, en obt ient  en a jou t an t  m e m b r e  ~ m e m b r e  (A) et (B):  

w + - q - 2  - -  x A - - - - 2 t  
(0) u . ( x )  = - n n sin t cos nldt  - -  

7[ 
fi 

I s i n ~ n f  f(w+ 2 t ) - - f ( x - - 2 t ) [ s i n ( n +  1 ) t + s i n ( n - - t ) t ] .  
2--~ sin ~ t 

Done  en r e m a r q u a n t  q u e :  

1 ( f ( x +  2 t ) - - f ( o o -  2t )s in2nld t__) , , ,~(oo)+o, (1) .  
f" - -  ~;' - "  2n7: j s i n  ~ t 

0 

cos ntdt  -Jr- 
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et que d 'apr~s le th6or~me 2, f ' - - a ~ =  ¢p(x)n -!-o'(1) on a :  

7T 

(D) S,,(f, x,)--f(w)=~J \ ~ n - l - I  sin/If\ 

~n 

7~ 

2 n +  1 .2tl ,/1 \ 

presque partout (on tout point x off f'--¢~). 
Soit 

~ff 

Sn  

-!-- 2t) - -  f(w - -  2t) cos tdt. 
sin t 

Avec les m6me m~thode on a encore :  

I} 

t - - c o s  (2n-!-1)tdt]--~t ,~ +o'11 ) . 

Done 

( = )  o = 
Dans S,~ a~ -t- ~ on peut remplaeer  ~ par ~-n 4- h,~ oil h~ - -  0 • 

En effet S,(a~) converge uniformeiment vers f ;  done a n - - S ~ - I - S ~ "  aussi, 
n 

( ) done Sn"---o(n) uniform~ment en x, et par suite S~, x - t - 2 - ~ - i - h , , -  

Nous montrerons enfin que 

en tout point x off ¢p----f'. 
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Si 

- -  F(~ 

on d6signe par /7' une int6grale 

+ ~ - ~ + 2 t  + F ~ v + ~ - ~ - - 2 t  o n a :  

7T 

+ ~  

E:n 

de f e t  si on pose O.( t ) - -  

~) ,/ Oh,,\ 
+ - e ( 0  h 

s i n  ~ t dt ----- -~ ~ n  ~ -4- 

1 
, , + - -  ~ 0  avee t et - ( 0 < 0 < 1 )  paree que: 

n 

D' off ~. - -  0 . 

Donc 

8.(x)  - -  f(x) = ~ + ~ + h~ - -  8,; ~ + ~ + a .  + ~.~o(z) + o' 

off h,,----- 0(12) et x un point off f ' - - %  

Soit alors E l'ensemble de poin~ a~ (dent le comph~memtaire est du me- 
g 

sure 0) et off lim-~ F[f(a~ + 20 - -  f(~ - -  2t)] eotgt dt  exisie et est d~sign(ie par 
$ 

ff 

r+= f . 
0 

x-t-~-~+-h,  appartenant /~ E, on peut trouver a(n, x ) <  ~. tel que par 

exemple 

l l i m l  f _ _ l f  1< 1 ,r~ ~ = o ~ j  ~ pour ~ + ~ - 4 - h . .  
a(n, x) 
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3'Iais 
Sn 

~{n, ~) 

+ 2s',,sin -fgn a~+~-~+ /fees tdt o~ ~(n, ~) < ¢.  < ~. 
o 

  foo. = [sin , -t- o ( ~ ) ] . ( c o s  ldt---~ t d t  4-  4 -  
o o 

En ddfinit ive 

(14) S.(w) - -  f (~)  = f" w + -2n + h - -  8~ w + 2 n  + h .  + X.~o(a~} + o . 

),. ~tant ind~pendant  de f, peut  ~tre d~termin~ par  le ehoix d' une fonction 
part ieul i~re f. P renons  par  exemple  une fonet ion f ~ d6riv~e seeonde born~e. 
Alors un i form6ment  en x 

On 

Gette d fmons t ra t ion  suppose en r~alit6 que 

,~ cos td t  
sin t 

o 

tend  vers z6ro pour  n~,o. I1 est pr6f6rable pour  obtenir  un  r6sultat  plus 
prficis de ne pus faire encore d' hypothbse.  

Remarquons  d 'abord qu 'on peu~ remplaeer  } sn } par  route suite I ~'n I telle 
que ~ , - <  ~',, ~ ~ oh ~ et ~ sent  > 0 finis. En  "effet : 

/+ 
Sa 

+ ~ - ~ + h , , + 2 t  w f  + 2 - - ~ + h , , - - 2 t  
cos td t  - -  

sin t 

sin t 
cos t d t  ~ -  

oil ~t,~ d~pencl de n seu lement ,  



174 ~ .  ZA~[ANSKY: Sur les fonctions absoluement continues, etc. 

On a done 

8 . ( x )  - -  f ( z )  = A . ~ c ( z )  4 -  f ' ( z  + e,,) - -  8 ,~ (~  + s,,) - -  

- -  sin t cos dt -t- 
o 

off a~ est un point de l 'ensemble E do mesure  2~ off s imultandment : q~(a~) - -  f', 
g 

~'(a:) --" lira,=, lf[c~(a~ -4- 20 - -  ~(x - -  20] cotg tdt, existe, f'(@ existe, a~ 4- s,, appar- 

tenant  aussi ~ E. 
cos t 1 

Dans la derni~re int0grale on peut remplacer  s-~-t p a r ~  et ne commettre  

que l ' e r r eu r  o ( ~ ) e a r  l e s t  continue. On a, d ' au t r e  part, en supposant par 

exemple que f(z) est une  fonction admet tant  une ddrivde seconde continue, 

S . ( x ) -  f ( x ) =  0(1) et S ~ - - f ' - - o ( 1 )  uni formdment  e n x e t  

05) 

6~ S~ 

t _ _  [4¢~(x) 4 -  o(1)]dt  = ~ .~(x)  + o • 

o o 

4~n 
Done h 

En ddfinitive : 

s.(o I - f( t = f'(o  + - + + 

4- n ~. j 4t 
o 

Or nous avons VU que :  

,(i) 
S,,(aq - -  f(~) = f'(~) - 8,;(a: + e.) + ~,,¢~'('x) 4- o n " 

On en ddduit que: 

f '(~ 4- ~,,) - -  f'(aq 4 1 f ( x  

0 

+- ~,, 4- 2t) ~ f ( x  4- ~,, - -  2 t )d t l=d(D.  
4t ] 

Le rdsultat  est tout /~ fair analogue quand on remplace ~n par  - - e n  dans 
f et f ' .  Cette derni~re dgalitd reste inchang~e. 

La  facon dent  on a choisi les ~n, permet  darts cette derni~re dgalitd de 
remplaeer  ~,, par  h ~endant vers zdro, a~-4-h appar~enant ~, E. 
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D '  off : 
2h 

+ - - + - f - 

h ,~[ " U  2t A-h--t)--dr] -'°'(1)" 16) 

o 

S o i t  a l o r s  ~ u n  e n s e m b l e  d e  p o i n t s  x d e  (0,27:) d e s  m e s u r e  p o s i t i v e  

~ ' - - ~  ~ E a m ~ m e  m e s u r e  q u e  ~ .  L ' ~ g a l i t ~  (16) d o n n e  a l o r s  l a  c o n d i t i o n  

n ~ c e s s s a i r e  e t  s u f f i s u n t e  p o u r  q u e  p r e s q u e  p a r t o u t  s u r  ~ e t  r e l a t i v e m e n t  /~ ~ ,  

~" so i t  l a  d ~ r i v ~ e  d e  f" (*). 

Tm~On~ME 7. - Soit f(x) une intdgrale de ~(x) sommable ~ valeur moyenne 
nulle, f ' (x) et ~'(x) les conjugudes de f e t  % E l'ensemble de mesure 2z: o~ 
simultan~ment ~--- f ' ,  ~" et f" eocistent. Si ~ est un  ensemble de mesurep ositive, 
la condition ndcessaire et suffisante pour qu' en tout point de ~ ' ~  ~ ~ E 
f" admette ~" eomme ddrivde relativement ~ ~' est que 

2h 

limb=0 -.~1 ~f f(~¢ + h + t) --2t f(x~ + h - -  t) dt ¢~(x) 
o 

x 4 - h  aTpartenant dt ~'. 
V o i c i  q u e l q u e s  c o n s e q u e n c e s  d e  l a  f o r m u l e  (15). 

O n  p e u t  d ' a b o r d  e n  d ~ d u i r e  u n  r ~ s u l t a t  df i  i~ T~C~r~AI~SH (a): 

~ ' (x)  est presque partout la ddrivde appro~cimative de f'~x). 

O n  d i t  q u e  F ( x )  a d m e t  a u  po in~  ~ a n e  d ~ r i v ~ o  a p p r o x i m a t i v e  k s ' i l  

e x i s t e  u n  e n s e m b l e  E(I~, x), a y a n t  d ' @ a i s s e u r  1 a u  p o i n t  ~v e t  t e l  q u e  

l i m  F(x  -4- h) - -  F(x) ~ ~ q u a n d  a~ -~- h ~ a~ s u r  E(F, x) (~). 

(~) M. k .  Z'eOMusr) nous a fait remarquer  ClUe le dernier  rgsultat publid aux • Comptes 
Rendus de l 'Academie  des Sciences ~, (t. 230, p. 2256.2258, sgance du 26 juin  1950) est 
incorrect. Car il entrainorai t  que dans tout interval le  {a, b) on pourrai t  en t roavor  un autre 
(a'~ b') dans lequel f" serai t  bornde aprils qu'on efit dventuelleraent chang4 les valenrs  de f" 
sur un ensemble de mesure nulle. Or on peut construire une fonction f ' ,  conjuguge d 'une  
fonetion f absolfiment continue, qui ne soit pas bornde dans aucun intervalle,  quelle que 
s o i t l e  mani~re de la modifier sur  un ensemble de mesure nuUe. M. ZYGMUND nous a donnd 
1' exemple suivant  : 

, = 
log n 2 - 

les points c¢ k grant denses dans (0, 2~) et ~ ¢~k = 0(1). f '(x) est la eon~ugu6e de f, ello-m~me 
primit ive de p-~-~ ~kcPt(x--~). Les sommes part iel les d 'o rd ro  n do la sgrio do ]~OUI~IER 
de f'(x) tendont vers  + c ~  quand x tend vers  un ~k. Quolle quo soit la fa~on dent on 
change les valeurs de f" s u r u n  ensemble de mesure nulle, f" n ' es t  pas born6e parce que 
dans lo cas contraire les moyennes (C, 1) le seraient h~ussi ce qui  est impossible puisquo 
los sommes de FOURIER de f" tendent  vers -b ~o. 

(3) TITCH~IARSH~ On conjugate functions~ • Proceedings of] the London Mathematical 
Society , ,  vol. 29, 1929, p. ~9-80. 

(4) Voir DE,JoY, Calcul des coefficients d'une sdrie trigonomdtrique, I1 e partie, p. 166, 
(Gauthier-Vil lars ,  Paris ,  19~1}. 
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Lorsque  x et ~ + h appar t iennent  t~ E et lorsque t ~ 0, 

u (~  + h,  t) = f ( x  + h + t) - -  f ( x  + ~ - -  t) 
2t - ~(x  + h) 

tend vers zfiro quand t--* 0. D 'aprbs  lo th6orbme d'E~OROFF, sur  un ensem. 
ble E~ ~ E et dent  la mesure  diff6re de moins de :¢ > 0 donn6, de celle de E, 
u converge uniform6ment vers z~ro et E~ 6tant de mesure  positive a presque 
partout  l '6paisseur  1. Ecrivons alors (15) sous la fo rme:  

4 (16') f ' (x  4- h)h - -  f'(x) ~'(z) = ~: [~(x -t- h) -- ~0(x)] ÷ 

2h 

+ ~  2t ~(x + h) dt + o'(t). 
o 

En remarquant  que ~(x) est presque par tout  approximat ivement  continue 
(e' est "~ dire ~0(~v + h) --~ q~(~) quand x + h --~ x sans quit ter  un ensemble 
d' ~paisseur 1 au point ~} en obtient le th(ior~me de TI~H~ARSH. 

Un autre  r4sultat  montre que le th6or6me 7 est li~i au probl~me de la 
convergence d ' une  s~rie de FOURIER sur un ensemble de mesure  positiv e. 
D'apr~s un th~or~me de K U ~ ] ~ R  (voir HARDY et RO(~OSI~KI, Fourier Series, 
(< Cambridge Tract  ~, i950, p. 82), si sur un ensemble ~ de mesure  positive 
S~(% x) ~ '~(x) - -  o(1), presque partout  sur ~ on a aussi S~(% w) - -  ~'(i~) = o'(1). 

Or on a vu que :  

f'(x) - ~,(f, x ) :  ¢~(x,) + o'(~t 7b \hi  

o n  

et que : 

o n  

f '(x)-S~(L x ) =  ~fx) --S.(% ~) 
n 

+ o'(11 

~(f, x ) - f ( x ) =  ~'(~) + o ' ( ~ ) n  

~o'(x) S,;(% ~) 
s~(f, z) - f(z) -- ÷ o'1=1. 

~l 

Supposons que sur 8 de mesure  positive, S,(% x) - -  ?(~) ~--- o(1), alors sur 8 

S,~(:p, x ) -  ~ ' ( x ) =  o'(1) done S~(f, x ) -  f ' ( x ) :  o(1) et S.(f, x ) -  f ( x ) - -  o'(-tn) • 

~ 0 ~tant aussi petit  qu 'on vent, dans ~ N E existe un ensemble ~l qu 'on 
pent  supposer  parfai t  et dent  Ia mesure  est ;> m e s a - - c o  et tel que sur  ~ 

n[S,~(f, ~) - -  f'(~}] et n[S~(f, ~) - -  f(x)] 
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tendent vers z~ro uniform~ment en x. Soil ~ ~ 0, il lui correspond un entier 
/ ~ t ~ ,  ~} ind~pendant de x e 6~ tel que si n ) N  

$ 

n l Sg(f, x ) - - f ' ( ~ )  I <9, n [ S,(f,  ~ , ) - - f ( x )  l <: ~ .  

Soil t%1 une suite tendant  vers z~ro pour p ~ telle que x-~-% ~ 8~. 
On peut lui associer toujours deux nombres positifs A e t  B e t  un entier n~ 

_ <B_( tel que A ~ ,  par exemple on d6termine la suite n~ telle que 
np % 

n-~ n~ ÷------1 < . 0n  a alors d~s que p e s t  assez g rand :  

~'~ I S(,(f, ~ + ~ ) - -  f ' (x  + %) I < 2, % ] S,,p(f, x,) - -  f(x~) I < 

Done d' apr~s (15) : 

2~p 

~(x)=lim 1 f f ( x - ~ - $ ~ + t ) - - f ( x + ~ r - - t }  

0 

La suite ~ 6rant quelconque, on ~noncera le r~sultat sui~ant :  
TH]~OR]~ME 8. - Une condition ndcessaire pour  que la sdrie de Fourier 

de ~(x) converge presque par tou t  vers ~I~) sur  un  ensemble ~ de mesure positive 
est que 

lim~_0 .ff(x + h + t) --2l f ( x  -t- h - -  t) dt ~p(x) 

0 

x et x--F h appar tenant  ~ un  ensemble de m~me mesure que ~. 
Cette condition ndcessaire n ' e s t  eertainement pas tr~s bonne puisqu 'e l le  

est satisfait e torsque' on suppose ~(x) continue. 

Au~ali  d~ Matematica 23 


