Sur le probléeme d’équivalence de certaines
structures infinitésimales.

Mcémoire de Pavnerte LaBERMANN (& Strasbourg).

Résumé, Aprés avoir rappelé lo définition el quelgues propriélés des psendogroupes de Lie,
on définit les structures infinitésimales régulicres. On peut foujours associer des connexions
affines & de telles structures; courbure et torsion de ces. connewions. Equivalence locale
de denx structures infinitésimales. Application & Vétude des structures presque complewes,
presque paracomplexes, presque symplecligues, presque hermitiennes, presque parahermi-
tiennes, presque quaternioniennes, presque qualernioniennes de deuxiéme espéce.

INTRODUCTION

La théorie de U équivalence développée par E. CARTAN dans de nombreux
mémoires (notamment dans [10] et [13]) (*) est & la base de la géoméirie dif-
térentielle ; elle permet également 1’intégration de certains systémes diffé-
rentiels.

I’exposé de cette théorie fait l'objet de la premidre partie du présent
travail; le probléme d’équivalence est formulé en le rattachant & la théorie
des espaces fibrés, en particulier en introduisant la notion de sfructure infi-
nitésimale réguliére die 4 C. EHRESMANN [26]: une structure infinitésimale
régulidre du premier ordre sur une variété différentiable V,, est une structure
fibrée subordonnée & la structure fibrée de l'espace des vecteurs tangents &
V. (le groupe strucfural G est un sous-groupe du groupe linéaire homogéne
Ly, la fibre est R". Le probléme d’équivalence de E. CARTAN se raméne au
probléme d’équivalence locale de ces structures; nous n’aborderons pas le
probléme d’existence de telles structures qui conduit & des «obstacles», ni
celui de 1’équivalence globale,

Dans la recherche des conditions d’équivalence locale de deux structures
on est amené & étudier le pseudogroupe de leurs automorphismes locaux,
d’ou lintroduction de la notion de pseudogroupe fini ou infini de LIE
(¢ groupe fini» ou «groupe infini » de LIE suivant la terminologie de E.
CARTAN). C’est d’ailleurs Pétude du probléme d’équivalence qui a conduit
E. CaArraN a édifier sa théorie des « groupes infinis » de Lig, que 'on trouve
exposée notamment dans [9] et [12]; les transformations de ce « groupe infini»
constituent 1’ intégrale générale d’un systéme d’équations aux dérivées par-
tielles que 'on peut ramener & un systéme de PFA¥F en involufion.

Dans le chapitre I, consacré aux pseudogroupes de LIE, je rappelle d’abord

(¥} Lies nombres entre crochets renvoient & I'index bibliographique.
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quelques propriétés des systémes d’équations aux dérivées parbielles et les
principales notions de la théorie des systdmes de PFAFF en involution. Ensuite
est exposée la définition d’un pseudogroupe de LIE, telle qu’elle a 6t¢ donnée
par C. EHRESMANN [26] en utilisant la notion de groupoide de jels; un
pseudogroupe de LIE est caractérisé par son ordre; de plus j’ introduis, pour
les pseudogroupes finis, la notion de degré. Les deux théorémes fondamentaux
de E. CARTAN relatifs & la théorie des pseudogroapes de LIE sont démontrés
en utilisant la notion de prolongement d' une variété différentiable [26], notion
déja utilisée bien que non formulée explicitement par U. AMALDI dans son
ouvrage sur les «groupes infinis» [1]. En vertu du premier théoréme de
E. CARTAN, tout pseudogroupe de LIE admet un prolongement du premier
ordre et, 8’il est fini, un prolongement d’ordre et de degré égaux & 1. Dans
le deuxiéme théordme sont énoncées des conditions pour qu’ un pseudogroupe
de transformations soit un pseudogroupe infini (resp. fini) de LIE d’ordre 1
{(resp. d’ordre et de degré égaux & 1).

Dans le chapitre II est définie I’ 6quivalence locale de deux structures
infinitésimales régulidres. Une structure infinitésimale réguliére est détermi-
née localement par un ensemble de n formes de PrAFF dont la restriction
a4 tout point de V, est un «corepdre». On envisage en particulier des
structures isofropes, localement homogénes, intégrables. A toute structure infi-
nitésimale régulidre sont associées des connexions affines [25]; 4 chacune
des connexions correspond un tenseur de courbure et un tenseur de forsion.
Je démontre deux théorémes relatifs aux structures infinitésimales réguliéres
intégrables. J’expose ensuite les méthodes de E. CARTAN pour traiter le
probléme d’équivalence restreint (structures dont le groupe structural est
la transformation identique). Dans la résolution du probléme d’équivalence
général, on cherche & déterminer en chaque point un corepére distingué; si
cette détermination est possible, on est ramené au probléme d’équivalence
restreint. Liorsqu’on peut associer canoniquement & la structure une connexion
affine, le pseudogroupe de ses automorphismes est un pseudogroupe de LIE
de type fini de degré 2; dans le cas contraire, le pseudogroupe de ses auto-
morphismes locaux est en général un pseundogroupe infini de LiE (si I'on
suppose de plus les données analytiques).

Les théories générales exposées dans la premiére partie de ce travail
ont leurs applications dans la deuxiéme partie, consacrée aux structures
infinitésimales réguliéres définies sur une variété Vs,, de dimension 2n, dont
le groupe structural G est: le groupe linéaire homogéne complexe L', ou le
groupe linéaire homogéne « paracomplexe » L. (isomorphe & Lu> L.) ou
encore le groupe symplectique Ls.; ces structures sont.appelées respective-
ment presque complexes, presque « paracomplexes >, presque symplectiques. On
étudiera également dans cette deuxidme partie des structures subordonnées
aux précédentes, dont le groupe structural est isomorphe 4 une forme réelle
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du groupe L'y: groupe unitaire U,, groupe U,™ unitaire «d’espédce k>,
groupe « para-unitaire » Uy et groupe L, (ces deux derniers isomorphes a L,)
et si n =2p, groupe linéaire homogéne quaternionien L"”, et quaternionien
« de deuxiéme espéce » ff’P (identique & Lg,). Contrairement & ce qui a lieu
pour les structures presque complexes, presque paracomplexes et presque
symplectiques, on peut associer canoniquement au moins une connexion affine
& ces structures (structures presque hermitiennes, presque hermitiennes « d’ espéce
k », presque parahermitiennes, presque quoternioniennes, presque gualernion-
iennes de deuwxiéme espéce). Pour chacune de ces connexions, on peut définir,
outre les tenseurs de courbure et de torsion, des fenseurs de courbure et de
torsion conformes. La recherche de celles de ces structures qui sont isotropes
conduit aux structures intégrables et aux strmectures localement équivalentes
4 une structure d’espace hermitien elliptique ou hyperbolique (si le groupe
structural est U,), d’espace hermitien d’espéce %k (si le groupe structural
est U,®) ou & une structure parahermitieune sur la variété P,(R)> P.(RB)
(si le groupe structural est i’fn). On obtient ainsi des espaces riemanniens
symétriques & métrique définie ou indéfinie. En définissant une isotropie
restreinte, on est conduit aux structures précédentes et en outre a des
structures localement équivalentes & une structure presque hermitienne sur
la sphére §; ou & une strncture presque parahermitienne sar la guadrique
réelle @, ; ces structures admettent respectivement come groupe d’automorphi-
smes le groupe simple compact G, & 14 paramétres et le groupe simple @G,
qui sont les deux formes réelles d’un méme groupe complexe.

Dans le chapitre III (qui est purement algébrique) sont étudides des
structures de la fibre B* admettant comme groupe d’automorphismes L’,,
i’u, Lon, Ug, U, 5’,,,7]\” Dans le dernier paragraphe de ce chapitre est
définie 1 adjointe d’une forme extérieure ¢ par rapport & une forme extérieure
quadratique @ de rang 2n; I opérateur A, adjoint de I’ opératenr Ly=—g A Q
ne dépend que de @ et non de la forme quadratique définie positive échan-
geable avec @Q; il en est de méme de la notion de classe; il est également
prouvé que la décomposition d’une forme en formes de classe déterminée
(dont je donne une démonstration différente de celle d’ ECKMANN-GUGGEN-
HEIMER) est identique & la décomposition de LEPAGE.

Ces résultats sont utilisés dans le chapitre IV, relatif au probleme
A’ équivalence des formes différentielles extérieures quadratiques, et dans le-
quel est introduite la notion de codifférentielle par rapport & une forme
différentielle extérieure quadratique.

Dans le chapitre V sont étudiées les structures presque complexes et
presque paracomplexes, ainsi que les structures presque hermitiennes, presque
hermitiennes d’espéce %, presque parahermitiennes. En particulier, le probléme
d’équivalence des structures presque complexes et presque hermitiennes sur
une variété V, est traité en détail.
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Enfin les structures infinitésimales régulidres de groupe structural T,
(structures presque quaternioniennes de deuxidme espdoe si n = 2p) font
I’ objet du chapitre VI; & de telles structures on peut associer canoniquemens
trois connexions affines en général distinctes. On envisage également dans
ce chapitre des structures subordonnées aux précédentes, de groupe structural
isomorphe au groupe orthogonal O, (on détermine celles de ces structures
qui sont isotropes); si n =2p, on envisage aussi des structures de groupe
structural isomorphe & L, >< Ly >}X L, >} L, ou & L,/ > L, ou & un de leurs
sous-groupes ; parmi ces derniéres, celles dont le grompe structural est iso-
morphe & L, et qui son$ isotropes sont ou bien intégrables ou bien localement
équivalentes & wune structure parahermitienne complexe sur la variété
Py(C) XX Pp(0).

Qu’il me soit permis d’exprimer 'ma profonde reconnaissance 4 Monsieur
CHARLES EHRESMANN pour V' aide qu’il a bien vouln m’accorder dans mes
recherches et dont les nombreux conseils ont été précieux dans 1’élaboration
de ce fravail.

PREMIKERE PARTIE

CHAaPITRE 1.
Pseudogroupes finis et infinis de Lie.

1. - Systémes d’éyquations aux dérivées partielles complétement intégrables
et systémes de Pfaff en involution (!).

4) Nous rappellerons d’abort la notion de jef [26]: soit f une applica-
tion d’un voisinage U d'un point @, d’une variété différentiable V, (de
dimension- ) dans une variété différentiable V, (de dimension p) s’exprimant
& Paide des coordonnées locales de x ¢ U et y = f(x) par des fonctions f!
admettant des dérivées partielles continues d’ordre au moins 6gal & ¢; lo
jet jaf d’ordre ¢ de la fonction f (jet de source x, de but y) est la classe des
applications g d’un voisinage de « dans V,, appliquant & sur y, telles que
les dérivées partielles des g* d'ordre inférieur ou égal &4 ¢ prennent en x la
méme valeur que celles de méme espéce des fi. L’ensemble de tous les g-jets
de V, dans V, est une variété JYV,, V,). La variété J(V,, V,) est identifiée
a VXV, 8i r<gq, tout g-jet X?¢ J? (V,, V,) détermine un jet X" ¢
J" (Va, Vp) ou projection de X¢ dans J*"(V,, V). Soit (X9,eJdY Vs, V,) un jet
de source x,, de but y,. Si o' (i=1,..,n) et y* (A =1, ..., p) sont respecti-
vement des systémes des corrdonnées locales sur V, et V, au voisinage de
8a1+...—}-any)‘,

x, et y,, Vensemble des «, o, e . )

{2, 4 @, 4. + ap =1, ..., g} cOns-

{(Y) Pour les systdmes de Prarr voir E. Carrax [9}] [14] et H. Carrax [16]. Nous
utiliserons la terminologie de H. CArTAN.
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titue un systdme de coordonnées locales sur J4V,, V,) dans un voisinage W
de (X9),. Tout systéme 2¢ d’équations aux derivées partielles d’ordre ¢

(l=1, ..., m)
. aaﬁ—...—l—anyl (i o= 1, eee y 'n)
i 7 SUN .
(1.1) D, (w: Yy (awi}“‘ (aw”)“") 0 (X: 1, .., P}
(og‘ + o, 4 oy = 1, .., q)

définit un sous-ensemble M? de J%V,, V,) dont les jets appartiennent & W.
Nous supposerons désormais que les ®; sont des fonctions analytiques des
coordonnées locales dans W et le sous-ensemble M? sera appelé variélté ana-
lytique élémentaire extraite de J9V,, V,). Deux systémes d’équations anx
dérivées partielles définissant la méme variété M? seront dits dquivalents.
Soit f une application analytique de V, dans V, définie dans une partie de
U; désignons par I1%(f) le sous-ensemble de J9V,, V,) engendré par tous les
jets jif quand % parcourt U. Une solution analylique du systdme Z¢ est une
application analytique f telle que: II¢(f)c M9? (Nous ne considérerons que
des solutions analytiques). Soit II¢ la réunion de tous les II¢9(f) correspondant
& 'ensemble des solutions f de 29, On a: I9CC M@,

Le systéme X¢ est dit complétement intégrable si I19 = M9, c’est-a-dire si
i tout jet X2 € M? correspond au moins upe solution [ de X2 telle que
X2eTIf). Le prolongement d’ordre ¢+ k d’un systéme d’équations aux dérivées
partielles 29 est le systéme Z9*+* d’ordre ¢ -+ k& obtenu par dérivations totales
successives des équations de X¢ par rapport & toutes les variables indépen-
dantes. Ce systéme X?*+* d6finit une variété élémentaire M9t* extraite de
JMV,, Vy) dont tout jet X9+* se projette dans JYV,, V,) suivant un jet
X?¢e M?; les jets de M9*+* appartiennent & un ouvert W, de J&+*¥(V,, V,)
se projetant dans J9V,, V,) suivant W. Toute solution de 3¢ est solution
de Z2** et inversement. Si le systdme 3¢ est complétement intégrable, & tout
jet X2 e M? correspond au moins un jet X9+* ¢ M9+*¥ admettant X? comme
projection : en effet si f est une solution de 3¢ telle que jif = X9 le jet
XEH*f appartient & Mi%* et admet X¢ come projection. Donc pour que le
systéme 2¢ soit complétement intégrable, il faut que, quel que soit k, la
projection de la variété extraite M¢*+* dans JYV,, V,) soit une application
de M?*+% sur M? ou encore: il faut que toute équation aux dérivées partielles
d’ordre << g d’un prolongement quelconque de 3¢ soit vérifide identiquement
en tenant compte des équations de X7 Le prolongement d’un systdme comple-
tement intégrable X¢ n’est pas nécessairement complétement intégrable. Pour
que tout prolongement de ¢ soit complétement intégrable, il faut que la
projection de Me+¥+¢ dans J4+¥V,, V,) soit une application de Me+k+s syy
Me+¥ (quels que soient k et 5). Un systéme X¢ jouissant de cette propriéts
est appelé passif suivant la terminologie de RI1QUIER [43].

Supposons que la variété ¢lémentaire M¢ puisse étre définie par un sys-
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téme X¢ ayant la forme suivante: pour s=0, 1, ..., g, ftoutes les dérivées
d’ordre s sout des fonctions analytiques des variables indépendantes et de
certaines dérivées (appelées dérivées paraméiriques) dont I'ordre est inférieur
3a1+...+any7.
(Goc*) ... (Qac™)>m
a Vensemble des ' et des dérivées paramétriques d’ordre s ayant un rang
constant m,. Le systéme X?¢ définit une représentation paramétrique de la
variété extraite M7; le jacobien j, ayant un rang constant s, pour tous les
jets X% ¢ M9, ces jets sont des points réguliers de cette variété extraite (dont
la dimension est m,). La projection M* de M? dans JV,, V,) est définie
par le systdéme 2X° constitué par I’ ensemble des équations d’ordre < s
figurant dans X¢: M® est une variété élémentaire extraite de J¥(V,, V)
dont tous les points sont réguliers et dont la dimension est m,. C’est pour-
quoi nous dirons que MY est complélement réguliére et que le systéme X? est
complétement régulier. La variété extraite M¢ est alors une sous-variélé de
JYVy, V,) et sera appelée sous-variélé élémenltaire complélement réguliere.

On peut donc émoncer la proposition suivante: les projections dans
IV, Vol vy J7HVy, V,) d'une sous-variéié élémentaire complétement régu-
liere de JUV,, V,) sont des sous-variétés complétement réguliéres.

Un systéme complétement régulier Z¢ est dit de MAYER-LIE ¢’ il existe un
nombre r=<<gq tel que Pordre maximum des dérivées paramétriques soit égal a
r—1; nous désignerons le nombre 7 par degré du systéme. Lorsque le systéme 29
est complétement intégrable, il en est de méme du systéme complétement régu-
lier 2" définissant la sous-variété M”. Alors par différentiations successives

Q7atton y)\
(awi}a; e (aw‘n)an
d’ordre o + ... + o, > r en fonction des dérivées d’ordre <+ — 1 (si I’on cal-
cule une dérivée de deux manidres différentes, les conditions de compatibilité
ne font intervenir que des dérivées d’ordre <r—1 et sont donc identiquement
vérifiées). Il en résulte que: 1° X9 est équivalent & un prolongement de X" et
par conséquent toute solution de X¢ est solution de Z”; 2° les prolongements
successifs de X7 sont complétement intégrables et complétement réguliers.
Comme & tout jet X" 'gM” ' correspond un jet et un seul X" *+5¢g M7—1+s
(quel que soit s), la projection de M"—*+¢ sur M"~* est un isomorphisme. A tout
jet X' g M" ' corrrespond (dans un voisinage suffisamment petit de la
source de X"~ *) une solution de Z” et une seule.

Soif X9 un systéme complétement intégrable et complétement régulier,
qui ne soit pas de MAYER-LIE, mais supposons que pour le prolongement
22+ les dérivées d’ordre g+ 1 s’expriment en fonction des dérivées d’ordre <¢;
le systéme X¢*! est alors un systéme de MAYER-LIE complétement intégrable
de degré ¢. On démontre comme précédemment que tous les prolongements
successifs de 2¢*! sont complétement réguliers et complétement intégrables.

ou égal & s, le jacobien j, des (¢, 4 ... + @, = 8) par rapport

des équations de X7, on obtient une expression de toute dérivée
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B) Soit dans le voisinage U d’un point x, d’ une variété différentiable V,,
le systéme de PrAFF §:

(1.2) filx) =0 =1 .., 0
(1.3) e == 3 g,2dat = 0, x=1,.., p,)
oit les f, et a sont des fonctions analyliques des coordonnées locales x'.
Toute solution de § est solution du systéme fermé S’ [14] (obtenu en ajoutant
aux équations de S le équations dont les premiers n embres sont les diffé-
rentielles extérieures des premiers membres de S):

(1.4) fi=0, II* =0, df, =0, dll* = 0;

ce systéme S’ peut &’ écrire:

file?) =0, t=1,.., P)
(1.5 88 = O, B=1, .., po+p,)
g2 =0, (e=1,.., p),

ot les 6f sont des formes de PFA¥F linéairement indépendantes linéaires
en dx’, les ¢+ étant des formes quadratiques ex{érieures (égales aux dIl°}.
Nous désignerons par Gh, la variété engendrée par tous les éléments de
contact de dimension h (h=1,..., m) tangents & la variété V, . Les équa-
tions (1.2) définissent une sous-variété de V,, que nous désignerons par &°;
nous supposerons &° régulidre (¢’ est-a-dire ayant tous ses points réguliers).
Si dans un voisinage U'C U, le rang du systéme des formes 88 a une valeur
constante s,, les points de &° situés dans ce voisinage sont dits réguliers pour
le systéme de Pfaff S; le nombre s, est le caraclére d’ordre 0 du systéme S.
Un élément de contact linéaire E*' intégral de S sera dit ordinaire 8’il passe
par un point régulier pour le systéme S. Soit &' la famille de tous ces él¢-
ments de contact linéaires intégraux ordinaires. Supposons que dans la
variété G' il existe un voisinage U, d’un élément (E!), € &' jonissant de la
propriété suivante: le rang du systéme linéaire auquel doit satisfaire un
élément de contact linéaire pour engendrer avec un élément de contact
appartenant & &' un élément de contact intégral & deux dimensions posséde
un rang constant s, + 8, pour tout élément de F* ritué dans U, ; les éléments
de contact appartenant & &' [) U, sont dits réguliers; si s,+ s, < m— 1, par
un élément de contact ordinaire E' pascent des éléments de contact intégraux
& devx dimensions (appelés éléments ordinaires); le nombre s, est le caractére
d’ordre 1 du systéme S. On définit de méme de proche en proche les carac-
téres 8,, .., Sp—_y, ... & partir des familles &2, ..., F*—', ... d’éléments de contact
intégraux ordinaires de dimensions 2, h—1,... Si 8ok 8, ~+ .~ Spy
< m — (h — 1) par un élément de contact 16gulier E*~' passent des éléments
de contact intégraux ordinaires E"; le systdme S est alors dit en involulion
pour la dimension h.

Soit E" un élément de contact intégral ordinaire; on peut lui associer
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au moins une chaine d’éléments de contact E*~*, .., E', E° intégraux régu-
liers: E°C E'cC..C E**C E*. En utllisant le théoréme de Cavomy-Ko-
WALEWSKI, on démonfre le théoréme suivant:

Si B est un élément de contact intégral ordinaire et si E°C E' C...C E*
est une chaine attachée o E*, par E° passe awu moins une courbe inlégrale ),
tangente o E*, par SV, passe au moins une variélé intégrale ©), tangente a
E?, ..., par y_, passe au moins une variélé inlégrale Oy, tangente o E*.

Une variété 9, intégrale du systéme S est dite générale si tous ses
éléments de contact de dimension h sonft généraux. L existence d’une telle
variété est démontrée par le théoréme précédent (Nous ne considérons que
les solutions analytiques).

Soit maintenant sur une variété V,>< V, un systéme de PFarr S:

fila?, ¥} =0,
2 = X (a2dat + b,2dy*) = 0,

ol les ' et les y* sont des coordonnées locales au voisinage de wx, &V, et
Yo € Vp, les o> ef les b,* étant des fonections analytiques de ces coordonnées.
Le systéme S (ou le systéme fermé S’ obtenu a partir de S) est dit en invo-
lution relativement aux variables x' #’il est en involution pour la dimension »
et 8'il existe des éléments intégraux ordinaires se projelant sur un élément
de contact de dimension » tangent & V, (¢’ est-a~-dire dont les équations de
définition n’introduisent aucune relation entre les différentielles des variables
indépendantes x%). Pour que le systéme soit en involution pour la dimension n,
il faut et il suffit que les caractéres du systéme vérifient 1’ inégalité:
8, + 8+ . + 8y < p-+ 1. Pour qu’'il existe des variétés intégrales & n
dimensions sur lesquelles les x' soient des variables indépendantes, il faut
et il suffit (d’aprés les propriéiés des systémes linéaires) que le rang par
rapport aux dy* de chacun des systémes linéaires définissant les €léments
de contact intégraux ordinaires de toutes dimensions soit égal au rang par
rapport & lensemble des da’ et dy* du méme systéme. Les rangs par rapport
aux dy* de ces systémes linéaires permettent de définir les caractéres réduils
8y, ey 8u_, introduits par E. CARTAN. Pour que le systéme soit en involution
relativement aux variables «f, il faut et il suffit que §j==¢; (i=0,1,..., n—1}.

J. M. THOMAS a démontré [45] que les variétés intégrales générales T,
d’un systéme en involution par rapport aux variables ' constituent 'ensemble
des solutions d’un systéme X' d’equations aux dérivées partielles du premier’
ordre qui, en effectuant au besoin une transformation linéaile sur les coor-
données af, peuvent 8tre résolues par rapport aux dérivées

(1.6)

Sy,
Py f=1,..,0; =1,..,m; m=8, + 8 -+ ..+ Si_1).
Ce systéme X' qui est complélement intégrable et complétement régulier

est une forme particuliére de systéme orthonome passif défini par Riquikr [43].
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Ainsi U’ensemble des solutions générales d’ un systéme de Pfaff en involu-
tion relativement aux variables o' est U'ensemble des solutions & un systéme
aux dérivées pariielles complélement régulier et complélement intégrable.

Inversement considérons un systéme d’équations aux dérivées partielles
3¢ d’ordre ¢ qui soit complétement intégrable ef complétement régulier; si
Pon prend comme fonctions inconnues les y* et leurs dérivées jusqu’a ordre
g — 1, le systéme X? peut 8tre considéré comme un systéme du premier ordre
définissant une sous-variété I' de J'(V,, J?7'(Vu, Vp)). A ce systdme du
premier ordre correspond un systéme de PFAFF; & tout jet appartenant & II*
correspond dans J'(V,, J2 V., V,)) un élément de contact E” de dimension
n se projetant suivant un élément de contact fangent &4 V, mais cet élément
E" v’ est peut-étre pas ordinaire: le systéme de PFAFF n’est peut-éfre pas
en involution relativement aux variables x*.

2. Notion de pseudogroupe de Lie [26)].

Soit sur une variété V,, un pseudogroupe de transformations analytiques (3).
1’ ensemble des jets j4 f (d’ordre q) correspondant & tous les f ¢ I' constitue
un sous-ensemble FYI') de la variété JYV,, V,) engendrée par tous les jets
d’ordre q de V, dans V,.

Si f et g sont deux applications dont le composé est défini, on a, en
raison de la loi de composifion entre jets:

@.1) el ) = (i385 5

done JYI') est un groupoide appelé groupoide d’ordre g associé & I [26];
on définit ainsi les groupoides associés FT), F4I),..,FYI).. d’ ordres
0,1,..,q,... Sis <gq, tout jet X? ¢ JYI) se projette dans J4V,, V,.) suivant
un jet X* ¢ J%T): donc toute solution de FI') (ou application ¢ dont les
jets jlo appartiennent & JYI')) est solution de F*T}; si en particulier toute
solution de JF(I') est une transformation de T, il en est de méme de toute
solution de FI'), ou encore: si I' est 1’ensemble des solutions de F(I), T
est également 1’ensemble des solutions de JII'). On peut alors donner les
définitions suivantes:

DerFiNitioN 2.1 - Un pseudogroupe de transformations analytiques T est
dit complet d’ordre q s’il existe des groupoides associés & I' tels que T soit
Uensemble de lewrs solutions et si q est U'ordre minimum des groupoides jouissant
de cetle propriélé.

(®) @ étant ensemble des ouverts de V,,, un pseudogroupe d’automorphismes locanx
de V, est un ensemble I' d’homéomorphismes vérifiant les axiomes: 1% tout f& I' est un
homéomorphisme de Uc ® sur f(U) € ®; 2° si U=y U; et U; € &, pour qu'un homéomor-

H

phisme [ défini dans U appartienne & T, il faut et il suffit que sa restriction a chaque U
appartienne & I'; 8°) pour tout U/ ¢ ® I'application identique de U appartient a I'; si f& L,
ona: f~tel, sifel, e otsiff est défini, on a: ff' ¢ I. Voir C. EHRESMANN [24].
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DEriNITION 2.2. - Un pseudogroupe de transformations anolytiques I' est
appelé un pseudogroupe de Lie si T est complet d’'ordre q et si le groupoide associé
FUT) est une sous-variélé analytique compléiement réguliére de JUV,, V,), c’est-
a-dire si tout jet X? € FYI') admet un voisinage distingué W dans JYV,,, V,,) tel
que la composante connexe de X? dans lintersection J(T) [] W soit une sous-
variété analytique élémentaire compldtement régulidre M? En raison méme
de la définition de JFUI), & tout jet X? & JYI') correspond au moins une
golution; done une sous-variété élémentaire M2 F4I') est définie par un
systéme d’équations aux dérivées partielles 22 qui est complétement intégrable.
Supposons %¢ mis sous la forme complétement régulidre définie dans § 1.
Désignons par U (resp. V) image de M? dans la projection a? (resp. f?) de
JYV,, Vu) dans V, qui & tout jet fait correspondre sa source (resp. son but).
U et V sont des ouverts; soient «*,.., "; #',..., y" des coordonnées locales
respectivement dans U et V. La projection M° de M? dans V,X V, peut
étre représentée par les équations:

(2.2) yrrtE = Fha'y .o, &7 4y oy ) k=1,.., n—upy),
le rang des F* par rapport & I’ensemble des af et des y* étant n—p,; le
rang des F* par rapport aux «f est aussi égal a n -—p,, sivon les g’
(j =1,.., n) seraient liés par des relations ne contenant pas les ®' et ne
seraient plus des variables indépendantes. Si I’on fixe le point = & U, les
équations (2.2) définissent I’intersection de V et de la classe d’intransitivité
de x (¢’est-a-dire de I’ensemble de tous les points z € V, tels qu’il existe
an moins une transformation f & I' appliquant x sur ). Considérons ensemble
des classes d’intransitivité quand @ parcourt U; si dans I’intersection de V
et de chacune de ces classes on fixe un point (y), en donnant & y', .., yt
des valeurs. constantes indépendantes de la classe d’ intransitivité, les inter-
sections de U et des classes d’intransitivité sont définies par les équations:

(2.3) Fr(x!, ..., a") == ¢, (f=1,.., n— )
Comme le rang des F* par rapport aux «f est » — p,, on pent choisir les
coordonnées locales dans le voisinage U de fagon que les équations (2.3)
puissent & écrire wrt* =c' (k=1,.., n —p,) et les équations (2.2) devien-
nent: yrotk =gtk Le systéme ¢ peut alors s’écrire (en omettant les équa-
tions qui se déduisent de celles déja écrites par différentiation totale):

Yotk = arotk k=1,.., n— o)
y* _
% = ail{wa Y, uu)): ()‘- = 17 eeey 1‘1’0)
duy B
(2&4) am(:) = bi‘){m) ?j, %(n, u(z)), (V fr] 1, sy pi)
dufy—
a‘;lji-l) = Cip(w, Yy Ueys ooy u(q)}, p= 1., pq_‘),
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les dérivées paramétriques d’ordre 1,.., ¢ étant désignées par:
1 1 1
ULy s oo s 'M:EL;!); W25 +oe s %?2’;; Uig)y >+ M%.

Lorsque le pseudogroupe I' est fransitif, ¢’ est-a-dire lorsque la classe d’in-
transitivité de tout point x € V, est la variété ¥, elle-méme, la variété
3) peut étre identifiée & V,>X V,, et 'on a: p,=mn.

La projection de la sous-variété élémentaire M? dans J*(Va, V,) est une
sous-variété élémentaire pour §=0,.., ¢ —1 (cf. § 1). On peut démontrer
que les groupoides associés & I' d’ordre inférieur & g sont, de méme que FIT'),
des sous-variéiés complétement réguliéres. (Ces groupoides sont les projections
de §9(T) dans J°(Vy, Vi), ..., 7 4V,, V,)). Par contre nous ignorons si les
groupoides associés & I' d’ordre supérieur & q sont des variétés extraites.

DrrIiNiTION 2.3. ~ Un pseudogroupe de Lie I' d’ordre q est dit de type fini,
de degré r, si toute sous-variélé élémentaire M?C 3UI') peul élre définie par
un systéme de Mayer-Lie de degré r ou par un systéme admettant un prolon-
gement de Mayer-Lie complélement intégrable de degré r.

Un pseudogroupe de LIE qui n’est pas de type fini est dit de type infini
{« groupe infini » de LIE suivant la terminologie de E. CARTAN).

Comme les prolongements d’un systdme de MAYER-LIE complédiement
intégrable sont complétement intégrables et complétement réguliers, on peut
en déduire que fous les groupoides associés a un pseudogroupe de Lie de type
fini, de degré r, sont des sous-variétés complétement réguliéres isomorphes G
J4T) (& tout jet X' e F~ () correspond un jet X7—'*+¢¢g F—1+¥I) et
inversement). Le degré d’un pseudogroupe de type fini est supérieur ou égal
& son ordre: en effet si on avait r < ¢, toute solation de J¢(I') serait solution
de (') d’aprés § 1 et T serait complet d’ordre r.

Parmi les pseudogroupes de LIE de type fini nous envisagerons les pseudo-
groupes déduits d'un groupe de Lie [27]; G étant un groupe de transformations
de LiE opérant sur une variété V,, soit I' I’ensemble de toutes les applica-
tions f joumissant de la propriété suivante: f est une application biunivoque
d’un ouvert U de V, sur un ouvert f(U) de V, dont la restriction & un
voisinage suffisamment petit de tout point de U est la restriction d’une
application de G; I' est un pseundogroupe de LIE (déduit de G).

Exemples de pseudogroupes de Lie: 1°) le pseudogroupe des automorphismes
locaux analytiqgues complexes de 'espace numérique complexe C" (que Pon peut
identifier & R*") est un psendogroupe infini d’ordre 1; J'(T) est une variété
élémentaire M* définie par le systéme d’équations aux dérivées partielles X!:
@.5) W By _

Ak A kAR T g U, k=1,.,, n).

20) le pseudogroupe déduit du groupe affine complexe est un pseudogroupe
d’ordre 2, de degré 2; une variété élémentaire M* peut étre définie par le



38 P. Lipermany: Sur le probléme &’équivalence, cle,

systéme X°:

ay J ayj +n ayg ayj +n .
AR T T T Bk T R G k=1, ... n)
(2.6) 9
Ry
a—xé—'@a{m‘,:: (06, ﬁ, Y= 1, cary 2%).

3°) le pseudogroupe déduit du groupe des déplacements euclidiens de R" est
d’ordre 1, de degré 2; en effet c’est 1’ensemble des solutions du systéme X':

J
% gy-~——§" by I=1,.., n)

{2.7) 7 3% 3t = O

et par dérivation totale des équations (2.7) et éliminations, on obtient:

3y’

(2.8) o =

0 G, &, 1=1,.., n).

Le systéme X' est localement équivalent & un systéme complétement
régulier.

Si Pon se borne & des groupoides J4I') qui soient des variétés extraites
non nécessairement complétement réguliéres, on est conduit & la nofion de
pseudogroupe de LIiE au sens large:

DerFiNtTION 2.2 - Un pseudogroupe de transformations analyliques U est
appelé un pseudogroupe de Lie aw sens large si I' est complet d’ordre q et sl
existe un mombre ¢ =q tel que le groupoide associé FV(I') soit une variété
extraite de JY(V,, V).

Si §7(I') est une variété extraite qui n’est pas complétement réguliére,
J4T) n’est peut-étre pas une variété extraite; c¢’est pourquoi il y a lieu
d’introdaire deux ordres g et g, alors que pour les pseudogroupes de Lix,
si JY(') est une variété extraite, il en est de méme de FI).

3. Prolongements d’un pseudogroupe de Lie. Premier théoréme fonda-
mental de E. Cartan.

Soit I' un pseudogroupe de LIiE d’ordre ¢ opérant sur une variété V,.
La projection a?—' de J**(V,, V,) sur V, qui & tout jet X?=* e J2~4V,, V)
fait correspondre sa source x définit sur J?=(V,, V,) une structure fibrée
de base V, [26]. Toute transformation f € I' appliquant un ouvert UC V,, sur
un ouvert U’ = f(U) se prolonge en un homéomorphisme f? de (2¢~*)=*U sur
(@24~ U, appliquant fibre sur fibre, défini de la maniére suivante: f? est
I’ application qui & tout jet X?—* & J%!(V,, V), de source x & U, de but y,
fait correspondre le jet X'¢—'= Xe'(j27'f)=*, de source «' = f(x), de méme
but y. I’ensemble des transformations f¢ correspondant & toutes les transfor
mations f de I' est un pseudogroupe de transformations analytiques (*) opérant

(3) Ce pseudogroupe a ét¢ introduit par AmMarpI [1].
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sur la variété J*='(V., V) et laissant invariant le groupoide 32~*(T'): en effet
si Xt ¢ $9-4T), comme (52 'f)~* € F=—'(T), on a alors: Xq"j%_lf) e g4I

Nous désignerons par I'? la restriction de ce psemdogroupe & la souns-
variété F—4(I): TI'? est donc un pseudogroupe de {ramsformations opérant sur
la sous-variété J7—*(T').

Soit M?—* la projection dans J*4V,, V,) d’une sous-variété élémentaire
Me 34Ty et soit U Pimage de M?-* dans V,, par la projection a?~*. Considé-
rons l’ensemble y? des transformations de I'? laissant invariante la sous-
variété ¢lémentaire M?9~*'. A toute application g ¢ I' dont les jets d’ordre ¢
appartiennent & M9 eorrespond une application ¢ d’une partie U, de U dans
Me—+, définie par: ) =% 'g= X?=' ott & & U,; le jet du premier ordre
Y-—hcp est déterminé par le jet X? = jig, ce qui permet d’identifier JY(V,, V,)
avec un sous-espace de J'(V,, J9V,, V,)) [26]. Remarquons que 'application
a?=%¢ est ’application identique de U,. Soit @ 1’ ensemble des applications ¢
correspondant & toutes les solutions g d’un systéme d’équations aux dérivées
partielles 2¢ définissant la variété M9: @ est 1 ensemble des solutions du
systéme 2? considéré comme systéme du premier ordre sur J'(V,, J7(V,, Va)),
ou encore, X? étant écrit sous la forme (2.4), ® est ’ensemble des solutions
du systéeme de Prarr §?:

yp_o‘{-k:mp.o-{»k, (k-"—_— 1, ey 1 90}
1) 0, = dyt — Zalw, ¥, u,)det = 0,. A=1,p),
032) = duv — 2 bf(””a Y, Uy, u(a))dml = O’ (V = 1 ’)’
e?q) = du(q _yy o, Y, Uy, e Ugy)duct = 0, p=1,.., P‘q o

Toute application f¢ ¢ y? transforme une application ¢ 8 ® en une applica-
tion ¢ & @ telle que: ¢'(@) = f¢'¢[(f) ~*(x)]; par conséquent {2 laisse invariant
le systéme de Prarr S7. Inversement soit f4 une application de J7~{(V,, V,)
dans J=(V,, V,) laissant invariant le systéme S?¢; f{ est la projection d’une
application f{*! de J9(V,, V,) dans J(Vw, V,) laissant invariante la sous-
variété M¢; donc fI'' se projette dans V, suivant une solution de F¢(I)
¢’ est-a~dire, puisque I' est complet d’ordre g, suivant une application f, e T
et par conséquent on a: f¢ g v?.

Toute application f? & y? transformant un jet de but y en un jet de
méme but laisse invariantes les p, formes wj)=2 a,dac‘ (ainsi que les formes
m‘.“’,“' = davot k) et par suite également les formes duwfy = Zw(,) A v;; les formes
w; qui peuvent § écrire : wj _ZAj;(‘)f],—l—LB,ve(g) (mod. i) sont invariantes
mod. w{jy; or le systtme S? demeurant invariant, les formes 62 sont repro-
duites & une combinaison linéaire et homogéne prés et les formes II;=
=2 4; 39;1) -+ I B},8} sont invariantes. On peut démontrer que parmi ces formes
il y a p*+ p! formes linéairement indépendantes &)2}, ., o' . Les formes duj,
sont invariantes. En poursuivant le raisonnement, on démontre que les
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applications de y? laissent invariantes % -+ p, -+ ... + po—, = m,_, formes de
PFAFF linéairement indépendantes (A coefficients analytiques):

dyi 3 w}l)(m) Y Wy, dx, dy): wr2)(w, Y, Ugys Uy da, d{‘/) du(n); ey
ofg®, ¥ W5 ey iy A0 BY, AUy, ooy Bhig— )5
les formes m’(ﬂ sont linéaires en dw, dy, du,, ..., A4y _,,, les coefficients étant
fonctions des x, ¥, Uy, .., Uy, -.
11 résulte de I’ étude précédente que )’ ensemble des applications de v
est I’ensemble des solutions du systéme de Prarr §°:

otk o ootk | g = gt k=1,..,m—p,;i=1..,n)
ol y, W, de', dy) = o}, ¥, u,, d, dy),

(B:2) e e e e
w%q)(x’a Yy Wiy ooy Wegy, 025 Ay, Ay, ., AW g ) =

= "-’fq)(my Yy Uy s ooy Uiy G0, AY, Aheyy s e, Biheg— )

1’ ensemble des solutions du systéme &? est 1’ensemble des solutions d’un
systéme d’équations aux dérivées partielles du premier ordre qui peut &étre
mis sous une forme complétement régulidre et définit ainsi une sous-variété
élémentaire complétement régulitre N! de J(J ' (Va, Vi), J7(Va, Vi)
Donc I’ensemble y? des applications du pseudogroupe I'? laissant invariante
la sous-variété élémentaire M"—' est un « noyau » de pseudogroupe de Lie du
premier ordre: Y9 est 1’ensemble des solutions de la sous-variété N',
voisinage des jets du premier ordre de 1'application identique de M¢~!. On
peut en déduire que le pseundogroupe I'? est un pseudogroupe de LIE du
premier ordre (ou pseudogroupe wnormal suivant la définition donnée par
E. CARTAN) d’onr le premier théoréme fondamental de E. Cartan [12]:

THEOREME 3.1. - A foul pseudogroupe de Lie I d’ ordre q, opérant sur
une variété Va, est associé un pseudogroupe de Lie I'' du premier ordre (appelé
premier prolongement normal de I'), opérant sur la variélé exirvaile F¢*(T)
(de dimension m,_,), toute application de I? élant le prolongement d une
application de T ; U’ensemble des applications de 'Y laissant invariante une
sous-variété élémentaire M~ C F—(I') (st caractérisé par la propriéié de laisser
invariantes m,_, formes de Pfaff linéairement indépendanies.

Si les groupoides associés & I' d’ordre supérienr & ¢ sont des variétés
extraites, on peut démontrer de méme que les pseudogroupes [¢*+*, I'+% .,
['e+x . opérant sur les variétés extraites §4I), F+(I),..., F4**(l),... sont
des pseudogroupes de LIE du premier ordre (le prolongement I'*+¥ est appelé
kitme prolongement normal de T). En particulier si I' est de type fini, de
degré r, on peut définir ses prolongements normaunx successifs qui sont de
type fini; nous désignerons par prolongement normal principal de I' le pro-
longement normal I'" opérant sur la variété J™—*(I'); ce prolongement normal
principal est un pseudogroupe de LiE d’ordre et de degré égaux a 1.
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4. Equations de structure. Deuxiéme théoréme fondamental de E. Cartan.
4) Soit I' un pseudogroupe de LIE et I'? son premier prolongement
normal. Supposons que le groupoide F2+'(I') scit une variété extraite définie
localement par un systéme d’équations aux dérivées partielles Z?*' auquel
correspondent uu systéme de PFAFF S9%* (appelé prolongementi du systéme
S¢ défini par les équations (3.1)) et un systéme de PFAFF §9+! (appelé prolon-
gement du systéme 8¢ défini par les équations (3.2)). Le systéme §2*! contient
les équations de &¢ auxquelles on adjoint y, équations:

0 ’ ’ ’ ’ ’ ’ _—
O )&, Yy Wy ooy Wigpny, A, dy, AU, ..., duw',) =
9
= w(q+])(m, Yy Uyy ooy Ugynys dw; d"’: duu), () du(q))'

Changeons de notation et désignons par u* les dérivées paramétriques d’or-
dre inférieur ou égal & ¢ — 1, par v les dérivées paramétriques d’ordre g,
par o le formes w(,.., p.){q) et par mnz les p, formes wfyy; On a:
dow' =3I w* A 0¥, ou les formes v, (définies mod. wi) sont linéaires en dux, dy,
du, dv; en utilisant le méme raisonnement que dans § 3, on démontre que
les formes dw’ peuvent s’ écrire:

doi =3 cjroi A oF + 3 aig? A7, (G, 4, k=1, ..., my,_,)

4.1) i ;
Cjk + Cp; = 0,

olt les aj, sont invariants par les transformations de I'?%. En désignant de
maniére abrégée les formes o' (', ¥, ', v, do’, dy, du') par ", on a également:

dw'i =3 cjpwd A\ o* + 2 a;."aa)’f A T,
Le systéme §9*! peut &’ écrire :
4.2) o't = wf, 't = me (F=1,, my_y: a=1,.., p,)
On en déduit, en tenant compte des relations: aj, = A

4.3) ¢, = ¢t

b @G 4, k=1,... m,_,).
Ces coefficients sont donc invariants par les transformations de TI'? laissant
invariante la sous-variété élémentaire M?—! et par suite sont des fonctions
des tnvariants xrtk. Les équations (4.1) sont appelées équations de structure
du pseudogroupe normal I'?

Le systéme de Pra¥r §7:

0t —oi=0 t=1,.,, my_,y)
(auquel on adjoint les équations d(w? — w))=0) n’est peut-étre pas en invo-
lution. Pour qu’il le soit, il faut et il suffit d’aprés § 1 que les caractéres
réduits §’; de ce systéme soient égaux aux caractdres s;; cette condition est
équivalente & la suivante: il faut et il suffit que le nombre de paramétres
(que nomns désignerons par €)), dont dépend 1’élément intégral ordinaire &

Annali di Matematica 6
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m,—, dimensions soit & égal &:
8, + 28, + .. + (N — 1)¢'y.c1 +- Noy,
ou I’on a posé N=1mm,_, (pour simplifier les notations) et
o= g+ N— (s, + &, + .. +8n1)

Comme le caractére §, est égal au rang des formes w"-— i ¢’ est-d-dire
a N, on a: oy=yp,— (§,+8, 4+ ..+ v Les nombres ¢,, &, +¢,,
&, +¢,+¢,,.. sont le rangs respectifs des systémes d’équations:

(4.4), T (uaky 4 uah, + ... + unak,)nr =0 G=1,.., n)
s, f (u’a}a + u’oz%a + o u"wfm)n“ = 0, .
X (W'a1. + V*az, + ... + VA =0,

2 (w'al, + wiab, + ...+ urah)ne = 0,

(4.4), 3 (0'als + vk, + ... + vk e = 0, =1, .., n),

I (w'ate+ Was, + ... 4 WAy 7% = 0,

ol les o, ¢, wt, .. sont des coefficients arbitraires tels que le rangs des
systdmes (4.4),, (4.4),, (4.4),,... sont les plus grands possibles.
Le nombre 9 est égal au nombre de coefficienis indépendants ¢z définis
par:
e =3 {fok

5
(45) 2 gl b0 A\ k=0

(e=1,.., pg; i=1,.., N).
Lorsque le systéme &7 est en involution, le systéme des coefficients aj, est
dit involulif.

B) Soit T un pseudogroupe de LIE de type fini et I'" son prolongement
normal principal. Désignons par u> les dérivées paramétriques d’ordre infé-
rieur ou égal & r— 1, par w’ les formes w),.., o). Comme il 0’y a pas
de dérivées paramétriques d’ordre r les coefficients des formes w/ sont
fonctions de ®, y, u et les coefficients af, sont nuls (ces coefficients consti-
tuent encore un systéme involutif). Les équations (4.1) deviennent:

; i
dw =3I ¢j,nf A\ oF,

(4.6) ; i
cix + cxj =0,

@ 4, k=1,.., m,).
Ces équations sont les équations de structure de I'". Le systéme de PFAFF §":
wf= 0 (i==1, ..., m,) est complélement intégrable. Si le pseudogroupe I' est
transitif, il en est alors de méme de I'", restriction de I'" & la variété
Fr-4T)c J—Y(I') des jets ayant pour but un point fixe y,e V., (le coefficients
cix sont dans ce cas des constantes) et il existe une transformation et une
seule f" € I'" appliquant un point arbitraire X7—* ¢ J*—*(I') sur un point arbi-
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traire X7t F7~T'). Nous dirons que I'" est dans ce cas simplement tran-
sitif. Le prolongement normal principal joue un role analogue & celui du
groupe des paraméfres dans le cas d’un groupe de transformations de LiE.

C) Sur une variété V,, de dimension #, la suite (w!,.., 0©") de n
formes de PrAFF linéairement indépendante wi=.2 A;dwf (ot les =’ sont des
coordonnées locales dans le voisinage U d’un point de V, et les A} des
fonctions analytiques de ces coordonnées locales) constitue une forme diffé-
rentielle du premier ordre v [26]: ©w est une fonction continue qui & tout
point @ & U fait correspondre un corepére du premier ordre v, d’origine »
¢’ est-a-dire un jet du premier ordre inversible de V, dans !’espace numéri-
que R", de source x, de but 0. Ainsi la suite des formes w/ définies dans B)
constitue une forme différentieile sur la variété Fr—4(I).

Considérons maintenant la suite w(u) =[w!(x, u, dv),..., o"(x, u, dx)] ou
les formes wi(x, #, dx) =X Aj{x, u)dx sont linéairement indépendantes, les l;
étant des fonctions analytiques des coordonnées locales % et de p paramdtres
ut, ..., ut. Cette suite w(u) définit dans 1’espace H¥*(V,) de tous les corepéres
du premier ordre sar V, une sons-famille analytique de corepéres du premier
ordre dont l’origine est dans U. Ainsi la suite des formes w!, ..., w™—y défi-
nies dans A4) constitue une sous-famille analytique de corepéres sur Fe—*(I).

L’étude faite dans 4) et Bj conduit & la réciproque du deuxiéme théoréme
fondamental de E. Cartan:

THEOREME 4.1. - Soit sur une variété V, un pseudogroupe de transfor-
mations analytiques T jouissant de la propriété suivanie: tout point de V,
admet un voisinage distingué U fel que les lransformations f el dont la
source et le but (') appartiennent & U constituent I’ ensemble des solutions du
systéeme de Pfaff
4.7) i, 4, de) = oz, ¥, dr) t=1,.., n)

o les wHx, u, dx) définissent dans U une sous-fomille analytique de corepéres
du premier ordre. Si le systéme (4.7) est en involution, c’est-a~dire si les diffé-
rentielles dw® peuvent s’ écrire

dvi =2 cixw? A oF + 2 ajwl A\ w

(4.8) (i7 7, k= 1; ey %)

O?;'k -+ cij =0
(ot les a, et cix sont invariants par les tramsformations de T, les . consti-
tuant un systéme involutif et les formes n élant définies sur la variété H*(V,)),
le pseudogroupe T est un pseudogroupe de Lie du premier ordre. En porlicu-

lier si les aﬁa sont nuls, le pseudogroupe I' est un pseudogroupe de type fini
de degré 1.

(*) Bi f est une application d’un sous-ensemble U’ de V, sar £(U'), U’ est appelé la
source de f ot f(U’) le but de f [28].
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En effet si le systéme de PrAFF (4.7) est en involution, il résulte de
I’ 6tude faite dans § 1 que 1’ensemble des solutions générales de ce systéme
est ensemble des solutions d’un systéme d’équations aux dérivées partielles
du premier ordre compldtement intégrable et complétement régulier: le
pseudogroupe I' est alors un pseudogroupe complet du premier ordre tel que
le groupoide #'(I') soit une variéié analytique complétement réguliére extraite
de J'(Vy, V,)). Comme on n’a pas démontré que I’ensemble des solutions d’un
systome d’équations aux dérivées partielles complétement intégrable et com-
plétement régulier est 1’ensemble des solutions générales d’un systéme de
Prarr en involution, le deuxidme théoréme fondamental de E. CARTAN n’est
pas démontré non plus sauf dans le cas d’un pseudogroupe de type fini, de
degré 1: les conditions énoncées dans le théoréme 4.1 (avec uj, = 0) sont alors
nécessaires pour que I' soit un pseudogroupe de Lie de type fini, de degré et
d’ ordre 1. Remarquons gue si les a; sont nuls, la suite v = (0!, .., o)
définit dans U une forme différentielle du premier ordre.

Si le systéme (4.7) n’est pas en involution mais admet des prolongements
en involution, 1’ ensemble des solutions générales de ce prolongement est
I’ensemble des solutions d’un systéme d’équations aux dérivées partielles
complétement intégrable mais pas nécessairement compldtement régulier: le
pseudogroupe I est un pseudogroupe de Lie au sens large.

CrAPITRE 1L
Le probléme d’équivalence de E. Cartan.

5. Définition de I'équivalence locale des structures infinitésimales.

L’espace T(V,) des vecteurs tangents & une variété V,, de dimension n,
r fois différentiable (on suppose r=>3) est un espace fibré de symbole
T(V., R*, L,, H), le groupe structural L, étant le groupe linéaire homogéne
de l’espace numérique R" [24]; I'espace fibré principal H(V,) associé & T(V,)
ou prolongement principal du premier ordre de la variété V, est I’ensemble
des isomorphismes de R" sur Despace tangent T, & V, au point x € V,
lorsque « parcourt V,. Chacun de ces isomorphismes est un repére du pre-
mier ordre sur V,. On désigne par siructure infinitésimale réguliére du pre-
mier ordre [26] (que nous appellerons plus briévement structure infinitésimale
réguliére car nous n’envisagerons pas de structure infinitésimale d’ordre
supérieur) une stracture fibrée subordonnée & T(V.}: cette structure subor-
donnée a pour symbole T(V,, B, G H'), le groupe structural G étant un
sous-groupe de L,. Si E" est muni d’une structure s subordonnée & sa
structure d’ espace vectoriel réel, admettant G comme groupe d’automor-
phismes, cette structure est transportée par un isomorphisme k, € H'(V,) sur
une structure bien déterminée définie dans T,. A chaque x correspond une
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famille H, de repéres distingués (ou repéres appartenant & H'(V,). On a :
H,' = h,G. Dans le voisinage U d’un point de V,,, la structure infinitésimale
réguliére, que nous désignerons par 8, peut étre déterminée par une forme
différentielle du premier ordre w, c¢’est-a-dire une fonction continue qui au
point x € U fait correspondre un isomorphisme 4,~* de T, sur R", (ou core-
pére distingué d’origine x); 'ensemble H,' des corepéres distingués d’origine x
est alors H,'* = Gh,~'. Cette forme différentielle ® est encore la suite de n
formes de PFAFF o', .., o, différentiables, linéairement indépendantes en
chaque point x; le corepére h,~' (que nous désignerons aussi par w,) peut
étre identifié & la suite (w,',.., v,") des restrictions des formes !, .., o
4 T,; la structure § peut &tre déterminée dans U par toute autre suite &
de n formes de PFAFF linéairement indépendantes &’/ = T ulw' telles que les
u] soient des fonctions différentiables de x et que la matrice w d’éléments u]
définisse en chaque point une transformation de G.

Sur la variété V, une forme différenticlle extérieure tensorielle @ de
degré g est une fonction qui a tout point « & V, fait correspondre une
application linéaire ®, de 1’espace des g-vecteurs en a dans 1’espace des
tenseurs de type donné en a. A fout corepére w, (lequel définit une base
dans le dual de T,) correspondant des composantes (@} ), de ®,. A la
forme différentielle w = (w',..., 0") définie dans UC V,, correspondent des
formes différentielles extérieures @;k de degré ¢, c’est-a~dire les fonctions:
€ — ((I)‘;};'___)w. Ces formes peuvent s’ écrire :

(5.1) o = 3 A s A e A (6, B =1, ., ),

ou la restriction & chaque point = des A;k,__,“,,_,m sont Jes composantes d’un
tenseur. A la forme differentielle ® = (&', ..., ®") ou & = 2 ulw! correspondent
les formes différenticlles extérieures @y = 2 Apolp,. 0,08 A ... A 0P telles que:

X G i k
5.2) B =3 ufoo ... By @b o=1,.., n),
oit les v} sont les 6léments de la matrice #—'. On en déduit:
~a... i &
Agc...ﬁl...ﬁq =2 u?vgvc... i ’Ugi o qA]k y.edlg ®

Soient deux variétés V,, et /V\,,, de dimension n, sur lesquelles sont défi-
nies respectivement des structures infinitésimales régulicres s et’s, de méme
groupe structural G; un isomorphisme local des deux structures est par
définition un homéomorphlsme différentiable ¢ d’un voisinage U d’un point
de V, sur un ouvert TV, jouissant de la propriété suivante: la strac-
ture § 6tant déterminée dans U par la forme différentielle », la structure 8
est déterminée dans U par la forme différentielle w, transformee de w par ¢
(désignée par w —=o { )} et telle que:

(6.4) 0y, == u)q,(w)]wcp pour tout « € U,
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olt j;qa désigne, comme dans § 1, le jet du premier ordre de source = de la
fonction ¢. Soient p et p les projections canoniques des espaces fibrés
H'(V,) et H'(V,) sur leurs bases respectives; 1'isomorphisme local 3 se pro-
longe en un homéomorphisme ¢ de p=4U) sur p—(U), ces voisinages étant
respectivement homéomorphes & U G et U>< G. L’isomorphisme ¢ associe
également & toute forme différentielle extérieure tensorielle ® définie dans U
une forme différentielle extérieure tensorielle ® définie dans U, de méme
degré et de mé&me type. La structure s sera dite localement isomorphe (ou
localement égquivalente) & 8 si pour tout point € V,, il existe un isomorphisme
local ¢ appliquant an ouvert UC V, sur un voisinage T de . Si 9, et o,
sont deux isomorphismes locanx de V, sur V,, Dégalité ¢,(r) = ¢ (x) (on
xe V,, eV, est équivalente &: ' = gp,,(x) ol ¢, est un aulomorphisme
local de la structure 8. Le probléme d’isomorphie locale (ow probléme d'équiva-
lence de E. Cartan) est la recherche des conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’'une structure infinitésimale réguliére soit localement isomorphe &
une autre,

Une structure infinitésimale réguliére de groupe structural G est dite
intégrable si elle est localement isomorphe & la structure g, de ce type
déterminée sur R" par la forme différentielle w = dwx (¢’est-a-dire la suite
dx', ..., dz™). Soit & le sous-groupe du groupe affine & »n variables tel que
le plus grand sous-groupe de G laissant fixe le point O soit le groupe G.
Désignons par O le pseudogroupe de LIE, opérant sur B*, déduif (cf. § 2)
du groupe G et par I' le psemndogroupe des automorphismes locaux de la
structure §,. On a O cZI'. D’autre part le jet du premier ordre de tout auto-
morphisme local détermine une transformation linéaire appartenant & ©. On
en déduit gue le groupoide du premier ordre J'(I') associé & I' coincide avec
le groupoide J'(O) associé & 0. Si le pseudogroupe O est complet du premier
ordre, les pseudogroupes I' et O sont identiques: les seuls changements de
coordonnées locales admissibles sont lindaires.

Une structure infinitésimale réguliere est dite dsolrope au point x #'il
existe un automorphisme local de la structure transformant un corepére
d’origine & en un corepére arbitraire de méme origine; la structure est dite
localement homogeéne &’ il existe un automorphisme local de la structure
transformant un point arbitraire 2 & U en un point arbitraire o' € U; le
pseudogroupe des automorphismes locanx de la structure est alors transitif.

6. Connexions affines assocides & une structure infinitésimale. Courbure
et torsion.

Soit sur une variété V, une structure infinitésimale régulidre dont le
groupe structural @ est de dimension p; désignons encore par G le sous-
groupe du groupe affine dont G est le plus grand sous-groupe laissant fixe
le point O.
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D’aprés une définition donnée par C. EHRESMANN [2D], une connexion
infinitésimale (°) dans 1’espace fibré H'(V,) est déterminée par une applica-
tion II de la variété T(H') des vecteurs tangents & H’' dans I’espace tangent
T/(G) & la variété du groupe G en e (6lément neutre de G); cette application
est une forme différentielle vectorielle vérifiant les conditions suivantes:

10 8i Von fixe le repére h ¢ H'(V,), la resiriction de II aux vecteurs
h 4+ dh d’origine h est linéaire.

20 TI(h(u + du)) = u—*(u +- du), ot u & G.

1
6.1) 3o I(h + dhju) = u—I(h + dh)u.

Par conséquent si I’on considére le repére h=huw!, on a:
(6.2) H(h + dh) = ull(h + dhju—* — (u + duju—".

L’ application II est définie par les formes différentielles o} sur T(H') telles
que Il{h + dh) soit la transformation infinitésimale du groupe @ représentée
par: '

(6.3) dx' = Z wi(h + dh)z? t=1,.., n).

Le rang des formes w} est p; ces formes w; sont done liées par n* — p rela-
tions linéaires

(6.4) 23 %wj=0 (@=1,.., n*—p),

07
ot les coefficients A“;: sont constanis; en effei les équations (6.4) sont les
équations linéaires qui définissent T,(G) comme sous-espace vectoriel de
TAL,) ot L, est le groupe linéaire homogéne de E™.
Comme (u -+ du)u—* est la transformation infinitésimale de G:

(6.5) det = S duiviai t=1,.., n),

application (h, u) — hu—* fait correspondre & la forme différentielle vecto-
rielle II la forme différentielle vectorielle II, définie dans H'> G, & valeurs
dans T,(G), de composantes:

(6.8) o = I (— dubvh + ubvhol) = 2 (uldvl + ulvlo’) (1, k=1,..., n)
{otr les ui sont les 6léments de la matrice u, les vi les éléments de Ja ma-
trice u—*).

A la connexion définie par 1’ application II est associée la conmexion

affine définie par la fonction II' qui fait correspondre & tout vecteur
h+dh e T(H') la transformation infinitésimale du groupe G représentée par :

(6.7) dat = wi(p(h + dh)) + = wiih + dhla’ t=1,.., m),
p désignant encore la projection canonique de H'(V,) sur V,; on a:
wi(pk + dh)) = (p*w!)(h + dh) (t=1,.., n).

(%) Pour I’étude des corinexions infinitésimales voir également S. Cugrn [19].
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Nous dirons que la connexion affine II' est définie par les formes o' et w;.
Au vecteur k4 dh (ot h = hu~*) est associée la transformation infinitésimale
de G représentée par:

(6.8} da? = &Y (p(h + dh)) + 2 er(h + dh)e? i=1,.., n

ot ® = 3 ulw?, les & étant définis par (6.6).

Soit sur une variété V, una structure 8 localement isomorphe a la
structure § sur V,,; un isomorphisme local ¢, deux fois différentiable. appli-
quant le voisinage U d’un poinf de V,, sur TcV,, associe a toute connexion
affine sur U une connexion affine sur T; en effet ¢ se prolonge en un
homéommphxsme différentiable ¢ de p"‘(U) sur p"(U) et la connexion affine
sur U sera déterminde par les formes o' et w' transformées des formes o’ et w?
par P application ¢~ '

Dans § 5, la forme o= (', .., 0"} définie dans un ouvert U de V,
déterminait une section dans l'espace H'*V,) des corepéres distingués. Nous
supposerons qu’il en sera de méme dans le suite de ce chapitre. Par consé-
quent les formes w;, qui avec les formes w?, définissent la connexion affine
II' sont des formes sur V, alors que le formes @ (qui avec les formes
®! = 3 ulw' définissent la méme connexion) sont des formes sur H'(V,).

A la connexion affine II' sur V, est associée une différentiation cova-
riante. Soit ® une forme différentielle extérieure tensorielle (cf. § 5) dont
les composantes par rapport & la forme différentielle v sont @%:.... Nous allons
montrer que les formes D®ji,. définies par:

(6.9) D®jii. =dPjii..+ Z 0, APji.— E0f APii..— T ADG A (6, k=1, .0, 9)
(ol d est le symbole de différentation extérieure) sont les composantes rela-
tivement & w d’une forme différentielle extérieure tensorielle que I'on désigne
par DD et qui est appelée la différentielle covariante de la forme @ par
rapport & la connexion affine II'.

En effet si ®f;. sont les composantes de ® _correspondant & & = (&,..., &")
oit @' =T ulm' et si ’on définit les formes DOY: par:

D& = adg + 2 of ABL:. — BofA DL — D ac ADGiL+ . (@, b, c=1,.., 0),
on vérifie, en tenant compte de (6.6), les relations:
(6.10) Dd3 = S ufvff ... DO {a, b, c=1,..., n),

et les formes DCD];C étant des formes différentielles extérieures sur V,, il
en est de méme des formes D®§: (alors que les formes ads;: sont des
formes sur H'(V,)).

Ainsi la différentielle covariante d’une forme différentielle extérieurc
tensorielle @ de degré ¢ est une forme différentielle extérieure D®, de

méme type, de degré g+ 1.
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En particulier considérons la forn},e différentielle extérieure tensorielle
(que mnous désignerons par le symbole dir) qui a tout goint xz e V, fait cor-
respondre I'application identique de 7',. Cette forme dx a pour compogantes
{relativement & la forme w): o!, .., o®. La différentielle covariante Ddx est
donc une forme différentielle tensorielle de degr 2, appelée lorsion de la
connexion II'. Ses composantes

(6.11) Q! = Do = do' + 3 0} A o/ E=1,.., n)
sont appelées formes de torsion de la connexion II'; si 1’on pose

Qf =3 40’ A vl les Ai, definissent le tenseur de torsion.
Lies formes différentielles extérieures quadratiques

6.12) Q) = du} — Z o} A v} G i=1,..n

constituent également les composantes (correspondant & la forme w) d’une

forme différentielle extérieure tensorielle; en effet & la forme @ correspondent
les formes QL = déy — = G)Z A ni. vérifiant les relations:
(6.13) 0} = 2 uljQ} & l=1,.., n);
ces relations (6.13) se démontrent en utilisant les relations (6.6).

Les formes Qj sont appelées formes de courbure de la connexion I et

si on pose Q}:_— 3 R;zmm‘ A o™, les R, définissent le fenseur de courbure
de la connexion. Par différentiation extérieure des relations:

(6.11y dot =3 o A\ v} 4+ Q! i=1,.., n),
(6.12y dwi =3 o} A o} + @ G,i=1,., n),
on obtient les relations suivantes généralisant les identités de Bianchi :
(6.14) dQf +3Q A 0t —Sw A Q=0 E=1,.., n),
(6.15) Qi+ ZQ A wi—Zof A Q=0 G j=1, .., n),
relations qui peuvent & écrire:

(6.14) D=3 A 9 i=1,.., n),
(6.15) DQi=0 G, j=1,.., n).

Done la différentation covariante du tenseur de courbure n’introduit pas de
nouveau tenseur [19] (¥).

Pour toute structure infinitésimale régulidre, il existe toujours des con-
nexion affines {25]. Il peut arriver qu’on puisse imposer d’avance de maniére
canonique un tenseur de torsion (ce sera le cas de toutes les structures que
nous étudierons ultérieurement) mais la connexion affine associée & la struc-

(*) Remarquons que pour la foime différentielle extérieuie tensorielle ® de composan.
tes *b;‘,;‘m, on a: D?q?}gm P 9: Nd ;;;:_. -2 9.;.’ Ay — 2 Qgc A Q;i:' “+ . ; 8i $=dx, on
obtient les formules (6.14)

4 3 di Mot " 7
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ture n’est pas nécessairement déterminée (structures presque complexes,
presque symplectiques par exemple). Pour certaines siructures le choix de
la torsion détermine de maniére unique la connexion affine associée a la
structure (structures presque hermitiennes, presque quaternioniennes par
exemple) ; le groupe structural G est alors tel que les relation (6.4) et
dot — Qf = 3 o/ /\ w; déterminent entidrement les wj (ou encore les relations
(6.4) et T w/ A 0;=0 entrainent w;=0).

Considérons maintenant une structure infinitésimale réguliére (de groupe
structural G) qui soit intégrable ¢’ est-a-dire localement isomorphe & la
structure 8, déterminée sur- B par la forme dx = (dz',..., dx"). A la struc-
ture g, correspond dans R" une connexion naturelle. Tout isomorphisme local
d’un ouvert de B" sur un ouvert U de V, associe & cefte connexion naturelle
une connexion affine dans U que nous appellerons mtegmble cette connexion
intégrable peut étre définie par des formes ! eof w; telles que of=dux’,

-wO par conséquent en raison de (6. 6) la méme connexion est définie
par les formes &' =2 u,daa‘ et @y = — 3 duwk La courbure et la torsion de
cette connexion intégrable sont nulles et nous allons montrer que ces pro-
priétés caractérisent une connexion intégrable associée & umne structure inté-
grable. En effet si la courbure est nulle, le systéme

(6.16) ok = 3 (uidvk, 4 uivhw)) =0

est compldtement intégrable; en raison des conditions (6.1) les vecteurs tan-
gents aux variétés intégrales ne peuvent &tre tangents aux fibres de H'(V,),
done chaque variété intégrale de (6.16) définit une section de H'(V,), ¢ est-
4 dire une fonction continue qui & tout @ € V,, fait correspondre un corepére
G)xa-:.(ﬁ);;.,., o) tel que: dw'=Q! (i=1,.., n). Si de plus la torsion est
nulle, on a da*=0 (i=:1,.., n) et il existe un systéme de coordonnées
locales ..., x" telles que dwf = &' La structure considérée est donc inté-
grable et la connexion associée, définie par les formes dis* et @; =0 est
intégrable; d’ou :

THEOREME 6.1, - Si parmi les connexions affines que Uon peut associer
& une structure infinitésimale régulicre 8, il en existe une o courbure et torsion
nulles, la structure s est intégrable et .la connexion considérée est intégrable.

Remarque : suivant une définition donnée par C. EHRESMANN, une con-
nexion infinitésimale II' dans H'(V,) est dite intégrable si le champ C trans-
versal aux fibres déterminé par la connexion est compldtement intégrable;
pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que la courbure et la torsion de
connexion soient nulles [25]. Done les connexions intégrables que nous avons
définies sont aussi des connexions dont le champ C transversal aux fibres
-est complétement intégrable.

Soit sur une variété V, une structure infinitésimale réguliére intégrable
8 et soient ¢, et p, deux isomorphismes locaux deux fois différentiables dont
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les sources appartiennent & R", les buts de ces isomorphismes étant respec-
tivement des ouverts U, et U, de V,; désignons par ¢,, I’automorphisme
local de RB"™ tel que ¢,(x)=9p,(x') soit équivalent & a' =¢,[@) ol =& R"
' € R* A la connexion naturelle dans B”® sont associées par ¢, et ¢, deux
connexions intégrables dans U, [] U,. Pour que ges connexions coincident,
il faut ef il suffit que ¢,, appartienne au pseudogroupe © déduit du groupe
affine G (dont le groupe structural G de § est le plus grand sous-groupe
laissant fixe le point 0). En effet dans U (1 U, la premidre connexion peut
étre définie par les formes dr' et w;=0, ou encore par les formes
do''=ZSuide (ou les u} déﬁmssent en chaque point une ftransformation u
bien déterminée de @) et @y = — 2 dulvk (les v} définissant la tra.nsforma.tlon
#~*); la deuxidme connexion peut 8fre défmle par lés formes da? et @ =0;
les deux connexions coincident si les u} sont des constantes. Par conséquent
si on ne peuf associer qu’une seule connexion affine intégrable a la struc-
ture 8, cefte structure est localement équivalente & une structure s, de R*
dont le pseudogroupe des automorphismes locaux est le pseudogroupe 6.

Pour toutes les structures infinitésimales régulidres que nous étudierons
ultérienrement, nous imposerons de manidre canonique un tenseur de torsion
de fagon que la torsion de foute structure intégrable soit nulle: pour une
structure intégrable 8, parmi les connexions affines compatibles avec ce
choix de la torsion se trouvent toutes les connexions intégrables que 1’on
peut associer & cette structure; si de plus le groupe structural G est tel que
le choix de la torsion détermine de maniére unique une connexion affine,
on ne peut alors associer & la structure intégrable 8 qu’une seule connexion
affine intégrable et I’on obtfient le théordme suivant:

THROREME 6.2. - Soit 8 une siructure infinuésimale réguliére intégrable
dont le groupe structural G est tel que pour toute structure infinitésimale
réguliére de méme groupe structural, le choix de la lorsion délermine canoni-
quemenl une connexion affine associde. Le pseudogroupe des automorphismes
locaux de lo structure 8, de méme type sur R (& laquelle 8 est localement
équivalente) est alors le pseudogroupe © déduit du groupe affine G (dont G
est le plus grand sous-groupe laissant fixe le point O).

Par conséquent si une structure intégrable 8 est localement équivalente
4 une structure g, de R" dont le pseudogroupe des automorphismes locaux
est un pseudogroupe de LIE de type infini, pour aucune structure infinitési-
mate régulidre de méme groupe structural, le choix de la torsion ne peut
déterminer de maniére unique une connexion affine (structures presque com-
plexes, presque symplectiques).

Remarques : 1°) pour qu’une structure infinitésimale réguliére telle que le
choix de la torsion détermine canoniquement une conmexion affine associée soil
intégrable, il faut et il suffit que la courbure et la torsion de celte connexion
canonigue soient nulles. Cette proposition résulte du théoréme 6.1,
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20) La torsion éiant déterminée canoniquement, tout automorphisme
local @’ une structure infinitésimale réguliére laisse invariantes les compo-
santes A% du tenseur de torsion. Done si la structure est isotrope en tout
point # d’un voisinage U, les Ay sont en chaque point indépendantes du
corepére distingué. Si, de plus, la structure est localement homogéne dans U,
les Aﬁt sont des consfantes.

Lorsque le choix de la torsion détermine ecanoniquement une connexion
affine associée, on obtient les mémes résultats pour les composantes R
du tenseur de courbure.

7. Probléme d’équivalence restreint [13].

Le probléme d’équivalence restreint est relatif & des structures infinité-
simales réguliéres s et s (défmles respectivement sur des variétés V, et V,,)
dont le groupe structural G est réduit & la transformation identique, ce qui
correspond & un paralléhsme sur V, et V,.

La strocture g (resp. : “g) 6tant definie dans le voisinage U d’un point de
V. (resp. le voisinage T & un point de V,) par la_ smte de # formes de
PrAFF linéairement indépendantes wf(x, dx) (resp. w‘(m, dx)), linéaires par
rapport aux différentielles des coordonnées locales x', ..., x™ (resp. x5, ., X7,
les coefflclents étant fonctions de ces coordonnées, un isomorphisme local
de U dans T est un homéomorphisme différentiable solution du systéme
de Prar¥r:

(7.1) w'(w, du) = olx, dr) i=1,.., n)
De ces équations on déduit:

(7.2) do'(w, dx) = dwi(x, dx) E=1,.., n).
Les différentielles dw! peuvent s’ écrire:

(1.3) dw' =3 chlaje? )\ o*;

de méme on a:
do’ = 26, ) o \ wh.

En raison du théoréme 4.1, _Ie pseudogroupe des automorphismes locanx
de chacune des structures s et s est un pseudogroupe de Lir de type fini
d’ordre et de degré égaux a 1.

Supposons d’abord les c¢jx conslants: le pseudogroupe des automorphismes
locaux de la structure s est simplement transitif; pour que la structure s soit
localement équivalente & s, il faut et il suffit que

i
07. k

:/c?k (2, ja k=1,.., n};
car alors le systéme (7.1) est complétement intégrable; le pseudogroupe des
automorphismes locaux de la structure s est également simplement transitif.

Tout point € U peut &tre appliqué sur un point arbitraire x & v.
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Lorsque les coefficients cgk{w) ne sonl pas de constantes, en obtient par
différentiations successives:

dcﬁk =2 O;-k “(!)l,
dely 1 =3 Cote | ™
(7.4) T2 S I

y =3 t
i .0, = 2 e 1.0, W't

Les fonctions c?klzl,,,zq(w) sont invariantes par tout automorphisme local de la
structure 8. Soit p le plus petit nombre tel que tomtes le fonctions
c}klzl,“zy_,zq (ott ¢ > p) soient des fonctions des cjk)y.., (B<<p); soit n, le
nombre des 0;'k|h...lh qui sont indépendantes (c¢’est-a-dire dont les différen.
tielles sont linéairement indépendantes). On définit de méme des invariants
5;'.: 1.5, Dour la structure s; pour que la structure s soit localement équiva-.
lente 4 la structure s il faut que les invariants de mémes indices soient
éganx pour les deux structures; en particulier les nombres p et n, doivent
étre les mémes.

8i %, =n, le pseudogroupe des automorphismes locaux de chacune des
deux structures est le pseudogroupe des applications identiques des ouverts
de V, ouV,. Toute solution de (7.1) est solution du systéme

e
Chyl) = E;;@\),
(75)

7k|11 l(w)"”cjkﬂl z( )

jk [ z,...zpﬂ("") - ik | 11---1,,4.1(96)’

et inversement toute solution de (7.5) est solution de (7.1). En effei si les
équations (7.1) sont satisfaites, on obtient les équations (7.5) b) par différentiations
successives. Inversement si Ion n_prend dans U (resp T) des _coordonnées
locales .., %" (resp. &',..., %) fonctions de 01,‘_‘l ., (resp. c X1k z) ot

h< D, les équations (7.5) peuvent s’écrire (en posant da! = 3 Mo, dm‘ =3 )ij)
o' =, ..., X" = 2", 7&;-—7\; ¢, j=1,.., n). Par eonséqnent le rang de la
matrice A} (resp. A’) étant n, si les équations (7.5) sont satisfaites, il en est
de mome des équatmns (7.1). Ces condition réalisées, tout point x & U est
applicable sur un point bien déterminé z e T.

Si n, <, toute solution de (7.1) est encore solution de (7. 5} Prenons
dans U (resp. T) un systéme de coordonnées locales w!,..., a® (resp ©, .., X ),
tel que a',.., &m (resp. @', ..., x"l) soient des fonctlons de Cjxy.a, (resp

c’,c (b ,) et posons: di* =2 Azw', das =3 A“w‘ les indices grecs variant de 1
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4 n,, les indices latins de 1 & n. Pour toute solution de (7.5), on a: =,
):f?—-).“ (e=1,.., », ¢=1,.., n). Donc si I’on remplace dans (7.1) les
& par ®, on obtient un systéme de PFAFF o' — =0 (i=1,.., n) tel que
le rang des formes w!—w? (hnéalres par rapport aux différentielles de

2u — n, variables ', .., *, 2t .., 2% soit n—n,. On a:
A — ) = 3 3 Gule(0! — ) A (o —TF) + (0! + ) A (0 — ]
E=1,.., n);

le systéme (7.1) devient donc complétement intégrable.

Le pseudogroupe des automorphismes locaux de la sfructure y et de la
structure v qui lui est localement équivalente est un psendogroupe de Lik
de type fini admettant », invariants.

8. Probléme 4’équivalence général.

A) Structures pouwr lesquelles le choix de la lorsion ne délerimine par
canoniquement une connexion affine associée.

Nous supposons déterminée canoniquement la torsion (ce qui est possi-
ble pour toutes les structures étudiées ultérienrement). Nous supposons, de
plus, dans ce paragraphe les données analytiques.

Soit sur une variété V,, une siructure infinitésimale réguliére s, de
groupe structural @, déterminée dans le voisinage U &’ un point de V,, par
une forme différentielle w = (v!,..,, ©®), les différentielles dw' vérifiant les
relations (6.11):

dot = Zm//\mi—{-g‘

oit les formes Qf =23 A'w* A o' sont les formes de torsion. Aux formes
@' = 3 ujw! définissant la méme structqre, correspondent les formes
Qt = Alof A m telles que: Ak = 3 uivfop A% (cf. formules (5.3)).

Lorsqu’en chaque point € U, les composantes 4l du tenseur de torsion
ne sont pas toutes indépendantes du corepére, on peut choisir en tout point
® € U, dans la famille H,* des corepéres distiugués d’origine x, une sous-
famille distinguée HY* telle pour chacun des corepéres appartenant 2
H®* 1e plus grand nombre possible de composantes Aly prennent une valeur
donnée indépendante de x (on choisit le plus grand nombre possible de com-
posantes nulles); les composantes qui ne peuvent prendre des valeurs arbi-
traires ont des valeurs indépendantes du choix aum corepére appartenant a
HY* : ces composantes sont des fonctions de z, 1nvar1antes par tout auto-
morphisme local de la structure. Lorsque les composantes Al du tenseur de
torsion sont en tout point x € U indépendantes du corepére appartenant a
H.* mais ne sont pas toutes des constantes, on peut encore choisir une
sous-famille distingunée H (I* 36 la maniére suivante: les différentielles dal,
sont des formes invariantes par les automorphismes locaux de la structure ;
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I’une d’elles peut &' écrire: ¢ =3 aw' =23 a,6 avec a,=Zvia; of les a,
sont donc les composantes d’un tenseur; on détermine la sous-famille H{*
en donnant aux composantes des différents tenseurs correspondant & toutes
les formes invariantes le plus grand nombre possible de valeurs constantes
arbitraires.

On associe canoniquement a la famille HY'* de nouveaux tenseurs (en
considérant par exemple des formes de PraArr invariantes) Par la méme
méthode que précédemment, on distingue en chaque point ® € U une sous-
famille HY* < HY*. En poursuivant l’applmatlon de cette méthode, on obtient
en chaque point @ des sous-familles H"* S HP* 5.2 HP™* et les opérations
se terminent lorsque I’une des conditions suivantes est réalisée:

1°) la sous-famille H'* se réduit en chaque point & un seul corepére
distingué et I’on est ramené au probléme d’équivalence restreint. Tout iso-
morphisme local de U sur un ouvert U d’une variété ¥, applique le corepére
distingué d’origine « € U sur un corepére distingué bien déterminé d’ori-
gine/.')c\C:/l\]'.

2°) les composantes de tout tenseur que 1’on peut associer canonique-
ment & la sous-famille HP* sont indépendantes du corepére appartenant
a HE™ ; il existe alors un automorphlsme local de la structure s transformant
un corepére arbitraire h;' € H{’* en un corepére arbitraire hy ' e HI*.
Lorsque @ parcourt U, H(’)* engendre une sous-famille analytique de core-
péres définie par des formes &’(x, u, dr) dépendant de paramétres u',.., uf.
Les différentielles d®! peuvent & écrire:

(8.1) 46! = 3 i A 6 4 3 alye? A\ T i=1,.., n)

o les formes II* (définies mod. w’), linéaires en ®* et du’ sont linéairement
indépendantes par rapport aux du’; les coefficients c?k s a’;-a sont invariants
par les automorphismes locaux de la structure s. Si les aj, forment un
systéme involutif, en raison du théordme 4.1, le pseudogroupe des automor-
phismes locaux de la structure s est un pseudogroupe de Lie du premier ordre
(il en est de méme du pseudogroupe des automorphismes locaux de toute
structure '8 localement équivalente & la structure ). Si les aj, ne forment
pas un systdme involutif, on prolonge le systéme &/ =%’ en lui adjoignant
les équations II# ="TI= Si le nouveau systéme n’est pas en involution, on en
considére des prolongements successifs; dans tous les exemples que nous
étudierons, on obtient finalement un systéme en involution et d’aprés une
remarque de § 4, le pseudogroupe des automorphismes locaux de la struc-
ture 8 est alors un pseudogroupe de Lie au sens large.

Lorsque nous appliquerons cette méthode, nous nous trouverons toujours
dans le cas suivant: le sous-familles H"*,..., H'"* définissent des structures
infinitésimales réguliéres s, .., g7, chacune subordonnée & la précédente
et la structure 8" est donc isotrope. Considérons en effet la sous~famille H"*
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par exemple; en tenant compte de ce que toutes les composantes de tenseurs
associés & HY'* ont des valeurs indépendantes du corepére appartenant a
H* et en utilisant les relations (5.3), on démontre que la transformation u
de @ qui transforme le corepére k" € HY'* en le corepére hy ' & HY'* laisse
invariante la sous-famille HS’ *, par conséquent, on a: HY = Gg)h;l, on GY
est un sous-groupe de G. Lorsque G ne depend pas de x, on a quel que
soit : HY = Gon;! et la sous-famille H'* définit une structure infinité-
simale réguliere, de groupe structural G

B) Structures auxquelles on peut associer canoniquement une connexion
affine.

La restriction & chaque repére h, & H'(V,) de I'ensemble des formes p*@!
(transformées des formes @' par la projection p’ de H'(V,) sur V,) et &'
définit un corepdre sur la variété H'(V,): & chaque h, correspond canoni-
quement un seul corepére sur H'(V,) et 'on est ramené au probléme d’équi-
valence restreint; en raison des relations (6.11) et (6.12) les composantes
des tenseurs de courbure et de torsion jouent le méme role que les coeffi
cients ¢ définis dans § 7. Soit § la structure définie sur H'(V,) par la forme
différentielle qui a tout h, & H'(V,) fait correspondre le corepére distingué
d’origine %, ; le psendogroupe des automorphismes locaux de cette structure §
est un pseudogroupe de LIE de type fini d’ordre et de degré égaux & 1 et
le pseudogroupe des automorphismes locaux de la structure s sur ¥, est
un pseudogroupe de Lie de lype fini, de degré 2.

Pour que la structure s soit ésolrope en tout point & d’un voisinage U
d’un point de V, c’est-a-dire pour qu’il existe un automorphisme local f
de la structure s (se prolongeant en un homéomorphisme f d’un ouvert de
H'(V,) sur un ouvert de H'(V,)) appliquant un repdre arbitraire f,e H'(V.)
sur un repére arbitraire %', ¢ H'(V,), il faut et il suffit d’apres 1’ étude
faite dans § 7, qu en tout point e U, les composantes des tenseurs
suivants soient indépendantes du repére h, et soient par conséquent des
invariants pour la structure s: tenseur de torsion, tenseur de courbure,
tenseurs obtenus par différentiations successives de ces premiers tenseurs
jusqu’d ce que tout invariant soit fonction des invariants obtenus précédem-
ment. En particulier si les composantes des tenseurs de courbure et de torsion
sont en chaque point # € U indépendantes du repére h, et sont des constan-
tes, la structure s est dsofropé en tout point x & U et localement homogéne
dans U. La structure est localement équivalente & une structure dont le
pseudogroupe des automorphismes locaux est déduit d’un groupe de Lie.

Dans le cas d’une structure non isotrope, on peut chercher & déterminer
en chaque point x € V, un corepére distingué sur V, ou une sous-famille
distinguée de corepéres. On applique les mémes méthodes que dans A), en
considérant, outre les composantes du teuseur de torsion, celles du tenseur
de courbure.
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Le probléme d’équivalence des structures riemanniennes (dont le groupe
structural est le groupe orthogonal O,) a été étudié par E. CARTAN [15] et
S. CHERN [17].

DEUXIEME PARTIE

CuariTre III.

Structures de E*" subordonnées a sa structure
vectorielle réelle.

9. Formes réelles @’un groupe linéaire complexe.

Soit & un sous-groupe du groupe linéaire homogeéne L', de I’espace
vectoriel complexe C* c¢’est-a-dire du groupe de toutes les % > % matrices
régulidéres & éléments complexes. Supposons que § soit un groupe de LIk
et que son algébre de L1k soit un espace vectoriel complexe de dimension p:
G est alors un groupe complexe; une forme réelle du groupe § est un

sous—groupe de § admettant comme algébre de LIE un espace vectoriel réel
de dimension p.

Soit dans C" une antiinvolutiou z— A(z) (ot z& C"); cette antiinvolution
est de premiére espéce si par un changement de coordonnées dans C", on
peut la réduire & la forme canonique: Z°—Z* (s=1,..., n). La transformée
par 1 antiinvolution de premiére espéce 4 de la matrice g & L, est:
g = AgA~' ol g est la matrice dont les éléments sont les imaginaires
conjugués de ceux correspondants de g; & lantiinvolution 4 dans O corres-
pond donc dans l'espace des n > # matrices & éléments complexes Pantiinvo-
lution B: g — AgA~—*; cette antiinvolution B est de premidre espdce car si 4
est mise sous forme canonique, B se réduit &: g — g. Comme l’algtbre de
Lie de L', est isomorphe & V’espace de toutes les »>< % matrices complexes,
muni de la loi de composition: [XY] = YX — XY (%), Pantiinvolution B opére
sur 1’algébre de Lig de L/,,.

‘Supposons que le groupe § (qui est de dimension réelle 2p) soit invariant
par une antiinvolution de premiére espéce B et que le sous-groupe G de §
engendré par les matrices g € § invariantes par B soit de dimension p:
G est alors une forme réelle de G. En effet si par un changement de coor-
données, ’antiinvolution est mise sous forme canonique, toute matrice g ¢ G
est & éléments réels.

10. Strueture vectorielle complexe [24].

Une structure vectorielle complexe dans 1’ espace numérique K", subor-
donnée & sa structure d’espace vectoriel réel, est déterminée par un auto-
morphisme & de E*" tel que J*= — 1. Un sous-espace X, (de dimension p)

(!) Voir CuevaLLEY [20])

Annali di Matematien
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de R*" sera dit réel si X? et son transformé JX, par J sont supplémentaires;
un sous-espace X,,, invariant par J, sera dit complexe (de dimension com-
plexe g).

En prolongeant la transformation J & I’espace vectoriel complexe C*”
dont R*" est un sous-espace, on définit dans C*" une transformation linéaire
admeftant les valeurs propres =t ¢; les vecteurs propres correspondant & — ¢
et -+ ¢ engendrent respectivement deux sous-espaces supplémentaires imagi-
naires conjugués €, et 9C, de dimension complexe n. Réciproquement tout
sous-espace 9, de 0" tel que 9, [} &, = 0 détermine un auntomorphisme J
de carré — 1.

Soient 2z,.., #** les coordonnées canoniques dans C’" et soit J, I’auto-
morphisme déterminé par les sous-espaces (5C,), et (5C,.), définis respectivement
par les équations:

2 =0; 22=0 (s=1,.., n; § =8-+n).
Nous supposerons désormais (sanf mention confraire) que les indices latins
varient de 1 & %, les indices grecs de 1 & 2n et que &' =s + n.

R est défini par les équations: 2 =2¢f (s=1,.., n) et 8i Pon pose:
20 == ox* + iy*; 2¥ = — iy®, les coordonnées x* et y° sont réelles dans R*":
ce sont les coordonnées canoniques de R*". La transformation J, est définie
par: #2° — i2*, 2" — — iz¥, ou encore par: xf — — ¥, ¥ — &’ (s=1, .., n).

La structure vectorielle complexe dans R*” déterminée par I’automor-
phisme &, admet le groupe lineaire homogéne complexe L', comme groupe
d’ automorphismes. Ce groupe L',, considéré comme sous-groupe du groupe
linéaire homogéne L,,, est isomorphe a une forme réelle du groupe complexe
L', < L', (sous-groupe de L'y,): en effet soit 7,, le plus grand sous-groupe
de L';, laissant invariants les sous-espaces (8C,), et (€,),; sy qui peut étre

identifié au groupe des matrices (lél 1(\)7) (ot M et N sont des > n matrices

régulidres & éléments complexes) est isomorphe & L', X L, ; le groupe L,
. M 0\ . .

est le sous-groupe de /,, engendré par les matrices 0 11"[)’ invariantes par

Pantiinvolution B de I'espace des 21 ><2n matrices correspondant & 'antiinvolu-
tion 4 de C** définie par: #* — 2%, 2* — 2% (s=1,..., n).

11. Structure de module unitaire paracomplexe sur R** [41].

Soit ¢ la structure déterminée dans 1’espace vectoriel R** par la donnée
de deux sous-espaces supplémentaires X, et X', de méme dimension %n. Le
couple (X,, X’,) définit un automorphisme involutif & de R** (¢’ est-a-dire
tel que J* = 1), dont les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres
+ 1 et — 1 engendrent respectivement les sous-espaces X, et X', (appelés
respectivement sous-espace positif et sous-espace négatif de & [21]). Inverse-
ment une structure o dans R'™ est déterminée par la donnée d’ une
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{(n, m)~involution &J de R*™ [en désignant par (p, 2n — p)-involution un aunto-
morphisme involutif de E!* dont les sous-espaces positif et négatif sont de
dimensions respectives p et 2n — p).

Soit e un vecteur de R** non situé dans X, ou X', ; les vecteurs e
et Je déterminent un plan invariant par & coupant suivant uue droite cha-
cun des sous-espaces X, et X', car: e+ Je € X,,, e —ed & X',,. Les trans-

1+3 1—8 14—3)*_1+3’ (1-3)*

t
formations linéaires —— et —5— [telles que: ( 5 | =% 3

2 2
):O] qui & tout vecteur e font correspondre

=1—2—3 of (1;—3)(1—2-3

respectivement les vecteurs e_z—;&e et e_ége sont des projections sur X, et

X', et non pas des automorphismes de R*".

Soit (e, ..., ¢,) un ensemble de » vecteurs linéairement indépendants
non situés dans X, ou X', et dont les projections sur X, sont linéairement
indépendantes : les vecteurs e,, Je,,..., ,, Je, constituent une base de R**.
Considérons maintenant la (», n)-involution J, définie par: x® — y*, y* — af

(s=1,.., m). Le sous-espace positif (X,), et le sous-espace négatif (X',),
de &, sont définis respectivement par les équations :

' —y' =0; »+y*'=0 =1.., n),
ou x',,., ", y',..., y* sont les coordonnées canoniques dans R". A ces

coordonnées correspond la base canonique de E®": (g,, €44y, .0y €4, 4u) OF
Pon a: g, =3, (s=1,.., n). A cette base est associée également un
systdme canonique de #n coordonnées « paracomplexes » & = x* + iy (s=1,
.., #) en désignant par nombre paracomplexe tout élément d’une extension
quadratique [5] du corps des réels, de base (1, j) avec j2 =1. L’algdbre A

°
des nombres paracomplexes ne forme pas un corps; en effet soit z2—w — iy
©
le conjugné du nombre paracomplexe z=—ux +dy; la norme de #z est:

N(z) =22 = (x +jy)ow — iy) =a* — y* et N(z) n’est pas définie positive. La
structure o, de R*" délerminée par la (n, n)-involution F, est donc une struc-
ture de module unitaire A™ par rapport & Ualgébre des nombres paracomplexes.
Le groupe des automorphismes de cette structure, que nous désignerons par
L, sera appelé groupe linéaire homogéne paracomplexe. Ce groupe peut 8tre
identifié au groupe des # > # matrices réguliéres & éléments paracomplexes
(pour qu’une matrice & éléments paracomplexes soit réguliére ¢’ est-a~dire
admette une inverse il ne suffit pas que son déterminant soit nul, ’algébre 4
ne formant pas un corps). Le groupe L', laissant invariants (Xa)o et (X,),
est isomorphe & L,XL,; Ii,,’ est donc isomorphe & la forme réelle de
L', > I/, correspondant & antiinvolution de 0*": 2% — 2, 2* — #* (8=1,..., )

On désignera par droiles paracomplexes le sous-variétés linéaires de A"
4 une dimension paracomplexe, c’est-a~dire les plans de R*" invariants
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par &, et non situés dans (X,), ou (X',),. La variété P, ,(4) des droites
paracomplexes de A" pent é&tre identifiée & la variété des couples de droites
(d, &) ou d & (X,),, & & (X',),. Lia variété P,_,(4) que nous appellerons espace
projectif paracomplexe & (n — 1) dimensions peut donc 8tre identifiée an
produit topologique P, _(Rj> P,_,(R), P,_,(R) désignant I’ espace projectif
réel & (n — 1) dimensions. Alors que la donnée de I’amtomorphisme &, tel
que (J)'= —1 détermine une orientation de R*", il n’en est pas de méme
pour l’involution &, .

12. Antomorphismes de carré — 1 et involutions échangeables.

a) Soient dans R** deux involutions & et & échangeables, ¢’est-a~dire
telles que: JF = §J. L’ involution ¥ = JF est aussi échangeable avec J ot J.
Soient X et X' les sous-espaces positif et négatif de J, Y et Y’ ceux de J,
Z et Z' ceux de K ; le sous-espace X est invariant par & et o, donc X est
la réunion des deux sous-espaces X, et X,, X, étant 1’intersection Y } Z
et X,=Y'(}Z. On démontre de méme que X' est la réunionde X, =Y [} 2’
et X, = Y'[)Z. Par suite les sous-espaces Y, Y', Z, Z' soni respectivement
engendrés par la réunion de: X, et X,, X, ot X,, X, ot X,, X, ot X,;
soient p,, p,, Py, P, les dimensions des sous-espaces X, X,, X, X, (on a:
p, +p, +p, +p,=2n). Le groupe des automorphismes de la structure défi-
nie sur R*" par la donnée des involutions J et & laisse invariant chacun des
sous-espaces X,, X,, X,, X,: ce groupe est isomorphe & Ly, > Lp,>X Ly, XX Ly, .
En particulier si les involutions J, &, & sont des (n, n)-involutions, on doit
avoir: p, =p, =p, = p,; donc dans ce cas n=2p et le groupe des auto-
morphismes est isomorphe & L, > Ly X Ly, X Ly.

A V’énsomble de quatre sous-espaces deux & deux supplémentaires X,,
X,, X,, X, dont la réunion est R**, correspondent quatre ensembles de trois
involutions deux & deux 6changeables (on prend successivement comme
intersection des sous-espaces positifs de trois involutions chacun des sous-
espaces X,, X,, X,, X,).

b) Soient dans R*" deux auntomorphismes J et & tels que: & =—1,
F = —1, 33 =gJ. L’automorphisme K = IF est une involution et I'on a:
IR = =—7, FH=38F =—J. Inversement la donnée de ’antomorphisme J
et de I’involution & tels que JK = HJ détermine 1’ automorphisme & = KJ.
Les sous-espaces positif et négatif X et X’ de J sont invariants par J et J:
X et X’ sont de dimension paire q et 2n — ¢ ; done n = 2p.

La structure définie sur R'? par la donnée de J et J peut également
stre déterminée par la donnée de ’antomorphisme J (d’ol une structure
4’ espace vectoriel complexe dans E*") et de deux sous-espaces complexes
(cf. § 10) supplémentaires X et X'. Cette structure admet comme groupe d’auto-
morphismes un groupe isomorphe au groupe L'y>< L'yp—q- En particulier si } est
une (2p, 2p)-involution le groupe des automorphismes est isomorphe & Ly L.
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13. Structure d’espace vecforiel gquaternionien [24] et de module unitaire
quaternionien de deuxiéme espéce [39].

@) Soient dans R®" deux automorphismes J et &, de carré — 1, tels

que: JF=—FI=3H; on a: *=—1 et JK =— HJ=4J. Aux automorphismes

d, J, K est associé le corps des quaternions usuels de base (1, 4, 5, k) telle que:

(130) #=—1, fPo=—1, R=—1, lj=—ji =k, ki =—ik =j, jk=—~j=i.

Donec la donnée dans R*" d’une structure d’espace vectoriel complexe (défer-
minée par un antomorphisme J tel que J*= —1) et d’un automorphisme J
de R** tel que: F =-—1 et JF = —JJ détermine dans R*" une structure
d’ espace vecloriel qualernionien, admettant un groupe d’automorphismes iso-
morphe au groupe linéaire quaternionien L,” [24].

b) La donnée dans R®", (n étant quelconque) d’une siructure d’espace
vectoriel complexe (ou d’un automorphisme §J de carré — 1) et d’un sous-
espace réel (cf. § 10) X, de dimension » détermine également dans E’" une
structure de module unitaire paracomplexe: le sous-espace X, et son tfrans-
formé JX, étant supplémentaires, le couple (X, X',) détermine une (n, n)-
involution &.

Soit v un vecteur de R*". On a: v=e¢+¢, ol eg X,, ¢ &2 X',; d’ol
Fv=Fe+F =e—¢; IJFv=Jde—Je'; Jv=Jde+Je avec: Jez X', J'ecX,;
done JJv = Je' — Je et par suite: JF = — JJ. Réciproquement soient J et &
deux automorphismes de B tels que: J*=—1, F¥ =1, JF =—FJ. Tout vecteur
propre de & correspondant & la valeur propre + 1 est transformé par J en
un vecteur propre correspondant 4 — 1: & est donc une (i, n)~involution.
Soit K 1’ automorphisme JJ. On a: K=+ 1, KI=—IK =3J. Donc K est
une {n, n)-involution dont les sous-espaces positif et négatif sont échangés
par J. La donnée du couple (J, H) détermine & De méme la donnée du
couple (&, H) d’involutions de R*" telles que FH = — HF détermine I’ auto-
morphisme J=3HF tel que J*=-—1; J échange le sous-espaces positif et
négatif de J et de H qui sont donc des (n, n)-involutions; d’our:

TaROREME 13.1. - Soient & et X deux automorphismes de Vespace vectoriel
R tels que F =1, H* =1, K = — HF. Chacun de ces aulomorphismes est
une (n, n)-involution dont les sous-espaces positif ef mégatif soni échangés
par Uautre involution ainsi que par I automorphisme § = HKF, lequel définit
dans R*" une structure d’ espace vectoriel complexe.

TugoriEME 13.2 ~ Tout iriplet (X,, X',, Y,) de sous-espaces de R*", de
dimension n, deux & deux supplémentaires détermine wun triplet (J, &, XK)
d’ automorphismes de R*" fels que: = —1, P =K =1, IF=—FJ =K,
X, el X', élant les sous-espuaces positif et négatif de &, Y, le sous-espace
positif de K.

DiMoNsTRATION : le couple (X,, X',) détermine une (n, m)-involution &
qui transforme tout vecteur e € Y, en un vecteur e non situé dans Y,; en
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effet le vecteurs ¢ et Je, qui sont distinets, engendrent un plan P coupant
X, et X',; le plan P (et par suite JFe) n’est donc pas contenu dans Y, ; le
transformé FY, du sous-espace Y, par automorphisme J est par conséquent
uan sous-espace Y, tel que les quatre sous-espaces X,, X'y, Y, et Y,
soient deux & deux supplémentaires. Soit K 1’involution associée an couple
(Y., Y',) et soit v=e +¢ (o0t e Y,, ¢ € Y,) un vecieur quelconque de E*".
On a alors: Hv=2He +HKe' =e —¢; JNHv=3Te — Fe'; KJv =HJe + HFe' =
=—Fe+J¢' (car Jec Y, et F¢cY,. Donc IR =—HFI=—3 et S=—1.

Considérons la structure s, de R*" déterminée par la donnée de 'automor-
phisme J, défini dans § 10 et de involution &, définie dans § 11 c’esi-a-dire
par les transformations J, (#* — —*, y* — «°) et &, (®* — y’, ¥* — ‘). On
a 33, =—&3J, =HK, et I'involution K, est définie par: «’ — «*, y* — —y°.
Soient (X,), et (X's), les sous-espaces positif et négatif de &,, (Y.), et (Y'u),
ceux de K,; (Xu)e» (X'n)o> (Yu)os (Y's) sont définis respectivement par les
équations :

(13.2) 2 —y' =0, 4y =0, y =0, a*=0, (s=1,.., n).

Le groupe des automorphismes de s, (que nous désignerons par L,) laisse
invariant chacun des sous-espaces (X.),, (X'u)ss (Yaor (¥'a): T, est isomorphe
aw groupe lindaire homogéne réel L,. Ce groupe L, laisse également invariant
tout sous-espace X,(* defini par les équations:

®* 4+ py* =0 (=1,.., n),

oit y est un paramdtre réel. L’ensemble F' des sous-espaces X, (¥ sera appelé
faisceau de sous-espaces: les sous-espaces de ce faisceau sont en correspon-
dance biunivoque avec les points de la droite réelle. Au triplet (p,, p,, 1,
de points de cette droite, correspond le triplet (X,lm), X, X, ) de sous-
espaces d’ot le triplet (J,, &F., Ho)upy. A’automorphismes. Le sous-espace négatif
de (JH,)pps correspond au conjugué harmonique de p, par rapport & p, et ,.

Aux automorphismes J,, &,, &, est associde une algébre quaternionienne
de deuxiéme espéce & sur le corps des réels ('), de base (1, 4, j, k) avec:

(188) #*=—1, =1, =1, lj=—ji=k jk=—kj=—1 ki=—tk=]

Soit un quaternion ¢ = a, + a4 -+ a,j + a,k, son conjugué qg=a,—ai—
" —a,j—ak et la norme de g est: N(g)=qq=(a,)+ (@) — (@) —(a,)"
L’ algdbre & n’est donc pas un corps. Les bases (1, 7, j/, ¥) de I’algébre qui
vérifient les relations (18.3) sonf en correspondance biunivoque avec les
triplets (X,lm), X, X,wel); on en déduit que le groupe £ des automorphismes
de Ualgébre & est isomorphe au groupe des iransformations homographiques.
Ce groupe £ opére d’une maniére simplement transitive sur la quadrique @,

() On réservera le terme quaternionien pour les quaternions usuels [5].
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d’équation: (X')* + (X?* — (X®)® — (X*)* =1, dont tout point peut &fre repré-
senté par un quaternion de norme 1.

Supposons n = 2p. La donnée des auiomorphismes J,, &,, K, détermine
dans R'? une struclure de module unitaire ON? sur I algébre &.

L’automorphisme &, permet d’identifier B‘? & I'espace vectoriel complexe
C*?; sgoient 2!,.., 2*? les coordonnées canoniques dans C*P. Si 1’on pose:
Zéz=g —ig¥, Z¥ =2 — i’ (8=1,.., p; § =8+ p), la transformation &,
est définie par:

Zt— 7z, Zv—2* (s=1,.,p;8=8+p)

On peut alors définir dans ON? les coordonnées canoniques: ¢* = Z* + jZ* =
= u® + W+ jur + kv ou w4 v =277, u¥ + "' =2Z* ¢ est-d-dire u' =
=af+gy¥, v*=9y'—a¥, u=a"+y', v =y" — «°. Le sous-groupe :B”,,
du groupe L', qui laisse invariante la transformation J, sera désigné par
par groupe lindaire quaternionien de deuxiéme espéce : °L",, est identique a L,,.
Le sous-groupe £, de L”, qui laisse invariante la forme 3 q'g* = 3 [(u’)’ +
+ (V) — (u*) — (v*)*] = 4 X (x*y* — 2*'y’) sera appelé groupe umilaire qualer-
nionien de deuwxiéme espéce; ce groupe est isomorphe aw groupe symplectique
réel L,,. Le groupe £, est identique & .

14. Struetures admettant le groupe unitaire [24] et le groupe « para-
unitaire > comme groupe d’automorphismes [41).

a) A la donnée d’une forme quadratique définie positive F[(de rang 2n)
et d’un automorphisme J de R®*, de carré — 1, laissant invariante F, sont
associées une forme quadratique exterieure @ de rang 2n. échangeable avec F
et une forme d’HERMITE définie positive @ [24]; en effet on peut trouver
dans BE*" un systéme de coordonnées «,.., a”, B, .., B* tel que la trans-
formation ¢ étant définie par: o«f — — ¢, B¢ — o (s=1, ..., ), la forme 1
8’ écrive :

F o= (a')® 4 ... + (@) + (B*)* + ... + (B")*;

le groupe des automorphismes de la structure définie par la donnée de ¥
et J laisse invariantes les formes:

Qe gt A A " A,  O= 4 ...+ "

ol *=oa’-+iB’. La donnée de Q et de F' détermine dans R** un automor-
phisme J de carré —1 (produit des dualités par rapport & 2 et F), & ol
une structure d’espace vectorial complexe. Par contre & la donnée de la
forme Q et d’un automorphisme J de carré — 1, sont associées une forme
quadratique et une forme d’'HERMITE qui ne sont pas nécessairement définies
positives; en effet on peut trouver dans R®* un systéme de coordonnées
Alyeey A% pty e, p" (d0h les coordonnées complexes tf = X* -+ ipf) tel que J
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étant définie par: ¢* — #1%, T — —i1* (3=1,..., ), Q puisse & écrire:
Q =dtt At 4 T A\ TE— R A TR AT
3 cette structure sont associées la forme d’ HERMITE
DF) = 17! o ... THTE — TR | g
et la forme quadratique
P = (M) o () - o o (ME)? o ()7 — (HJE — (H) — L (A — (),

En particulier la transformation J, (®* — — y*, y* —°) ol les * et ¢*
sont les coordonnées canoniques dans R®" laisse invariante la forme

Fy= (@) + (@) + ... + @) -+ (")
Le sous-groupe de L’, laissant invariante F, est le groupe unitaire U, ;
ce groupe laisse invariantes les formes:

Q=i Ae'+ ..+ 2" A", O, =22+ ..+ 2""
ol les #* sont les coordonnees canoniques dans C”; [/, laissant invariante
la forme Q, qui peut -s’éorire: 2(=' A y' + ..+ 2" A y”) est un sous-groupe
du groupe symplectique réel L,,.

De méme nous désignerons par groupe unilaire d’espéce k le sous-groupe
U,% de L/, laissant invariante la forme

B9 = @) + (@ + oo @ + (0 — @04 — () — . — @7 — (7).

b} A la donnée d’une forme quadratique extérieure Q de rang 2n ct
d’une (n, n)-involution J dont les sous-espaces positif et négatif X, et X',
sont intégraux de @ (c’est-a-dire sont tels que la restriction de @ & X, ou
X', soit npulle), est associée une forme quadratique F’ décomposable en une
somme de % carrés positifs et de » carrés négatifs : X, et X', sont intégraux
de cette forme F’. Alors que la donnée de Q et F définit un seul automor-
phisme J, aux formes @ et F’ qui ont en commun 2"~' couples (X,, X',)
de sous-espaces supplémentaires intégraux, sont associés 2"~ (n, nj~involu-
tions &.

En particulier les sous-espaces positif et négatif (X,), et (X',), de 'invo.
lution &, (x* — ¥°, y, — «°) sont intégraux de la forme Q, définie dans a) et
qui peut s’ écrire: @, =2 (@° + ¥°) A {x°* — y°). Le sous-groupe OUn de i’n qui
laisse invariante la forme @, sera appelé groupe para-unitaire. Ce groupe ﬁ;,
laisse invariante la forme quadratique

Fy= (@ + 9’ —9') + ... + (@ + y")a™ — y7).

© . *
En introduisant les coordonnées paracomplexes #2°= x*-+ ¢y°, on peut écrire

F', sous la forme: ) o3 o %
P =zl + ... 2"

La forme @', sera dite parahermitienne.
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¢) Soit I, le sous—-groupe de L',, laissant invarianis les sous-espaces
supplémentaires (9€,), et (5C,), de 0" ainsi que la forme quadratique extérieure
complexe Z2* A 2 dont (5C,), et (9€,), sont intégraux; l,, peut 8tre identifié

au groupe des matrices (lé( 1?{') ot M est une »><n matrice régulidre & élé-

ments complexes a; et M’ (4 élémenis complexes a;,:} sa contragrédlente
(Z ahal = 8)); I, est donc isomorphe & L’,. Le sous-groupe de 1, engendré
par les matrices invariantes par I’antiinvolution B de Pespace des nXn
matrices complexes correspondant & 1’ antiinvolution de C*": 2° — 2%, 2 — 2*
(=1,.., n) est le groupe unitaire U, (pour ce groupe on a: 2 ahat= &)
Le groupe unitaire U,*) d’espéce k est la forme réelle de l,,, correspondant
a 1 antiinvolution : 25 — 2%, 2% — 2%, 2 — — ¥, P — — 2 (s=1,.., n;
§=8+k; A=k-+1,.., n; X=X+ n). Le groupe para-unitaire °U,. est la
forme réelle de 7,, correspondant a 1 antiinvolution: #f — 2%, 2¢ — 2*
(s=1,..., m). Donc U, peut étre identifié au groupe des matrices (lg 13,) ol
N est une n>< n matrice & éléments réels et N’ sa contragrédiente: le groupe
U, est isomorphe & L, (et par suite & L,). Le groupe v, peut également 8tre
1dent1flé an groupe des n><n matrices régulidres & éléments paracomplexes
up = ah + jbh telles que: = wn = 8¢

Nous avons ainsi démontré que les groupes U,, U¥, %]”,/f,, sont iso-
morphes & des formes réelles du groupe linéaire complexe L,. 8i n= 2p, /L:p
est 1dent1que au groupe linéaire quaternionien de deuxiéme espéce L p; €€
groupe L”, et le groupe linéaire quaternionien L”, sont izomorphes A des
formes réelles d’un méme groupe complexe.

Si I’on considére les groupes unimodulaires SU,, SU,®, ST},,, SL, et,
si n=2p, S‘:L",,, SL”,, on obtient, & un isomorphisme prés, toutes les formes
réelles du groupe linéaire homogéne complexe unimodulaire [11] (groupe
simple complexe du fype 4 [8]).

De méme le groupe unitaire quaternionien de deuxiéme espéce £, (iso-
morphe au groupe symplectique réel L,p) et le groupe unitaire gunaternionien
(isomorphe au groupe des 2p > 2p matrices unitaires laissant invariante une
forme extérieure quadratique de rang 2p) sont isomorphes & des formes
réelles du groupe symplectique complexe & 2p variables (groupe simple
complexe du type C).

15. Isomorphismes associés & une forme quadratique extérieure 2, de
rang 2n [29] et [40]

Soit o I’isomorphisme de I’ espace vectoriel R** sur son dual qui & tout
vectenr X ¢ R*" fait correspondre la forme «(X)==X.lQ (out le symbole .J
désigne le produit intérieur [6]). Le prolongement de « & 1’ensemble des
p-vecteurs sera encore désigné par «: l'isomorphisme o de 'espace vectoriel

Annali di Matemation 9
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des p-vecteurs sur 1’ espace vectoriel de p-formes associe & tout p-vecteur
décomposable X, = X' A .. A X?, la p-forme décomposable a(X,)=a(X*) A
A o A\ 2(X?) (que nous désignerons aussi par forme mondme). Inversement
a toute p-forme ¢,, correspond un p-vecteur a=*(p,). A cette forme ¢,, on
fait également correspondre une (2n — p)-forme qui sera désignée par xg,
et qui sera appelée adjointe de ¢, par rapport & L, cette forme xyp, étant
définie par:

- on
(15.1) *pp =0""(p,)

m-

L’opérateur % est un isomorphisme de I’espace vectoriel des p-formes
sur. I’ espace vectoriel des (2n — p)-formes (°). On démontre la propriété
suivante :

(15.2) *XPp==Pp.

Remarquons gu’en raison d’un théoréme démontré dans [6], si ¢, est
n
décomposable il en est de méme de ;qo,,::a“(cp,,).l;-h puisque a~'(g,) est

aussi décomposable.
En raison des propriétés du produit intérieur [6]), on a, ¢, et ¢, étant
des formes de degrés p et q:

Hop A 0= [5"(ep) A o~ (w]d 5= (e d[ame0 A3y

soit
(15.3) Hop A 99) = a7 (ep) d (Fpg) = (— 1P%a(pg) d (3g) ;
en particulier si 0 est une forme linéaire, ona: 8 A ¥ Q=0a"*(0)12=10, d’on:
(15.4) =10 A Q.
On démontre également les formules:
. Qn-t QP Qe Lo
(15.5) *g—m, *E—m, *ﬁ—i—l.

Soit F une forme quadratique définie positive échangeable avec Q et soient
0!, .., 0**, un ensemble de 2n formes linéaires linéairement indépendantes

telles que:

Q=o' A 0+ 4 ...+ 0" A 0"

Fz(mt)z 4 (mn-i-i)ﬁ_*_". e (mn)z_*_(mzn}!.
Soit & P automorphisme de R**, produit des dualités par rapport & @ et F.
L’ automorphisme C, contragrédient de J dans le dual de E**, se prolonge
aux p-formes. On a, en particulier: Cw = w/**, Cw/+"* = — o’ et, en posant
0/ = ! + iw/+", on obtient: OB == — 8/, OB ==ib.

(3} L’ opérateurs ¥ est I’ opérateur ddsigné par * dans [40]
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Cet opérateur C, utilisé par GUGGENHEIMER [31)], est au signe prés, U opéra-
teur C introduit par A. WEIL [46].

L’adjointe par rapport & la forme quadratique F' d’une p-forme ¢, égale
a X Adg .08 A .. A wbs est par définition [42]:

(15.6) wp, =2 520 Ag 0B H A LA whin,

On a, entre %9, et *gp,, la relation:

n{n—1}

(15.7) Sgp=(—=1)

*Coy.
Introduisons I’opérateur L et ses adjoints A et A par rapport 2 Q et F:
(15.8) Lo,=¢9p, A G, Ag, = 3Ligp,, Ay =(— 1)PxLxgp,.

En raison de (15.7): Agy = +C(xCp, \ Q) = *(C*+p, A Q) = (— 1)PxLxp, car
#C == C+. Donc:
(16.9) Ao, =Ag,.

Lopératewr A, identique & K, ne dépend que de 2 et non de la forme quadra-
tique échangeable avec Q. On ulilisera désormais uniquement le symbole A.
Remarquons qu’ en raison de (15.3):

(15.10) Agp =a—(Q) do,.

Nous supposerons désormais p <n. Une p-forme ¢, sera dite effective ou de

classe 0 si-Ag, =0, c’est-a-dire si «—*(Q)J ¢, =0. Une p-forme sera dite de
R

classe k si 9p=p_sx A % olt ¢,_sp est effective. Une forme de classe

déterminée sera dite simple. {,_.}

Par répétition de I’opérateur A on obtient les opérateurs: A, ..., A%,

?
Pour une p-forme ¢,, on a: A[’]+1cpp==0. Par conséquent & toute p-forme

]
nous appellerons son genre tel que: A'*ig, =0, A%, 34=0. La forme Alp, est
donc effective; (si ¢, est effective, /==0). On peut de méme définir les

opérateurs A,, .., A,. .., Am tels que:
3

on peut associer un nombre ! bien déterminé compris entre O et r—’ que

(15.11) Ay = iL*3g, = a—*@%) d g, (8 =1, .., {.’?D :
TrforiME 15.1. - L'adjointe par rapport & Q d'une forme effective ¢, est:

. Qn-p ip—1)
(15.12) *4)’ = E»(!)’ A m, ol &y = (-—-— 1,
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On démontre d’abord le théoréme pour les formes monomes. La forme
étant réduite a4 la forme canonique X v/ A w/**, pour qu’ une forme II,
mondme par rapport aux of soit effective, il faut et il suffit qu’elle ne
renferme aucun couple d’ indices différant de n. Pour une telle forme
O, =405 A .. \o* on a: a~"I,)=4Adp_pgezon A - A €zprn, o les e?

forment la base duale des wf, avec B+ 2n = — B, d’ olx:
pp—1
M =(—1) 7 0B A A0fP A o8 Aon? AL A o A ol
p'p—1 Qn-p
(n—pj!’
Si la forme effective ¢, n’est pas mondéme, on démontre le théoréme en
décomposant ¢, en la somme:
IO, + 2 (0 Ao/t — ol A o) AT 5+
4- (0 A 01 — o A 01FR) A (of A o — of A 0fFP) A Hgﬁ + e,

oii les formes II sont des sommes de mondémes effectifs.

Qk
COROLLAIRE. - S0it ¢, =t,_ex A i ume p-forme de classe k; son

adjointe est égale G :
N Qn—p+k
*Pp = p_anPy—ar N\ (m}*s
Qnr-» k!
e (e 1 }E
= (=19 A m—plin—p+r!

(15.13)

On en déduit les formules suivantes, relatives 4 la forme simple 73,:

m—p+k+1)! Qk—t
A== =5 mT e AFTiT
m—p+k+2! Qe
Ay = Ayyp = bop—n N —57>
Wiy T morEnl T S
n—p-+2k)!
Ak?p == A;ﬁ?p = mq@—:h s

Ak+1?” = Ah+i’\°p —_— O.

Pour une forme simple le genre est donc égal a la classe.
THEOREME 15.2. - Toute forme ¢, de degré p se décompose de maniére
unique en la somme:

. 0«
(15.13) Yp="Pp+ s AQ+ .+ Yy A 7! avec ¢< {g} ,

les formes ', _,, étant effectives (ou nulles).
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Ce théoréme de décomposition est da & ECKMANN-GUGGENHEIMER [22]
mais nous en donnons une démonsiration différente: soit g le genre de ¢, ;
n—p+ 2]
(n—p+g)! 0
des formules (15.14), la forme ¢, — ¢, _s4 A 1 est de genre inférieur ou égal

g - — 2!
4 g—1 et Pon peut poser: Aq"‘(.pp-—cpp_,q /\g ) ((1; _‘1; -:_2qq_ 12))!'
olt p_s44 est effective ou nulle; on défmlt ainsi de proche en proche des
formes effectives ¢p_4q, .., $p_s, Pp et ’on obtient la décomposition de o,
en formes simples; en raison de la signification des formes ¢, _,;, cette
décomposition est unique.

On déduit du théoréme 15.2 la décomposition de *¢,; la forme *g, se
décompose de maniére unique en la somme:

~ Q
p =ty — e A S
Qe Qn—p
W+l m—p+gl m—p

ce qui permet de démontrer le théoréme suivant:

on peut poser A, = $p—sq Ol $p_,, est effective; en raison

4‘5-—20-{-2

(15.16)

+ "“‘ 1}94),,_,, /\

TaEOREME 15.3. ~ L'opérateur f tel que f(pp) = ————, 1 *L""Pg, est un

1
(n—p)!
aulomorphisme de U espace vecloriel des p-formes aux valeurs propres duquel
correspondent les formes simples.

La formule (15.16) peut & écrire: %@, =f"'(¢p) A ——— (” p)! Pour foute

2
forme @4, 00 a: @y, =59, 4,) Az% ce qui exprime le théordme de

Lerace [35].
Autre énoncé du théoréme 15.3: 1 application qui a tout p-vecteur X,

. Qr . . .
fait correspondre la forme X, - est un isomorphisme de I'espace vectoriel

!
des p-formes sur son dual Onpa en effet: ¥lo, A '_Sf:i)__ a Y p,) or
y ' ' (qb in—p)t) = ¥ pi
Conséquences du théoréme 15.3.
1° Pour qu'une forme ¢, soit effective, il faut et il suffit que:

(15.17) $, A\ QP+ = (),
La décomposilion en formes simples est donc identique o la décomposition de
Lepage.
2° Pour qu’une forme ¢, goit de genre g, il faut et il suffit que:
gp N\ QU-PHIH = ()

(15.18) ¥y A QU-PFe (),



70 P. LiserMANN: Sur le probleme d’égquivalence, eic.

30 Si deux formes ¢, et ¢, sont de méme degré p, on a:

(15.19) Pp A %9 = (— 19y \ % 9p.
En particulier si p est impair,
(15.20) 9op N\ 9, =0.

Ces trois propriétés se démontrent en utilisant la décomposition en formes
simples et le théordme de LEPAGE. Remarquons qu’en raison du théoréme
de décomposition et des formules (15.14) les opérateurs A, et Af sont identiques
quelle que soif la forme ¢,,.

Ce théoréme et ces formules permettent également de démontrer le
théoréme suivant:

TukorkME 15.4. - L'opérateur A¥L* (1 <k <n — 1) est un aulomorphisme
de Uespace vecloriel des p-formes, aux valeurs propres duquel correspondent
les formes simples (p=1,..., n — k).

EOKMANN et GUGGENHEIMER ont d’ aillenrs démontré que AL est un
automorphisme de I’ espace vectoriel des formes de degré p <n — 2.

CuariThRE 1V,
Structures presque symplectiques.

La plupart des résultats de ce chapitre ont ét¢é exposés dans [29], [40].
Les notations sont différentes: les opérateurs désignés par * et 5 dans [40]
seront désignés respectivement par ¥ et & (cf. § 15).

16. Définitions,

La donnée sur une variété V,,, de dimension 2xn (qui sera supposée
deux fois différentiable) d’une forme différentielle extérieure quadratique 2,
différentiable, de rang 2n en tout point ® & V,,, définit sar V,,, une structure
que nous appellerons presque symplectique (¢’ est-a-dire une structure infini-
tésimale réguliére dont le groupe structural est le groupe symplectiqne L,.).
Si la forme Q est fermée, ¢ est-a~-dire si la différentielle dQ est nulle, la
strncture est dite symplectique, suivant la définition donnée par C. EHREs-
MANN [24].

En chaque point @, la restriction Q, de Q & ’espace tangent T, & V,,
détermine un isomorphisme «, (défini dans § 15) de T, sur son dual, iso-
morphisme que I’on peut prolonger & 1’ensemble des p-vecteurs. Le champ
de ces isomorphismes fait correspondre & tout champ X de p-vecteurs sur
V.n une forme différentielle extérieure qui sera désignée par «(X). Inverse-
ment & toute forme différentielle extérieure ¢,, de degré p, correspond un
champ de vecteurs a—*(p,). On peut ainsi définir Padjointe d’une forme diffé-
rentielle extérieure par rapport & Q, ainsi que I’opérateur A, d’ott la notion
de classe d’une forme différentielle extérieure.
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Si I'on se donne sur V,,, outre la forme @, une métrique riemannienne F
détinie positive, échangeable avec @, on détermine sur V,, une structure
presque hermitienne, structure qui sera étudiée ultérieurement (§ 22). Soit
dans P espace tangent T, & V,,, l’antomorphisme J,, produit des dualités
par rapport & Q, et F, et soit C, le contragrédient de cet antomorphisme
dans le dual de T,. Nous désignerons par Cg¢, la forme différentielle exté-
rieure dont la restriction & 7T, est la transformée par C, de la restriction
de ¢,.

Par définition, la codifférentielle d’une forme ¢, relativement & Q est la
forme B3¢, de degré p— 1, définie par:

(16.1) 8o, = ¥dip,.

On a: 53y, =0.
La codifférentielle d’une forme ¢, par rapport 4 la métrique rieman-
nienne F est par définition [31]:

(16.2) 8, = — *dx¢,.
De la relation (15.7), on déduit:

By, = ¥dig, = — Oxdrq, = C80¢p,,
soit :
(16.3) 5% = (— 1)?C—8Cy,.

Une forme ¢, telle que dg,=0, 3¢, =0, sera dite karmonique par rapport o .
Supposons la variété V,, compacte. On peut alors définir le produit
scalaire de deux formes ¢, et 6, de méme degré par:

(16.4) (%p, Bp) = f Pp A\ * 6,

V?ﬂ

Le carré scalaire (¢,, ¢,) peut étre nul sans que ¢,=0, en particulier si p
est impair, il est nul pour toute forme ¢,,.

Soient ¢, et 0,,, deux formes de degrés p et p—+ 1. On a: (dyy, Oy4)=
= (— 1)P*(ep, §,4.,) car fd(cpp A %6,,,) = 0. En particulier:

2n
(165) (¢p, 3dyy) = (— 1P+ (do,, do,) et (pp, dBp,) = (— 1)?(p,, Sop).

Done si ddy, = 0, on a: (dp,, dpy) =0, ce qui n’entraine pas nécessairement
dy, =0.

Contrairement aux formes harmoniques par rapport & une métrique
riemannienne, une forme harmonique relativement & @ peut &tre homologue
ou cohomologue & O sans &tre nulle.

Dans la suite la variété V,, n’est pas nécessairement compacte.
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17. Covariants associés & une structure presque symplectique.

Soit sur une variété V,, une structure presque symplectique définie par
la donnée d’une forme différentielle extérieure quadratique 2. On obtient un
covariant [26] en considérant la codifférentielle 8@ de la forme par rapport
a elle-méme:

Qn-—z
(17.1) W =ai0=de A

m—21

n—1

or 3Q étant de degré 1, 35Q =23Q A 3Q=3Q A (—;_:—1)—, , en raison de (15.4).
Dou:
(17.2) (dQ 2 A Q) A Q2 =0,

n—1

Nous supposerons d’abord #> 2. En raison du premier corollaire du
théoréme (15.3), cette derniére relation est équivalente a:

(17.3) a9 = ¢+ ag’\f

ot ¢ est effective.
On obtient ainsi la décomposition de d2 en formes simples, d’olt, en uti-

lisant les formules (15.14) et (15.10):
(17.4) $Q = AdQ = a-1(Q) J d2.

Cette formule identifie 8Q au vecteur covariant de cowrbure de Q, introduit
par LEE [33), et la formule (17.3) identifie la forme ¢ au « deuxiéme tenseur
conforme ,de courbure ». Nous désignerons respectivement les formes 5Q et ¢
par forme de forsion et forme de torsion conforme, définitions qui seront
justifiées ultérieurement (cf. § 18).

En utilisant la décomposition de d@, on peut démontrer les formules

suivantes :

sQr aor-+ QA Q-
17.5 o ,
(17.5) P! (p—l)'+ p—1)

Qr 9 (n—2)! .

176 (—). iz -..A a; 50
(17.6) p1) %5 SE—)'m—prD1 "

. dgn«? ~ Qn—

s GOQA QR o Qn -2

_ Par différentiation de (17.3), on montre que d®Q est effective, d’oii:
$8dQ N\ Q=0 et 3dQ est effective également. La formule (17.8) peut alors
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N3
¢’ écrire : #6dQ = — 3d8Q —8Q A dQ A (—Q—w_g),, ou en introduisant 1’ opé-
rateur A = d& + 3d:
L zgn—x Qn-3

On a de méme (si p> 1):

(Q0 o Qrer s QR Q-
17.10) 552 = & = a2 N 3@ N g+ 5(dR A B0 )
W10 28 =2 = B A BN = B AR A G o
-~ ~ - Qu—z
AQ ¢tant effective, 3AQ = — AQ A -y ; on en déduit, en raison de (17 9):
dQ A 8Q + AQ /\ = ¢, ot ¢, est effective, d’oti la décomposition de dQ A tQ
en formes snnples.

< A Q

(17.11) @ A 8Q=¢, — % ;

la formule (17.10) peut &’ écrire:

~3gp__5 Qnr-p _2d£2/\§9/\9"-2’—2+59/\gn—p+4
T =T m—p—9)1 m—px 1)
ou encore:
~QP  2dQ A QA QP AQ A QP!
17.12 A— + )
(-1 p! (r—2)! (p—1)!

On en déduit: APAQ? =0 et AQ? est de genre p — 1.

Si $Q =0, on a: d8QPr = 3dQr = AQr =0, quel que soit p. Si Q4 0,
comme 5@ A #¥AQ =0, soit en raison de (15.8): o—*(3Q) .1AQ =0, il en résulte
que AQ est de rang inférieur a 2n.

En appliquant plusieurs fois les opérateurs d, 8, A, A, on obtient un
ensemble de covariants en général non nuls; si parmi eux il y a 2n formes
linéaires indépendantes on peut meflre Q@ sous ume forme canonique et le
probléme d’équivalence se raméne au probléme d’équivalence restreint. Si
$Q =0, tous les invariants obtenus précédemment sont nuls et le probléme
d’ 6quivalence ne peut étre résolu par les mémes méthodes.

Supposons maintenant n=2. On a alors: ¥R=Q, ot ¥dQ=4dQ et
dQ =3Q A Q, relation qui résulte également de (17.2). Par_différentiation,
on obtient: d3Q A 8, done doQ est effective et ¥(d5Q)= — diQ. D’autre part
#(3dQ) = d3dQ = d5Q. Done Q=0

Si la forme Q est cofermée (3Q = 0), elle est également fermée (dQ = 0),
contrairement & ce qui a liem en général pour » quelconque.

Annoli di Maiematica 10
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Le probléme d’équivalence des formes différentielles extérieures quadra-
tiques & 4 variables a 6té traité par YEN-CHIH-TA [47]. Dans le cas le plus
général (celui olt d2Q est de rang 4), Q et ddQ peuvent se metire sous la
forme canonique:

Q= 1 2 3 4
(17.13) N o' A+’ Ao
A3l = AMw! A 0 —0® A o),
les formes o!, 0!, ) o' étaut entidrement déterminées par les conditions:
e =ow'+0, dA=X10+ro' (2, == 0).

YEN-CHIE-TA a montré que si d5Q@ A @ =0, le pseudogroupe des automor-
phismes de la structure est un pseudogroupe infini de Lik; en dehors de ce
cas, il n’a traité que ceux pour lesquels on peut déterminer canoniquement
4 formes de Prarr.

18. Formes 2 admettant un facteur intégrant.
Si Pon multiplie la forme Q par une fonction différentiable 1, on peut
définir la codifférentielle ¥Q de la forme Q' = AQ par rapport & elle-méme.

On a: d9’=1d9+d{f/\9’; d’otn: d9’=¢’+w, avec:
(n—1)
Y =2¢
(18.1) sa=82+m—1%.

Par suite: doQ = d8 Q' (d3Q est le « premier tenseur covariant de courbure »
de LEE).

Done i I’on maultiplie la forme 2 par une fonction différentiable 1, le
« premier tenseur covariant de courbure » est invariant et la forme de torsion
conforme est multipliée par X, ce qui justifie le terme «conforme ».

Pour que la forme Q admette un facleur intégrant, c’ est-a-dire pour
qu’il existe une fonction A telle que d(AQ)=0, il faut que ¢ =10 et dsQ = 0.
QA Q

1

Réciproquement 8i $=0,0n a: dQ= et d5Q A @=0, ce qui entraine

dEQ::O, i #>2; il existe alors une fonction A telle que localement:
§Q + (n — 1) %%: 0, @ ot d(AQ)=10 en raison des formules (18.1); si n=2,
¢ =0 identiquement et la condition cherchée est: d5Q = 0. On obtient ainsi
le théordme suivant [29] démontré également par LEE d’une maniére différente:

TukoriME 18.1. - Pour que la forme Q -admetle un facteur intégrant
local, il faul et pour n > 2, il suffit que la forme de forsion conforme soil
nylle (ou encore que la forme dQ soit une forme de classe 1), ce qui eniraine
ddR=0. Si n=2, il faut et il suffit que lo codifférenticlle QL soil une
forme fermée.
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Remarquons que le facteur intégrant n’est défini qu’d un facteur constant
prés. Si la forme §Q est homologue a 0, la forme @ admet un facteur inté-
grant global.

Si la forme Q est fermée, il existe dans le voisinage U de tout point

de V,, des systémes de coordomnées locales ‘x',.., x"*, #',.., y* tels que
cette forme puisse & écrire:
(18.2) Q =dux' A\ dy' + dx* A\ dy* + ... +- dx™ A\ dy”.

En effet soit w une forme de PFAFF telle que dans le voisinage U, on ait
dw = Q. On démontre que © peut s’écrire: x'dy' + ... + x"dy™ et par suite Q
peut &’ écrire sous la forme (18.2). Voir par exemple THoMAS [44]

Si la forme @ admet un facteur intégrant A, on peut choisir le systéme

de coordonnées locales de fagon que y =3 et que Q puisse 8’ éerire au voi-

sinage d’un point ot dQ==0:
(18.3) Q =y'(dx! A dy' 4+ dx® A\ dy* + ... 4 dz™ A\ dy®).

Dans les deux cas, le pseudogroupe des automorphismes locaux de la struc-
ture est un pseudogroupe de Lik de type infini.

Lorsque les conditions du théordme 18.1 sont réalisées, d@ étant divisi-
ble par Q, tout élément intégral de Q est également élément intégral de dQ;
il existe alors une variété intégrale de dimension n tangente & un élément
intégral arbitraire (de dimension n) de Q. La forme Q est dite complétement
intégrable. Réciproquement pour que & soit compldtement intégrable il est
nécessaire que tout élément intégral de @ soit aussi élément intégral de d<,
et d’aprés un théoréme de LEPAGE et Papy [34] il est nécessaire que dQ
soit divisible par Q, ¢ est-3-dire si n > 2, d’aprés le théordme 18.1 que
admette un facteur intégrant (ou soit fermée) puisque la forme ¢ est alors nulle.

Done pour »n > 2, si une forme différentiable Q (de rang 2n) est complate-
ment intégrable, elle est localement équivalente 2 1’une des deux formes
(18.2) ou (18.3). Pour % =2 toute forme @ de rang 4 est. complétement
intégrable.

19. Torsion associée & une structure presque symplectique.

Dans ce paragraphe (dont les résultats n’ont pas 6t6 publiés), nous sup:
poserons que les indices grecs varient de 1 & 2u, les indices latins de 1 & n,
et que j =4+ n.

Dans le voisinage U d’un point de V,,, une structure presque symplec-
tique peut &étre déterminée par la donnée de 2n formes de PFAF¥F linéaire-
ment indépendantes ©',..., ®*" telles que la forme différentielle extérieure
définissant la structure puisse s’éerire:

(19.1) Q=3 w A o
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La méme structure peut éire déterminée par les formes @ = I ufw? ot les u}
sont des fonctions locales différentiables définissant en chaque point une
transformation du groupe symplectique L,,.

2 (uiuf — uiul) =0,
(19.2) 3 (ujul — upuy ) =0, , k, l=1,..., n)
S (ufur — uiuy) = 8.
La restriction & tout point z de V,, des formes & sera appelée « corepére
symplectique ».

Une connexion affine associée & cette structure (cf. § 6) est déterminée
par ’ensemble des formes wf ef de 4n* formes w$ vérifiant le relations

(cf. § (6.4): . .
(19.3) o+ ol =0, of =v, ol=vy, (i=1..,n).

Les formules (6.11) peuvent alors &’écrire:

dw? =3 0! A of + 3 0¥ A of + 9,

! it l .=1, oo
do? =T ! A of +Z o A of + 9, ¢ g » 1

(19.4)

ot les formes Q/ et QF définissent la torsion.

Nous allons montrer que 'on peut imposer de maniére canonique un
tenseur de forsion mais la connexion affine correspondante n’est pas délermi-
née par les formules (19.3).

En raison de ces relations (19.3), on a: dQ2=2(Q/ A o' — Q" A v); or
la forme dQ peut & écrire: d =23 B, w* A of A wr, les coefficients B,g,
vérifiant les relations:

By + By =0, Bup=Bpa=DByu (% § v=1,.., n)
Nous déterminerons les formes de torsion par les conditions:
(19.5) Q=32 Bygpw* A wf, Q'=—FBpw* Aot (j=1,.., 2n),
conditions équivalentes & :

(19.6) QF = 2 o~ 4(uf) 1@ B=1,.., 2n)

ol a—' est I'opérateur défini dans § 16. On vérifie en effet que les former QP
ainsi définies soit les composantes d’une forme différentielle extérieure
tensorielle : aux formes @& = X ufw? sont associées les formos

Qv:%a*‘(@?).ldﬁz, on: Or %a-ﬂ(mgma) dde

1

(M)

= ;;{2 ufo(wf)} J dQ = 2 uf l a—{we) d dﬁ} = 3 uj QF.
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Pour que la structure soit infégrable ¢’ est-d-dire pour que dans le
voisinage U il existe un systdéme de coordonnées locales «',.., 2%, ¥, ..., y"
tel que la structure puisse 8tre déterminée par les formes &* = duc*, &*' = dyF,
il faut et il suffit que la torsion soil nulle; en effet si la structure est inté-
grable, Q peut s’écrire localement da' A dy' +-... + dx™ A dy”, donc dR =0 et
Q*=0; inversement si la torsion est nulle, d2 == 0 et @ peut se mettre sous
la forme canonique (18.2). Le pseudogroupe des automorphismes locaux de
la structure symplectique est un pseudogroupe de L1k de type infini, ce qui est
bien conforme au théoréme 6.2 (puisque le choix de la torsion ne détermine
pas canoniquement une.connexion affine associée).

Nous allons introduire une torsion conforme, multipliée par un scalaire
lorsqu’on multiplie la forme Q par une fonction différentiable A. Si la strue-
ture presque symplectique s associée & la forme Q est déterminée dans le
voisinage U d’un point de V,, par les formes «/, w’, la structure s, asso-
ciée & la forme AQ peut &tre déterminée par les formes &’ =pw’, &/ = pus
(ou p*=12), si A est positif, par les formes &/ =pw’, @ = — pu¥ (ol p?=—1)
si A est négatif. On a:

d&1=2«?}“/\m§+gp~p/\mf+pw,
o~ 31 - Vi dP ¢ y
do! =Zw°‘/\wa+—P— A o - epQY,

Soient Q/, Q7 les formes -de torsion de la structure . Si I’on pose :

d . .
—EP:E (axw* -t axw*), un calcul simple monire que 1’on a:

¥

Qi:p{sy—{—Q%P/\w’—aj,w-”/\mj——a,-,zwk A o

@J'=ep[szf'+2"~l§/\ of — a0 A of —a, 3 ok A w"].

Par suite on définit la torsion conforme par les formes:

=9 — —zmi [E B}cﬁlwk -+ Bk,ﬁ/u}"’) A w 43 B};kfjwk A wk’ 3
(19.7) n=

Y == QI . ”’—:‘2:-1 [2 (Bkjljwk -+ Bk/jrjb)kl) A o/ 43 Bklk';(!)kl /\ (!.)k].

La forme X (IV Ao/ —IIY" A ) est égale & dQ — 776_3{2 (Brjjo® + Bryp®) A Q)
1

--1

C’est pourquoi les formes §Q et ¢ ont 6t6 appelées respectivement forme
de torsion et forme de torsion conforme (cf. § 17).

¢’ est-a-dire a: dQ — 5Q A Q=14.
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Le théoréme 18.1 peut #’ exprimer de la fagon suivante:

TaroriMe 19.1. - Elani donnée une struciure presque sympleclique s,
pour qu’il existe une fonction A telle que la structure s, soit intégrable, il
faut et pour n > 2, il suffit que lo torsion conforme soit nulle.

20. Remarques concernant les structures symplectiques.

Certains des résultats de ce paragraphe ont 6té également démontrés
par GUGGENHEIMER [31].

Lorsque dQ=0, on a alors: 5Q =0 et Q est harmonique. Les relations
suivantes sont également vérifides:

(20.1) dL =Ld, A5=3A.

8i la forme ¢, est effective, on a: ¥, A Q=0, di, A Q=0, ou: #&, A Q=0.
Donc si ¢, est effective, o, est égalemeni effective; d’ou: d#d, = ¥8, =

~ Qn—p—i Qn-» . . Qn—p
= ep_sBp A\ m—px1l epddp A fn—p)! Puisque *bp = epdp A ="
Donc: [d(p,, —_—(— 1) % A Q"2 =0, soit en raison de (15.17):
3 Q
20.9) B = by gy + (— 1ot Yo A2

n—p+1’
ot ¢, est effective. I’ olr:

TuRorEME 20.1. - Si la forme ¢, est effective, sa différenticlle d, est
la somme directe d’une forme effective et d’une forme de classe 1. Pour
que d, soit effective, il faut et il suffit que &p,=0. (On a alors §dy, = 0).

CoRrOLLAIRE 20.1. - S ¢, est une forme simple de classe k, dyp,, est la somme
directe d’une forme de classe k el d’une forme de classe k+ 1, 5% la somme
directe d'une forme de classe k — 1 et d'une forme de classe k. En particulier

si dop, est simple, Sp, est simple également.
. Qk
En effet, soit: @p =dp_sx A i) om as

Qk
(20.3) Aoy = ddp_sn A\ 3k

Qr—p—h k!

(20.4) ;6(90 = d; CPp - ap—zldq)p-—zk /\ Wm = E”_‘ 2k m

dep \ Q"7F;
pour que dg, soit ~:simple, il faut et il suffit que d,_,, le soit; il en est
alors de méme de 8¢, et réciproquement.

COROLLAIRE 20.2. - Une forme simple fermée est harmonigue par rapport
a Q. Ce corollaire résulte de la formule (20.4).

Inversement si 8¢, =0, ddy_sx A Q*~P+k =0, ce qui entraine dp, =0
si k=1. 8i k=0, 3p, =0, entraine seulement que dp, est effective.
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TaioREME 20.2. - Si une forme ¢, est harmonique par rapport & Q, ses
composantes simples sont harmoniques également.

La démonstration utilise la décomposition en formes simples de ¢, et *g,
ainsi que le théoréme 20.1. Les composantes simples de dy, et d¥¢, étant
nulles, on démontre successivement que les composantes de classe O, 1,..., ¢
de ¢, sont fermées, donc harmoniques.

On déduit du théordme 20.2 la proposition: si ¢, est harmonique par
rapport & ©Q, il en est de méme de ¢, A QF.

REMARQUE: de la relation (20.2) on déduit:

= W p4-k41¢
Bl A 05 = (— PRy A O+ 4 BB By, A O
d’otr: .
5 k £ x k_ S NGFH » x
Op A QF) —[0(dp A Q] A Q= (— 1Py, A Q ~n—pai— (A AR,
Donc si ¢, est une forme quelconque:
(20.5) 8L, — Lép, = (— 1)Pdsg, .
On démontre de méme:
(20 6) dAy, — Adgy = (— 1)78yp,.

Si Pon supposait la forme Q cofermée mais non fermée les relations démon-
trées dans ce paragraphe ne sont plus applicables & une forme de degré
quelconque mais certains résultats subsistent pour les formes de degré 1.
Soit © une forme de PFAFF; comme d¥Q=0, on a: ifv=divo=d(w A Q)=
=dw A *¥Q=(¥dw) A Q (en raison de (15.19)); d’our:

gm = Adw.

La formule (20.6) est donc encore applicable aux formes de PraFr. Pour
que la forme w soit cofermée, il faut et il suffit que dvw soit effective. En
particulier une forme de PraAFr fermée est harmonique par rapport a Q.

CHAPITRE V.
Sur les variétés presque complexes et presque paracomplexes.

A) Structures presque complexes el presque paracomplexes.

21. Détermination de ces structares.

Sur une variété V,,, de dimension 2n, r fois différentiable (r = 3) une
structure infinitésimale réguliére (cf. § 5), de groupe structural L', (groupe
linéaire homogéne complexe) est une structure presque complexe [24].

Nous désignerons par presque paracomplexe [41] une structure infinitési-
male régulidre dont le groupe structural est le groupe linéaire homogéne
poracomplexe (§ 11).
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Soif sur une variété V,, une structure presque complexe I'(V,,, C", L',,, H):
I’ensemble des homéomorphismes h, de R*" (identifié & (") sur ' espace
tangent T, & V;, en x € V,, détermine dans 7, une structure d’espace
vectoriel complexe. Ou peut définir I’ espace fibré T°V,,), associé & T(V,,),
dont les fibres T,° sont isomorphes & C*"; tout sous-espace de T,° & ap-
pelle n-6lément de contact complexe tangent en x. Une sfructure presque
complexe peut élre déterminée par la donnée d’'un champ d'automorphismes &,
de Vespace tangent T, , tels que (J,) = — 1 ou par la donnée d’un champ C
de n-éléments de contact complexes X, tels qwen chaque point X, et X, soient
supplémentaires (cf. § 10).

De méme si ’on se donne sur une variété V,, une structure presque
paracomplexe, 'ensemble des homéomorphismes de R*" (muni de sa structure
de module unitaire paracomplexe) sur l'espace tangent T, définit dans T,
une structure de module unitaire paracomplexe (cf. § 2). Donc une structure
presque paracomplexe peul élre délerminée par la donnée &’un champ de
(n, n)-involutions &, de Uespace tangent T,,, ou encore par la donnée de deux
champs C, et C, deux fois différentiables de n~éléments de contact supplémen-
loires X, et X/',,.

Le probléme d’existence d’une structure presque complexe ou presque para-
complexe conduit & des «obstacless. (Pour le cas presque complexe voir [24]).

Dans la suite de ce chapitre nous adopterons les conventions suivantes
(sauf mention spéciale): les indices latins varient de 1 4 =, les indices grecs
de 1 3 2n avec: §=84+n; ¢ =a+nsia<n ¢’ =a—nsi a>n

Dans le voisinage U d’un point de V,, une structure presque complexe
peut &tre déterminée par la donnée de n formes de Prarr différentiables
complexes lindairement indépendantes dans le domaine complexe of = a’®+ i
(o1t les 2n formes réelles of, a* sont linéairement indépendantes); la méme
structure peut encore étre déterminée par les n formes de PFAFF &% =2 u,'n"
ot les u,’ sont des fonctions locales différentiables & valeurs complexes,
définissant en chaque point une transformations de /..

De méme dans un voisinage U, une structure presque paracomplexe peut
étro déterminée par la donnée de n formes paracomplexes ¢°= &’ ja*
(les 2n formes of, o 6tant linéairement indépendantes) ou par la donnée
de n autres formes paracomplexes ¢l =2 p,lo* onr les p,l=a,’ - jb,’ sont
des fonctions locales & valeurs paracomplexes définissant en chaque point
une transformation de I’ (on suppose que le fonctions a,’ et b, sont diffé-
rentiables). Les deux champs C, et C, sont définis dans le voisinage U par
éqﬁations:

(21.1) 0 =a' —a¥ =0, o' =o'+ a’ =0 s=1,.., n

on en posant & =3I u, 0", &' =2 ulw (avec u}= a,—2d’, ul=0a/+b)
par les équations: & =0, @ =0.
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Aux formes ®®, w* correspond en chaque point wne base duale de T,
telle que le vecteurs e, soient les vecteurs propres de J, correspondant &
-+ 1, les vecteurs e, les vecteurs propres correspondant a — 1.

En résumé une structure presque complexe (resp. paracomplexe) peut
étre déterminée dans le voisinage U d’un point de V,, par 2m formes de
PrAFF linéairement indépendantes dans le domaine réel w’, w*; si la strue-
ture est presque complexe, les ©* et w* sont complexes et liées par les rela-
tions: 0 =0 (s=1,.., n); si la structure est presque paracomplexe les
formes o° et ©* sont réelles. Dans ce qui suit le composantes Tg;_‘_'_ d’un
tenseur associé a une structure presque paracomplexe sont réelles, celles
d’un tenseur associé & une structure presque complexe sont complexes (en
général), lises par les relations Th.i. = T%:.; cette convention s'appliquera
également aux composantes d’une forme différentielle extérieure tensorielle
(par exemple courbure et torsion) ainsi qu’aux formes w,’ (qui ne constituent
pas les composantes d’un tenseur).

Une connexion affine (cf. § 6) associée & la structure presque complexe
(resp. presque paracomplexe) est définie par ’ensemble des formes o®, v* et
de 2n® formes w;, w,* linéaires en w’ et w¥; les équations (6.11) peunvent
alors &’ écrire: .

f — 1 s 3
©1.9) do* =20 Aoy +T%3%

4 =1 oy .
do” = 2 o A ol 4T, =1, )

ot I’ensemble des formes I'* et T’ définit la torsion. On peut déterminer
canoniquement la lorsion par les conditions:

S e B AZ T 144

(21.3) It =2 duo® A w7

I =3 ot A o,

On vérifie que ces conditions permetitent de définir les composantes d’une

forme différentielle extérieure tensorielle; en effet si on associe aux formes

&' = I u,l0*, o = T u,Yv* les formes I¥ =T u,T*, IV = 2 u,*T*, ces formes
peuvent 8’ écrire: Tt =3 4k,.0" A %, Pr—=1x 4, an A ®%.

En tenant compte des conditions (21.3) les formes o] sont définies mod. v’
et les formes v} sont définies mod. w”: ces condition ne suffisent pas pour
déterminer canoniquement une connexion affine.

Dans le cas d’une structure presque paracomplexe, si ’un des champs
seulement (C, par exemple) est complétement intégrable, ona: I'"' =0, I'*s 0.

Pour quw'une structure presque complexe soit intégrable, ¢’est-a~dire puisse
étre définie dans le voisinage U d’un point quelconque de V,, par » formes
complexes linéairement indépendantes &'= dz!,..., &" = dz", il faut que la
torsion soit nulle (propriété démontrée par G. DE RuaM); C. EBRESMANN a
démontré que cette condition est suffisante lorsqu’om suppose la structure
déterminée par n formes ° = a’- ia” telles que les formes de Frarr
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réelles a’, «* soient analytiques réelles. Cette condition réalisée, la structure
presque complexe dérive d’une structure analytique complexe.

Une structure presque paracomplexe est intégrable &’il existe dans le
voisinage d’un point quelconque de V,, un systdme de coordonnés locales
'y .., 2% ¥' .., y* tel que la structure puisse &tre déterminée par les n
formes de PFAFF paracomplexes 9" = da* + jdy*; le champs C, et C, sont
alors définis respectivement par les équations: de® — dy* = 0, da® + dy" = 0
(h=1,.., n); les champs C, et C, sont par conséquent compldtement inté-
grables. Donc en raison du théoréme de FROBENIUS, pour qu’une structure
presque paracomplexe soif intégrable, il faut et il suffit que sa iorsion soil
nulle. Si cette condition est réalisée, la structure sera dite paracomplexe:
une variété paracomplexe V,, est une variélé sur laguelle sont définis deux
champs deux fois différentiables de n-éléments de contact complétement inié-
grables supplémeniaires. Chacun de ces champs définit sur V,, une siructure
feuilletée différentiable.

Le pseudogroupe des automorphismes locaux & une structure presque
complexe ou presque paracomplexe est un pseudogroupe de LIE.

B) Structures presque hermiliennes et presque parahermitiennes.

22. Connexion hermitienne et connexion parahermitienne.

Une structure presque hermitienne (resp. parahermitienne) est par défini-
tion une structure subordonnée & une structure presque complexe (resp. pa-
racomplexe) dont le groupe structural est le groupe unitaire U, (resp. para-
unitaire Uo,,) Les structures presque hermitiennes (ainsi que les structures
presque complexes) ont 6t¢ définies par C. EHRESMANN [24]. I’étude des
structures presque parahermitiennes a été faite dans [41].

Si la structure presque complexe & laquelle est subordonnée la structure
presque hermitienne dérive d’une structure complexe, la structure considérée
est dite hermitienne ; de méme une structure presque parahermitienne subor-
donnée & une structure paracomplexe (¢’est-a-dire telle que les champs C,
et C, soient compldtement intégrables), est dite parahermitienne.

En raison des propriétés énoncées dans § 14, une structure presque
hermitienne peut étre définie par la donnée d’une méirique riemannienne F
définie positive et d’un champ d’auntomorphismes J, de l’espace tangent T,
a V,, en 2z, J, 6tant de carré — 1 et laissant invariante la restriction F,
de F & T,. Cette structure peut encore étre déterminée par la donnée d'une
métrique riemannienne F et d’une forme différentielle extérieure quadrati-
que O de rang 2n en tout point de V,, et échangeable avec F.

De méme une structure presque hermitienne d’espéce k (de groupe struc-
tural le groupe unitaire d’espéce k) peut éire déterminée par la donnée d’une
métrique riemannienne F'*) (décomposable en chaque point en une somme
de 2k carrés positifs et 2n — 2k carrés négatifs) et d’'un champ d’auntomor-
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phismes J, laissant invariante F,'*) ou par la donnée de Fi¥! et d’une forme
différentielle extérieure quadratique échangeable avec F(k),

Une structure presque parahermitienne peut &tre déterminée par la
donnée de deux champs C, et C, deux fois différentiables de n-éléments de
n~-6léments de contact supplémentaires X, et.X’', et d’une forme différen-
tielle extérieure quadratique Q de rang 2n, telle que X, et X', en soient
des éléments intégraux, ou bien par la donnée des champs C, et C, et d’une
métrigne riemannienne indéfinie F' dont X, et X', sont des éléments
intégraux.

Une structure presque hermitienne (resp. presque hermitienne d’espéce £k,
presque parahermitienne) est donc subordonnée & une structure symplectique
et & une structure riemannienne dont la métrique est définie positive (resp.
indéfinie). Lorsqu’elle dérive d’une structure symplectique (c’est-d-dire si
dQ =0} la structure est dite presque k#hlérienne (resp. presque kihlérienne
d’espéce k, presque parakithlérienne); une structure presque kithlérienne
(resp. presque kihlérienne d’espéce k) telle que la structure presque com-
plexe dérive d’une structure complexe est dite kihlérienne (resp. kihlérienne
d’espéce k). Définition analogue d’une siructure parakihlérienne.

Dans le voisinage U d’un point de Vy, une structure presque hermi-
tienne peut &tre déterminée par la donnée de 2n formes de PFA¥FF complexes
o', 0¥ telles que: 0 =w* la forme d’HERMITE et la forme extérieure asso-
ciées & la structure pouvant s’ écrire :

(22.1) P® = Z 0'n?, Q=iZ o Ao

De méme une structure presque parahermitienne peut étre déterminée loca-
lement par la donnée de 2n formes de PFAFF réelles w®, w*, linéairement
indépendantes telles que la métrique riemannienne et la forme extérieure
assocides 3 la structure puissent s’écrire:

(22.2) F' = Zo'o”, Q=23 A o*.

La structure presque hermitienne (resp. parahermitienne} peut encore &tre
déterminée par les 2n formes &' = 2 utw’, & = % ubw® les o’ et ul, , définis-
sant en chaque point une transformation du groupe unitaire U, (resp. para-
unitaire ﬁn) On a: Zuluy =3}, La restriction a I’ espace tangent T, des 2n
formes &', ®" constitue un « corepére unitaire » (resp. para-unitaire).

On peut déterminer de maniére unique des formes ®j, ®j linéaires en
o' et ¥ telles que:

do* =2 0! A\ o] + I 4o’ A of 4 I Bie! A oY,
(22.3) do” =3 o” A o} 4+ 2 Ajpu? A 0¥ 4+ 3 Blww! A of,
w + wh =0, Af + A7 =0, Bg + By =0, (8 v=1,...,2n),

(8, I1=1,.., n)

les convention adoptées étant toujours celles indiquées dans § 21.
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Ces équations ont 6té indiquées par OHERN [18] dans le cas hermitien
(pour le cas presque hermitien voir [41]).

On peut ainsi associer canoniquement & la structure presque hermitienne
(resp. presque parahermitienne) une connexion affine, en plus de la connexion
riemannienne associée & la mélriqgue F' (resp. F'). Cette connexion sera appelée
hermitienne (resp. parahermitienne).

Les formes Qf =3 Ajw! A o', Q' =23 4};0¥ A o¥ définissent la premiére
torsion de la connexion hermitienne (resp. parahermitienne) la deuwxiéme for-
sion étant définie par les formes I =3 Bjw” A 0¥, T = T Bivw! A wt,

La courbure est définie par les formes Qf = dwj — 3 wi A ©f et
Q) = dof, — S ol A 0} qui vérifient les équations: Qf + QL =0, et les rela-
tions généralisant les identités de BiawcaIl (cf. formules (6.14) et (6.15]

AR +TI*) 43 (A 4-TH A wf —Zw A Qf =0,
Q" 4T} 42 (@ 4-T¥) A of — Do A QF =0,
A +3 AN of —Z i A9 =0,

dQy +- 3 Q0 A wf —Z ol A QF =0,

(22.4) s l=1,.., n)

En raison des équations (22.3), on a:
(22.5) dQ =3 (2 +T) A 0¥ — Z (2 +T') A\ o',

En raison d’ une remarque de § 6, pour que la connexion soit intégrable, il
faut et il suffit que la courbure et la torsion soient nulles. Il existe alors
dans le voisinage U un systéme de coordonnées locales complexes (resp.
paracomplexes) #° tel que la forme d’ HERMITE (resp. parahermitienne) puisse
g’ éerire: Ede'de’.

Qi la structure est hermitienne (resp. parahermitienne) la deuxiéme tor-
sion est nulle; si la structure est presque kihlérienne (resp. presque para-
kihlérienne), en raison de (22.5) la premidre torsion est nulle et X (I A w,” —
— I A 0*)=0, soit:

(22.6) Bgs -+ B:z -t~ Bfg == 0, Biisr -} Bfrzl +- Birly ==0 (l, l, 8= 1, ey %).

Les formes de courbure de la connexion hermitienne associée & une structure
presque hermitienne (resp. presque parahermitienne) peuvent s’ écrire:
S . 4
Q7 =3 (Riats" A 0" + Rigo® A\ of — Ry A o)

(22.7) Y =3 (B’ A o7 + Biwo? A\ o — Rigo® A o)

&i=1,..,n
ol :

Rin=Rlsy, Bin—+Rw=0, Biw+Riww=0 (sLth=1.., %)

Dans le cas &’ une structure presque parahermitienne, si I’un au moins

des champs définissant la structure (C, par exemple) est compldfement inté-

grable, on a: By =0, (s, }, £=1,..., n). En utilisant les identités de BIANOHI,
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on obtient: Rip=0, (s, I, {, h=1,..., n); donc les formes induites par les
formes @ sur les variétés intégrales du champ C, (défini par w* =0) sont
nulles. D’ oit:

THEOREME 22.1. - Si au moins I’un des champs associés & une structure
presque parahermitienne est complétement intégrable, la conmexion induile sur
les variétés intégrales de ce champ est a .courbure nulle. Si, de plus, la pre-
wmiére torsion de la connexion parahermitienne est nulle (ce qui a liew noiam-
ment quand lo structure est presque parakdhlérienne), la structure induite sur
les variélés intégrales du champ est une structure intégrable.

Lorsque I’ensemble des formes définissant la deuxidme torsion est nul,
ce qui a lien pour les structures hermitiennes et parahermitiennes, on a
alors: Rin =0, Ry =0, & out:

(22.7a) Q=2 Ry A wh, Q=T Rl A o® (s, l=1,.., n),

(relations démontrées par CHERN pour les structures hermitiennes). Dans le cas
des structures parahermitiennes, en raison du théoréme 22.1, la connexion
induite sur les variéiés intégrales de chacun des champs C, et C, est &
courbure nulle.

Si la premiére torsion d’une structure presque hermitienne (resp. para-
hermitienne) est nnlle, en utilisant encore les identités de BIraNcHI, on
démontre les relafions:

(22.8) .Rl’th ""l"‘ Rghl + R;ltl —_— O, R;l"lhl + E”hlll + R:.,llru = O (8, h, l, t= 1, sery n).

Une structure presque hermitienne d’espéce k peut étre déterminée dans
un voisinage U par la donnée de 2n formes de PFAFF complexes of, o
telles que 0¥ =o* s8i §<k, 0"’ =—0® 8i 8>k la forme &’ HERMITE et la
forme extérieure assocides & la structure pouvant s’ écrire:
Ok} = T v
Q=142 0® A\ v
On peut définir un « corepére para-unitaire d’espéce k». Les formules

(22.3), (22.4), (22.7) sont applicables aux structures presque hermitiennes
d’espéce k, & condition d’adopter les conventions suivantes:

8’ ~3 s 48 / D ’ B / 7.
oy = —w, Ayw=—A4s, Bijwy=—By, Riww=—Rim, BRim=—Rim,
si le nombre d’indices supérieurs & k est impair,
8 8 8! 28 4 D 4 D / (5,
=0, Aw=A4s, Biw=D5B, Biw=Rim, Rim =R,

dans le cas contraire; on peut ainsi associer canoniquement une connexion
affine & une structure presque hermitienne d’espace .
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23. Structures isotropes et localement homogénes [30] et [41]

Rappelons (§ B) qu’ une structure presque hermitienne (resp. presque
parahermitienne) est dite ésofrope au point 2 s’il existe un automorphisme
de la straucture transformant un corepére unitaire (resp. para-unitaire} d’ori-
gine & en un corepére unitaire (resp. para-unitaire) arbitraire de méme
origine ; la siructure seva dite localement homogéne dans le voisinage U de x
§’il existe un automorphisme de la structure transformant un corepére d’ori-
gine & en un corepére d’origine «' & U. Pour que la structure soit isotrope
en x (resp. localement homogéne), il faut que les composantes des tenseurs
de courbure et de torsion soient indépendantes du corepére congidéré (resp.
égales & des constantes). Les conventlons adoptées sont celles de § 21.

Aux formes &"* =2 u,w" O =2 u, ‘0¥ sont associées les formes m uh’
in, v, Gh o Q4. telles que (of. § 6)

Qr =3 ulQs, Ow = 3 4t Qs
(23.1) f'r = Eu:‘[‘“ i = 2 ul T, (hy m=1,..., n),
Qﬁ; =3 ’M;su;l Q; s Qm' ==X us{%znﬂi s

car la matrice |ul || est la contragrédiente de la matrice lus .
On a par exemple (cf. (5.31))

i h, m' n' 48 i h
Amp =2 Us u;» ug Azg, Bmp =% usu{"ufot s
75h ! 2
(23.2) Ropq=2 us wfudui Ry, (h, m, p, q=1, ..., n).
b
Rmpq =2 us %t; %w%}r R?t,« .

On obtient des condition nécessaires pour que la structure smt isotrope, en
considérant des transformations pariiculiéres de U, (resp. U) des transfor-
mations diagonales par exemple; en raison des relations (23.2), on démontre
que les composantes du tenseur de torsion doivent &tre nulles et par suite
Ry =0, Rj o =0 d’ aprés (22.7a); en considérant encore les transformations
diagonales, on déduit des équations (23.2) que les composantes du tenseur
de courbure doivent étre nulles sauf Rgq, Ris, Riw, R (s, I=1,.., n).

En considérant maintenant des transformations telles que: G)"z—_uf,‘w“,
& = uroh, &'=uw’ si I==h, s, on démontre qu’on doit avoir:

R%1 = Riy: = Ri s Rjys = Rism, s, LLh=1,.., n
o’ est-a—-dire :
Qf = Ao? A o, Qs=p0® A 0 4 p2oe? A o,

(23.3) Q,f,l = Ao? A (1)", Q:; = pu* /\ 0¥ 4 n 3wl A ml,,

(s, 1=1,.., n

A, 1, p étant réels quelle que soit la nature de la structure. En utilisant les
identités de BIANCHI, on démontre que: A = p = p == constante.
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Les composantes des tenseurs de courbure et de torsion étant des con-
stantes, ces conditions nécessaires sont suffisantes pour I’isotropie et entrai-
nent aussi I’homogénéité locale.

Si A =0, la structure est intégrable.

Si A==0, nous allons interpréter successivement les formules obtenues
pour les structures hermitiennes et parahermitiennes.

Dans le premier cas, on obtient:

do* = Z w! A 0],

dof =Zwi Ao} + 0! Ao, (si sl
doi =32 0} A 0f + Ao A 0 + 2 0! A vl
o + o, =0.

(23.3a) (s, I=1, .., ).

Ces équations sont vérifiées si la variété V,, est ’espace hermitien elliptique
(si A < 0) ou Pespace hermitien hyperbolique (si A > 0).

Soit en effet dans ’espace vectoriel complexe C”*+! une base ¢,, €,,..., e;
on peut définir le produit scalaire (e, ¢) de deux vecteurs e == 2, =+ ... + 2.€n
et ¢ =z/e/ 4 ... + 7€, par:

(23.4) (e, &)= (2, 2) =122, + 2 2,2, ;

(on suppose que les indices s, ... varient de 1 & #).

Les z,, 2z, constituent un systéme de coordonnées homogénes de ’espace
projectif complexe P,(C) et 'on peut normaliser ces coordonnées par la
condition: (s, 2)==1. Considérons dans C"*' une base variable ¢,, €,, ..., &
telle que:

(€os €)=1, (e, e =1, [e,, &,)=0, (es, €)=0 si szl

On a:
de, = ¢3¢, + 2 P,
de, =9, ¢, + 2 gl
dm::Ecpi/\cpl“, @ s=1,.., n
agt =2 ¢! A g+ ¢! A (9] — i)
det = Z g A\ ot+ 9 A 95,

avec:

R+HR=0 o'+ =0, ¢+ =0
On peut définir dans P,(C) la métrique:

(23.5) ds? = (de,, deg) — (e, 5 deg)(e,, de,).
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8i 'on pose: ¢,° =0, ¢/ =w,! (si s 1}, 9," — g =w,", cette métrique peut
8’ écrire : ds® = I v’ of ’on obtient:

de* =23 0! A\ 0},
dof =2 0! A o+, A ol =T 0, A\ 0o — o' A 8 i=1,.., n
dof =30 Ao +9° Ao’ +29° Ap’=Zuf Ao’ —o' Au' — Tl Ao,

¢’ est-a-dire les équations (13.3a) ot A =—1.

Ce raisonnement a 6t6 indiqué par CHERN [18]. I’ espace hermitien
hyperbolique est obtenu de manidére analogue en définissant dans C"*' le
produit scalaire (e, €)= 2,2, — Z #,2,’ et considérant dans P,(C) la métrique:

(23.6) ds* = (¢,, de,)e,, de,) — (de,, de,),

oll &, €, ,.., &, est une base telle que:

(Eo) 8)=1, (e, &)=—1, (&, &J=0, (e, El)=0 si sl
d’otr:
(?:"'5:’ ¢JZ+FPI'=O’ cPo’=c;c°' (8’ I=1,.., n

On déduit des résultats précédents le théoréme suivant:

THEOREME 23.1a. - Une structure presque hermitienne isotrope en chaque
point est localement homogéne. Cette structure est intégrable ou bien localement
équivalente & la structure d’ espace hermitien elliptique ou hyperbolique.

Pour les structures presque parahermitiennes, on obtient le théoréme:

THROREME 23.1b. - Une structure presque porahermitienne isotrope en
chaque point est localement homogéne. Ceite structure est intégrable ou bien
localement équivalente & wune structure parahermitienne sur la variélé
P.(R) < Pu(R), appelée siructure d’espace parahermitien.

Les relations (23.3) peuvent en effet s écrire pour les structures para-
hermitiennes (les formes w®, o étant réelles).

de* = Z 0! A v, do? =3 o? A v,
dot =D o}t A 0l 4 do? A\ o, dvy = S ol A of 4 Aot A o,
do, =36, A0+ do* Ao’ 22o¥ Ao, dot =2 v}/ \ 0f 4-2w* A 0¥ + A2 0! Ao,

of 4+, =0 (s, l=1,.., n),
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ot Pon peut supposer A <<0: en chaque point ’automorphisme contragrédient
de &, (qui transforme Q, en — Q) conserve les formes w®, transforme les
w* en — w* et par conséquent transforme X en — A; on obtient la méme espéce
de structure quel que soit le signe de A contrairement au cas hermitien.

Soit dans 1’espace vectoriel R*"** une structure de meodule unitaire
paracomplexe (§ 11) définie par deux sous-espaces supplémentaires X,,, et
X'pya; soit ey, e,,.., e, une base dans X, ., et ¢/, ¢/,..., €, nne base dans
X'y41- A deux vecteurs quelconques e = u‘e, + X u’e, et ¢ = u¢/ + Zu'e,,
on peut associer le produit scalaire (e, ¢) = w'u® + u’u’”.

Considérons les bases variables ¢,, ¢,,..., &, dans X, ,, et €, ¢/,..., ¢,
dans X',,, telles que:

(507 eo’} =1, (€45 58,) - 1: (50? Ss') = O’ (En ell) =0 si szl

On a:

de, = g€, + X 9,¢,, de) = ¢, + Z 9%/,

de; = @,%, + 2 @, des' = 9g/e) + Zgle/,

dpl =T ¢! A\ 9, dy'y =X " A %,

de," =Z " A o + 9° A (9,5 — @), d<p =Tl A gy + o5 A (95— &0
Aot =T Aot + 9. A o, oy =Z b A ol + 9, /\ Pyrs

avec

Cpg + :P’: = 0’ cPo”, -+ (P.ro = 01 q’a'l’ + ¢ =0. (31 l= 1) seey n)'

On peut définir dans 1 espace projectif paracomplexe P,(4) (cf. § 11}
¢’ est-a-dire dans P,(R)>X P,(R) la métrique suivante:

ds® == (de,, de,} — (g,, de,)(e, , dey).

8i Yon pose: ¢f =0’ gl=0} (si sk ¢ — =0, ¢ =0"
9F =0, @ — ¢y =, la métrique peut &’ écrire: ds* = X wlw” et Yon
obtient les équafions (23.3b) ot A= — 1. Appelons espace parahermitien
I’ espace projectif paracomplexe muni de cette métrique.

Si Pon se borne & une isolropie resireinie telle que tout corepére d’ori-
sine x puisse &tre transformée en un corepére se dédnisant du premier par
une transformation du groupe unitaire (resp. para-unitaire) unimodulaire (le
groupe para~unitaire unimodulaire étant le sous-groupe de 0, isomorphe” au
groupe linéaire homogéne réel unimodulaire), le méme raisonnement que
pour les structures isotropes conduit aux structures définies par le théordéme
23.1 et, en outre, pour n =23, & une siructure déterminée localement par

A i d" Mat 44 12
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des formes ®’, ¥ vérifiant les équations:
do' =o' A\ o] + 0® A 0] + 0® A 0! — 2p0° A ©°
dw? = o' A 0 4+ 0* A 0] + 0* A o — 200 A 0
dw3=mi‘/\ w::_’_wz A m:;+ws A w§——-2pw‘ /\wﬁ,
dut == ' A 0} 4 0% A\ w4 0° A 0} — 2’0 A v

(23.7) do’ = v* A 0l 0% A\ of + 08 A 0} —20° A v,
dw® = o' A\ 04 0 A of 4 0 A 0f —2'a! A v,
vl =0, w,! 4w, =0,
dotl =30’ A ol —3pp'v" A\ v, (¢, s=1, 2, 3)

do=Z u’ A 0, — 3pp0¥ A 0f + pp’ ! A o

{23.8) ¢ = ¢’ = constante positive.

On est d’abord conduit & des structures pour lesquelles les formes o,
o* vérifient les equations (23.7) et la relation pp’ = constante, mais on peut
choisir en chaque point une classe de corepéres unitaires (resp. para-unitai-
res) modulo le groupe unitaire (resp. para-unitaire) tels que p = p’ = constante.

Si la structure est presque hermitienne, les formes w®, ®w* sont com-
plexes avec v ==w‘. Les équations (23.7) et (23.8) sont les équations de
structure du groupe simple compact G, & 14 paramséires qui opére transiti-
vement sur la sphére S;. Si la structure est presque parahermitienne, les
formes ©°, w* sont réelles et 'on obtfient les équations de structure du groupe
simple G,’ qui est la deuxidme forme réelle du groupe complexe dont G, est
la forme,réelle compacte [8], [11]. Ce groupe G, opére transitivement sur la
quadrique @, d’équation: Z* 4+ X*'Y' 4+ X*Y* 4+ X*Y?* = 1.

On en déduit:

TaroREME 23.2. - Une structure presque hermitienne (resp. presque pora-
hermitienne) isolrope d’une maniére restreinte en chagque point est ou bien
isotrope ou bien localement équivalente o une structure presque hermitienne s
(resp. presque parahermitienne 8') sur la sphére S, (resp. la quadrique réelle Q,)
admettont le groupe G, (rvesp. G,’) comme groupe d’ automorphismes.

Le deuxidme torsion n’étant pas nulle, la structure hermitienne s sur S,
définie par les équations (23.7) et (23.8) ne dérive pas d’une structure complexe.
Comme G, ne laisse invariante sur S, qu’une seule structure presque com-
plexe, la structure s est isomorphe & la structure définie & 1’aide des octaves
de Cayley [32], ¢ est-a~dire d’une algébre sur le corps des réels de base

(1, e, , ..., &) telle que:

) =—1, e,ee=—epe;, si lzks, efee)=(e)e s=1,.., 7).

€ == €4 O3 = CougCrpg ™ Lsp Osyy OU €pypy =6

(28.9)
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D’autre part comme fout espace localement homogéne de Lik compact
et simplement connexe est équivalent & un espace homogéne de Lig [23] et
qu’ en dehors du groupe orthogonal, &, est le seul groupe de LIt compact
opérant transitivement sur S; [4], foule structure localement homogéne sur S,
est équivalente & la structure s.

La structure ¢ sur @, peut 8ire déterminée par la donnée de deux
champs de génératrices supplémentaires de dimension 3; la deuxiéme torsion
n’étant pas nulle, ces champs ne sont pas complétement intégrables, c¢’est-a-
dird la structure ne dérive pas d'une structure paracomplexe; on peut d’ailleurs
démontrer qu’il n’existe, en dehors des génératrices elles-mémes, aucune
sous-variété & 3 dimensions de @, tangente & un champ de génératrices. La
structure ¢ peut également étre définie & 1’aide d’octaves de Cayley de
deuxiéme espéce, en désignant par octaves de CAYLEY de deuxiéme espéce
les éléments d’une algdbre sur le corps réels de base (1, ¢,, ..., &) telle que:

eep=-—ee, s8i sl e,ee)=/e,) e (s, 1=1,.., 7)
) =()=C(@C)=()=1 () =()=F)l=—1
0.8,7=€, €0;,==€;, €6 =6, €6 == —6, €6 =e¢,

(23.10)

€58y = —8€,, €,6,=2¢,.

Soit I’ octave de deuxidme espéce x = x’ + x'e, + x%, -+ ¥e, - x'e, +
-+ a’e, + x’e, 4 x'e,; x° est la partie réelle (notée Rex) et x — x° sa partie
imaginaire pure; le conjugué de x est égal x: & = ' — w'e, — x’e, — x’e, —
— x'e, — x’e, — x’e, — "¢, ; la norme de x est:

Nw) =22 = @) + @) + (@) 4+ @) + @) — @) — @) —
23.11)  — (@®)® = (") + (') + (&' — «®)(z* + 2*) + (x° — 2°)(x® + «°) +
+ (2" — 2®){x" + 7).
On peut définir le produit scalaire de deux octaves = et y par:

(@, y) = Re(xy) = Re(Zy) = a’y® + x'y* + x*'y* + x°y* + 'y — x’y* —

@B

Tout point de I’espace numérique R’ peut dtre représenté par un octave de
deuxiéme espéce imaginaire pur @ =ux'e, + x’e,+ x’e,+ w'e, + ae, 1~ e, + X', .
Tout point de la quadrique @, peut étre représenté par un octave imaginaire
pur, de norme égale & 1. Si @ et y représentant deux points de @, on a:
&y = — yx et dans I’hyperplan orthogonal & x (qui se déduit par translation
du plan tangent T, & @, en «), la multiplication & gauche par x est une
(3.3)-involution &,.

On peut également chercher & déterminer des structures presque hermi-
tiennes d’espéce k qui soient isotropes ou localement homogénes. Un raison-
nement analogue & celui ufilisé pour les structures presque hermitiennes ou
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presque parahermitiennes conduif au structures intégrables ou & des struc-
tures définies localement par les formes complexes w®, w4 telles que la
forme d’ HERMITE associée & la structure puisse &’ écrire:

k) = T 0'ef — Z odn,
et vérifiant les équations:

do® = Z (0! A w] 4 wB A wj),
awd =X (0 A 0t + 0B A\ 0f),
dw] =3I (0] A of 4-of A 0g) 4 el A o,
dwa“"z(ws/\wt“l-ws /\wc)-i—lm‘/\w’+l2(6’/\w’-53/\w3)
(28.3¢) dvg =X (05 A 0f + 0§ A 0f) — B A 04,
dwg = X (0l A of + 0§ A 0f) — Aol A 04 4 22 (¥ A o — 0B A 0B)
dolg = I (g A 0f + g A 0f) — hot A o,
dof =Z (05 A vfl 4+ 0l A 6f) + re® A 04
w40y =0, 0f4+05=0, ol +uy=0,

(les indices minuscules s, I, { variant de 1 & %, les indices majuscules 4, B, C
de 2+ 1 & n)
On peut supposer la constante A négative, en remplagant au besoin la
forme @) par — @) ¢’est-a~dire en considérant une structure d’espdce n—k.
Désignons par espace hermitien d espéce k 1 espace projectif complexe
P,(C) dans lequel on définit les coordonnées normales par la condition :

(8, 2) = 2,2° 4+ 2,2, + ... + 23%% — PpaiBhas — o0 — ¥y =1

» - —_
on définit ainsi dans C"+! le produit scalaire (e, €) =22, + L 2,2, — 2424
Si Von choisit daps C"*+! une base variable ¢, ¢,,..., ¢, telle que:

(5o e—o)=(5u 5.3):1: (ea, EA)=—1, (505 Es)':(soa E_A)=O: (s EA)=O,
(e,, ¢) =0 si sl (cq, e8)=0 si A= B,

et si Ion définit dans P,(C) la métrique: (de,, de,) —(5,, de,)(e,, de,), le
méme raisonnement que pour l'espace hermitien elliptigne conduit aux équa-
tions (23.3¢c) avee A= —1; d’oir:

THEOREME 23.1¢c. ~ Une slruclure presque hermitienne d’espéce k est loca-
lement homogéne; celte structure est intégrable ou bien localement équivalente
o la structure d’espace hermitien d’ espéce k.

1’ espace hermitien d’espéce . est un espace riemannien symélrique a
métrique indéfinie.

Les structures presque hermitiennes d’espéce k isotropes d’une maniére
restreinte sont isotropes; d’ailleurs les groupes G, et G, sonf les deux seules
formes réelles du groupe simple complexe exceptionnel &4 14 paramétres [11].
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24. Courbure scalaire [38] et [41].

Soit sur une variété V,, une structure presque hermitienne (déterminée
par une métrique riemannienne F' et un champ d’automorphismes J,). Dans
Pespace tangent T, & V,,, muni de sa sfructure d’espace vectoriel complexe
considérons deux vecteurs V et W de composantes &' ..., £"; %% .., 7" par
rapport & un repdre unitaire (nous adoptons encore la conventiom: £ = E°,
7" z.;]s). I’ensemble des vecteurs mV +- p W tels que le rapport p/m soit réel
engendre un élément plan P & deux dimensions réelles; si en particulier P
est invariant par 1’automorphisme J,, P est une droite complexe de T,°;
P peut alors étre engendré par les vecteurs V et J,V.

De méme soit sur une variété V,, une structure presque parahermitienne (dé-
terminée par une forme différentielle extérieure Q et un champ d’involutions &,).
Dans Pespace tangent T, soit un élément plan P engendré par deux vecteurs V
et W de composantes: &', .., &, £ ..., E™; %% .., %", 1'% ..., %'" par rapport
4 un repére para-unitaire tel que les vecteurs e, engendrent le sous-espace
positif de &,, les vecteurs e, son sous-espace négatif. Si P est invariant
par I’automorphisme &, (¢’ est-a-dire si P est une droite paracomplexe tan-
gente & V,,), il peut &tre engendré par les vecteurs V et &,V.

Dans I’ élément plan P on peut définir la courbure scalaire de la struc-
ture presque hermitienne (resp. presque parahermitienne) par (cf. [2]):

o1 ZBUAE " — EY) - RinlE'n® — &) — Ruun(E'n — E"n*))En” — £
T — B e — &) + S — EnE — ')

S[Ryw(EY — EMnY) + RipadEn™ — E¥n?) — Riym(Einh — Ergt))Eln® — EmY)

TS E = EEn = El) + S B — EmIET — )
soif:
a1) K2R —En') + RinEn" L) — R @™ — Ey)Enr— ey

Z (' — EnV)E® — &) + X ' — B — E)
car Qf 4+ Q5 =0. Donc k est réel méme pour les structures presque hermi-
tiennes.

La courbure scalaire est définie dans tout élément plan si la structure
est presque hermitienne; dans le cas d’une structure presque parahermitienne,
le scalaire de courbure n’est pas défini dans un élément plan situé dans le
sous-espace positif ou négatif de J,. On vérifie que le scalaire K défini par
(24.1) est bien indépendant du repére unitaire (resp. para-unitaire); par
contre Pautomorphisme J, (transformation n’appartenant pas & f/’n) change K
en — K.

TakorkME 24.1. - Si en chaque point x & V,,, le scalaire de courbure est
indépendant de U élément plan P passant par ce poini, ce scalaire est nul.
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Pour démontrer ce théoréme on considére des plans engendrés par les
vecteurs V et W dont les seules composantes non nulles sont: &, E¥, &, £;
n, 7Y, &, &; la condition imposée entraine:

By + Bl = 4K, Riys + Risi + Ry + Riys = — K, Rbt + Riys = — 2K,
dott K=0.
Par suite on a:
Rin + Bhs1 =0, Rip+ B =0, Rin-+ Riu=0,
Rig + Bhsy =0, R + Riow =0, Riwn + Binwy =0,

La condition K =0 n’ impligue pas nécessairement que la lenseur de
courbure soit nul. Nous ferons sur la structure des hypothdses supplémentai-
res permettant de conclure que ce tenseur est nul,

Supposons d’abord la structure kdhlérienne (resp. parakdhlérienne); dans
ce cas la torsion étant nulle, en raison des identités de BraANCcHI on a:
Tt AQ =0, dot Ryp= Risq, st;ghr:Riysy; done si K =0, d’aprés (24.2).

R?t'h =0 R?’,th’ =0 (S) ly t; h= 17 ey 'n‘)’

et la structure est intégrable; d’oni:

THEOREME 24.2. - Les structures kdhlériennes (resp. parakdhlériennes)
courbure scalaire nulle soni intégrables.

Les théorémes 24.1 et 24.2 on été démonftrés par BoCHNER en supposant
la variété kihlérienne [2].

Si la premidre torsion d’une structure presque hermitienne (resp. presque
parahermitienne) est nulle, nous avons démontré que: R -+ Rim + R =0;
comme Ry + R =0, si K=0, en raison des formules (14.2) on a: R =0
(s, {, ¢, h=1,.., n); ces relations sont également vérifiées lorsque la
deuxidme torsion seule est nulle (cf. § 22). Par suife si ’une des torsions
est nulle et si K =0, on a @ =3I Rju0” A o*; les relations (24.2) entrainent
alors: ZTQj A v A o =0, d’ott en raison des identités de BIANcHI:

ngs /\ (D”‘*‘ZQIA (0[' /\ (.l)s':O, ou bien EdI‘s /\ m8’+2[‘l /\ (1){ /\ ms’=0’
ZdOY Ao +ZQV A of A 0 =0, Al A o+ ZIV A o A 0°=0;
ces relation peuvent &’ écrire:
AN ) —ZO8 A QF =0, 2l A o) —ZTE AT =0,
QY A\ wf) — QA Qe =0, ZdlY Aw) — 2T AT =0.

En particulier 8i dQ2=0, on a: QL=0"=0 et ZI* A 0¥ =0,
ST A =0; si de plus K=0, on obtient: ZI'* A I'¥=0; on en déduit
notamment : Z BBy =0 (I, t=1,..., n).

Si la structure est presque kihlérienne, les relations T BjBj =0 entrai-

(24.2) S0t l=1,...n)

(24.3)

nent Bj;=0; les deux torsions sont donc nulles et d’aprés le théoréme 24.2,
le tenseur de courbure est nul. D’otui:
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TaroriMr 24.3. - Les slructures presque kdihlériennes & courbure scalaire
nulle sont intégrables.
Lorsque la structure est presque parakihlérienne les relations X Bj;Bjy=0

n’ entrainent pas nécessairement que la deuxidme torsion svit nulle. Suppo-
sons de plus que ’un des champs définissant la structure soit compldtement
intégrable, C, par exemple; si I'" =0, la premiére torsion étant nulle, on en
déduit: = oV AR =0, doir: Ry = Rig; si K=0, le tenseur de courbure
est nul; donc les structures presque parakihlériennes & courbure scalaire
nulle et telles que I'un des champs de n-éléments qui leur sont associés
soit complétement intégrable, ont leur tenseur de courbure nul.

Si Uon se limite qux éléments plans invariants par 3, (resp. &,) c'est-a-
dire aux droites complexes (resp. paracomplexes), on démonire que les structures
hermitiennes (resp. parahermitiennes) pour lesquelles K est imdépendant de
Uélément plan sans étre nul sont les structures isoiropes non intégrables (défi-
nies par le théoréme 23.1). Ce résultat a 6t6 démontré par BOCHNER en sup-
posant la structure kithlérienne [2].

On pourrait également définir un scalaire de courbure pour les structures
presque hermitiennes d’espéce k; les théordmes 24.1 et 24.2 demeurent vala-
bles pour ces structures.

25. Courbure et torsion conformes [38] et [41]

Soit sur une variété V,, une structure presque hermitienne s déterminée
par la donnée d’'un champ d’automorphismes J, et par une métrique rieman-
nienne F définie positive. Considérons maintenant la famille de structures
presque hermitiennes 8; déterminées par le champ d’automorphismes J, et
la forme F; = AF, X étant une fonction différentiable de x; si Q est la forme
extérieure associée 3 la structure s, & la structure ¢, est associée la forme
extérieure AQ.

De méme soit 8’ une structure presque parahermitienne déterminée par
la donnée d’une forme différentielle extérieure quadratique Q et d’un champ
de (n, n)-involutions &, dont le sous-espaces positif et négatif sont intégranx
de Q. On peut considérer les structures s,’ déterminées par la donnée du
champ d’automorphismes &, et de la forme AQ.

A chaque structure ¢, (resp. ;') est associée canoniquement une connexion
affine, d’olt un tenseur de courbure et un tenseur de torsion. Nous allons de
plus introduire une courbure et une torsion conformes respectivement inva-
riante ou multipliée par un scalaire, lorsque I’on multiplie Q par A

Comme la donnée de &, définit une orientation de T,, toute transfor-
mation du groupe linéaire complexe L, conserve le signe de Q et les strue-
tures @, correspondent & une valeur positive de A. La donnée de J, ne
définit pas une orientation de T, mais I'involution &, transformant Q en —Q,
il suffit de considérer .:s structures 8, pour lesquelles A est positif.
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Si la structure s (resp. ¢') est déterminée localement par 2n formes de
PraFF complexes telles que »* = (resp. réelles), la forme Q &’ écrivant
iZ 0 A\ o (resp. T o A o¥), la structure ¢, (resp. 8,') peut étre déterminée
par les 2n formes de PFPAFF: &' = po’, & = po" (ol p est fonction réelle
telle que p*=21). Soient Qf, Q¥; I" TI¥; Ql, GY les formes définissant
respectivement la premisdre torsion, la deuxidme torsion et la courbure de la
structure s (resp. ¢') et soient G, Qs s T, I'e; f}i, ﬁi’;, les formes définissant
les torsions et la courbure de la structure s, (resp. &)

On a: do*= %—" N 0° + pdw?, dd® = %—L A & + pdw®, soit en posant

d—p'——9+6’ (ol 0 est une forme linéaire en ©’, & une forme linéaire en @¥):

di* =Z &b A\ @f + (o 4+ T,

(25.1) de” =2 oV A o + O + 17, (s=1,.., n
& + &y = 0,
avec:
& == of + 5 (6 —9) @y = wj + 3] (' —6)
25.2) s:zs = u(Qe + 20 A w3), "§1='= #(Q% + 26° A )
= pl's, ¥ = ul'?,
(f = Qf + 28]d9, Qf = QF + 25149

Par suite nous définirons la courbure conforme par les formes

Q! o o = Qb
: H;,=Q;,-—8§’~%—’—,

n

b

(25.3) =0 —3

la premiére forsion conforme par

Me— PAY  mgr ¥AY
n—1"’ n—1

ol
o= 2T ALt, o = 24j,0" (avec Qs=3 Aju' A o, Q=3I A" A\ o).

La deuxiéme lorsion conforme est par définition identique & la deuxiéme
torsion.
Si a, désigne 1’isomorphisme de T, sur son dual défini dans § 16, la
forme ¢ + ¢ est égale an produit intérieur o~ ()X (Q* A 0’ — Qs A 0% ou
encore :

o+ ¢ = (@I +T%) A 0 — (@ 4 [¥) A 0] = a=(Q) Ja0.

La forme ¢ -+ ¢ est done la codifférentielle 3Q (cf. § 17).
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La forme X (II* + I'") A 0¥ — X (II* -+- I'¥) A w?® est égale a: dQ —-821\_ ? .
Cette forme et la forme ¢ -+ ¢’ sont donc respectivement la forme de torsion
conforme et la forme de torsion de la structure presque symplectique &
laquelle est subordonnée la structire s (resp. &'); les deux formes envisagées
ne dépendent par conséquent que de la formé Q et mon de la forme F
(resp. F') échangeable avec Q.

TaEOREME 25.1. - Elant donnéde une siructure presque hermilienne s (resp.
parahermitienne '), pour qu’il existe une fonction A lelle que la structure =,
(resp. s,') soit intégrable, il faut et, pour n> 2, il suffit que la courbure et la
lorsion conformes soient nulles.

Démonstration : il est évident que les conditions énoncées sont nécessai-
res en raison méme de la définition de la courbure et de la torsion confor-

mes. Inversement si IIP=I"=0, [*=I"=0,0ona: Q*= P A Qs =% AN

n—1’ n—1
ol ¢ est linéaire en o' et ¢’ linéaire en w”; de méme si IIj =0, IIj =0, on
a: Q]=0, 0 =0 (si s=1), Q] =0QF, Q;,_ QY (6, s=1,..., n). Des identités

de BIANCHI (22.4), on déduit alors: o® A (dp— Qi) =0, o* A (dg —Q)=0
‘ {3:1, seey n) ,

Par suite si #>2, on a: dep=20;, d¢'=Qp Qon: dp+dy =0; il
existe donc une fonction p (réelle quelle que soit la nature de la structure)

telle que localement —%—:—-—-—— Les tenseurs de courbure et de torsion

de la structure %, (resp. %)) définie par les formes &°= pw?® & = pw* sont
nuls, en raison des relations (25.2), (on suppote A = p’); donc la structure %,
(resp. s,) est intégrable.

EQAQ
n—1
que d(¢ + ¢') =ddQ est nul mais le raisonnement indiqué ici est valable
pour des siructures qui seront étudiée ultérienrement (§ 31).

Si n =2, II'=0 identiquement, mais il faut imposer, outre la condition
I} =0, la condition d(p + ¢)=d5Q =0 pour que la structure s, (resp. %)
soit intégrable, ce qui est en accord avec les résultats de § 18.

Remarquons que la fonction A introduite dans le théordme 25.1 n’est
définie qu’a un facteur constant prés. Si la structure =, (resp. s,’) est inté-
grable, la structure initiale s (resp. s’) est hermifienne (resp. parahermitienne)
et dans le voisinage U d’un point de V,,, on peut trouver un systéme de
coordonnées locales complexes (resp. paracomplexes) #%,.., 2" telles que la
ferme d’HERMITE (resp. forme parahermitienne) associée & la structure s
(resp. 8') puisse s’écrire:

On peut & ailleurs déduire directement de la relation dQ -~

1

T ) (de'de’ +- ... + denden).
**

Annali di Matemation 18
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Si la structure % (resp. &') est de plus supposée kiihlérienne (resp. para-
kihlérienne), il faut que X soit une constante: la structure s (resp. &) est
donc intégrable. Ce résultat a 6t6 démontré d’une auntre maniére par BOCHNER
pour les structures kihlériennes [3].

TaioREME 25.2. ~ Etant donnée une siructure hermilienne s (resp. pora-
hermitienne %), pour qu’ il existe ume fonction A flelle que la structure s,
(resp. %,) soit kdhlérienne (resp. para-kihlérienne), il faul el pour n>2 il
suffit que la torsion conforme soil nulle.

En effet cette condition réalisée, la forme qa.—-..dQ—-aQ AD

n—1
et la forme Q admet un facteur intégrant d’aprés le théoréme 18.1.
REMARQUE: Si la courbure conforme d’une structure presque hermitienne
(resp. presque parahermitienne) est nulle, on a: Rin=Rin=0, Ryw= 0,
Rjiw=0 (si s=1); si de plus la courbure scalaire est nulle, en raison de
(24.2): Ron + Rhys =0, & olt; Ryn==Row =0 si t=:h; de (24.2) on déduit
é6galement Riy, =0; comme Q5= Qj, on a aussi: Biun=0 (s, h=1,.., n)
On démontre de la méme maniére que Riyy=0, Ry =0, Rim=0
(s, t, h==1,..., n). Par suite le tenseur de courbure est nul, d’ott la proposi-
tion suivante: si la courbure conforme et le scalaire de courbure sont nuls, le
tenseur de courbure est nul également. Si de plus la torsion conforme est
nulle (dans le cas de. n=2 si d6Q==0) il existe une structure =, (vesp. %)
intégrable dont la courbure est par conséqment nulle: A est donc une con.
stante ; ainsi lorsque la courbure et la lorsion conformes sont nulles de méme
que le scalaire de courbure, la struciure correspondante est intégrable, ce qui
précise les résultats de [38).

est nulle

C) Problémes d’équivalence des structures presque complexes el presque
hermitlennes sur une variété & 4 dimensions.
Cette partie du chapitre V utilise et compldte les résultats de [37]

26. Probléme d’équivalence des structures presque complexes.

Nous allons appliquer la méthode générale exposée dans le chapitre II
3 Pétude du probléme 4’ équivalence relatif & des structures presque com-
plexes définies sur des variétés de dimension 4. Soit sur une variété V, une
structure presque complexe définie par un champ d’automorphismes J, de
I’espace tangent T,. Si ’on suppose la torsion non nulle, on démontrera
que l'on peut associer canoniquement & la structure un champ C &’ éléments
de contact & deux dimensions invariants par la transformation J, c’est-a-dire
un champ de droites complexes, ce qui n’a pas liem en général pour »
quelconque.

Sur la variété V, la structure presque complexe s peitt étre déterminée
dans le voisinage U d’un point 2 par la donnée de deux formes de PFAFF
complexes linéairement indépendantes 6' et 0%; les différentielles db' et df®
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peuvent 8’ éerire (cf. (21.2)):
Bt =0' A 6 + 6° A 6 4 40" A0,

(26.1) 0% =0t A 67 46 A 9:4-;’1’5‘ A §z’

oti les 0, sont des formes de PFAFF complexes linéaires en 0¢, 6.

En chaque point, parmi le corepéres qui se déduisent du corepére ini-
tial par une transformation du groupe linéaire complexe L,’, en vertu des
formules (5.3), on peut choisir une famille F de corepéres tels que les com-
posantes du tenseur de torsion soient respectivement égales & 1 et 0, ce qui
détermine une structure & subordonnée & s, de groupe structural G, sous-.
groupe de L, . Cefte structure &' est déterminée localement par les formes
complexes w' ef w® telles que:
do' =o' A 0} 4+ 0* A 0} 4 &' A @F
do* =o' A\ 0] + 0! A o},

La méme structure peuf &tre déterminée par les formes de PrArF

7t = uiw' 4 ujws,

(26.2)

(26.3) I
avec .
4
(26.4) W= :-‘{g Pou: wai=1
[}

les uj é6tant des fonctions différentiables de @ qui en chaque point définissent
une transformations de G. En raison des relations (26.3) et (26.4), ce groupe G,
4 deux paramétres complexes, laisse invariant un sous-espace de R* & 2
dimensions et une forme quadratique extériemre de rang 2. A la structure s’
est donc associée canoniquement un champ C d’éléments de contact X, &
deux dimensions, défini localement par I’équation: w?=0; chaque élémenf
de confact X, est donc invariant par I’ antomorphisme J,; & la structure est
également associée une forme différentielle extérieure de rang 2: ¢ = w* A o'.
Remarquons que par différentiation des équations (16.4) on obtient:

dul  dw . dud | dal

On a:
do? = w? A\ o} 4! A (@, E‘+aa_)’), soit :

du, u n? ut nt
2 2 2 2 [t P ul 2
dn*=mn /\(wz u’)+a"u‘u‘ e uzu:)/\ x uz—z “""azu‘uz(n »/\7‘
2 2 2
a,u, a,u,
= A d4a A Tt 4 22 gt e DY) i A w2,
- A m i u}u; A ul *2&2 A
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et Uon peut éerire:
dn* = A 7 + a,/7n* A ©* + a,/nt A n

1) 8¢ dw* A w*==0, on peut choisir en chaque point une famille de
corepéres tels que a,' ou o, prenne la valeur 1.

Si a, 0, ¢’ est-a~dire si le champ C n’est pas complélement inlégrable,
on choisit en chaque point une famille de corepéres tels que a,’ =1 (ce qui
détermine u, d’oit u}), puis parmi ces corepéres, on choisit un corepére
distingué tel que a,’ =0; d’ou:

dnt = nt A (hmt 4+ h,n?) + 7t A (Bymt + Lt + L) 4wt A

(26.6) - = -
dn* = n* A nt + = A\ (m,n' + n,7t 4 0,70,

On obtient en général 8 invarianis complexes.

Si a, =0, le champ C est complétement intégrable; on choisit une famille
de corepéres tels que a, =1 (ce qui détermine u; d’ ot u3); on obtient ainsi
une structure s” subordonnée 3 &, &” pouvant étre déterminée également
par les formes ©' = w! 4 u;0’, n* = w® La forme dw® ost un invariant pour
la structure s” et 'on peut déterminer en chaque point un corepére distingué
‘tel que: dm®==w! A+ n° A (b7 +b,5') ou b, et b, sont des invariants;

la différentiation de cette relation montre qu’on a alors:
@ =T A [(b, — bJm* + Bywt] +7* A (b7 4 Imt - L) + =6 A B
dn?® = =t /\ n? 4 w2 /\ (b‘n’- + bsﬂ:l).

On obtient en général 6 invariants compleres.

2) 8¢ do* A w*=0, aux formes ®' et ®® on peut associer de maniére
unique les formes w? et w! (la forme w} étant définie modulo ®?) vérifiant
les équations:

dw® = w* A 0] + aw' A 03,
(26.8) dw' = ©' A 0! 4- 0 A 0} 4 o' A o,
@+ei=0, o —o+oi=0

Pour tout autre corepére, on a:

duly, a
an? = n* /\(w?-- ot 2)+—'n:‘ N w°
2 2 1 }
ui u’i
1 2 _ -
dnt = nt A\ |0} — du, + ’f—/\ (uiol — dul + ulo® 4+ aujp') n' A n*;
) ui uz 4772 2 272 2 ¥

on peut donc associer aux formes =n' et n’ les formes

du? du!
2 2 2 4 e (iy e L
(26.9) =0} — i m= 0y —
2 1

qui en raison de (26.5) vérifient les relations =} mi=0, T — 7 4 m =0,
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1°) Si a §=0, on choisit u] et par suite u} de fagon que z% =1. On

définit ainsi une structure s” (subordonnée & 8'), dont le groupe structural G
est & un paramdtre complexe, les changements de corepére étant définis par:
7't = n! + upnd,

n't ==,
La forme =} (et par sunite =n}) est un invariant pour la structure s”.

Si wtAnt An*3d=0, on détermine un corepdre distingué tel que:
7, = hn't + knt 4-Int (ou si A =0, tel que =t =~Fkx"); les fonctions h, &,
I, k, sont alors des invariants.

Si n!= Hn*4 Kn*, on peut déterminer un corepére distingué dans le
cas oi I’une des deux formes dH A n* A =* ou dK A n* A n® est différente
de.0. Dans le cas contraire, la structure s8” est ésofrope; on a alors:

dnt = ' A (Hn? + K&%) 4+ 7t A nl+ 7' A =,

(26.10) dn* = n* A\ (K — H)n* 4- (H — K)\n*] + n* A %,

(ot = est une forme linéaire en =', =, m?, n* et dul) et 'on démontre facile-
ment que le systéme

e, ul, da, dud) =i, ut, de, dul),

?@:a\;’ d/.l}? (,{%E):‘ﬂ?g(ﬁ-', u;9 dx, du;):

H(w) = H(w),

Rie) = K(=)
est en involution. Si I’on suppose les données analytiques, en raison de
théoréme 4.1, le pseudogroupe des automorphismes locaux de la structure
est un pseudogroupe de LIE de type infini,
20) Si a =0, on a:

dw‘:w‘/\w:-f-m’/\w;+u7‘/\5’,

(26.11)
dw® = v* A o},

En raison des relations (26.9), les formes duw) et dv; sont des invariants
pour la structure ¢'; la différentiation de (26.11) montre qu’on a alors:

dw? = Jo* A ©?,

%+ z'B)w’ A ©* 4 Bot A 0? + Co' A\ @,

(26-12) dwi =ide' A\ o -+ (___

ol A est un invariant réel tel que di A w® A @* =0, et 4, B, C des fonctions
réelles (non invariantes). En particulier lorsque A =0, on peut déterminer =*
4 un facteur constant prés de facon que drn®=0: il existe alors une fonction
complexe f telle que localement n* = df.
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@) 8i do! A w* A w*==0, on peut choisir en chague point une famille
de corepéres tels que:

(26.13) dr), = ein* A nt + (—g -+ zh) nt A\ mt,

ot e==o=1 et h sont des invariants., On obtient ainsi une structure 8,” subor-
donnée & g, s,/ pouvant étre également déterminée localement par les formes:

T = 'Mll‘n‘
(26.14) i =M§R2
ot :
st
(26.15) wat=1, =4

ul’

A la structure s, (dont le groupe structural @, est un sous-groupe a
un paramétre réel du groupe unitaire U,) est associée une forme différentielle
extérieure invariante: ©' A m! 4 @* A =, ainsi que la forme de PFA¥F =} - =,
Ona: ! 4+t =A4,7* +- A, + A,;n* + 4,7° et comme d(x! + n!)=2ein' A ' +
+42ihm® A =, A, n’est pas nulle; on peut donc choisir en chaque point un
corepére distingué tel que: «! 4wl = k(v 4+ ") + k,n” 4+ E,n%, ot k, et k,
sont des invariants (k, étant réel positif).

B) Si dot Aw Aw =0 ef do' Aw*s0, on a: 4=0, C4=0; on choisit .
une famille de corepéres tels que: drni=n'A n® + wt AR+ but A nt @ ol
une structure s” de groupe structural G”, s” pouvant étre également déterminée
par les formes =n'* =='—+ u;w®, n”?=nx*. La forme =n! devient une forme
invariante et 1’on peut détermmer un corepere dlstmgué tel que: nj=Fkn'* +
+ k't kot (si b, =0, tel que = =rkn"'+kn?, si al=1In? + I'n* tel
que dl =n't + mn"” )

yi Si de} =(— g -+ zh) w? A\ o, ott h est un invariant tel que dh A v* A 0*

on peut distinguer encore 4 cas:

1. 87 Vun des invariants A ou h au moins n’est pas une consiante,
on choisit n* de facon que d\ ot dh soit égal & p(n®+ m*) ol p est un
invariant réel positif; on définit ainsi une structure ¢, de groupe structural G,’
qui peut étre également déterminée localement par les formes

't =t - un®, ' =nd,
oit u! est réel; la forme =} est alors invariante et si =; A 7' A n?==0, on
peut chmsu' en chaque point un corepére distingué tel que: nl=rkrn' —k n'
(o Kk = 1)
Si wl=pn® — p 7’ (o p est un invariant tel que dp A 72 A =n*=0), la
structure &', est ésofrope. On obtient les équations:

dn‘zn‘/\ﬂ‘+n'/\n2+n‘/\f_§2

(26.16) dnt = — it AR
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ou ! est une forme linéaire en =*, n*, m!, =* et du!, la forme =} étant linéaire

en m!, wf 'E*, nt, dul {telle que le coeff;clent de =n* dépend d’ un paramétre v).

Le systéme T =n!, n’—— T, p= “h = h ’ étant _pas en lnvolutmn, on le

prolonge ot 1’on obtient le systéme en involution: T =mn!, 7 =n, = nl,
o= ni, W="h, p=p car on a:

dnt = «n! /_\ m +_1t’ A 7w+ nt A7,
dn? = — pw* A 7,

(26.17) dn! = (..% -+ zh) nt A 7,
dn = 1w A (rt— 7Y+ (~%+z’h+1)'n‘ AT+ 0 A,

ot 0 est une forme linéaire en =*, n*, =', n*, du!, dui, dv (définie modulo =*).
Supposons désormais les données analytiques: en raison de I’étude faife
dans § 4, le pseudogroupe des automorphismes locaux de la structure consi-
dérée est un pseudogroupe de Lie au sens large.

2. Si X et h sont des constantes, A n'élanl pas nulle, la structure &' est
isotrope ; on a les équations:

drnl = = A w} + 7:’/\n§+;:‘/\;c’,

dn? = —n* A (¢! — =),
(26.18) dnt = (_ % + ,h) A

dué:n;/\(2ni—1;§)+(—%+ik+1)“‘ A=+ 8 A=

Le systéme prolongé @' ==, m'=rn?, ©l = nt, nl=n! est en involution: on
a encore un pseudogroupe de LIE au sens large.

3. 8i A =0 ef si h est une constante non nulle, on peut déterminer la
forme n* (& un facteur constant prés) de facon que drn®*=0. On obtient ainsi
une structure 8,” (subordonnée a ¢') qui est isofrope et donf le pseudogroupe
des automorphismes locaux est également un pseudogroupe de LIE au sens

large; on a en effef:

drel=n! Anl4n? A x4+ nt A2

dn? =0,

drt = ihm® A 2,

dri=mn; A ®l 4+ (b 4 Ln* A n2 40 A =2,

(26.19)

et le systéme prolongé =t = =, n* = =n*, = nt, m=rn! est en involution.
4. 8 A=h=0, on peut déterminer u! &4 un facteur constant prés
(@’ ot =) de fagon que n;= 0. On définit ainsi une structure s” de groupe
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structural G (of. cas 1°). Cette structure est isolrope el localement homogéne
car on a les équations:

dnt =m* A\ i+ 7! A 77,

(26.20)
dr® =0,

ot © est une forme linéaire en !, =%, n*, n?, et dul. Le systéme m' = mt,
7* = n° étant en involution, le pseudogroupe des automorphismes locaux de
la strocture est un. pseudogroupe de Lie de lype infini.

1’ étude faite dans § 26 peut se résumer de la manidre suivante: étant
donnée sur une variété V, une structure presque complexe telle que la torsion
ne soit pas nulle, on peut en général déterminer canoniquement on chaque
point un corépere distingué {(notamment lorsque le champ C associé a la
structure n’est pas complétement intégrable); dans le cas contraire, le
psendogroupe des automorphismes locaux de la structure est un pseundogroupe
de Lie de fype infini ou un psendogroupe de LIE au sens large.

27. - Probléme d’équivalence des structures presque hermitiennes.

Soit sur une variété V, une structure presque hermitienne S telle que
la deuxiéme torsion de la connexion hermitienne associée & la structure ne
soit pas nulle. Cette structure S peut &tre définie dans le voisinage U d’un
point de V, par deux formes de PFAFF complexes 6! et 0° telles que la métrique
hermitienne et la forme extérieure Q correspondante s’ écrivent respectivement:
ds® = 00 + 00 ot Q =140* A ' + 02 A B?).

Les différentielles db' et db* vérifient les équations (cf. (22.3)):

dbt = 6 A 6! 4 6% A 01 4- B16* A 6 4 aift A B,

A9 = 0 A 024~ 0% A 62 4 201 A 6% 4 a0t A B2,

Bj+§:=0, 84 62=0, 84 6 =0.
En chaque point on peut choisir une famille F de corepéres unitaires tels
que les composanies du tenseur définissant la deuxidme torsion soient respec-
tivement un nombre réel positif et 0; & cette famille F est associée une

structure S’ subordonnée & S (de groupe structural g sous-groupe de U,)
déterminée localement par les formes complexes w' et w® telles que:

do' = 0! A 0} + 0® A 0} + C'o* A o + do* A o,
(27.1) dw® = 0! A\ o} + 0* A\ 0} 4 Co! A 0,
o ol=0 ©4+ol=0 o +ol=0,
ot A est nn invariant réel positif; la méme structure peut étre déterminée
localement par les formes
nt = ujw',

(27.2)

2 . 222
= ulw?,
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ol
1
%—-&:= , soit: u;.-—-_(—;ﬁ;;
u; et u] déterminent en chaque point une transformation de g lequel est donc
4 un paramétre réel; g laisse invariants deux-sous-espaces supplémentaires
4 deux dimensions de R‘. Par suite & la structure S’ sont associés deunx
champs C, et O, d’éléments de contact supplémentaires X, et X, & deux
dimensions (définis respectivement par w!=0, ©*=10j; X, et X, sont inva-
riantes par 1’automorphisme J,; donc (cf. § 12) & la structure S’ sont égale-
ment associés un champ d’involutions &, telles que J,&, = F,J, et un champ
d’ automorphismes K, = J,J,. Il en résulte que la structure S’ est également
subordonnée & une structure infinitésimale réguliére de groupe siructural
isomorphe &4 L/> L, (cf. §. 33).

Aux formes n' et w® sont associées les formes =}, n, =n;, n} telles que:

(27.3) wat=1, wi=1,

d%l 2
ﬂ:—m:"—_@;’f’ ‘Ef:—:w%,
27.4 ' .
( ) 2 2 du: i ui i
=W — 5 s == 73 W
u? u2
. e . . du, dul
Par différentiation des équations (27.3), on obtient: 2 A tE = 0 et
par suite: ! ?
(27.5) 2n} + 7} = 20! 4 ol.

La forme 2w+ ; est donc un invariant pour la structure S’. Sont
également invariantes les formes:

ol A ! 2 A a? 2 1 1 2
d4, o' Av', o* Ao’ ofAw, dof, do}, Q= del—oA\ o,
2 4 4 2 2 i
Ql =do]— ;] Ao}, OAQL
Remarquons que les formes !, Qf, Q! Q! définissent la courbure de la
connexion hermitienne.

D’aprés un théoréme de LEPAGE (§ 15), aux formes dQ, id(w! A\ wb),

id(w® A *), Q qui sont de degré 3, correspondent les formes de PFAFF bien
déterminées O, 6,, 0,, 0, telles que:

dQ=0A8, ido'\0')=0A8,, ide* \o*)=QA8,, idQi=—idQ!=0AN8,
(on a: 6 =0,+06,).
La condition nécessaire et suffisante pour que la structure soit subordonnée
4 une structure presque kihlérienne est que 6 =0.
Les formes L, in' A w', iv* A w? do? A w. étant réelles, les formes
8, 8,, 6,, O, sont réelles également ainsi que d4 et (2w} + ©}); I’une d’elles
peut §’éerire: A,0! + X 0! 4+ 1,0 4 A,0°.

(27.6)

A. ali di Mat 43, 14
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10) 8i I'une au moins des formes de Pfaff invarianies n’est pas nulle,
on peut déterminer en chaque point un corepére distingué tel que I'une de
ces formes ¢ é6crive k,(n' -+ n')—+hn*-4 hn?, k, et h 6tant des invariants
(%, est réel positif). Si A, = 0, on choisit la forme n* de facon que la forme
invariante soit égale a k,(r®- n%), k, otant un invariant réel positif. La
forme =' est alors définie au signe prés.

20) 8¢ toutes les formes de Pfaff invarianles sont nulles, on a alors
une structure subordonnée i une structure presque k#hlérienne et les deux
champs C, et O, sont de plus complétement intégrables. Dans ce cas comme
die* A 0') =0, la forme ! peut & écrire a,0'+ a,0* et on a:

ulja, - a - - ,
@1 m= (GRS = a R - 0, = 07+ ),
U, Uy U

a) Si la forme w, n’est pas nulle, on détermine en chaque point un
corepére distingué tel que a,” soit réel positif (on a 4 déterminations pour uj)
ou 8i @, =0, tel que a} soit réel positif (5 déterminations pour wj).

B) Si la forme v, est nulle, la structure S’ est isofrope et localement
homogéne. On a en effet:

dnt=mn' An' 4 Ax' An?,  dn*=—2r* A=,

ou A est une constante positive; la différentiation de ces équations montre
que: dn!=mnn® A w’, avec n= A>. Nous obtenons donc en définitive les
équations : _ _

dnt ==' A\ w; + An* A\ 7,
(27.8) dn® = — 2n* A =},

dr! = Az A\ 7,
ou = 'est une forme linéaire en =', m, =%, n*, du!: les formes m!, =*, m! sont
définies sur la variété des corepéres déterminant la structure S’ (cefte variété
est & 5 dimensions réelles). Les équations (27.8) sont les équations de struc-
ture @ un groupe de Lie a 5 paramélres réels; on en déduit que le pseudo-
groupe des aulomorphismes locaux de la structure est éguivalent & un pseudo-
groupe de Lie o 5 paramélres. .

Si Pon pose: n! =8 4 40, n® = 6° 4 §0¢, @} = — %95 (6, 6%, 6%, 0% 6° étant

des formes réelles), on obtient:

do: =%ez A 05 4 A(B A 65 — 6% A 89,

1
® o 2B A G5 — A(B' A O 4 02 A B3
(27.8q) do 29 AN A6t A8 0 A 69,

de® = — 6* A 65,
dgt = 0% A 05,
a6 = 4.4%0° A 6%,
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Le groupe de LIk admet un sous-groupe distingué & 2 paramétres (défini
par 6°=0'=0°=0) isomorphe amn groupe des translations du plan, le
groupe quofient étant isomorphe au groupe des rotations 4 3 paramétres.

Considérons a nouveau la variété V,; sur les variétés intégrales du
champ C, (défini par 8' =0°=0), & la métrique (0°)° + (8')* est associée une
connexion riemannienne & courbure constante négative (égale & — 44%). Sur
les variétés intégrales du champ C, (défini par 0°=06'=0), & la méfrique
(6')* 4- (6%)* est associée une connexion riemannienne & courbure nulle; ces
variétés intégrales sont munies d’'une structure d’espace localement euclidien.

Les résultats de § 7 peuvent se résumer de la manidre suivante: étant
donnée sur une variété V, une structure presque hermitienne, on peut en
général déterminer canoniquement en chaque point un corepére unitaire
distingué (notamment lorsque la structure n’est pas presque kihlérienne);
dans le cas contraire la structure admet une structure subordonnée isotrope
ot localement homogéne dont le groupe structural est & un paramétre réel.
Ces résultats sont conformes au théoréme 6.2 puisque 1’on peut associer
canoniquement une connexion affine & une structure presque hermitienne.

28. Remarques concernant le probléme @ équivalence des structures
presque paracomplexes et presque parahermitiennes.

Sur une variété V, & une structure presque paracomplexe déterminée
par la donnée de deux champs @, et &, non compldtement intégrables d’élé-
ments plans supplémentaires P, et P,, on peut associer canoniquement un
troisidme champ C d’éléments plans P tels qu’ en chaque point x de V,,
P coupe respectivement P, et P, suivant une droite: le champ C est un
champ de droites paracomplexes. Le probléme d’équivalence se traite par les
mémes méthodes que pour les structures presque complexes mais est conduit
4 envisager un nombre de cas supérieur.

Si Von suppose de plus la structure presque parahermitienne (les champs
@, ot @, étant tomjours supposés non compldtement intégrables), a cette struc-
ture S sont associés canoniquement deux champs C et C’ d’éléments plans
supplémentaires P et P’ coupant respectivement 1’élément plan P, (resp. P,)
suivant les droites D, et D/ (resp. D, et D,); par suite & la structure S
sont associés trois champs de (1, 1)-involutions J,, ,&, K, telles que
Ju8y =T, =K, (cf. § 12); on peut déterminer sur V, une structure S’
subordonnée & S, dont le groupe structural est & un paramétre réel, structure
également subordonnée & une structure infinitésimale réguliére dont le groupe
structural est isomorphe & L, X L, X L, X L, (cf. § 33).

Comme pour les structures presque hermitiennes, on peut en général
déterminer canoniquement en chaque point un corepdre para-unitaire (notam-
ment lorsque la structure S n’est pas presque paraki#hlérienne); dans le cas
contraire, la structure S’ qui est alors isofrope et localement homogéne peut
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étre déterminée localement par les formes réelles ', @', w? ' ou par les
formes ' =wujw!, n* = ulw?, 7®=udw®, n'=wujw (oﬁ wiug=1, wiui =1, u} m(——li),)
ul
telles que les champs @,, @,, C, (' soient respectivement définis par:
Be=nt=0, tl=n=0, ' =n'=0, ' ==n*=0.
Les différentielles dn* vérifient les équations:

drt =x' A nl +n° A =,
an* = — 2n* A =},
(28.1) an® = — n* A n} + nxn' A =¥,
dnt = 2r* A n},
dm, = nn® A\ ',

ol n est une constante, la forme =} étant une forme linéaire en =', n?, =%, =
et du!: I’ensemble des formes =n', n*, n%, n*, =} est définie sur la variété des
repéres (A b dimensions).

Le pseudogroupe des automorphismes locaux de cette structure est loca-
lement équivalent & un groupe de LIE & b paramétres.

CHAPITRE V1.

Structures presque quaternioniennes de deuxiéme espéce.

Les résultats obtenus dans ce chapitre ont 6t6 exposés en partie dans [39].
Comme dans le chapitre V, les indices latins varient de 1 & n et, sauf men-
tion spéciale, les indices grecs de 1 & 2n, aveo § ==8 - n. Par contre nous
1’ adopterons pas la notation w” pour I'imaginaire conjuguée d’ une forme
complexe ou paracomplexe w’.

29. Généralités.

Nous étudierons dans ce chapitre des structures infinitésimales réguliéres
& définies sur une variété V,,, r fois différentiable (r = 38), de groupe struc-
tural T, (of. § 13). Si n est pair (n=2p), la structure & sera dite presque
quaternionienne de deuxiéme espéce (de groupe structural ff’,,). Les structures
presque quaternioniennes, dont le groupe structural est le groupe linéaire
quaternionien L”, ont ét6 définies par C. EHRESMANN [24].

Il résulte des propriétés étudiées dans § 13:

TaEOREME 29.1. - Sur une variélé V,, une structure infinitésimale régu-
liére, de groupe structural T, est déterminée par la donnée d un triplel
(C,, C,, C,) de champs deuss fois différentiables de n-éléments de contact X,,,
X, Y, deux & deux supplémeniaires ou par la donnée de I’un des couples
9, 8), @, %K), & K) de champs d automorphismes I, 3u, Ko de Uespace
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tangent T, & V,, au point x € V,, tels que (J,) = —1, () =1, H,)* =1,
3,3y = — 3,95 =K, ou encore par la donnée &' un champ d’ automorphismes
I et dun champ de n-éléments de conlact réels.

A la structure est associée un quatriéme champ O, de n-éléments
Y, =3J,Y..

La méme structure % peut étre déterminée par tout triplet [Ct), Cla, Clual]
de champs dépendant de trois constantes arbitraires p,, p,, p,; mais tout
triplet [C), Cla, Ct)] de champs dépendant de trois fonction arbitraires
5 By, by détermine une famille &,,,., de structures de méme espdce que Ia
structure & mais non la méme structure (°).

30. Connexions affines associées & une structure .

Dans le voisinage U d’un point de V,, une structure & peut éire déter-
minée par la donnée de n formes de PFAFF complexes w® =a® + ia* (8 =1, ..., n)
telles que les 2xn formes réelles af, «* soient linéairement indépendantes, les
champs C,, C,, C,, O, étant définis respectivement par les équations:

B0.0) w="""" o g2t

\'2 V2
La méme structure peut 8tre déterminée par 2n formes de PFAFF complexes
tﬁt:Euﬁw‘, olt les u. sont des fonctions locales différentiables a valeurs
réelles, déterminant en chaque point @ € U une transformation de L,,.

A la structure % qui est & la fois subordonnée & une structure presque
complexe et & deux structures presque paracomplexes, on peul associer cano:
niquement trois connexions affines, distincles en général :

1) la connexion (4) que nous appellerons connexion associée au champ
d’ automorphismes d, (c’est-a-dire & la structure presque complexe), définie
par les formes réelles w; (linéaires en o' et w!) telles que:

=0, a¥ =0, a*=0 (s=1,.., n)

dwt =S 0t A\ 0f + T Ajwt A o 4- T Bho® A o),

304
(504) Aj + Ay =0, B+ By=0

(8 ¢ 1=1,.., n)

ot les A et Bj sont complexes.
2) la connexion (B) associée au champ d’automorphismes XK, , définie
par les formes réelles o; (linéaires en o et a¥) telles que:

dos =S at A\ af + Z aget A & + Zagpal’ A o,
(830B)  da¥ =Za¥ A\ ay + Sapal A o + D agal A &,
/ N
ocf:ocf,, agr—i-a.rg:();

(s t=1,.., n)
G B rv=1 .., 2n)

(%) Ceci corrige ce qui a été éerit dans [39].
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3) la connexion (C) associée au champ d’automorphismes &,, définie
par les formes réelles 6; (linéaires en 0° et 6%) telles que:

doe =268 A\ 6 + Zhybt A\ 0% 4 T big 6 A OV,
(30 0) dor = S OY A 65 + b8 A O 4- S b0t A 0,
0 =0y,  bh+bje=0.
Les aﬁY et bj, sont réels.

Les formes I Ajwt A\ o'; Sajet A o, T afpat A o ; bt A 04, bl A 6V
définissent respectivement la premiére lorsion des connexions (4), (B) et (O)
De méme los formes I Bjwt A o'; Sajpat A\ o, Zagaf Aal; Thi oY A 0,
T b0t A O définissent respectivement la deuwiéme forsion de ces connexions.
On pourrait également pour chacune de ces connexions définir le tenseur de
courbure et déduire les relations généralisant les identités de Braxcrr. Comme
pour les structures presque parahermitiennes (§ 22), on peut démontrer que
si 'un au moins des deux champs C; ou C, (resp. C, ou C,) est complédtement
intégrable, la connexion induite par (B) (resp. (C)) sur ses variétés intégrales
est & courbure nulle.

On peut écrire les équa.tions (30 B) par exemple, sous la forme:

(s, t=1,.., n)
GBy=1.., 2n

abr =Z 0 A af + ——V«é % (an + ay -+ apy + a,m')((i‘ A0 08¢ A 0F) 4

1 8’ 4 4 y
- m 2 (a:l -+ ag — a?/lf et a:rll)(et /\ el -+ e‘ /\ el).

(80 BY) )
ds* =T 0% A af + 2—\—/-§ Z(ag — ay + apy — ag,’l,)(gt A B - 0% A BY) 4
+ W Z (ah — aif — ajw + ajn)(8 A\ 0+ 6 A\ )

ou sous la forme:

1 . ! » ! -, -
dwt == S ot A & 45 E (0% + ial — aby — ialp)(©* A o + of A ©) +

4

(30 B) h o
+3Z(au+ g + ady + iam)(of A o + ot A o)

d’olr:

0 =af + V% % (af + aff — aiy — ain)B¥ +
(30.2) 1 , , (s, t=1,.., nj

-+ _V—E Z (an — ag — agy + avy)¥;

ol = af 4+ % (64 + ial -+ aly -+ ialu)o’ +

(30.3) (s, t=1,.., n)

1 s . &
+—22 (ah — dat + aty — iagr)e}
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Denx des connexions coYncident si oi—w; oun of =0 ou 0 = w}
(s, t=1,.., n); dou:

TrEOREME 30.1 - Pour que deux des lrois connexion coincident, il faul
et il suffil que la deuxiéme lorsion de la froisiéme commexion soit nulle.

Par conséquent si la structure dérive d’une structure complexe, les
connexions associées aux automorphismes J, et H, coincident (on a alors:
af = B;).

En particulier pour que les trois connexions coincident, il faut et il
suffit que la deuxiéme torsion de deux des connexions soit nulle; cette con-
dition réalisée, en raison des formules (30 B) par exemple, la premidre torsion
de la connexion unique est nulle. Inversement si 'une des connexions est &
torsion nulle, les trois connexions coincident. Les quatre champs C,, C,, C,,
C, sont alors complétement intégrables. Il résulte d’une propriété démontrée
précédemment que la connexion induite sur les variétés intégrales des quatre
champs est & courbure nulle; la torsion étant nulle, la structure induite sur
ces variétés est intégrable: D’onr:

TrtorEME 30.2. — Pour que les lrois connexions coincident, il faut et 4l
suffit que les quatre champs C,, C,, C,, C, soient complétement intégrables.
La structure induite sur leurs variétés iniégrales est alors intégrable.

Tout champ O de n-éléments X, défini localement par les équations:

(80.4) ot 4 par’ =0, (s=1,..., n),

ol p est une constante, est de méme complétement intégrable. Ces champs de
n-6léments définissent sur V,, une famille & un paramétre de feuillelages,

Si les données sont analytiques, la torsion étant nulle, la structure sur
Vs, dérive d’une structure complexe.

Pour que la structure $ soit infégrable, il faut et il suffit que la cour-
bure et la torsion de Pune des connexions soient nulles (en raison d’une
remarque de § 6); les frois connexions coincident alors. Il existe dans le
voisinage de tout point de V,, un systéme de coordonnées locales !, ..., ",
y'y .., y* tel que les champs C,, C,, C,, C, soient définis respectivement
par les équations:

(30.5) dar —y)=0, dx*+9)=0, dy=0, da*==0, (s=1,.., n)

Suivant le théoréme 6.2 le pseudogroupe des antomorphismes locaux de la
structure est localement équivalent au groupe affine de R*" dont le groupe L,
est le plus grand sous-groupe homogéne. On peut d’ailleurs démontrer direc-
tement que les changements de coordonnées locales

X® = fo(xt, ..., "),

30.6
( ) Y2 g’(ﬂG‘ 3 eeey ?!"),
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tels que les champs C,, C,, C,, C, puissent étre définis par: d(X*— Y% =0,
X3+ Y*)=0, dY*=0, dX*=0 sont des changements de coordonnées
linéaires.

Dans la suite de ce paragraphe, nous supposerons # pair (n=2p). Les
indices latins varieront de 1 & p, les indices grecs de 1 & 2p, avec 8 =s-+p,
La structure & est alors une structure presque gquaternionienne de deuxidme
espéce; dans un voisinage U elle peut 8tre déterminée par les 2p formés de
Prarr complexes linéairement indépendantes 7%= w® - fw¥, 7¥ = 0% — jw*
(8=1,..,n) ou par 2p autres formes f= X afn*, les fonctions complexes a’
définissant en chaque point une transformation du groupe linéaire quaternio-
nionien de deuxidme espéce Iol”p (ai = ai, ap = a5).

Les équations (30 4) définissant la connexion affine associée aux auto-
morphismes J, peuvent s’ écrire :

dne=3n Anf+Zn" A\ np+3 Hogne A - S Kopnr A7, (s, t=1, ..., p)
(80 4') dn¥ =S Anf +En¥ A + 3 Higne Arf + B Kopme AT,

—, .
T =Ty, n =y,

(On a: 2nf = of 4 0] + of - i), 20 = ] + ] — V) + §v}).

Une structure presque quaternionienne de deuxiéme espéce intégrable
sera dite qualernionienne de deuxiéme espéce. IV aprés ce qui a ét6 démontré
précédemment, on obtient seulement des variéiés localement affines.

Remarquons qu’une structure presque quaternionienne peut &tre définie
localement par 2p formes de PFAFF complexes n* ou par 2p aufres formes
n8=23afrne (avec of = af, ai = — a;). On peut associer canoniquement &
une telle structure une connexion affine définie par des équations analogues
4 (30 4) mais ol les formes =g vérifient les relations:

=, o= (8, t=1,..., p)h
C. EHRESMANN a démontré [24] que toute variété quaternionienne est locale.
ment affine.

31. Courbure et torsion conformes.

Supposons définie une structure & sur une variété V,, (n étant quelcon-
que); considérons la famille &,,, de structures de méme espdce. Si 1’on
fixe en chaque point 1’automorphisme d, (¢’est-d-dire la structure presque
complexe), on obtient une famille %, de structures (dépendant d'une fonction
arbitraire 1,); chacune de ces stxuctures peut 8tre définie localement par les
n formes complexes

7""?7-1) = A,0° =}, (o* + o) (8=1,.., n; §=s+mn),
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la structure & étant déterminde par les formes o a* ou 05, 6¢ définies par
(30.1); on peut supposer la fonciion A, de module 1 (A, = cosp, + isinp, o
p, est réel). Les champs (C,h, (Con, (Cihy, (Ch, associés & la structure &,
sont définis respectivement par les équations:
(a®—a*)cos p, — (@*+a*)sinp, =0, (x*+&*)cosp, -+ (2*— a*)sinp, =0,
(81.2) e*sinp, + ¥ cosp, =0, a®cos p, — a¥ sinp, =0,
(8=1,..., n).
Les automorphismes (&,),, et (¥,),, peuvent &tre représentés respective-
ment par:
(81.3) F, cos 20, — K, 8in 2p,, F, 8in 2p, + K, cos 2p, .
De méme que pour les structures presque hermitiennes et presque para-
hermitiennes (§ 25), on peut définir une courbure et une torsion conformes
correspondant 4 la connexion (4) (associée aux automorphismes J,). En dési-

gnant par Qs, I's, @ les formes définissant respectivement la premidre torsion,
la deuxiéme torsion, la courbure de la connexion (4), on définit la courbure

conforme par: 1
(31.4) m=d—ﬁz%
la premiére lorsion conforme par:

—r A
(31.5) s = Q¢ pou

olt @, ==22 40 est invariante par tout changement de corepére appartenant
4 L, ; la deuxiéme lorsion conforme est par définition identique & la deuxidme

torsion. La forme @, = ¢, — o, transformée en ®,' = @, + 2(n — 1) @Xl_ par la

transformation n* = X,w® sera appelée forme de lorsion associée 2 la connexion
(4) (cf. structures presque symplectiques et strmctures subordonnées). Le
méme raisonnement que pour les structures presque hermitiennes et presque
parahermitiennes (§ 25) conduit aux théorémes suivants:

Tatorime 31.1. - Elant donnée ume structure €, pour qu’ il existe une
fonction différentiable X, telle que la structure 5, soit intégrable il faut et
pour n> 2, il suffit que la courbure et la lorsion conformes soient nulles.

Si n>2 =0 et II =0 entrainent d®, =0. Sin=2, on a I*=0
identiqnement mais il faut imposer, outre la condition II{ =0, la condition
d®, = 0 pour que la structure &, soif intégrable.

Les conditions du théoréme 31.1 étant réaliseés la fonction 1, est définie
4 un facteur comstant prés. On démontre de maniére analogue le théoreme
suivant :

TrioREME 31.2. - Pour qu'il existe une fonction X, telle que les champs
(C s (Chs (Cghyy (C,)s, soient complétement intégrables, il faut et il suffit
que la torsion conforme et la différentielle de la forme de torsion soient nulles.

Annali di Maiematica 15
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Confrairement aux structures presque symplectiques (et structures snbor-
données), la condition II* =0 n’entraine pas nécessairement d®, = 0.

En fixant en chaque point 1’automorphisme &, (resp. ¥,), on obtient
des structures &;, (vesp. ;) dépendant d’une fonection arbitraire A, (resp. A,).
8i Von fixe J, (c’est-a~dire les n-éléments X, et X,'), chaque structure &,
peut &tre déterminée localement par les # formes paracomplexes

(31.6) g == Opg + 809 = A,(0° + j6°) (s=1,.., n)

oit A, est un nombre paracomplexe que l’on peut supposer de norme 1
(A;=chp, +jshp,, p, étant réel); on a:

BLY) (Joh, = Ipch 2, — H,sh2,, (., = Ju sh 2, + K, ch 2p,.

Si I'on fixe &K, (c’est-a-dire Y, et Y,’), chacune des structures &, peut
étre déterminée localement par les n formes paracomplexes

(31.8) Tha = &by + o = Al + jor) s=1,.., m)
ol A,=chp,+jshp,; d’ ol les antomorphismes
8L9) (o), =Jpch2p, —F,sh 20, (Foh, =3s»sh20,+ F,ch2p,.

On peut définir pour chacune des connexions (B) et (C} une courbure et
une forsion conformes, ainsi qu’une forme de torsion. Les théorémes 31.1 ef
31.2 ¢’ appliquent aux structures &,, et &;,.

32. Structures a4 groupe struectural isomorphe au groupe orthogonal O, .

Le méme raisonnement que pour les structures presque hermitiennes et
presque parahermitiennes montre que les seules structures % dsotropes sont
intégrables ; par contre nous allons montrer qu’on obtient des structures iso-
tropes non intégrables en considérant des structures %' suboidonnées aux
structures &, de groupe structural isomorphe & O,.

Si ’on se donne sur une variété V,, une structure & [déterminée par
exemple par un triplet (C,, C,, C,) de champs de n-éléments X,, X,/, Y,
et une forme différentielle extérieure Q (de degré 2, de rang 2n) telle que
les n-¢léments X,, X,', Y, soient intégraux de £, on définit sur V,, une
structure %' dont le groupe structural G est isomorphe & O,: cetfe structure
est subordonnée & une structure presque hermitienne et & deux structures
presque parahermitiennes. Localement une structure %' peut &tre déterminée
par la donnée de # formes de PFAFF complexes linéairement indépendantes
w® = o® 4 4a¥ (8=1, ..., n) telles que la forme Q & écrive: Q=i w* \ 0* =
=2at Aa¥, le champs C,, C,, C,, C, étant définis par les équations (80.1).
A cette structure sont associées une métrique hermitienne ¢ = 2 w*ws et deux
métriques parahermitiennes ¢, = 2 (a® + jo ")o* — jo¥), §," = Z (62 + 70')(6s — 76*),
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d’ ot la méirique riemannienne définie positive F = X [(¢*)* + (o*)*] =
=X [(6%)* + (6¥)*] ot les métriques riemanniennes indéfinies

F/ =3[ — ()] =23 0%, F/ = Z[©) — (6*)] =25 asa*.

On peut associer canoniquement & la structure &' six connexions affines
en général distinctes: une connexion hermitienne, deux connexions paraher-
mitiennes et trois connexions riemanniennes.

Si les champ O, et C, (resp. C, et C) sont complétement intégrables,
la métrique riemannienne F est localement réductible [36] ¢’ est-a~dire il
oxiste dans le voisinage de tout point de V,, un systéme de coordonnées
locales «, .., % @', .., y* tel que F=f, +f, ou f, =2 g,(x)dx'dy’,
fe =2 hy{y)dy*dy’".

Si les quatre champs C,, C,, C,, C, sont complétement intégrables, la
connexion hermitienne et les connexions parahermitiennes coincident; la
structure induite sur les variétés intgérales des quatre champs est une
structure d’espace localement euclidien.

En cherchant les structures &' isotropes, on est conduit [par le méme
raisonnement que pour les structures presque hermitiennes (§ 23)] aux struc-
tures &' intégrables (pour # quelconque) et de plus, pour % =38, 4 des struc-
tures déterminées localement par des formes réelles «f, a* qui vérifient les
équations :

dat =a® A oy + a® A o) + aa® A a® + ba® A af,
do® =o' A\ af + a® A ol + aa® A\ a' 4 bat A o,
do® =o' \ & + a® A &+ aat A\ o 4 bat A o,
da' =a® A\ az+a® A af +a'a® A «f 4 ba® A b,
de® = a' A\ of +a® A a2+ a'at A a' + bad® A af,

(32.1) do’ =o' A\ o+ o A\ ol +a'at A a® +bat A ot
dof = o} N\ ay + ab'a* A a® + aba* A o® — Bb(at A a° + af A at),
doj =y \ o] + a'b'a® A &® + aba® A a® — bb(a® A & + a® A ),
dog = ai \ oy + a'b'a® \ a! + aba® A o' — bb/(a® A a* +a' A a®),
@+ af =0 (s, t=1,2, 3)

a, b, o, b’ étant des constantes.

La structure &', au lieu d’étre déterminée par les champs C,, C,, C, de
n-éléments X,, X/, Y, peut étre déterminée par tout triplet (Cv), (), Cw)
de champs de n-éléments ol p,, p,, p, sont des constantes. Cherchons & il
existe des champs CW définis par les équations a® + pa® =0 (s=1,..., 7)
qui sont complétement intégrables; pour cela il faut et il suf®t que le
nombre p vérifie la relation:

(32.2) w0 + pfa+ pa’ +b=0.
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Si V' équation (32.2) a 3 racines réelles distincles, les équations (32.1)
peuvent se ramener a:

dot = a® A o, dat = a® A of,
82.3) de® = «® A a!, da® = a® A o,
do® = a* A o, da® = ot A o,

en choisissant en chaque point le corepére de facon que les of soient nuls;
d’olt une structure &' sur la variété S, S,.

Si 'équation (32.2) a une racine simple et une racine double, les équations
(32.1) peuvent se ramener &:

dot = a® A\ ad, dat =0,
(32.4) do® = o’ A al, de® =0,
do® = a! A\ af, do® =0,

d’olt une siructure %' sur la variété S, > R® (I’espace numérique R® étant
muni de sa structure d’espace euclidien).

Si Péquation (32.2) a une racine réelle el deux racines imaginaires conju-
gudes, les équations peuvent se ramener i :

dw* = u® A v?,
(32.5) dit = 0® A o,
dw® = 6t A 0¥,

les s, étant complexes; d’olt une sfructure %' sur la variété du groupe des
rotations complexes & trois paramétres.
Si V'équation (32.2) a une racine iriple, on se raméne aux équations:

da' =0, dot = o A\ o?,
(32.6) de* =0, da’® = o* A al,
da® =0, do® = a! A at.

On obtient les équations de structure d'un groupe g & 6 paramétres, exten-
sion de R?® par R® [7].

En résumé on obtient le théoréme suivant:

TuROREME 32.1. - Une structure %' isotrope est localement homogéne; ceile
structure est intégrable ou bien localement équivalente & une struciure de méme
espéce sur Uune des variélés suivantes: S, 8,, S, X R?, variélé du groupe g
extension de B® par R® (sila structure ne dérive pas d'une structure complexe),
variété du groupe des rotations complexes & 3 paraméires (si la structure dérive
d’une structure complexe).
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33. Structures & groupe struetural isomorphe & L, > L, L, X L,,
a4 L'y>}X L/, ou & un de leur sous-groupes.

En raison de 1’étude faite dans § 12, sur une variété V,, de dimension 4p,
une structure infinitésimale régulidre de groupe structural isomorphe &
L,>}XLy,XL,XL, peut étre déterminée par la donnée d’un ensemble
ordonné (C,, C,, C,, C,) de quatre champs deux fois différentiables de
p-6léments de contact deux & deux sapplémentaires ou par la donnée de
Pun des couples (J, &), (&, H), (K, J) de champs de (2p, 2p)-involutions J,,
Fs, Hy de Despace tangent T, a V,,, telles que: J,3, = F,Jd», =H,.

Sur une variéié V,, une structure infinitésimale régulidre de groupe
structural isomorphe & L'y > L', peut &tre déterminée par la donnée d’une
structure presque complexe et de deux champs deux fois différentiables C, et C,
d’éléments de contact complexes (cf. § 10) supplémentaires X,, et X'y, ou
par la donnée d’un champ de (2p, 2p)-involutions H, et d’un champ d’auto-
morphismes J, tels que: (J,)' = — 1, J,Hr = HJ,.

Dans un voisinage U une telle structure peut &ire déterminée par la
donnée de 2p formes de PrAFF complexes linéairement indépendantes telles
que les champs O, et O, soient définis respectivement par:

(33.1) w¥ = (), w=0 8=1,.., p; §=8+p)

La méme structure peuﬁ stre déterminée par les formes =% =3 uyw°,
' = S ubw? on les u,, ot u sont des fonctions différentiables complexes.
Les différentielles dw* peuvent s’ écrire :

dw* = 2 wt A\ v; 4 Qf,

33.2 ,
(532) do¥ =3 o A\ o} +-QF,

(s=1,.., p; § =8+Dp)

ot les formes complexes w; {définies mod. w¥) et wj (définies mod. w*) sont
linéaires en ©*, w¥, o*, o*, les formes Q* ot Q¢ qui définissent la torsion
étant des formes dlfférentlelles extérieures quadratiques (Q¢ en w¥, w* ¥,
Q¢ en w*, o* w*). On ne peut associer canoniquement une connexion affine
3 cette structure (qui dérive de deux structures presque complexes corres-
pondant aux champs d’automorphismes J, et &, = J,H,)

Si de plus, on se donne dans I’espace tangent & V,, en chacun de ses
points (muni de sa structure d’espace vectoriel complexe) une forme diffé-
rentielle extérieure complexe de rang 2p dont les sous-espaces X,, et X',
sont des éléments intégraux, on détermine sur V,, une structure § dont le
groupe structural G est isomorphe & I/,; en effet localement la structure
peut étre détermmée par les formes ®* ef ¥ ou par les formes nt==3 u’w?
et 7¥ =3 us;ws’ telles que Q puisse s'écrire: T w* Aw¥ =2t A =/, ot I'on a:
2wl = 5F : ; le groupe G est le groupe tzp défini dans § 14.
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On peut associer canoniquement une connexion affine & cette structure;
on peut en effet déterminer de fagon unique les formes wj et o} qui véritient
les équations:

dw? =X ot A v 4 Q5
(33.3) dw¥ = St \ o) + QF, (8, t=1, .., p)
wf + oh =0,

ot les formes Q¢ et Q¥ qui définissent la torsion de la connexion &’ écrivent:

Q¢ == B(AH! A" 4 Afpo? AP 4 Bhot Ao® 4 Bio! Ao 4- Biyw? Aol 4
+ Bipw¥ A ot 4 Chot A o* + Chot A o + Ciye? A o),

Q¥ = 5 (Afy? A 4 Ayt Ao 4 Bi¥ Ao + Bio? AP + Bl Ao’ +
(33.4) + Bjot A 0" 4 Ciwe? A 0¥ + Cha? A o + Chot A\ o)

avec: Ah+ 4h=0, Apw + Aiw=0, Ch+ Cn=0, Ciw + Civ=0,
A::;, + A;,,/tr == 0 AS’ + A?:t == O, Gti'k/ -+ Cif;t' = 0, Otsh -+ 0;3:: = 07
By = B, Bjw = Bl

On peut de méme définir un tenseur de courbure ainsi qu’un scalaire
de courbure, une courbure conforme et une forsion conforme.

Si la structure § dérive d’une structure complexe, on peunt la désigner
par presque parahermitienne complexe; si de plus les deux champs C, et C,
gont com’pldtement intégrables, la structure sera dite parahermitienne complexe.

La recherche de celles des structures & qui sont isotropes (cfr. § 23)
conduit aux structures & intégrables et & des structures localement équiva-
lentes & une structure parahermitienne complexe sur la variété P,(C)>< Py(0),
P,(C) désignant V'espace projectif complexe & p dimensions. On obtient ainsi
un espace riemannien symétrique complexe.

En se limitant & une isotropie restreinte (transformations unimodulaires),
on est conduit en outre & des structures localement équivalentes & une
structure presque parahermitienne complexe sur la quadrique complexe & 6
dimensions @,(C). Cette structure sur ¢,(C) admef comme groupe d’automor-
phismes le groupe simple & 14 paramétres dont G, et G, sont les formes
réelles et dont les équations de structure sont les équations (23.7) et (23.8),
ott on suppose les formes ©°, ©¥ complexes et linéairement indépendantes
dans le domaine complexe.

La structure peut &tre déterminée par la donnée de deux champs de
génératrices supplémentaires de dimension 3, isomorphes & P,(C) [24].
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