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R~sumd. Apr~s avoir rappeld la ddfiuition et quelques propridtds des pseud#groupes de Lie, 
on ddfinit les structures infinitdsimales rdguli~res. On peu~ toujours associer des connexions 
affines ~ de telles structures ; co~rbure et torsion de ces, connexions. Equivalence locale 
de deux structures infinitdsimales. Application ~ l'dtude des structures presque complexes, 
presque paracomplexes, presque symplectiques, presque hermitiennes, presque parahermi. 
tiennes, presque quaternioniennes, presque quaterniouiennes de deuxidme espdce. 

INTRODUCTION 

La thdorie de l 'dquiva lence  d~velopp~e par E. CAn~AN darts de nombreux  
mSmoires (notamment dans [10] et [13])(*) est i~ la base de la g~om~trie dif- 
f~rentiel le;  elle permet  ~galement l ' int~grat ion de terrains syst~mes diff~- 
rentiels. 

L'expos~ de eette th~orie fair l 'objet de la premiere  partie du present  
t ravai l ;  le probli~me d'~quivalence est formul~ en le ra t tachant  ~ la th~orie 
des espaces fibres, en par t icul ier  en introduisant  la notion de s t ruc ture  in f i -  

n i tds imale  rdguli~re dfie h C. ErIRES~.al~N [26]: une s t ructure  infinit~simale 
r6guli~re du premier  ordre sur une vari6t(~ diff~rentiable Vn est une s t ructure  
fibr6e subordonn~e h la s t ructure  fibr~e de l 'espace des vecteurs tangents k 
V,~ (le groupe s t ructural  G est un sous-groupe du groupe lin~aire homog~ne 
Ln, ta fibre est R %  Le probl~me d'~quivalence de E. CART.~N se ram~ne au 
probl~me d'~quivalence locale de ces s t ruc tures ;  rmus n 'aborderons pas le 
probl~me d 'existence de telles s t ructures  qui conduit  h des ((obstacles ~, ni 
celui de l '~quivalence globale. 

Dans la recherche des conditions d '~quivalenee locale de deux s t ructures  
on est amend i~ ~tudier le pseudogroupe de 1curs automorphismes locaux, 
d'ofi l ' in t roduct ion  de la notion de pseudogroupe  f i n i  ou i n f i n i  de LIE 

((( groupe fini ~> ou ~< groupe i n f i n i ,  de LIE suivant  la terminologie de E. 
CAR~A~r). C'est d 'ai l leurs l '~tude du probli~me d '~quivalence qui a conduit  
E. C A r ~  ~t ~difier sa th6orie des (( groupes infinis ~ de LIE, que l 'on trouve 
expos~e notamment  dans [9] et [12] ; les t ransformations de ce ¢ groupe infini )) 
const i tuent  l ' in tdgra le  g~n~rale d ' u n  syst~me d '~quations aux  d~riv~es par- 
tielles que l 'on peut  r amener  h u n  syst~me de PFAFF en  involu t ion .  

Dans le ehapitre  I, consacr~ aux pseudogroupes de LIE, je  rappelle d 'abord 

(*) Les nombres entre crochets renvoient ~t l'index bibliogral)hique. 
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quelques propri6t6s des syst6mes d'6quations aux dfiriv6es partielles et les 
principales notions de la th6orie des syst6mes de PFAFF en involution. Ensuite 
est expos6e la d6finition d 'un  pseudogroupe de LIE, telle qu'elle a fit6 donn6e 
par C. EKRESM~S [26] en utilisaut la notion de groupo~de de jets; un 
pseudogroupe de LIE est caraet6ris6 par son ordre; de plus j ' introduis, pour 
les pseudogroupes finis, la notion de degrd. Les deux th6or6mes fondamentaux 
de E. CARTA~ relatifs ~ la th6orie des pseudogroapes de LIE sont d(imontr6s 
en utilisant la notion de prolongement d' une varidtd diffdrentiable [26], notion 
d~j~ utilis6e bien que non formul6e explicitement par U. A•ALDI dans son 
ouvrage sur les c groupes infinis ,  [1]. En vertu du premier th6or6me de 
E. CARTA~, tout pseudogroupe de LIE admet un prolongement du premier 
ordre et, s 'il  est fini, un prolongement d 'ordre et de degrfi 6gaux k 1. Dans 
le deuxi6me th~ior6me sont 6nonc~es des conditions pour qu' un pseudogroupe 
de transformations soit un pseudogroupe infini (resp. fini) de LIE d' ordre 1 
(resp. d' ordre et de degr6 ~gaux ~t 1). 

Duns le chapitre II  est d~finie l '6quivalenee locale de deux structures 
infinit6simales r6gulii~res. Une structure infinit6simale r6guli6re est d6termi. 
n6e localement par un ensemble de n formes de PFAFF dont la restriction 

tout point de V~ est un << eorep6re ~>. On envisage en partieulier des 
structures isotropes, localement homog~nes, intdgrables. A route structure infi- 
nit~si~nale r~guli6re sont associ~ies des connexions affines [25]; k chaeune 
des connexions correspond un tenseur de courbure et un tenseur de torsion. 
Je d6montre deux th6or6mes relatifs aux structures infinit6simales r6guli6res 
int6grables. J 'expose ensuite les m6thodes de E. CAR~A~ pour traiter le 
probl6me d'~quivalence restreint (structures dont le groupe structural est 
la transformation identique). Duns la r~fsolution du probl6me d'6quivalence 
g~n6ral, on eherehe k d6terminer en chaque point un corep6re distingu6; si 
cette d6termination est possible, on est ramen(f au probl6me d'(iquivalence 
restreint. Lorsqu' on peut associer canoniquement k la structure une connexion 
affine, le pseudogroupe de ses automorphismes est un pseudogroupe de LIE 
de type fini de degr~ 2; clans le cas contraire, le pseudogroupe de ses auto. 
morphismes loeaux est en g~n~ral un pseudogroupe infini de LIE (st l 'on 
suppose de plus les donn6es analytiques). 

Les theories g~n6rales expos6es dans la premi6re partie de ce travail 
out leurs applications dans la deuxi6me partie, consacr~e aux structures 
infinit6simales r~guli6res d6finies sur une vari6t6 F~,  de dimension 2n, dont 
le groupe structural G est: le groupe lin6aire homog6ne complexe L',~ ou le 
groupe lin6aire homog6ne <( paracomplexe ~ ~',, (isomorphe k L,><L,) ou 
encore le groupe symplectique L~  ; ces structures sont. appel6es respective- 
ment presque comple~es, ~presque c paracomplexes ~, presque symplectiques. On 
6tudiera (igalement dans cette deuxi6me pattie des structures subordonn~ies 
aux pr~c~dentes, dont le groupe structural est isomorphe ~ une forme r~elle 
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du groupe L'n: groupe unitaire  U~, groupe U, ~a~ unitaire  ,d 'espi~ce k )), 
groupe <( pa ra -un i ta i re  )> U,~ et groupe Ln (ces deux derniers  isomorphes ~ L,~) 
et si n- -2p ,  groupe lin~aire homog~ne quaternionien L"p et quaternionien 
(< de deuxi~me esp~ee ~ L"p (identique i~ L~.2p). Contrai rement  i~ ce qui a lieu 
pour les s t ructures  p]:esque complexes, presqu~ paraeomplexes et presque 
symplectiques,  on peut  associer canoniquement  au moins une connexion affine 

ces s t ructures  (structures presque hermitiennes, presque hermitiennes (~ d' esp~ce 
k ~), presffue parahermitiennes, presque quaternioniennes, presque quaternion. 
iennes de deuwi~me esp~ce). Pour  chacune  de ces connexions, on pent  d4finir, 
outre les tenseurs  de courbure  et de torsion, des tenseurs  de courbure  et de 
torsion conformes. La recherche de celles de ces s t ructures  qui sont isotropes 
conduit aux structures int~grables et aux structures localement  ~iquivalentes 
'~ une s t ructure  d ' espaee  hermit ien elliptique ou hyperbol ique (si le groupe 
s t ructural  est U,), d 'espace  hermit ien d~esp~ee k (si le groupe s t ructural  
est U,~ c~)) ou ~, une s t ructure  parahermi t ieane  sur la vari~tt~ P~(R)X P,~(RJ 

O 

(si le groupe s t ructural  est U,~). On obtient ainsi des espaces r iemanniens  
sym(~triques h m~trique d6finie ou ind~finie. En d~finissant une isotropie 
restreinte~ on est conduit aux s t ructures  pr~c~dentes et en outre ~ des 
s t ructures  localement ~quivalentes h une s t ructure  presque hermi t ienne  sur 
la sphbre S 6 ou k une s t ructure  presque parahermi t ienne  stir la quadr ique 
r~elle Q6 ; ces s t ructures  admet tent  respect ivement  come groupe d 'automorphi-  
smes le groupe simple compact G. z i~ 14 param~tres et le groupe simple G'~ 
qui sont les deux formes r~elles d ' u n  m~me groupe complexe. 

Dans le chapitre  I I I  (qui est purement  alg~brique) sont ~tudi~es des 
s t ructures  de la fibre R ~ admet tant  comme groupe d ' au tomorphismes  L',~, 

L'~, L~,  U,~, U~ ~ ,  U,~, L'~"~. Duns le dernier  paragraphe  de ee chapi t re  est 
d(!finie F adjointe d' une forme ext~rieure ~ par rapport  h une forme ext~rieure 
quadrat ique ~ de rang 2n;  l 'op~rateur  A, adjoint de l 'op~rateur  L~o--~0 A ~2 
ne d~pend que de ~2 et non de la forme quadra t ique  d~finie positive dchan- 
geable avec ~ ;  il en est de m~me de la notion de classe; il est 4galement 
prouv~ que la d~eomposition d ' u n e  forme en formes de classe d~termin~e 
(dont je  donne une d~monstration diff~rente de celle d ' E c K ~ - G u ~ G ~ , ~ -  
H E ~ E a )  est identique ~t la d(fcomposition de L~,P.~E. 

Ces r~sultats sont utilis~s dans le chapitre  IV, relatif  au probl~me 
d' dquivalenee des formes diff~rentielles ext~rieures quadratiques~ et duns le- 
quel est introduite la notion de codiffdrentielle par  rapport  k une forme 
diff~rentielle ext~rieure quadrat ique.  

Duns le chapi t re  V sont ~tudi~es les s t ructures  presque complexes el 
presque paraeomplexes,  ainsi que les s t ructures  presque hermit iennes,  presque 
hermit iennes  d'esp~ce k, presque parahermit iennes .  En part iculier ,  le probl~me 
d'~iquivalence des s t ructures  presque complexes et presque hermit iennes  sur  
une vari~t~ V~ est trait~ en d~tail. 
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A 

Enfin les s tructures infinitdsimales rdguli~res de groupe s t ructural  L,~ 
(structures presque quaternioniennes de deuxibme esp~ce s i n  = 2/o) font 
l 'obje t  du chapitre  V I ;  St de telles s t ructures  on peut associer canoniquement  
trois connexions affines en gdndral distinctes. On envisage dgalement dans 
ce chapitre  des s t ructures  subordonndes aux prdcddentes, de groupe structural  
isomorphe au groupe orthogonal 0,~ (on ddtermine eelles de ces s t ructures  
qui sont isotropes); s i n - - 2 p ,  on envisage aussi des s t ructures  de groupe 
s t ructural  isomorphe St L~, X L~ X L v X L v o u  k L v' X L v' ou k un  de leurs 
sous-groupes ;  parmi ces derni~res, cel les  dont le groupe s t ructural  est iso. 
morphe k L v' et qui sont isotropes sont ou bien intdgrables ou bien localement  
dquivalentes St une s t ructure  parahermi t ienne  complexe sur  la varidtd 
P (O) x 

Qu'il me soit permis d 'expr imer  "ma profonde reconnaissance St Monsieur 
CHARLES EItRESMAI~N pour l 'a ide  qu ' i l  a bien voulu m 'aceorder  duns mes 
recherches  et dont les nombreux conseils ont ~t~ pr~cieux duns l '(ilaboration 
de ce travail. 

P R E M I E R E  P A R T I E  

CHAPITRE I .  

P s e u d o g r o u p e s  f i n i s  e t  i n f l n i s  d e  L i e .  

1. - Syst~mes d'~quations aux d~rivges partieiles compl~tement int~grables 
et syst~mes de P f a f f  en involution (i). 

A~ 1~ous rappellerons d 'abor t  la notion de jet [26]: soit f une applica- 
tion d ' u n  voisinage U d ' u n  point x 0 d ' u n e  vari~t~ diff~rentiable V,, (de 
dimension, n) dans une vari~t~ diffdrentiable Vp (de dimension p ) s ' expr iman t  
k l 'aide des coordonnPes locales de x ~ U et y ~ f(x) par des fonetions [J 
admet tant  des d~riv~es partielles continues d 'ordre au moins 6gal St q ;  lc 
je t  j q f  d'ordre q de la fonction f (jet de source 0¢, de but y) est la classe des 
applications g d 'un voisinage de a~ dans V~, appliquant ~v sur y, telles que 
les d6riv~es partielles des g~ d'ordre inf~rieur ou ~gal St q prennent  en x la 
m~me valeur  que eelles de m~me esp~ce des f~. L'ensemble de tous l e s  q-jets 
de Vn dans V~ est une vari~t6 Jq(Vn, Up), La varidt6 J°(Vn, V~} est identifi6e 
St V,~X V~. Si r < q ,  tout q-jet Xq e Jq (V,~, Vr) d~termine un je t  X " e  
J~ (Vn, V~) ou projection de Xq duns Jr(V,~, V~). Soit (Xq)o ~Jq(Vn, Vv} u n j e t  
de source xo, de but Yo. Si xl ( i - - l ,  ..., n) et yZ ()~--1, . . . ,p) sont respecti- 
vement  des syst~mes des corrdonn6es locales sur Vn et V~ au voisinage de 

• ~+...+~.yZ 
x o et Y0, l 'ensemble des x', yZ, (~x') ~... (0~') a" (~l -t- :¢.~ -!- ...-~ an - -  1, .... q) cons- 

(t} Pour  les syst~mes de PFAFF voir  E. CARTAN [9], [14] et H. CARTAN [16]. NOUS 
util iserons la terminologie do E. CARTAI~. 
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t i tue  un syst~me de coordonn6es locales sur Jq(V,~, V~) dans un voisivage W 
de (Xq)0. Tout syst~me Zq d '6quat ions aux deriv~es partielles d 'o rdre  q 

( l ' -  1, ..., m) 
~l+...+~.y~ ~ (i = 1, . . . ,  n) 

(1.1) (I)z ~ ,  Y~ ( ~ i ) ~  ... (0x,)~.] - -  0 (~ ---~ 1, ..., p) 

(a t 4- ~ --b ... -l- an - -  1, ..., q) 

d~finit an sous-ensemble  M q de JqiVn, Vp) dent  les .jets appar t iennent  k W. 
Nous supposerons d~sormais que les (I)~ sent  des fonctions analytiques des 
eoordonn~es locales dans W e t  le sons-ensemble  .Mq sera appel~ varidtd ana. 
lytique (ldmentaire ezctraite de Jq(V~, V~). Denx '  syst~mes d '~qnat ions  aux 
d~riv~es part iel les d~finissant la m~me vari~t~ Mq seront dits dquivalents. 
Soit f une  application analyt ique  de V,~ dans V~ d~finie dans une  part ie  de 
U; d~signons par  IIq(f) le sous-ensemble de Jq(]~, VI, ) engendr6 par  tons les 

jets  f i f  quand w parcourt  /_7. Une  solution analylique du syst~me Zq est nne 
application analyt ique f telle q n e :  IIq(f)~-~ q. (~ons ne consid~rerons que 
des solutions analytiqnes). Soit IIq la r~union de tons les IIq(f) eorrespondant  
~'~ l 'ensemble des solutions f de Zq. On a:  I]qC. l~  q. 

Le syst~me ~2q est dit compl~te~zent intdgrable si IIq----Mq~ c 'es t -h-d i re  si 
:'t tout je t  Xq $ Mq correspond an moths une solution f de Zq telle que 
Xq ~ IIq(f). Le prolonge~ent d'ordre q ~ k d 'un syst~me d'~quations anx d~riv~es 
partiel les Zq est le systbme ~q-~-a d 'ordre q + k obtenu par d~rivations totales 
successives des ~quations de Y,q par  rapport  ~ toutes les variables ind~pen- 
dantes. Ce systbme y,q~a  dSfinit une vari~t~ ~l~mentaire j~q~-a extrai te  de 
jq+a(-~, V~) dent  tout je t  X q+a se projette duns jq(~r, ~ )  snivant  un  je t  
X q ~ M q ; les je ts  de M q+a appar t iennent  ~ un  ouvert  W~q+a~ de jq+a(~" , ]]'} 
se proje tant  duns Jq(Vn, V~) suivant ~ .  Toute solution de Z q est solution 
de V,q+a et inversement .  Si le syst~me Zq est compli~tement int~grable, ~ tout 
je t  X q $ M q correspond an moins un je t  X q+~ $ ~I ~+~ admet tant  X ~ comme 
projec t ion:  en effet  si f est une  solution de ~,q telle que f i f - - X  q, le j e t  
Xq+~r appar t ient  k .~/q-ik et admet  X q come projection. Done pour qne le w $ 

syst~me ~q soit compl~tement  int~grable, il faut  que, quel que soit k, la 
projection de la vari6td extrai te  _M q+~ dans Jq{V~, V~) soit une application 
de M q+~ sur .M q ou encore : il faut  que route 6quation anx d~riv~es partielles 
d 'ordre ~:  q d 'nn prolongement  quelconque de :~q soit v~rifi~e ident iqnement  
en tenant  compte des ~quations de Y,q. Le prolongement  d 'un syst~me eompl~- 
tement int~grable Eq n'est pus n~eessairement  compl~tement in~grable .  Pour  
que tout pro longement  de Zq soit eompl~tement int~grable, il faut que la 
projection de M q+k÷" dans Jq+k(Vn, V~) soit une  application de M q'bk÷$ Bur 
M q+k [quels que soient k et s). Un syst~me Zq jonissant  de cette propriSt6 
est appel6 pass i f  suivant la terminologie de RIQUIE]¢ [43]. 

Supposons que ]a vari~t~ ~l~mentaire _Mq puisse ~tre d~finie par un sys- 
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t~me Y,q ayant  la forme suivante:  pour  s - - O ,  1, ..., q, routes les d~riv~es 
d 'o rdre  s sour des fonetions analyt iques des variables ind~pendantes et de 
certaines d~riv~es (appel~es d~riv~es paramdtriques) dont l 'ordre est inf~rieur 

~al+...+a,y~, 
ou ~gal t~ s, le jacobien j ,  des (~x-~.V. ( - ~ ,  (a, + ... + a,, - -  s) par  rapport  

k l 'ensemble des w~ et des d~riv~es param~triques d 'ordre s ayant un rang 
constant  m, .  Le syst~me E q d~finit une repr~sentation param~trique de la 
vari~t~ extraite /~q; le jacobien jq ayant  un rang constant mq pour tons les 
j e t s  Xq ~ M q, ces je ts  sont des points r~guliers de cette vari~t~ extraite (dour 
la dimension est mq). La projection M" de 111 q dans J ' ( V , ,  V~) est d~finie 
par  le syst~me Z' constitud par l' ensemble des ~quations d 'o rd re  ~ s  
f igurant  dans Zq: M" est une vari~t~ (~l~mentaire extrai te de J'(V~,  V~) 
dont t o u s l e s  points sont rdguliers et dont la dimension est m, .  C'est pour- 
quoi nous dirons que Mq est compl~tement rdguli~re et que le syst~me Eq est 
compl~tement rdgulier. La vari(~t5 extrai te M q est alors une sous-varidld de 
Jq(Vn, V~) et sera appelde sous-varidtd dl~mentaire compl~tement rdguli~re. 

On peut  done ~noncer la proposition suivante :  les projections dans 
J°(Vn, V~), ..., Jq- ' (Vn,  V~) d'une sous-varidtd dldmentaire compl~tement rdgu. 
li~re de Jq(Wn, V~) sont des sous-varidtds compl~tement rdguli~res. 

Un syst~me compl~tement r~gulier Zq est dit de M.~E~t-L~E s ' i l  existe un 
nombre r_~ q tel que l 'ordre maximum des d~riv6es param~triques soit dgal h 
r - - l ;  nous d~signerons le nombre r par  degrd du syst~me. Lorsque le syst~me Zq 
est compl~tement lnt~grable, il en est de m6me du syst~me complStement rSgu- 
lier Z ~" d~finissant la sous-varidt~ M ~'. Alors par differentiations successives 

~+...-t ~,, y). 
des ~quations de E ~', on obtient une expression de route dSriv~e (gw~)~...(~,)~, 

d 'ordre a - t - . . . -~-an  )" r en fonction des d~riv~es d%rdre ~ r -  1 (si Fort cal- 
cule une d~riv~e de deux mani~res diff~rentes, les conditions de compatibilit5 
ne font intervenir  que des ddriv~es d'ordre ~ r - -  1 et sont doric ident iquement  
v~rifides). I1 en rSsulte que:  1 ° zq est ~quivalent fi. un prolongement  de E" et 
par  consequent  route solution de Zq est solution de E";  2 ° les prolongements 
successifs de ~,q sont compl~tement i n t ~ r a b l e s  et compl~tement r~guliers. 
Comme h tout je t  X r-~ ~ M  "-~ correspond un je t  et un seul Xr-~+s~l"ll ~'-~÷~ 
(quel que soit s), la projection de _~/"-~+~ sur M ''-~ est un isomorphisme. A tout 
je t  X r - ~  1~I r-~ corrrespond (dans un voisinage suff isamment  petit  de la 
source de X r-~) une solution de Z~" et une seule. 

Soit Eq un syst~me compl~tement int~grable et compl~tement r~gulier, 
qui ne soit pas de M~¥ER-L~E, mais supposons que pour le prolongement 
~,q+~ les d~riv~es d'ordre q-}-1 s 'expriment en fonction des d~Iriv~es d%rdre _~q; 
le syst~me ~,q+~ est alors un systbme de )'lAYER-LIE compl~tement int~grab]e 
de degr~ q. On d~montre comme prSc~demment que t o u s l e s  prolongements 
successifs  de E q+~ sont compl~telnent r~guliers et complt~tement int4grables. 
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B) Soit dans le voisinage U d'un point wo d ' u n e  vari(~t6 diff~reutiable V,,, 
le syst~me de PFAFF S :  

0.2) f,(x)) = 0 (l - -  1, ..., p} 

(1.3) lI~ --- E a~dx~ ~ - -  O, (a - -  1, ..., ~,) 

off les f, et a~ ~ sont des fonetions a~mlytiq~es des cco~donndes locales ~ .  
Toute  solution de S est solution du systSme fe~'o~d ,S' [14] (obienu en ajootant  
aux ~quations de S l e  ~quaiions dont les premiers  n en~bres sont les diff~- 
rentiel les  ext~rieures des premiers  membres  de S):  

(L4) = o, 

ce syst~me S '  peut  s '~er i re :  

(1.5) 

off les 

II~ = O, df t  = O, dII~ = O ; 

f,(z,) =o ,  
0 =0, 
~ = 0, 

O~ sont des fo]mes de PF~ l in4airement  

(1 = 1, ..., Co) 
1,..., 

a), 

ind~pendantes lindaires 
en dx  i, les ~ '  dtant des formes qoadra t iques  exidr ieures  (~ga]es anx dIIo). 
Nous d~signerons par  G~, la vari6tfi engendrde par  tous ]es ~]~ments de 
contact  de dimension h ( h = - 1 , . . . ,  m) langents  h ]a xari~t~ I7.,. Les dqua- 
tions (1.2) ddfinissent une sous-vari~t~ de 17,, que nous d~signerons par  ~ o ;  
nous supposerons ~o r~guli~re (c' es t -h-d i re  ayant  tons ses points rdgulieJs}. 
Si dans un voisinage U ' C  U, le rang du syst~me des folmes 0P a u n e  valeur  
constante so, les points de ~o situ~s duns ce voisinage sont dits rdpul iers  p o u r  
le syst~rae de P f a f f  S ;  le hombre So est le caract~re d 'o rdre  0 du syst~me S. 
Un 61fiment de contact  ]in6aire E i intdgral de S sera dit  ord ina i re  s ' i l  passe 
par  un point r~gulier pour le syst~me S. Soit g:i la famille de tous ees ~l~- 
ments  de contact lin~aires int~graux ordinaires.  Suppo~ons que dans la 
vari6t~ G 1 il existe un voisinage U~ d ' u n  ~l~ment (Epo ~ ~ jouissant  de ]a 
propri~td su ivante :  ]e rang  du syst~me lin~aire auqoe] doit sat isfai le un 
~l~ment de contact  ]in~aire pour  engendrer  avec un 6l~meut de contact  
appur tenant  ~t $'~ on d]~ment de contact int6gral k deox dimensions poss~de 
un rang constant  So -4- s~ pour tout ~]~ment de ~ i  ~itud duns U~ ; les 61~menis 
de contact  appar tenant  h $:~ [7 U~ sont dits r@ul iers ;  s i s  o -4- So < m - -  1, par  
un ~ldment de contact  o]dinaire /~,~ passent  des ~lCments de contact  int~graox 
/~ deux dimensions (appe]~s dldn~ents ordi~aires) ;  ]e hombre s~ est ]e caracl~re 
d 'ordre 1 du syst~me S. 0n  d~finit de m~me de proehe en prcche  les carac- 
t~res s~, ..., s~_~, ... it par t i r  des familles ~ ,  ..., ~ - ' ,  ... d'6l~menis de contact  
int~graux ordinaires de dimensions 2, . . . ,  h - - l ,  ..... Si S o - t - s ~ + . . . +  s~_ ~ 
< m - - ( h  ~ 1) par  un ~l~ment de contact ~dgulicr ~ - ~  passent des 61~ments 
de contact  int~graux ordinaires  / ~ ;  le sysi(~me S est alors dit en involut ion 
pour  la dimension h. 

Soit E ~ un ~ldment de contact  ini~gral ord ina i re ;  on peut  lui associer 
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au moths une  chaine d'61~ments de contact  E h - l , . . . ,  E ~, E ° int~graux r~gu- 
l iers : E ° C E t C ... ~ E  a-~ C E h. En ut l l isant  le th6orbme de CAUCl-IY-Ko- 
WAL:EWSRI~ on d~montre le th~orbme suivant :  

Si  E ~ est un  dldment de contact intdgral ordinaire et si E ° c-- E l ~ ... c E h 
est une chaine attachde ~ E h, p a r  E ° passe au ~ o i u s  une courbe intdgrale ~)~ 
tangente ~ E ~, p a r  ~ passe au moths une varidtd intdgrale ~).2 tangente & 
E "2, .. . ,  p a r  e))a_~ jpasse au moths  une ~aridtd i~tdgrale ~ h  tangente & E h. 

Une vari~t~ ~)h int~grale du syst~me S est dire gdndrale si tons ses 
61~ments de contact  de dimension h sont g~n~raux. L ' ex i s tence  d 'une  teHe 
vari~t~ est d~montr~e par  le th~or~me precedent  (Nous ne consid6rons que 
les solutions analytiques). 

Soil maintenant  sur une varidtd V , X  V~ un syst~me de PFAF:e S :  

(1.6) f~(~d, y~.) = 0, 
It~ ~ X (a~dx~ ~ + bT~dy ~.) ~ O, 

off !es ~i et les yX sont des coordonn~es locales au voisinage de x o $ V ,  et 
Y0 ~ ~ ,  les a, a e t  les bz a ~tant des fonctions analyt iques de ces coordonn~es. 
Le systSme S (ou le syst~me ferm~ S'  obtenn h part ir  de S) est d i t e n  invo- 
lut ion relal ivement a u x  variables ~ s'il est en involution pour la dimension n 
et s ' i l  existe des ~l~ments int~graux ordinaires se proje |ant  sur un ~14ment 
de contact  de dimension n tangent  h ~ (c ' es t -h-d i re  dont ]es ~quations de 
d~finition n ' introduisent  aucune  relation entre les diffdrentielles des variables 
ind~pendantes xi). Pour  que le syst~me soil en involution pour  la dimension ~, 
il faut et il suffit  que les caract~res du syst~me vdrifient 1' in~galit~= 
so -~ s l - t -  ... + s,,_, <~p-~- 1. Pour  qu ' i l  existe des vari~t~s int~grales h n 
dimensions sur  lesquelles les ~ soient des variables inddpendantes,  il rant 
et il suffit  (d 'apr~s les propri~t~s des syst~mes lin~aires) que le rang par  
rapport  aux dy ). de chacun des syst~mes lin~aires d~finissant ]es ~l~ments 
de contact  int~graux ordinaires de loutes dimensions soil 6gal an rang par 
rapport  h, l 'ensemble des d~ ~ et dy ). du m~me syst~me. Les ran~s par  rapport  
aux dy z de ces syst~mes lin~aires permettent  de d6finir les caract~res rdduits 
s'o,... , s',~_~ introduits  par  E. C A R ~ .  Pour  que le syst~me soil en involution 
re la t ivement  aux variables w~, il faut et it suffit  que s ' ~ s ~  (i--~ 0, 1, ..., n - -  1). 

J. M. T]~o~AS a d~montr~ [45] que les varidt~s intdgrales g~n~rales I~, 
d' un syst~me en involution par  rapport  aux variables x~ const i tuent  l 'ensembte 
des solutions d ' u n  syst~me E ~ d 'equat ions  aux d~riv~es pari iel les du premier '  
ordre qui, en effectuant  au besoin une transformation lin~ai~e sur les coor- 
donn~es w*, peuvent  ~tre r~solues par rapport  aux ddriv~es 

~Y~~ (i = 1, n" ),~ - -  1, m~ ; m~ - -  so -~ s~ -I- ... + s~_~). 

Ce syst~me ~ qui est compI~tement int~grable et complSfement rSgulier 
est une forme particuli~re de syst~me crt]wnoqneTassi] d~fini par  R Iq~]~;n [43]. 
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Ainsi  l'ensemble des solutions gdndrales d 'un  syst~me de P fa f f  en involu. 
tio~ relativemeng aux variables x ~ est l'ensemble des solutions d 'un  syst~me 
aux ddrivdes partielles compl~tement rdgutier et ~mpl~tement intdgrable. 

I n v e r s e m e n t  eonsid~rons  un  sys t~me d '~fquat ions aux  d~riv~es pa r t i e l l e s  
Eq d ' o r d r e  q qui  soi t  eompl~ temen t  in t~grable  e.t eompl~ temen t  r~gul ie r ;  si 
l' on p rend  e o m m e  fonc t ions  i neonnues  les  y)- et  l eu rs  d~riv~es jusqu~k  l ' o rd re  
q -  1, le sys t~me ~.q peu t  6tre eonsid6r~ oomme un  sys t~me du  p r emie r  ordre  
d6f in i ssan t  une  sous-var i~ t~  II '  de J'(V,~, Jq-~(V,, V~,)). ~k ee systi~me du  
p r emie r  ordre  co r respond  un  sys tbme  de PF/~FF; k tout  j e t  a p p u r t e n a n t  k II ~ 
co r re spond  duns  J~(V,~, Jq-~(V,,, Vv)) un ~l~ment  de  con tac t  E "  de  d imens ion  
n s e  pro je tan t  su ivan t  un 61~fment de con tac t  tan~&ent k V,~ ms is cet  ~il6ment 
/i~ ~ n ' e s t  peu t -~ t r e  pus o r d i n a i r e :  le sys t~me de PF~.FF n ' e s t  p e u t - 0 t r e  pus  
en involu t ion  r e l a t i vemen t  aux  va r i ab l e s  a: ~. 

2. Not ion de pseudogroupe  de Lie [26]. 
Soi t  su r  une  vari~t~ V~ un  p s e u d o g r o u p e  de t r ans fo rma t ions  a n a l y t i q u e s  ('-). 

L ' e n s e m b l e  des  j e t s  j~q f (d 'ordre q) e o r r e s p o n d a n t  "k tous  les f e F eons t i tue  
un  s o u s - e n s e m b l e  ~q(l ~) de la  vari~t~ Jq(V,,, V,) engendr~e  pa r  tous  les  j e t s  
d' ordre  q de V,~ duns V,~. 

S i f  e t g  song d e u x  app l i ca t ions  dont  le eompos6  est  d6fini,  on a, en 
ra i son  de la loi de compos i t ion  en t re  j e t s :  

"q "qf ; (2.1) j~(gf)  - -  ( If(~)g)y~ 

done  gq(i'~ est  un  groupoYde appel~ groupo~de d'ordre q assooid & r [26]; 
on d f f in i t  ainsi  les groupoYdes associ~fs g°lF), ~i(F), . . . ,~q{Y).. .  d ' o r d r e s  
0, 1, . . . ,  q, .... S i s  < q, tout  j e t  Xq ~ ~fq(l ~) se p ro je t t e  duns  Js(V,~, V,~) su ivan t  
un  j e t  X* ~ ~s(F); donc  route  so lu t ion  de ~q(F) (ou app l i ca t ion  q~ dont  les 
j e t s  j~qT a p p a r t i e n n e n t  k ~q(r)) est  so lu t ion  de  gs(F); si en  pa r t i cu l i e r  gouge 
so lu t ion  de gs(F) est  une  t r ans fo rma t ion  de F, il e n e s t  de mgme de route  
solut ion de gq(I'), ou e n c o r e :  si I" est  l ' e n s e m b l e  des  so lu t ions  de  ga(r), F 
est  f igalement  l ' e n s e m b l e  des  so lu t ions  de ~q(Y). On peu t  a lors  d o n n e r  les 
d6f in i t ions  su ivan t e s  : 

I ) ] ~ F I ~ I o ~  2.1 - Un pseudogroupe de transformations analytiques ~ est 
dig complet d'ordre q s'i l  ea~iste des groupo~des assooids ~ P gels que Y soit 
l'ensemble de leurs solutions et si q est l'ordre minimum des groupo~des jouissant 
de eette propridtd. 

(~) (I) grant l'ensemble des ouverts de V,~, un pseudogroupe d'automorphismes locaux 
de Vn est un ensemble 1 ~ d'hom~omorphismes v6riftant les axiomes: 1 °) tout f $ P e s t  un 
hom~omorphisme de Uc~P sur f(U) e ¢;  2 °} si U~-U U~ et Ui ~ ¢, pour qu'un hom~omor. 

i 
phisme f d~fini clans U appartienne h F, il faut et il suffit que sa restriction it ehaque U s. 
appartienne it 1"; 3 °) pour .tout U e ¢ l'application identique de U appartient it Y; si f ~  ~, 
on a : f - i  e 2, si f $ ]~, f ~ ~ et s i f f '  est dgfini~ on a : ffr ~ 2. Yoir C. EHRESMAIS[N [~]. 
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D~FINITION 2.2. - Ur~ pse~dogroupe de t rans fo rma t ions  ana ly t iques  I' est 
appeld ur~ pseudogroupe  de L ie  si F est complet d 'ordre q et si  le groupo~de associd 
~q(F) est une  sous-varidtd analy t i~ue  compt~tement rdguti~re de Jq{ V,,, V.), c 'est-  
/~-dire si tout je t  x q  ~ ~q(F) admet un voisinage distingu~ W d a n s  Jq(V,~, Vn) tel 
que la composaute connexe de x q  duns l ' intcrseetion ~q(F) A W soit une sous- 
vari~t(! analyt ique ~l~mentaire compl~tement r~guli/~re M q. En raison meme 
de la d~finitiou de ~q(F), ~ tout j e t  X~ e ~q(F} correspond au moins une 
solution;  done une sous-vari4t~ dl~mentaire Mqc~q(F) est d~finie par un 
syst~me d'~quations aux d~riv~es partielles Y,q qui est compl~tement intdgrable. 
Supposons Y.q mis seas la forme compl~tement r~guli/~re d~finie d a n s §  1. 
D~signons par  U (resp. V) l ' image  de M q dans la projection a q (resp. ~ql de 
Jq(V~, Vn) dans V, qui a tout je t  fait eorrespondre sa source (resp. son but). 
U et V sent des ouverts ; soient w,, ..., w,~ ; yt, ..., y'~ des coordonndes locales 
respoetivement dans U et V. La  projection M ° de M q duns V n X  V~ pout 
~tre repr~sent~e par les ~fquations: 

(2.2) y~0+~ ~ F~(x ,, ..., ~c', y~, ..., y~o) (k - -  1, ..., n - -  ~to), 

le rang des F k par  rapport  h l ' ensemble  des w~ et des y~ ~tant n - - [ ~ o ;  le 
rang d e s  F ~ par  rapport  aux ~ est aussi ~gal h n - ~ t 0 ,  si~on los yJ 
( j -  1, ..., n) seraient li~s par des relations ne eontenant  pas los w~ et ne 
seraient  plus des variables ind(~pendantes. Si l 'on  fixe le point ~ e U, los 
~quations (2.2) d~finissent l ' in tersect ion de V e t  de la elasse d'intransitivit(~ 
de x (c'est-i~-dire de 1 ~ensemble de tous los points z e V~ tels qu ' i l  existe 
au moins une t ransformation f ~ r appliquant w sur z). Consid~rons l 'ensemble 
des classes d ' in t rans i t iv i~  quand x parcourt  U; si duns l ' in tersect ion de V 
e t d e  chacune  de cos classes on fixe un  point (Y)0 en dormant /~ y~, ...~ y~  
des valeurs, constantes ind~pendantes de la elasse d ' intransit ivitd,  los inter- 
sections de U et des classes d ' intransit ivi t~ sent d4finies par los (iquations: 

(2.3) F~(x  ', ..., ~ ' )  =:. c ~e, (k - -  l, ..., n - -  lZo). 

Comme le rang des F ~ par rapport  aux ~ est n - - 9 o ,  on pent ehoisir los 
coordonn~es locales dans le voisinage U de fa~on que les ~quations (2.3) 
puissent  s' derire ~0~o+~ - -  c~e (k ~ 1, ..., n - -  ~o) et les ~quations (2.2) devien- 
nen t :  y~0+~---~o~o+~. Le syst/~me ~q pout alors s~cr i re  (en omettant  los dqua. 
tions qui se d~iduisent de celles d~j/~ ~erites par differentiation totale): 

y~o+~ = ~c~o+~, (k ~ 1, ..., n - -  ~0) 

~YX _ ,~.),~ - -  ~ ,  ~ ,  y ,  u , , ) ) ,  IX = 1, . . . ,  ~o) 

(2"41 - -b~ (~ ,  y, u~,~, u~,), (,~ = 1, ..., ~,) 

~c~ " -  ci~(x, y, u(,), ..., %q~), (~ ---~ 1, ..., ~tq_,), 
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les d~riv6es param4triques d 'ordre  1, ..., q ~tant d4sign4es par :  
1 ' u j; , ~(t) ~ -.. ~ *t~ ~) ; *¢(~) ~ -.- ~ ..- 

Lorsque le pseudogroupe P est transitif, c 'es t -a -d i re  lorsque la classe d ' in-  
transitivit6 de tout point ~ ~ V, est la vari4t4 I~, elle-m0me, la vari6t~ 
~'~(P) peut  0tre identifi4e St V,, X V, et 1' on a :  ~t o - - n .  

La projection de la sous-vari6t4 414mentaire M q dans Js(VM, V,) est une 
sous-vari6t6 414mentaire pour  s - -  0, ..., q - -  1 (cf. § 1). 0 n  peat ddmontrer 
que les groupo~des assooids ~ P d'ordre infgrieur ~ q sent, de m~me que ~q(P~, 
des sous-varidtds compl~teJnent rdgulidres. (Cos groupoIdes sent los projections 
de ~q(P) dans J°(V,~, V,),..., dq-'lV,, V.)). Par  centre nous ignorons si les 
groupoYdes associ6s St P d 'ordre  sup~rieur ~ q sent des vari6t6s extraites. 

D~FINITIO~ 2.3. - Un pseudogroupe de Lie P d'ordre q est dit de type fini, 
de degrd r, si route sous-varidtg dl~mentaire Mq ~ ~q(l') peut ~tre ddfinie par 
un systdrae de Mayer-Lie de degrd r ou par un syst$me admettant un prolon. 
gement de Mayer-Lie compldtement intdgrable de degrd r. 

Un pseudogroupe de LIE qui n'est  pas de type fini est dit de type infini 
{~ groupe infini ~> de LIE suivant la terminologie de E. CXR~A~}. 

Comme les prolongements d ' u n  syst~me de MAY~R-LI]~ complbtement 
int6grable sent compl~tement int4grables et compl~tement r4guliers, on peut  
en d~duire que tousles groupo~des asso~igs ~ un pseudogroupe de Lie de type 
fini, de degr~ r, sent des sous-varidtds compl~tement rdguli~res isomorphes 
J, '-~(r) (st tout je t  X ''-~ e ~ " -  (P) correspond un  jet X r - '+*  e ~"-~+'(P) et 
inversement). Le deprd d'un pseudogroupe de type fini est supdrieur ou ggal 

son ordre: en effet si on avait r ~ q, route solution de ~q(P) serait solution 
de ~"(P) d' apr~s § 1 e t r  serait complet d' ordre r. 

Parmi  ]es pseudogroupes de L~E de type fini nous envisagerons les pseudo. 
groupes ddduits d'un groupe de Lie [27] ; G 4rant un groupe de transformations 
de LIE op6rant sur une vari6t4 V., soit P l 'ensemble de routes les applica- 
tions f jouissant  de la propri4t6 suivante:  f e s t  une application biunivoque 
d ' u n  ouvert U de IT, sur un ouvert  f(U) de V,, dent  la restriction St un 
voisinage suffisamment petit  de tout point de U est la restriction d ' u n e  
application de G; P est un pseudogroupe de LIE {d4duit de G). 

Exemptes de pseudogroupes de Lie : 1 °) le pseudogroupe des automorphisraes 
locaux analytiques complexes de l 'espace num~rique complexe C" (que l 'on peut  
identifier St R TM) est un  pseudogroupe infini d'ordre 1; ~t{1 ~) est une vari4t4 
41~mentaire M ~ d6finie par  le syst~me d'~quations aux d4riv4es partielles ~.~: 

(2.5) ~+g ~Y+++" ~ ~Y"+" ~ - -  ~ + , , ,  ~ + .  - -  ~ a ~  ( j ,  k ---- 1 ,  . . , ,  n ) .  

2 °) is pseudogroupe ddduit du groups affine vomplexe est un pseudogroupe 
d 'ordre  2, de degr4 2;  une vari~t+ 41+mentaire M + peat  +tre d4finie par  le 
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syst~me E ~ : 

~x~+,, - -  ~ , ~ - -  ~ + , ,  {j, k = I, ..., n) 

(2.6) 3"Y" == 0 (:¢, ~, y - -  1, 2n). 
~x~x~ "'" ' 

3 °) le pseudogroupe ddduit du groupe des ddplacemenls euclidiens de R '~ est 
d 'ordre 1, de degr~ 2;  en effet e 'est l ' ensemble  des solutions du systbme ~ :  

{2.7) E~ ~y~ ~y~ ~x ~ ~x~ - -  ~ (k, 1 = 1,..., n) 

et par  d6rivation totale des ~quations (2.7) et (~liminations, on obt ient :  

~Y~ = 0  (j, k, l =  1, n). ~ ~x~ "", (2.8) 

Le syst~me E l 
r~gulier. 

est localement ~quivalent ~ un syst~me eomplbtement  

Si l 'on se borne h des groupoYdes gqtP) qui soient des variSt~s extrai tes 
non n~cessairement compl~tement r6gulibres, on est conduit  ~t la notion de 
pseudogroupe de LIE au sens large:  

D~FINITIOX 2.2'. - Un pseudogroupe de transformations analytiques F est 
appeld un l~seudogroupe de Lie au sens large si I' est complet d'ordre q et s'il 
ex~iste un  nombre q' ~ q  tel que le groupo~de associd ~q'(F) soil une varidtd 
ex~traite de Jq'(V~, I7,). 

Si ~q'(F) est une vari4t6 extraite qui n 'es t  pas compl6tement r4guli(~re, 
gq(F) n ' es t  peut-~tre  pas une vari~t6 ext ra i te ;  c ' es t  pourquoi  il y a lieu 
d ' in t roda i re  deux ordres q et q', alors que pour  les pseudogroupes de L~E, 
si gq'(F) est une vari4t~f extraite,  il e n e s t  de m~me de gq(F). 

3. Pro longements  d 'un  pseudogroupe de Lie. Premie r  th4or~me fonda- 
mental  de E. Car t a . .  

Soil F u n  pseudogroupe de LI]~ d 'ordre  q operant  sur  une vari~t~ V,~. 
La  projection aq-t de Jq-l(V~, 17,) sur 17, qui ~t tout j e t  X q-I ~ Jq-l(V,~, V,+) 
fait correspondre sa source ~c d~finit sur  Jq-i{V~, Vn) une s t ructure  fibr~e 
de base V,~ [26]. Toute transformation f e r appliquant  un ouvert  U C  V, sur 
un ouvert  U ' - - f ( U )  se prolonge en un hom~omorphisme fq de (~q-i)-iU sur 
(ccq-~) - '  U', appl iquant  fibre sur  fibre, d~fini de la mani6re su ivante :  fq est 
l ' appl ica t ion qui ~t tout j e t  X q-~ $ Jq-~(F~, V,~), de source x $ U, de but  y, 
fait correspondre le j e t  X 'q - i - -Xq-~( /~- l f )  -~, de source x/--[(w),  de m6me 
but  y. L 'ensemble  des transformations fq eorrespondant  ~t toutes les transfor- 
mations f de F est un pseudogroupe de transformations analytiques (8)opdrant 

(3) Oe pseudogroupe a 4t4 introduit par AMALDI [1]. 
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sur  la varidtd Jq-~(V~, V~) et la i s san t  i n v a r i a n t  le groupo~de ~q-~(F): en effet 
si X q-~ ~ ~q-~(F), eomme {j~-~f)-~ ~ ~q-'(F), on a alors : X q - ~ ( ~ - ~ f )  ~ ~q-~(F~. 

:Nous d~signerons par  rq la restr ict ion de ce pseudogroupe h la sous- 
vari~t~ ~q-~(F): F q est donc u n  pseudogroupe  de t rans format ions  opdrant  sur  
la sous-varidtd ~q-~(I'). 

Soit M q-~ la projection dans Jq-~(V~, V,) d ' u n e  sous-vari~t~ ~l~mentaire 
M q ~ q ( F )  et soit U l ' image de ~I q-~ dans V, par  la projection ~q-~. Consid~- 
rons l ' ensemble  yq des t ransformations de F q laissant invariante la sous-  
vari~t~ 51dmentaire ~I  q-~.  A toute application g $ F dont les je ts  d 'o rd re  q 
appar t iennent  fi ~]/q correspond une application ¢~ d ' une  part ie U~ de U d a n s  

• q - - 1  . ' 
M q-~,  d~finie pa r :  ¢~(w)~j~ g - - X  q- '  off x. $ U~, le je t  du premier  ordre 
] z ~ j l ~  est d~termin~ par  le je t  X q "--jq~g, ee qui permet  d ' ident i f ier  Jq(V~, Vn) 
avec un sous-espaee de J~(V,~, Jq-~(V,~, V~)) [26]. Remarquons  que l 'application 
a q - ~  est l ' appl icat ion identique de U~. Soit (I) l' ensemble des applications ? 
correspondant  h, toutes les solutions g d ' u n  syst~me d '~quat ions aux  d~riv~es 
partielles Zq d~finissant la vari~t5 ~/q: • est l ' ensemble  des solutions du 
systbme ~.q consider5 eomme syst~me du premier  ordre sur J~(V~, Jq-~(V~, V~), 
ou encore, ~q ~tant ~erit sous la forme (2.4), ffp est l ' ensemble  des solutions 
du syst~me de P~'AFF Sq: 

O~i ) ~ dy  ), - -  ~ a~(x, y, u ~ ) d ~  ~ = O, 

O~q~ : du[q_~) - -  c~(~, y, u,~, , ..., u,q))dx' - -  O, 

( k -  1, ..., n -  ~o). 

(). - -  1, ..., ~o), 
(v----- 1, ..., ~t,), 

(~ - -  1, ..., ~q_~). 

Toute application fq  ~ yq t ransforme une application ¢p $ (I) en une applica- 
tion ¢~' e ffP telle que : ~'(~') ----- fq-'~[(f)-l(w'~] ; par  consequent  fq laisse invariant  
le syst~me de PFAF~" S q. Inversement  soit fql une application de Jq-~(V~, V,} 
dans Jq- i (V~,  V~) laissant invariant  le syst~me Sq; f~ est la projection d ' u n e  
application fl  q+l de Jq(V,~, V~) dans Jq(gn,  Vn) laissant invariante  la sous- 
vari~td Mq; donc f~ , l  se projette darts V. suivant une solution de ~q(F) 
c ~ est-~-dire ,  puisque F est complet d 'o rd re  q, suivant une application f,  e r 
et par consequent  on a :  fq ~ yq. 

Toute application fq ~ y q t ransformant  un je t  de but  y e n  un  je t  d e  
m~me but laisse invariantes  les ~o formes ¢o~i)--E a~'d~c (ainsi que les formes 

i ( , ~  k __ dx~o ~ k) et par  suite ~galement l es formes d¢o~1) --" ~¢0i, )/~ ~oj ; les formes 
s' ~ ~ )~ i ~ (rood. ¢o~1i) sont invariantes  ~oj qui peuvent  6t r i te  : ~oj ~.  Z ApOrt) ~ ~ BivO(~) 

rood. ~0~); dr le systbme Sq demeuran t  invariant,  les formes 0~ sont rep.ro- 
duites a une combinaison lin~aire et homog~ne prbs et les formes rl)--- 

i ~. i v ~ A~x0~) -t- Z Bifltu) sont invariantes.  On peut  d~montrer  que parrot ces formes 
t a il y a l~-t - ~ formes l indairement  inddpendanies  w~e), ..., o)~¢~ ~ ~'. Les formes d~)(e) 

sont invariantes.  En poursuivant  le ra isonnement ,  on d6montre qne les 



40 P. Lm~R~ANN: Sur le probl~me d'dquivalence, etc. 

applications de "~q laissent invariantes n -~- ~t o -}- ... -!- ~tq_ t ~ mq_ t formes de 
PF.~FF lin~airement ind~pendantes (h coefficients analytiques): 

dy ~, ~o~1)(~, y, u(t,, d~, dy), tot~}(~, Y, u~t~, ucv, dx, dy, duel,), ..., 

~o~(~, y, u, , , ,  . . . ,  U,q,, d~, dy,  du, l~, ... ,  du,~_i,) ; 

]es formes to~) sent lin~aires en dx, dy, duci~, ..., du~_i~, ]es coefficients Oant 
fonctions des x,  y,  u(~,  . . . ,  u ( ~ .  

I1 r~sulte de l '~tude pr~c~dente que l' ensemble des applications de ? 
est l 'ensemble des solutions du syst~me de PF~F~' ~q: 

t%)(x., y, u , , , ,  d~' dy)--(o~l)(x. , y, u,,,, dx, dy), 

(3.2~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

to~q)(x', y, u'tt~, ..., u'cq~, dw', dy, du'¢,~,.., du',~_,~) "-- 

= ~o~)(~, y, u ,~ ,  . . . ,  u,~), d~, d~, du~i~, . . . ,  du~q_~). 

L'ensemble des solutions du syst~me ~q est l 'ensemble des solutions d'un 
syst~me d'~quations aux d~riv~es partielles du premier ordre qui pout ~tre 
mis sous une forme compl~tement r~gulibre et d~finit ainsi une sous-vari~t~ 
dldmentaire compl~tement rdguli~re / ~  de J~(Jq-~(V,, V,), Jq-~(V,~, V,~)). 
Done l 'ensemble Te des applications du pseudogroupe rq !aissant invariante 
la sous-varidtd dldmentaire _i~/q-~ est un (< noyau ~> de pseudogro~pe de Lie du 
premier ordre: yq est l 'ensemble des solutions de la sous-varidtd N~, 
voisinage des jets du premier ordre de l 'application identique de M ~-~. On 
peut en ddduire qne le pseudogroupe rq est un pseudogroupe de LIE du 
premier ordre (ou pseudogroupe normal suivant la ddfinition donnde par 
E. CAR~.~I~) d' off le premier thdor~me fo~damental de E. Caftan [12]: 

THree,ME 3.1. - A tout pseudogroupe de Lie ~ d'ordre q, oTdrant sur 
une varidtd V,, est associd un pseudogroupe de Lie rq du premier ordure (appeld 
premier prolongement normal de F), opdrant sur la varidld extraite ~q:-'(r} 
(de dimension mq_~), route application de [q dlant le prolongement d 'une 
application de F; l'e~semble des applications de Fq laissant invarianie une 
sous-varidtg dldmentaire M q-~ ~ ~q-~{I'} ~ st caractdrisd par  la propridtd de laisser 
invariantes mq_, formes de P f a f f  lindairement inddpendanles. 

Si les gronpoYdes associ~s ~ l' d 'ordre sup~rieur ~t q sent des variO6s 
extraites, on peut d~montrer de m0me que les psendogroupes I ~q+~, F ~÷~, ..., 
Fq-~a,... operant snr les vari6t~s extraites ~q(F), ~q-~'(l'),..., ~qna-~(['),... sent 
des pseudogroupes de LIE du premier ordre (le pro]ongement F ~+~ est appel5 
k ~'~ prolongement normal de F). En particulier si F est de type lint, de 
degr~t r, on peut d~finir ses prolongements normaux suceessifs qui sent de 
type l in t ;  nous d~signerons par prolo~gement narwhal principal de F le pro. 
longement normal F'" operant sur ]a vari~t~ ~r-~(F); ce prolongement normal 
principal est un pseudogroupe de L~E d'ordre et de degr6 ~gaux h 1. 
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4. Equations de structure. Deuxi~me th4or~me fondamental de E. Cartan. 
A) Soit P u n  pseudogroupe de LIE et Fq son premier  prolongement  

normal.  Supposons que le groupo~de gq+~(F) soit une  vari4t~ extrai te d~finie 
localement  par  un syst~me d '6quat ions aux d~rivdes partielles Z q4' auque] 
correspondent  uu syst~me de PF•FF S q+~ (appel~. prolongement  du syst~me 
Sq d~fini par  les ~quations (3.1)} et un syst~me de PF_~FI~ 8 q+~ (appel~ prolon- 
gement  du syst~me $ q d6fini par les ~quations (3.2)). Le syst~me 8 q'~l contient 
les ~quations de Sq auxquelles on adjoint ~q ~quations:  

¢o +1)@', y, u (~, ..., Ucq+~), dx', dy, du'(~, ..., du~(q)) - -  

~tO~q+l)(x, y, uc~),..., u(q+,), dx, dy, du(t), ..., du(q)). 

Changeons de notation et d4signons 10ar u ). les d6riv4es paramOriqnes  d'or- 
dre inf4rieur ou 6gal /~ q - - 1 ,  par v ~ les d4riv~es param~triques d 'o rdre  q, 
par  ~o~ le formes ~oI~),..., l~q) et par ~ les ~tq formes P to(q÷1); On a :  
dcd----E ~k A (o~k, off les formes ~o~k (d4finies mod. to ~) sont lin4aires en dx, dy, 
du, d r ;  en util isant le m~me ra isonnement  que d a n s §  3, on d~montre que 
les formes d(o ~ peuvent  s '6cr i re :  

d~o ~ = ~ cj~to~ A t°~ + ~' a ~ , ~  A ~ ,  (i, j ,  k - -  1, ..., mq_,)  (4.1) ~ 
C~ +- C~ - -  O, 

i off les ai~ sont invariants  par les t ransformations de Fq. En d4signant de 
mani6re abr6g6e les formes o/ (w', y', u', v', d~c', dy, du') par ~o'~, on a ~galement:  

d~'~ ~ c~o '~ A ~o'~ + ~, '~ ' - -  ai~¢o J /~ n 'a . 

Le syst~me Sq+~ peut s '~er i re :  

(4.2) to'~ : to 5 u'a _--~ n:  (i = 1, ..., mq_,  : a - -  1, . . . ,  ~q). 

'~ a ~ On en d~duit, en tenant  compte des relat ions:  ai~--- ~ :  

(4.3} c '~ - -  d (i, j,  k --- 1. mq_,). 
] k  - -  ] k  ~ , " " "  

Ces coefficients sont donc invariants  par les t ransformations de rq laissant 
invar iante  la sous-vari4t~ ~l~mentaire /I/q-~ et par  suite sont des fonct ions  
des i n v a r i a n t s  ~c~o-~. Les  4quat ions  (4.1) soul alopeldes dqualions de s t ruc ture  
du pseudogroupe normal Fq. 

Le systbme de P ~  8q: 

tO ' i  - -  ¢0 i - - -  0 ( i  " - -  1 ,  . , ,  m q _ ~ )  

(auquel on adjoint les ~quations d(to'~--to~)= O) n ' e s t  peut-fitre pas en invo- 
lution. Pour  qu ' i l  le soit, il faut  et il snffit  d 'apr~s  § 1 que les caraetbres 
r6duits s'~ de ce systbme soient figaux aux caraetbres s~; cette condition est 
4quivalente /t la su ivante :  il faut  et il suffit  que le hombre de parambtres  
(que nons d6signerons par  e2), don~ d6pend l '61fiment int6gral ordinaire  /~ 

A n ~ a l i  d i  M a t e m a t l v a  6 
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mq- i  d imens ions  soit  ~ dgal A: 

s' t q-  2s'~ -+- ... 4- (h r - -  1)s'lv-:l -t- NaN, 

off l ' o n  a posd 2V'--mq_t  (pour s impl i f ie r  les notat ions)  et  

~N - -  I~q -t- N - -  (S'o + s', -I- ... + s'N-1). 

Comme le carac t~re  s' o est  ~gal au r ang  des formes  o) ' ~ -  ~ c ' e s t - '~ -d i re  
k /V on a : a N - -  I~q -- (s', -t- s'~ -I- ... -I- s'lv-~). Les  hombres  s'4, s', q- s'~, 
s't -i- s'~ --I- s'~, ... sen t  le r angs  re spec t i f s  des  systi~mes d' 6quat ions  : 

(4.4), $ (u 'a la  -!- u'a~2~ -+ ... + u '~a~)u  ~ = 0 (i - -  1, ..., n)  

I S ( u ' a ~ +  ~ ~ u a2~ + ... + u ' a ~ ) ~  ~ = O, 
2 ~ " ( i =  1 , . . .  n) ,  (4"4)3 ~ ( v ' a ~  + v a ~  + ... + v " a ~ ) ~  ~ = 0, ' 

(u'a[~ + u ' a ~  + ... + u"o~,~)~:~ = O, 
(4.4)s E (v'ai~ + v 'a i~  + ... + v " a ~ ) n  ~ = O, (i = 1, ..., n), 

( w ' a ~  + ~ ~ ~V a~.~-1- , . .  --!- w " a ~ n a ) n  "~ ~ O~ 

• • • • • * • * , . * • • • , , . . . . . .  . 

off los u i, v ~, w ~ ..... sen t  des  coef f ic ien t s  a rb i t r a i r e s  tels que  le t angs  des  
sys t~mes  (4.4),, (4.4)~, (4.4)s, ... sen t  los p lus  g rands  poss ibles .  

L e  n o m b r e  62) est  ~gal au  n o m b r e  de coef f ic ien ts  ind~pendan t s  t~ d~finis  
par  : 

7 ~ a ~  ~ a k t~o) 
(4.5) ~, a ~  A to~ = 0 . . . . . .  ' 

.~.~ ( ~ - - 1 ,  , I~q; i - - l ,  N). 

L o r s q u e  l e sys t~me Sq est  en involut ion,  le sys t~me des  coef f ic ien ts  a ~ ]a e s t  

di t  i nvo lu t i f .  
B) Soi t  r u n  p s e u d o g r o u p e  de L ~  de type  fini  et  r ,  son p ro longemen t  

no rma l  pr inc ipa l .  D(!signons pa r  u ~. les d~riv~es pa r am~t r iques  d' o rdre  inf6- 
r i eu r  ou ~gal k r - - l ,  pa r  to~ los formes  to01z , . . . ,  to~). Comme il n ' y  a pus 
de  dar iv~es  param~Itr iques d' ordre  r les  coef f ic ien t s  des  fo rmes  to~ sen t  
fone t ions  de a~, y, u et les coef f ic ien ts  a ~- sent  nu l s  (cos coef f ic ien ts  eonsti .  la 

t uen t  encore  un sys t~me involutif) .  Los  ~quat ions  (4.1) d e v i e n n e n t :  

i 

(4.6) e~' + ~i~ = 0, (i, j ,  k = 1, ..., m~). 

Ces ~quat ions  sent  les  ~quat ions  de s t ruc tu re  de r" .  L e  sys t~me de P ~ F F  ~":  
to~--~o'~ ( i =  1, ..., m,.) est  compld tement  intdgrable .  Si le p s e u d o g r o u p e  r est  
t ransi t i f ,  il en es t  a lors  de m~me de fir ,  res t r ic t ion  de r "  k la  vari6t~ 
~'"-~(1 ~) ~ ~"-~(F) des  j e t s  ayan t  p o u r  bu t  u n  poin t  f ixe  Yo e V, (le coef f ic ien ts  
e~ sent  dans  ee cas  des  eons tantes)  et il exis te  une  t r ans fo rma t ion  et une  
seu le  p" ~ 1 ~'' a p p l i q u a n t  un  poin t  a rb i t r a i r e  X r-~ ~ ~'"-~(P) sur  un  poin t  arbi- 
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traire  X ' r - i  e~'~'-i(F). Nous dirons que f i r  est dans ce cas simplement  tran- 
sitif .  Le prolongement normal  principal  joue un  r01e analogue h celui du 
groupe des parambtres duns le cas d ' u n  groupe de transformations de LIE. 

C) Sur  une vari6t6 V~, de dimension n, la suite (co',..., to") de n 
formes de PFAF:e l in6airement ind4pendante co~----.Y. )~dxJ (off les x~ sont des 
coordonn6es locales dans le voisinage U d ' u n  point de V,~ et les ),~ des 
fonctions analyt iques de ces eoordonn6es locales) consti tue une forme dif[d. 
rentielle du  premier ordre co [26]: to est une  fonction continue qui i~ tout 
point ~ e U fair correspondre un corep~re du premier  ordre cox d 'or ig ine  
c ' es t -~-d i re  un jet  du premier  ordre inversible de V, duns l ' espace num4ri- 
que R", de source x, de but 0. Ainsi la suite des formes coJ d6finies dans B) 
constitue une forme diff6rentielle sur la vari4t6 gr-l(F}. 

Consid6rons main tenant  la suite co(u)= [co~(~, u, d~), ..., co"(x,, u, dx)] o~ 
i i les formes ~(x,  u, &c)---Y. ),j(x, u)dx sont l in6airement  ind~ipendantes, les ),j 

6rant des fonctions analyt iques des coordonn6es locales ~k et de t~ parambtres 
u ~, ..., u~. Cette suite co(u) d6finit duns l ' espace  H*(V~} de tous les corepbres 
du premier  ordre sur V~ une sous-famil le  analyt ique de corepbres du premier  
ordre dont l 'or igine est dans U. Ainsi la suite des formes to ~, ..., co~q-~ d6fi. 
nies dans A) constitue une sous-famil le  analyt ique de corepbres sur gq-t(F). 

L'~tude faite dans A) et B) conduit  d~ la rdeiproque du deuxi~me thdor~me 
fondamenta l  de E. Cartan : 

T ~ ] ~ o ~ ] ~  4.1. - Soit sur  une varidtd V,  un  pseudogroupe de transfor.  
mations ana lytiques F jouissant  de la propridtd suivante : tout point  de V,  
admet un  voisinage distingud U tel que les transformations f ~ r dont ta 
source et le but (4) appart iennent  dt U constituent l'ensemble des solutions du 
syst~me de P fa f f  
(4.7} coiix, u, dx)--(oi(x  ', u', dx') ( i - - 1 ,  ..., n) 

oit tes coi(:c, u, dx) ddfinissent darts U une sous-fa~nitle anatytique de corepOres 
du premier ordre. Si  le systdme (4.7} est en involution, c'est-~-dire si les dif[d. 
rentietles dco ~ peuvent s' derire 

i j i j 
dco~ "- Y' ci~co A co~ + y' ai~co A ~ 

(4.S) (is i ,  = 1, . . . ,  n) 

(on et so t i var;ants transformatio.  re tes  o, ti- 
tuant  un  syst~me involut i f  et les formes r~ dtant ddfinies sur  la varidtd H*(Vn)), 
le pseudogroupe ~ est un  pseudogroupe de Lie du premier  ordre. En  partieu.  
tier si les a~  sont nuts, le pseudogroupe [ e s t  un  pseudogroupe de type flni 
de degrd 1. 

(4) Si f est une application d'un sous-ensemble U' de V~ sur f(U'), U' est appel4 la 
source de f et f(U'} le but de f [28]. 
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En effet si le syst~me de PFAFF (4.7) est en involution, il r4sulte de 
l '~tnde faite d a u s §  1 que l 'ensemble des solutions g~n~rales de ce syst~me 
est l 'ensemble des solutions d 'un syst~me d'~quations aux d~riv~es partielles 
du premier ordre compl~tement int~grable et ~ compl~tement r~gulier: le 
pseudogroupe ]~ est alors un pseudogroupe complet du premier ordre tel que 
le groupoYde ~ ( l  ~) soit une vari~t~ analytique compl~tement r~guli~re extraite 
de J'(V,~, V,~). Comme on n'a pas d~montr~ que l 'ensemble des solutions d 'un 
syst~me d' ~iquations aux d~riv~es partielles compl~tement int~grable et com- 
pl~tement r~gulier eat l 'ensemble des solutions g~n~rales d ' u n  syst~me de 
PFAFF en involution, le deuxii~me th~or~me fondamental  de E. CARMAN n'est 
pas d~montr~f non plus sauf duns le eas d ' u n  pseudogroupe  de type fini, de 
degr~ 1 : les conditions dnoncdes duns le thdor~me 4.1 (avec a~.~ = O) sent alors 
ndcessaires pour que ]~ soit un pseudogroupe de Lie de type tint, de degrd et 
d'ordre 1. Remarquons que si les a~  sent nuls, la suite a ) - - (~ ' ,  ..., a)') 
d~finit duns U une forme diff~rentielle du premier ordre. 

Si le syst~me (4.7) n'est pus en involution mats admet des ~rolongements 
en involution, l 'ensemble des solutions g~n~rales de ce prolongement eat 
I 'ensemble des solutions d ' u n  syst~me d'~quations aux d~riv~es partielles 
compl~tement int~grable mats pas n~cessairement compl~tement rdgulier:  le 
pseudogroupe ]~ est un pseudogrou~e de Lie au sens large. 

CIIAPITI~E II. 

L e  p r o b l ~ m e  d ' ~ q u i v a l e n c e  d e  E. C a r t a n .  

5. D~flnition de l'~iquivalence locale des structures inflnit~isimales. 
L'espaee T(V,) des vecteurs tangents ~t une vari~t~ V,, de dimension n, 

r lois diff~rentiable (on suppose r ~ 3 )  est un espace fibr~ de symbole 
T(V,~, R n, L,~, H), le groupe structural  L,~ (itant le groupe lin~faire homog~ne 
de l 'espace num~rique R n [24]; l 'espace fibr~ principal H(Vn) assoei~ it T(V,) 
ou prolongement principal du premier  ordre de la vari~t~ V~ est 1' ensemble 
des isomorphismes de R" sur l 'espace tangent Tx h V,~ au point x e V,~ 
lorsque w pareourt V.. Chacun de ces isomorphismes est un rep~re du pre- 
mier ordre sur V,~. 0 n  d~signe par structure infinitdsimale rdguli$re du pre. 
mier ordre [26] (que nous appellerons plus bri~vement structure infinit~simale 
r(igulibre car nous n 'envisagerons pas de structure infinit~simale d 'ordre  
sup~rieur) une structure fibr~e subordonn~e St T(V,~): cette s tructure subor- 
donn6e a pour symbole T{V,,  R ' ,  G, H'), le groupe structural  G ~tant un 
sous-groupe de L,~. Si R '~ est muni d 'une  structure s subordonn~e St sa 
s t ructure d' espaee veetoriel rSel, admettant  G comme groupe d'automor- 
phismes, eerie structure est transport~e par un isomorphisme hx ~ H'(V,~) sur 
une structure bien d~termin~e d~finie dans Tx. A ehaque w correspond une 
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famille H~' de rep~res distinguds (ou rep~res appurtenant  h H'(V,,)). On a :  
H~' --~ h~G. Dans le voisinage U d'un point de V,~, la s t ructure  infinit~simale 
r~guli~re, que nous d~signerons par  9, peut  ~tre d~termin~e par  une forme 
diff~rentielle du premier  ordre m, c 'est-i~-dire une fonction continue qui au 
point x e U fair correspondre un isomorphisme h ,  -~ de T~ sur R", (ou core. 
p~re dist ingud d'origine w); l 'ensemble H / d e s  corep~res distingu~s d'origine x 
est alors H ~ ' * - - G h ~  -~. Cette forme diff~rentielle (o est encore la suite de n 
formes de PPAFF m', ..., ¢o", diff~rentiables, l in~airement ind~pendantes en 
chaque point m; le corep~re h~ -~ (que nous d~signerons aussi par  to~) peut  
5tre identifi~ h la suite (cox',..., m~ n) des restr ict ions des formes ~o ~,..., m" 
'~ T~; la s t ructure  9 peut  ~tre d~termin~e duns 'U par route autre  suite ~) 
de n formes de PFA~F lin~airement ind~pendantes 6)J----E u~m i telles que les 
u~ soient des fonctions diff~rentiables de m et que la matrice u d'~l~ments u~ 
ddfinisse en chaque point une t ransformation de G. 

Sur  la vari~t~ 17, une forme dif[drerbtielle extdrieure tensorielle • de 
degr5 q est une fonetion qui ~ tout point ~c e V~, fair correspondre une 
application lin~aire (I)~ de l ' e space  des q-vec teurs  en x dans l ' e space  des 
tenseurs  de type donn~ en x. A tout corepbre ~o~ (lequel d~finit une base 
dans le dual de T~) eorrespondant  des composantes ~"" (Oik...)~ de (I)~. A la 
forme diff~rentielle ~o--(m~,..., m '~) d~finie dans U ~  V,~ correspondent  des 

i . , .  formes diff6rentielles extdrieures (I)yk... de degr~ q, c 'est- i t -dire  Its fonct ions:  
x ~ ((I)1~..)x. Ces formes peuvent  s' dcrire : 

(5 .1)  (1) ~''" ~... ,X A% ~o~ ... "-~ v~...=,...~q A A o~.~ (i, j ,  k = 1, ... n), 

off la restrict ion ~ chaque point x des A ~ i~....~,....,q sent ]es composantes d ' un  
tenseur. A la forme differentielle 5) ~ (5) t, ..., 5) ~) off 5)~ _~ E uim ~ correspondent  
les formes diff6rentielles extSrieures ¢b~... = Y, A~g:'..~...~qto~ /~ .../~ O.)~q telles qne:  

(5 .2)  ( ~  . . . .  ~ ~ ~"" ~.,. = £ uiv~v~ ... (I)~... (a, b, ~ = 1, ..., n), 

oft les v~ sent les dl~ments de la matrice u -~. On en dSduit :  

= Z . . .  . . .  . 

Soient deux vari~it~s V,, et V, , , ,de  dimension n, sur  lesquelles sent d6fi- 
nies respect ivement  des s t ructures  infinit~simales r~guli~res ~ et ~-~ de m~me 
groupe s t ructural  G; un isomorphisme local des deux s t ructures  est par  
d6finition un hom~omorphisme diffdrentiable ~o d ' u n  voisinage U d ' u n  point 
de V,, sur un ouvert  U""~ V'~,, jouissant  de la propri~t~ su ivante :  la struc- 
ture 9 ~tant d~termin6e duns U par la forme diff~rentielle m, la s t ructure  
est d~termin~e duns U par  la forme diff~rentielle ¢o, transformde d e W - p a r  ¢~ 

A 

(d6sign6e par  ~o----~o*(m)) et telle q u e :  
A 
0 )  "1 (5.Q ~ % ~  ~(~d~o pour tout ~ • U, 
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off 3 ~  d~signe, eomme duns § 1, le je t  du premier  ordre de source x de la 
fonction ~. Soient p et p lea projections canoniques des espaces fibres 
H'(V,)  et H'(V,,) sur leurs bases respect ives;  l ' i somorphisme local ~ se pro- 
longe en un  hom~omorphisme -~ de p-~(U) sur p~"-i(U~), ces voisinages ~tant 
respect ivement  hom(tomorphes it U X  G et U X  G. L' isomorphisrae ? associe 
~galement it route forme diffdrentielle ext~rieure tensorielle qb d~finie duns U 
une forme diff~rentielle ext~rieure tensorielle ~ "  d~finie d u n s  ~', de mSme 
degr~f et de m~me type. La s t ructure  9 sera dite localement isomorphe (ou 
locatement dquivalente) it 9 si pour tout point ~ ' ~  V, il existe un isomorphisme 
local ¢p appliquant un ouvert U C  V, sur un voisinage 7) ~ de x~-~. Si T~ et ~o~ 
sont deux isomorphismes locaux de V,, sur V,:, l '~galit~ %(w) ~ ~(x') (off 

e V,,, x ' $  V,,) est ~quivalente it: ~v'--~0~.~(x) off %~ est un automorphisme 
local de la structure ~. Le probl~me d'isomorphie locale (ou probl~me d'gquiva. 
leave de E. Caftan) est la recherche  des conditions n~cessaires et suffisantes 
pour q u ' u n e  s t ructure  infinit~simale rdguli~re soit localement isomorphe h 
une autre. 

Une structure infinit~simale r~guli6re de groupe s t ructural  G est dite 
intdgrable si elle est localement isomorphe h la s t ructure  ~0 de ce type 
d~termin~e sur R" par la forme diff~rentielle ¢o--dw (c 'est- i t -dire la suite 
d~ ~, ..., dx"). Soit G le sous-groupe du groupe affine it n variables tel que 
le plus grand sous-groupe de G laissant fixe le point 0 soit le groupe G. 
D~fsignons par  0 le pseudogroupe de LIE, operant  sur  R n, d~duit (cf. § 2) 
du groupe G e t  par I ~ le pseudogroupe des automorphismes loeaux de la 
s t ructure  90. On a 0 ~ I'. D'autre part  le jet  du premier  ordre de tout auto- 
morphisme local d~termine une transformation lin~aire appurtenant  it 0. On 
en d~duit .clue le groupo]'de du premier  ordre ~(F} associ~ it F (,o~ncide avec 
le groupo~de ~(~)  associ~ it O. Si le pseudogroupe (9 est complet du premier 
ordre, les pseudogroupes 11 et 0 sont ident iques:  les seuls changements  de 
eoordonn~es locales admissibles sont lindaires. 

Une structure  infinit~simale r~guli6re est dire isotrope au point x s ' i l  
existe un automorphisme local de la s tructure t ransformant  un corep6re 
d'origine w e n  un corep6re arbi traire de m~me origine;  la s t ructure  est dire 
localement homog6ne s' il existe un  automorphisme local de la s t ructure  
t ransformant  un point arbi t ra i re  w ~ U en un point arbi traire  w ' e  U; le 
pseudogroupe des automorphismes locaux de la s t ructure  est alors transitif.  

6. Connexions affines associ~es ~ une structure infinit~simale. Courbure 
et torsion. 

Soit sur une vari6t6 V. une s t ructure  infinit~simale r~guli6re dont le 
groupe structural  G est de dimension p ;  d~signons encore par  G le sous- 
groupe du groupe affine dont G est le plus grand sous-groupe laissant fixe 
le point O. 
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D 'apr~s  une  ddfini t ion donnde par  C. EHRESMANN [25], u n e  connexion 
inf ini tdsimale (5) dans  l ' e space  fibrd H' (V,)  est ddterminde  par  une  applica- 
t ion II de la varidtd T(H')  des vecteurs  tangents  ~t /-/' dans  l ' e space  tangent  
Te(G) St la varidtd du groupe G en e {dldment neut re  de G); cette appl icat ion 
est une  forme diffdrentiel le  vectorielle vdri f iant  les condi t ions su ivantes :  

1 ° Si l' on fixe le rep~re h ~ H'(V,,), la res t r ic t ion de II aux vecteurs  
h + dh d 'o r ig ine  h est lin~aire. 

2 ° II(h(u -~- du)) ~ u - q u  d- du), off u ~ G. (6.1) 
3 o II(h -t- dh)u) - -  u - q I ( h  + dh)u. 

Par  consequent  si l ' on  consid~re le rep~re h--- -hu -~, on a :  

(6.2) II(h --~ dh) - -  uII(h + dh)u -~ - -  (u -t- du )u - ' .  

L'appl ica{ ion  II est d6finie par  les formes diff6rentiel les ¢o~ sur  T(H') telles 
qne II(h + dh) soit la t ransformat ion  infinitfisimale du  groupe G reprfisentfie 
par  : 
(6.3) d~' - -  E ~)~(h d-  d h ) ~  (i = 1, ..., n). 

Le rang  des formes to~ est p ;  ces formes ¢o~ sont donc li~es par  n ~ - p  rela- 
t ions l in6aires 

~ ~ n~ _ p), (6.4) .~ X j~oy - -  0 (a ~ 1, ..., 

off les coefficients ),~ sont constants;  en effet les ~quations (6.4) sont les 
~quations lin~aires qui d~finissent Te(G) comme sous-espace  vectoriel  de 
Te(L,,) off L ,  est le groupe lin~aire homog0ne de R".  

Comme ( u - 4 - d u ) u - '  est la t ransformat ion  infini t~simale de G: 

(6.5) d w ' - -  E du~v~wi (i = 1, ..., n), 

l ' app l ica t ion  (h, u ) ~  hu  -~ fair correspondre  St la forme diff6rentiel le veeto- 
rielle II la forme diff~rentielle veetoriel le  II, d~finie dans / / ' X  G, k valeurs  
dans  Te(G), de composan tes :  

~ U  l i 1 j toi~ i i ~.Z~ j o)i~ (6.6) (o~ ~, ( - -  a ~v~ + u~v~ ~{ ~ n) " -  ~- (u~dv~ -e ~ ~! (l, k - - l , . . . ,  

(oh les u~ sont les (~l~ments de la mat r ice  u, les v~ les ~l~ments de ]a ma- 
tr ice u-~). 

A la connexion  d6finie par  1' appl ica t ion  II est associ~e la connexion 
af f ine d~finie par  la fonct ion II' qui  fair cor respondre  k tout  vec teur  
h d- dh ~ T(H')  la t ransformat ion  inf ini t~simale du groupe  G repr~sent~e par  : 

(6.7) dx '  = o)'(p(h + dh)) + E to~(h -+ dh)x~ (i = 1, .... n), 

p d(isignant encore la project ion canonique  de H'(V , )  sur  ]7,; on a :  

¢o'(p(h -b dh)) ---- (p*o)ti(h -t- dh) (i = 1, ..., n). 

(5) Pour  l '6tude des connexions infinit~simales voir ~galement S. CH~N [19]. 
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(6.10) 

(I~/... et les formes D t~... 
en est de m¢me des 
formes sur  H'(V,)) .  

i Nous dirons que la connexion affine II' est d~finie par  les formes ¢os et ¢oj. 
Au vecteur  h-+- dh (off h - -  hu  -~) est associ~e la t ransformation infinit~simale 
de G repr~sent~e pa r :  

(6.8) d~ ~ = 6)~(p(h + dh)) -~- E 6)~c(h + dh)~J (l - -  1, ..., n) 

oh ~)z__ E u~o), les 6)~ ~tant d~finis par  (6.6). 
Soit sur  une v a r i ~ t 6  V,'~", una  s t ructure  "~" localement  isomorphe ~ la 

s t ructure  ~ sur  V, ; un isomorphisme local % deux lois diff~rentiable, appli- 
quant  le voisinage U d 'un point  de V, sur  ~U~V,,,  ~ assoeie ~ route connexion 
affine sur  U une connexion affine sur U; en effet ~ se prolonge en un 
hom~omorphisme diff6rentiable ¢p de p-~(U) sur p-~(U) et la connexion affine 
sur~-U sera d(ftermin~e par les f o r m e s ~  ~ e t  to ~'~. transform~es des formes to ~ et to ~ 
par  l ' appl ica t ion ~-~. ~ J 

Dans § 5, la forme to--(co ~,..., wn) dfifinie dans un o u v e r t U  de V, 
dOorminai t  une section dans l 'espace H'*IV,,) des corep~res distingu6s. ~ o u s  
supposerons qu ' i l  en sera de mgme dans le suite de ee chapitre. Pa r  cons(~- 
quent  les formes to~, qui avec les formes td, d6finissent la connexion affine 
II' sont des formes sur  V, alors que le formes 6)~ (qui avec los formes 
6)~--E u~to' dff inissent  la mgme connexion) sont des formes sur  H'(V , ) .  

A Ia connexion affine II' sur  V, est associ6e une di]Tdrentiation cova- 
r iante .  Soit (I) une forme diff~rentielle ext~rieure tensorielte (cf. § 5} dont 
les composantes par rapport  tt la forme diff6rentielle to sont (I) ~'''~.... ~ons  atlons 
montrer  que les formes D(I)~);:.. d~finies par :  

(6.9) ~(I) ~ . . . .  ¢~ . . . .  o~ A (I)~"" h -- (i)~... l ~... Z) ~ . . . = a  ~ . . . - e~  ~ , . . - - ~ t o ~ A  h~ . . . - -E~A¢~ . . . - t - . . .  ( i , j , k - - 1 , . . . , n )  

(off d es t  le symbole de diff~rentation ext~ri~ure) sont les composantes rela- 
t ivement tt to d~une forme diff~rentielle ext~rieure tensorielle que 1'on d~signe 
par  Dqb et qui est appel~e la di]~drentielle eovariante de la forme dp par 
rapport  tt la connexion affine II'. 

En effet si be... sont les composantes de q) correspondant  k 6) - -  (6)~...-, 6)'~) 
Ca,,. off 6)~ Z u~o) ~ et si l 'on d~finit les formes D b~... pa r :  

¢~... 
D b o . . .  = + " '  . . .  

. . .  - ° "  
. . .  - -  ~ooA ¢~,...÷ (a, b, e =  l , . . . ,  n), 

on v~frifie, en tenant  compte de (6.6), los relat ions:  

4)"'" " (I) ~''" D b~... - -  ~ U~V~V~ . . .D ~... {a, b, c----- 1, ..., n), 

~tant des formes diff~rentielles ext6rieures sur  V, ,  il 
4 ) ° - .  . . . .  formes D ~¢... (alors que les formes d ~... sent des 

Ainsi la diff~rentielle covariante d ' une  forme diff~rentielle ext~rieure 
tensorielle (I) de degr~ q est une forme diff~rentielle ext~rieure D~, de 
m~me type, de degr6 q + 1. 
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En par t icul ier  considdrons la forme diff~rentielle ext~rieure tensorielle 
(que nous d~signerons par le symbole d~,) qui ~t tout ~oint ~ ~ F,, fair c0r- 
respondre l 'appl icat ion ident ique de T~. Cette forme d~ a pour composantes 
(relativement ~t la forme to): to ~, ..., ~'~. La  diffdrentielle covariante D~z  est 
done une forme difhirentielle tensorielle de degr~ 2, appe]de torsion de la 
connexion II'. Ses composantes 

(0.11) Q~ = Do) ~ - -  &o ~ + ~ to~/~ (o~ (i - -  1, ..., n) 

sent appel~es fovmes de torsion de la connexion H';  si l ' on  pose 
~ - - - ~  A~o)~/~ to ~, les A~ ddfinissent le tenseur de torsion. 

Les formes diff~rentielies extdrieures quadrat iques  

(6.12) n} -- do )~-  E m~/k to~ (i, i ---- 1, .... n} 

consti tuent 6galement les composantes {eorrespondant ~ la forme o)) d ' u n e  
forme diff~reotielle ext6rieure tensorielle ; en effet h ]a ¢orme ~ correspondent 
les formes ~ : - -  d6)~ - -  E ~ A ~ v6rifiant ]es relations : 

(6.13) ~ = ~ , ~ : ~  (k, l = 1, ..., n) ; 

ees relations (6.13) so d~montrent en uti l isant ]es relations (6.6). 
Les formes f~} sent appel6es formes de courbure de la connexion H' et 

si l ' on  pose O ~ - - E  R~,,(o~/~ oW, les R~z,, d~finissent le tenseur de courbure 
de la connexion. Par  differentiat ion ext6rieure des relat ions:  

(6.11)' dto~--" E ¢o~ A to~+ ~ ( i - -  1, ..., n), 

(6.12)' dto~ = E ~o~ A ¢oi + Q~ (i, j = 1, ..., n), 

on obtient les relations suivantes gdndralisant les identitds de B ianch i :  

= . . . ,  n), 

j =  l,. . . ,  n), 
(6.14) dO, + ~. Qa A ~} - -  ~c~  A f l } = 0  

(6.15) dfl} + :~ flJ A ~o~--~ vJ A f l ~ =  0 

relations qui peuvent  s '~er i re :  

(0.14)' DQ' - -  E ¢o~ A .o~ 

(6.15)' Dn~ - -  0 

(i = 1, ..., n}, 

1 ,  . . . ,  n ) .  

Done la diff~rentation covariante du tenseur  de courbure n ' in t rodui t  pas de 
nouveau tenseur  [19] (*}. 

Pour  toute s t ructure  infinit~simale r~gu]i~re, il existe toujours des con- 
nexion affines [25]. I1 peut  arr iver  qu'on puisse imposer d 'avance de mani&re 
eanonique un tenseur  de torsion (ce sera ]e cas de toutes les s tructures que 
nous ~tudierons ult~rieurement)  mais la connexion affine associ~e ~ la struc- 

(*) Remarquons que pour la feline diff~rentie]le ext~rieme tensorie]le @ de eomoposan. 
• . . .  4... A si 

obtient "/es formules (6.1~j; . . . .  

Anso| i  d~ Mo, temati~vo 7 
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ture n' est pas n~eessairement d~termin~e (structures presque complexes, 
presque sympleet iques par exemple). Pou r  certaines s t ructures  le choix de 
la torsion d~termine de mani~re unique la connexion affine associ~e ~ la 
s t ructure  (structures presque hermitiennes,  presque quaternioniennes par  
exemplo) ;  |e  groupe s t ructural  G est a]ors tel que les relation i6.4) et 
d ~ -  ~ ' - "  ~ ~ A ~°i d~terminent enti~rement les ~o~ (ou encore ]es relations 
(6.4) et Y~ ~oJ A 0)i ~ 0 entralnent  ~)~ --- 0). 

Consid~rons maintenant  une s t ructure  infinit~simale r~guli~re (de groupe 
s t ructura l  G) qui soit int~grable c ' e s t -~ -d i r e  loealement isomorphe ~ la 
s t ructure  Bo d~termin~e s u r  R n par  la forme d~ ~ (d~ ~, ..., d~n). A la struc- 
ture ~o correspond clans R '~ une connexion naturelle. Tout isomorphisme local 
d 'un ouvert  de R n sur  un ouvert  U de V, associe ~t eerie connexion naturel le  
une connexion affine dans U que nous appellerons intdgrable : cette connexion 
int~grable peut  ~tre d~finie par  des formes Q)~ et 0) i telles que 0)~--dw ~, 
t o1 - -0  ; par  consequent,  en raison de (6.6), la m~me connexion est d~finie 
par les formes 6V--= ~ u~dx~ et ¢o~ ~---~ Z du~v~. La courbure et la torsion de 
cette connexion int~grable sent nulles et nous allons montrer  que ces pro- 
pri~t~s caract~risent une  connexion int~grable associ~e ~, une s t ructure  int~. 
grable. En effet si la courbure  est nulle, le syst~me 

est compl~tement int~grable;  en raison des conditions (6.1) les vecteurs  tan- 
gents aux vari~t~s intdgrales ne peuvent  ~tre tangents aux fibres de H'(V,,), 
done chaque vari~t~ intdgrale de (6.16) d~finit une section de H'(V,) ,  c ' e s t -  

dire une fonction contin~,~ qui ~ tout w e V,, fair correspondre un corep~re 
6 ) ~ ( t o ~ ' , . . . ,  6)~) tel que :  , i ~ : t ~  ~ ( i - - 1 .  .... , n). Si de plus la torsion est 
nulle, on a dS)~--O (i----i , . . . ,  n) et il existe un syst~me de eoordonn~es 
locales w ~, ..., x '~ telles que d ~  6V. La s t ructure  consid~r~e est done intd- 

~ i  
grable et la connexion associ~e, d~finie par  les formes dx  ~ et ~)i---0 est 

int~grable ; d' off : 
T ~ ] ~ o n ~ E  6.1. - Si  parrot les connexions affines que l 'on peut associer 

d une structure infinitdsimale rdguli~re ~, il en ex~iste une ~ courbure et torsion 
nulles, la structure 9 est intdgrable et la connexion considdrde est intdgrable. 

Remarque:  suivant  une d~finition donn~c par C. EItRESMAI,~I% une con- 
nexion infinit~simale H' dans H'(V,)  est dire int~grabte si le champ C trans- 
versal  aux fibres d~termin~ par la connexion est compl~tement int~grable;  
pour  qu ' i l  en soit ainsi~ il faut  et il suffit qne la eourbure  et la torsion de 
connexion soient nulles [25]. Done les connexions int~grables que nous avons 
d~finies sont aussi  des eonnexions dont le champ C transversal  aux fibres 
e s t  compl~tement int~grable. 

Soit sur  une vari~t~ V, une s t ructure  infinit~simale r4guli~re int~grable 
et soient ¢~ et ~ deux isomorphismes loeaux deux fois diff~rentiables dont 
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les sources appart iennent  ~ R '~, les buts de ces isomorphismes ~tant respec. 
t ivement des ouverts U~ et U s de V , ;  d~tsignons par ~12 l ' automorphisme 
local de R '~ tel que ¢~(~)--~(~') soit dquivalent ~ ~ ' ~ , ~ ( ~ )  oh :v $ R n, 
a~' e R n. A la connexion naturelle dans R'* sont assocides par  ~l et ~ deux 
connexions intdgrables dans U I • U s . Pour  que 9es connexions eoYncident, 
il faut et il suffit que ~ appart ienne au pseudogroupe (~ ddduit du groupe 
affine G (dont le groupe structural  G de S est le plus grand sous-groupe 
laissant fixe le point 0). En effet dans U~ N Us la premiere connexion peut  
dire ddfinie par  les formes dx ~ et t0~--0,  ou encore par les formes 
dx/~--~u~d~ ~ (oil les u~ ddfinissent en chaque point une transformation u 
bien d~termin~e de G) et 5)~ ~ z ~ - -  du~vk (les v~ d6finissant la transformation 
u -~) ; l a  deuxii~me connexion peut  6tre d~finie par  les formes d~ 'z et &~ - -  0 ; 
les deux connexions coincident si les u~ sont des constantes. Par  consequent 
si l 'on ne peut associer q u ' u n e  seule connexion affine int6grable k la struc- 
ture ~, cette structure est localement ¢~quivalente k une structure ~0 de R a 
dont le pseudogroupe des automorphismes locaux est le pseudogroupe O. 

Pour  routes les s tructures infinit~simales r~guli~res que nous ~tudierons 
ult~rieurement, nous imposerons de mani~re canonique un tenscur de torsion 
de fa¢on que la torsion de route s tructure int~grable soit nu l le :  pour  une 
structure int6grable ~, parrot les connexions affines compatibles avec ce 
choix de la torsion se trouvent routes les connexions int6grables que r on 
peut associer k cette s t ructure ;  si de plus le groupe structural  ~ est tel que 
le choix de la torsion d~termine de mani~re unique une connexion affine, 
on ne peut  alors associer k la s t ructure  int6grable $ qu 'une seule connexion 
affine int~grable et 1' on obtient le th(ior~me su ivant :  

T H ~ O ~ J ~  6 . 2 . -  Soi~ ~ une structure infinudsimale rdguli~re int~grable 
dont le groupe structural G esi tel que pour route structure infinitdsimale 
rdguli~re de mOme groupe structural, le vhoix, de la torsion ddtermine canoni. 
quemenl une connexion affine assovide. Le pseudogroupe des automorphiomes 
lovau~ de la structure ~o de mSme type sur R n (~ laquelle ~ est localement 
dquivalente) esi alors le pseudogroupe 0 ddduit du groupe affine G (don~ U 
est le plus grand sous-groupe laissant fixe le point 0). 

Par  consequent si une s tructure int~grable ~ est localement ~quivalente 
une structure 90 de R n dont le pseudogroupe des automorphismes locaux 

est un pseudogroupe de L~E de type infini, pour aucune structure infinit~si- 
mate r~guli~re de m~me groupe structural,  le choix de la torsion ne peut  
d~terminer de manibre unique une connexion affine (structures presque  com- 
plexes, presque symplectiques). 

Remarques : 1 o) pour qu' une structure iufinitdsimale rdguli~re tetle que le 
ehoi~ de la torsion ddtermine canoniquement une connexion affine assovide soit 
intdgrable, il faut  et il suffit  que la courbure et la torsion de cette connexion 
vanonique soient nutles. Cette proposition r6sulte du th~or~me 6.1. 



52 P. LIBERMANN: ;~qtt~" le probl~me dYquivalence, etc. 

2 °) La  torsion ~tant d~termin~e canoniqt iement ,  tout au tomorph isme  
local d ' u n e  s t ruc ture  iufini t~simale r6gtili~re laisse invar iantes  los compo- 
sautes A~t du  tenseur  de torsion. Done si la s t ruc ture  est isotrope en tout  
point  x, d ' u n  voisinage U, les A,~ sont en chaque  point  ind~pendantes  du  
corep~re dis~ingti~. Si, de plus, la s t ruc ture  est localement  homog~ne duns U, 
les A~t sont des constantes.  

Lorsque  le choix de la torsion d~termine eanoniqt iement  une  connexion 
affine associ6e, on obtient  les m~mes r4sultats pour  les composantes  R ~  
du tenseur  de courbure.  

7. Probl~me d 'gquivalence r e s t r e in t  [13]. 
Le probl~me d '4quiva lence  res t re int  est relat if  k des str t ictures infinit~. 

simales r~guli~res ~ e t "~(d~f in ie s  respect ivement  sur des vari4t4s V,, et V,~) 
dont  le groupe s t ruc tura l  G est r~duit  /~ la t ransformat ion  ident ique,  ce qui  
correspond /~ un  parall~lisme sur  V, et V , .  

La  s t ruc ture  g ( resp.~)  ~tant d4finie duns le voisinage U d ' u n  point  de 
V, (resp. le voisinage U" d ' u n  "point de V,,) par  la suite de n formes de 
PFAFI~ l in4airement  ind~pendantes  ¢o'(x, dx) (resp. to""~x, d ~ ;  lin~airesA par  

... w" (resp. x t, , ~vn), rappor t  a u x  diff4rentiel les des coordonn~es locales a t, , ... 
les coefficients 4rant fonct ions  de ces coordonn~es, tin i somorphisme local 
de U duns "U" est un  hom~omorphisme diff~rentiable solut ion dti syst~me 
de PFAFF : 
(7.1) ~'(X, d x ) - -  ¢o"-'(x~__ dx~ (i - -  1, ..., n}. 

De ces ~quations on d~dtiit:  

(7.2) do/{x, dx) - -  &o~(w, dx) (i - -  1, . . ,  n). 

Les diff~rentielles d~o ~ peuvent  s '~c r i re :  
i (.9 a (7.3) dto' --- E ci~:(x)J A ; 

de m6me on a :  

En raison dti th~or~me 4.1, le pset idogroupe des a t i tomorphismes locaux 
de chacune  des s t ruc tures  8 et ~z" est un  pseudogroupe  de LIE de type fini 
d ' o rd re  et de dcgr~ ~gatix ~ 1. 

Stipposons d 'abord les c~ constants: le pseudogrotipe des au tomorphismes  
locatix de la s t ruc ture  ~ est s implement  t ransi t i f ;  pour  que la s t ruc ture  ~ soit 
loca lement  4quivalente  ~ ~, il faut et il suffit que 

c~k = c;k (4 j,  k = 1, ..., n), 

ear  alors le syst~me {7.1) est compl~tement  int~grable;  le psetidogrotipe des 
a t i tomorphismes locaux de la s t ruc ture  ~ -  est ~galement s implement  transit if .  
Tout  point  ~ e U peut  ~tre appliqu~ stir tin point  arbi t ra ire  ~c $ U. 
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Lorsque tes coefficients c~(x) ne sent  p a s  de constantes, en obtient par  
differentiations successives : 

(7.4) 

de , = E 
i m dc~ 17 ~ ~' cl~ I zmto , 

Los fonctions c~l~...~q(w) sent invariantes par  tout automorphisme local de la 
s t ructure  ~. Soit p le plus petit nombre tel que routes le fonctions 
c~,{~,..~...:q (off q ~ p )  soient des fonctions des c~{~...:~ ( h ~ p ) ;  soit n, le 
nombre des ci~1~...~ ~ qui sent indOpendantes (c'est-,~t-dire dent  les diff~ren. 
tielles sent linOairement indOpendantes). On d~finit de mOme des invariants  
c ~'~ pour la s t ructure zt-'~; pour que la s t ructure  ~ ' so i t  localement  ~quiva. 
lento ~t la s t ructure ~ il faut que los invariants  de m~mes indices soient 
~gaux pour  los deux s t ruc tures ;  en part icu]ier  los nombres p et nt doivent 
~tre los m~mes. 

Si n ~ - - n ,  le pseudogroupe des automorphismes locaux de chacune des 
deux structures est le pseudogroupe des applications ident iques des ouver ts  
de F,  ou~-~,. Toute solution de (7.1) est solution du syst6me 

(7.5) . . , ° , • ° . ° 

et inversement  toute solution de (7.5) est solution de (7.D. En effet si les 
~quations (7.1) sent satisfaites, on obtient los ~quations (7.5t par  differentiations 
successives. Inversement  si l'onn prend dans U (resp. U~') des coordonn~es 

~n (resp . . . .  ~n) fonctions de c ~ (resp. ~kt~...Zh) Off locales ~l , . . . ,  xl '  ' j~J~l...z~ 

h ~p21es  ~quations (7.5) peuvent  s '~erire (en posant d~ ~-- E X~co~, d~ -7--  E ~ ) :  
~ ~ x~, ..., xn _ ~ n  ~ - -~ .~  (~, j ~ 1, ..., n). Pa r  consequent,  le rang de la 
matrice ~'(i ( r e s p ' ~  ") ~tant n, si los ~quations (7.5) sent satisfaites, il e n e s t  
de m~me des ~quations (7.1). Cos condition r~alis~es, tout point ~ ~ U est 
applicable sur un  point bien d~termin~ ~ ~ ~U. 

Si n~ ~ n ,  route solution de (7.1) est encore solution de (7.5t. Prenons  
dans U (resp~ U~') un systi~me de coordonn~es locales ~ ,  ..., x n (resp.. ~ ,  ..., ~'n), 
tel que x~, ~m (resp. ~"~, ..., xf~"~) soient des fonctions de c ~ (resp. 

*'" ~ j k  I Z~ . . . ~  

~t~l...z~) et posons:  d ~ = ~  ~, d ~ - -  ~. les indices grees variant  de 1 
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A 

n~, les indices lat ins de 1 ¢t n. Pou r  route solution de (7.5), on a :  ~ - - x ,  
~'--)..~, ( ~ = 1 , . . . ,  n~, i = 1 , . . . ,  n). Done si l ' o n  t e m p l a t e  dans (7.1) les 
~ ' p a r  ~, on obtient  un  syst~me de P ~ F  to ~ -  to ~- -  0 ( ! - - 1 ,  ..., n) tel que 
le rang  des formes to ~ - t o  ~ (lin6aires par  rappor t  aux diff(!rentielles de 
2 r t -  n,  variables a~ ~, ..., a~ n, x~+ ~, ..., a~ n) soit r t -  n~. On a :  

I-- 1 ~ ~ 
- -  

- -  - -  A A 

(i = n ) ;  

le syst(ime (7.1) devient  done compl~tement  int~grable. 
Le pseudogroupe  des au tomorphismes  locaux de la s t ruc ture  ? et de la 

s t ruc ture  T qui  lui  est localement  ~quivalente est un pseudogroupe  de L~E 
de type fini admet tan t  n~ invariants .  

8. Probl~me d'dquivalenee gdndral. 
A) Structures pour  lesquelles le choix de la torsion ne ddtermine par  

canoniquement une connexion affine associde. 
Nous supposons  d~termin~e canon iquement  la torsion (ce qui  est possi- 

ble pour  toutes les s t ructures  ~tudi~es ult~rieurement) .  Nous supposons,  de 
plus, dans  ce paragraphe  les donn~es analyt ique  s. 

Soit sur  une  vari~t~ V,,, une  s t ruc ture  infini t~simale r~iguli~re ~, de 
groupe s t ruc tura l  G, d~termin~e clans le voisinage U d' un  point  de V,~ par  
une  forme diff~rentielle (o~( to~ , . , ,  ton), los diff~rentielles dto ~ v~rifiant les 
re la t ions  (6.11)': 

do) ~ --- ~ o)J/k to~ -+- fl~, 

oh les formes ~2~---E A~t~)'/~ ¢o ~ sont les formes de torsion. Aux formes 
~0 t = Y. u~to ~ d6finissant  la m6me s t ruc ture ,  correspondent  les formes 
~l __/]~h6~a/~ ~h telles que : ,4~a --" ~' u~Z v~vt ~' a-~,~t (of. formnles  (5.3)). 

Lorsqu 'en  chaque  point  w ~ U, les composantes  -4~h du tenseur  de torsion 
ne sont pas toutes ind(ipendantes du  corep~re, on peut  choisir  en tout point  
x, ~ U, dans la famil le  H~* des corep~res dist ingu6s d 'o r ig ine  x, une  sous-  
famil le  d is t inguee  H(~! * telle pour  ehacun  des corep~res appar t enan t  
//o) *, le plus grand nombre  possible de composantes  .4~ p rennen t  une valeur  
d0nn~e ind~fpendante de x (on choisit  le plus grand nombre  possible de com. 
posantes  nul les) ;  les composantes  qui ne peuvent  p rendre  des valeurs  arbi- 
t ra i res  ont des valeurs  ind~pendantes  du choix au corepi~re appar tenan t  it 
//(1)*: ces eomposantes  sont des fonctions de x, invar iantes  par  tout auto- 
morph i sme  local de la s t ructure .  Lorsque  les composantes  .,]~a du tenseur  de 
torsion sont en tout  point  w ~ U ind4pendantes  du  corep~re appar t enan t  
//~* mats ne sont pas routes des constantes,  on peut  encore choisir  une 
sous- fami l le  d is t inguee r4(~* de la mani~re su ivan te :  les diff~rentielles d~l~ 
sont des f o r m e s  invar iantes  par  les au tomorphismes  locaux de la s t r uc tu r e ;  
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1' une d' elles pout  s' ~crire : ~ - -  Y, a~to ~ E al~ t avec at = E ~ = v~ai et les at  
sent  done les eomposantes d ' u n  t enseur ;  on d~termine la sous-famil le  T-~(~)* 
en donnant  aux eomposantes des cliff,rents tenseurs  eorrespondant  ~ routes 
les formes invariantes  le plus  grand hombre possible de valeurs  eonstantes  
arbitraires.  

On associe canoniquement  h la famille rr~)* de nouveaux  tenseurs  (en 
eonsid~rant par  exemple des formes de PI*~,FF invariantes). Pa r  la m~me 
m~ithode que pr~c~demment, on distingue en chaque point  x e U une sous-  
famille T4(~* T4(1)* . .~ ~ . . ~  . En poursuivant  l 'applieation de cette mdthode, on obtient  

T-Ttl) * - -  ~(~)* T4(O* en ehaque point x des sous-famil les  ~ _~ ~ ~ ... ~ ~ et les operat ions 
se terminent  lorsque l ' une  des condit ions suivantes est r~alis~e: 

1 °) la sous-famil le  H[~ ~* se r~duit en chaque point ~ un seul corepi~re 
distingu~ et l 'on  est ramen~ au probl6me d '~quivalence  restreint.  Tout  iso. 
morphisme local de U sur un ouver t  U d 'une vari~t~ V',, appl ique le corepi~re 
distingu~ d 'or ig ine  w s U sur  un eorep~re distingu(l bien d~ftermin~ d'ori-  
gine x C U. 

2 °) les eomposantes de tout tenseur  que l 'on  peut  associer eanonique- 
ment  ~ la sous-famil le  tt(x r)* sent ind~pendantes du corep~re appar tenant  
i~ ~(~)* ," il existe  alors un au tomorphisme local de la s t ructure  ~ t ransformant  
un corep~re arbi t ra i re  h~ 1 ~ tt(~ ~* en un corepbre arbi t raire  h~ -1 ~ / /0")* .  
Lorsque  w pareour t  U, H(~ )* engendre  une sous-famil le  analyt ique de core- 
pbres d6finie par  des formes ~ ( x ,  u, dx) dfipendant de parambtres  u ~,..., uq. 
Les difffirentielles d6~ t peuvent  s '6c r i re :  

(8.1) d~ ~ Y. ~ " ~)~ ~ 

off les formes II~ (d~ffinies rood. to~), lin~aires en ~ et du ~ sent l in~airement 
ind~pendantes par  rapport  aux du~; les eoefficienls e ~ i~, a~a sent invariants  
par  les automorphismes  locaux de la s t ructure  ~. Si les a ~. fe rment  un 
syst~me involutif ,  en raison du th~or~me 4.1, le pseudogroupe des automor- 
phismes locaux de la s t ructure  ~ est un pseudogroupe de Lie du Fremier ordre 
(il e n e s t  de m~me du pseudogroupe des antomorphismes loeaux de route 
s t ructure  "~  localement  ~quivalente ~ ]a s t ruc ture  e). Si les a ~.~ ~= ne ferment  
pas un syst~me involutif,  on prolonge le syst~me ~ - - ~ ' ~  en lui adjoignant  
les ~quations I I ~ - - ~ .  Si le nouveau syst~me n'est  pas  en involution, on en 
consid~re des prolongements success i fs ;  dans t o u s l e s  exemples  que nous 
5tudierons, on obtient f inalement  un syst~me en involution et d 'apr~s une 
remarque  de § 4, le pseudogroupe des automorphismes  locaux de la struc- 
ture ~ est alors un pseudogroupe de Lie  au  sens large. 

Lorsque  nous appl iquerons  cette m~thode, nous nous t rouverons toujours  
dans le eas suivant  : le sous-famil les  ~(~)* r-r(r/* d~finissent des s t ructures  
infinit~simales rdguli~res ~(', ..., ~r~, ehacune subordonnde ~ la pr~c6dente 
et la s t ructure  ~(r) est done isotrope. Consid6rons en effet la sous-famil le  r~O)* 
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par exemple ;  en tenant  compte de ce que toutes les composantes de tenseurs 
associ~s ~ H~ 1}* ont des valeurs ind~pendantes du corep~re appurtenant  
H~ ~1. et en uti l isant les relations (5.3), on d~montre que la t ransformation u 
de G qui t ransforme le corep~re h~ 1 ~ ~(~* en le corep~re h~ -1 $ ~(~)* laisse 

r40~* ~ m  G~)h~ ~, off ~(~J invariante  la sous-famille  ~ ; par  consequent,  on a :  ~ - -  
est un sous-groupe de G. Lorsque ~o) ~_.~ ne depend pus de x, on a quel que 
soit x :  H~I~--~ G"~h~ 1 et la sous-famille  H~ i}* d~finit une s t ructure  infinit~- 
simale r~guliere, de groupe structural  G(% 

B) Structures auxquelles on peut associer canoniquement une connexion 
af~ne. 

La restr ict ion fi chaque rep~re hx $ H'(Vn) de l 'ensemble des formes p,~)t 
(transform~es des form cs ~ par la projection p '  de tt'(Vn) sur V,,) et 6~ z 
d~finit un  corep~re sur la vari~t~ H'IV~,): ~ chaque h,~ correspond canoni- 
quement  un seul corepi~re sur H'(Vn) et l 'on est ramen~ au probl~me d'dqui- 
valence res t re in t ;  en raison des relations (6.11)' et {6.12)' les composantes 
des tenseurs  de courbure et de torsion jouent  le m0me r01e que les coeffi. 
cients c~k d~finis duns § 7. Soit $ la s t ructure  d~finie sur H'(Vn) par la forme 
diff~rentielle qui it tout h~ ~ H'(V.~) fair correspondre le corep~re distingu~ 
d'origine h~ ; le pseudogroupe des automorphismes locaux de cette s t ructure  $ 
est un pseudogroupe de L~E de type fini d 'o rdre  et de degr~ ~gaux k 1 et 
le pseudogroupe des automorphismes locaux de la s t ructure  z sur Vn est 
un pseudogroupe de Lie de type tint, de degrd 2. 

Pour  que la s t ructure  ~ soit isotrope en tout point x d ' u n  voisinage U 
d ' u n  point de V~ c ' e s t -~ -d i re  pour qu ' i l  existe un automorphisme local f 
de la s t ructure  ~ (se prolongeant en un hom~omorphisme f d ' u n  ouvert  de 
H'(Vn) su~, un ouvert  de H'(V,,)) appliquant un rep~re arbi traire hx • H'(V,,) 
sur  un rep~re arbi traire h'~ ~ H'(V,,), il faut et il suffit  d 'apr~s l '~tude 
faite duns § 7, qu' en tout point x ~  U, lea composantes des tenseurs 
suivants soient ind~pendantes du rep~re hx et soient par  consequent  des 
invariants pour la s t ructure  ~: tenseur  de torsion, tenseur  de courbure,  
tenseurs  obtenus par differentiat ions successives de ces premiers  tenseurs 
j u s q u ' k  ce que tout invariant  soit fonetion des invariants  obtenus pr~e~dem- 
ment. En part ieul ier  si les composantes des tenseurs de courbure et de torsion 
sont en chaque point x ~ U ind~pendantes du repute h~ et sont des constan- 
tes, la s t ructure  ~ est isotrop~ en tout point x ~ U et localement homog~ne 
duns U. La s t ructure  est localement ~quivalente a une s t ructure  dont le 
pseudogroupe den automorphismes loeaux est ddduit d'un groupe de Lie. 

Duns le cas d 'une s t ructure  non isotrope, on peut chercher  i~ d~terminer 
en chaque point x $ V. un corep~re distingud sur V,, ou une sous-famille 
dist inguee de corep~res. On applique les m0mes m~thodes que dana h), en 
eonsid~rant, outre les composantes du teuseur  de torsion, eelles du tenseur  
de courbure.  
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Le probl~me d'~quivalenee des s t ructures  r i emanniennes  (dont le groupe 
s t ructural  est le groupe orthogonal 0.) a ~t~ ~tudi~ par E. CAI~A~ [15] et 
S. C~I]~RN [17]. 

DEUXIEME PAB~TIE 

C H ~ P ~ E  III .  

S t r u c t u r e s  d e  R ~" s u b o r d o n n 6 e s  ~t s a  s t r u c t u r e  
v e c t o r i e l l e  r 6 e l l e .  

9. Formes  r4elles d 'un  groupe lin4aire eomplexe.  
Soit ~ un sous-groupe du groupe lin6aire homog~ne L ' .  de l ' espace 

vectoriel complcxe C ~ c ' e s t -h -d i re  du groupe de toutes les n X n  matrices 
r~gulii~res ~t 61~ments complexes. Supposons que ~ soit un groupe de LI:~ 
et que son alg6bre de L]]~ soit un espace vectoriel complexe de dimension p :  

est alors un groupe complexe;  une forme rdelle du groupe ~ est un 
sons-groupe de ~ admettant  comme algSbre de LIE un espace vectoriel r6el 
de dimension p. 

Soit dans C" une anti involutiou z ~ A(z) (off z e C");  cette anti involution 
est de premiere  esp~ce si par  un changement  de coordonn~es dans C", on 
peut la r4duire h la forme canonique:  Z s - * Z  s ( s - - 1 , . . . ,  n). La transforin4e 
par  1' anti involution de premi6re esp~ee A de la matr ice g $ L, /  es t :  
g ' = A g A  -~ off g est la matr ice dont les ~l~ments sont les imaginaires  
conjugu~s de ceux correspondants  de g ;  ~ l 'anti involution A darts C" corres- 
pond done duns l 'espace des n X n matrices i~ 616ments complexes l 'antiinvo- 
lution B :  g ~ A g A  -~ ; cette anti involution B e s t  de premi6re esp~ce car  si A 
est mise sous forme canonique, B se r4duit ~t: g ~ g. Comme l 'alg6bre de 
LIE de L ' .  est isomorphe i~ l 'espace de to~/tes les n X n matr ices  complexes, 
muni  de la lot de composition : [XY]  ~ Y X  - -  X Y  (6), l 'anti involution B op~re 
sur l 'a lg6bre de LIE de L ' , .  

Supposons que le groupe ~ (qui est de dimension r6elle 2p) soit invariant  
par  une anti involution de premibre esp6ce B et que le sous-groupe G de 
engendr6 par les matr ices  g ~ ~ invariantes  par B soit de dimension p :  
G est alors une forrae r6elle de ~. En effet si par  un ehangement  de coor- 
donn4es, l 'ant i involut ion est mise sous forme canonique, toute matr ice g $ G 
est ~ ~14ments r~els. 

10. S t ruc tu re  veetorielle eomplexe [24]. 
Une s t ructure  vectorielle complexe dans l 'espace num~rique /~2., subor. 

donn6e ~ sa s t ructure  d 'espace  vectoriel r4e], est d6termin6e par  un auto- 
morphisme ~ de /~'" tel que g ~ - -  1. Un sous-espace X~ (de dimension p) 

(s) "Voir CHEVALLEY [20]. 

A n ~ a | i  di  Ma temat~e~  
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de R z" sera dit r&l si X p e t  son transform~ 7X~ par 7 sont suppl~mentaires; 
un  sous-espace X2q, invariant par 7, sera dit complexe (de dimension com- 
plexe ~.  

En prolongeant la transformation 7 ~ l 'espace vectoriel complexe C z" 
dont R TM est un  sous-espace, on d~finit dans C TM une transformation lin~aire 
admettant  les valeurs propres ~ - i ;  les vecteurs propres correspondant ~t w i 
et -4-i engendrent  respectivement deux sous-espaces suppl~mentaires imagi- 
naires conjugu~s ~C, et ~C, de dimension complexe n. R~ciproquement tout 
sous-espace ~C,I de C 2'~ tel que ~C, n ~ n  ~ 0 d~termine un automorphisme 
de carr~ - -  1. 

Soient ¢~,..., ~'~ les coordonn~es canoniques dans C ~n et soit 7o l 'auto- 
morphisme d~termin~ par  les sous-espaees (~C,)0 et (~C,,)o d~finis respectivement 
par  les ~quations: 

• " = 0 ;  ~ ' = 0  ( s - - l , . . . ,  n ;  s ' - - s + n ) .  

l~ous supposerons d~sormais (sauf mention contraire) que los indices ]atins 
var ient  de 1 it n, les indices grees de 1 ~ 2n et que s ' - - s  + n. 

R TM est d~fini par les ~quations: ~"~--z ~ ( s ~ - l ,  .... n) et si l 'on  pose: 
~# ~ ~: -~- iy" ; z "~ - -  ~" ~ iy ~, les coordonn~es ~' et y '  sont r~elles dans j~n : 
ee sont les coordonn~es canoniques de R TM. La transformation 7~ est d~finie 
par  : ~' ~ i~', ~'~ --* - -  i~ '~, ou encore par : ~ --~ --  y~, y~ ~ ~" (s - -  1, ..., n). 

La s t ructure  vectorielle complexe dans ~ '~  d~termin~e pax l 'automor- 
phisme 7o admet le groupe lineaire homog~ne complexe L',, comme groupe 
d 'automorphismes.  Ce grouse L',,, co~sid~r~ c~m~ne sous-grou~e du Frou~e 
lindaire homog~ne L~, ,  est i8o~or~he ~ ~ e  forme r~elle du groupe comple~ce 
L' .  ~ L ' ~  (sous-groupe de L'~,): en effet soit l~, le plus grand sous-groupe 
de L'~n laissant invariants les sous-espaces (~C,,)o et (~C,,)o; /~, qui pent  0ire 

identifi~ au groupe des matrices (OM O ) ( o i l M e t ~ s o n t d e s n ~ n m a t r i c e s  

r~guli~res ~t ~]~ments complexes) est isomorphe ~ L'~ ~ L ' , ,  ; le groupe L , '  

est le sous-groupe de l~, engendr~ par les matrices ( ~  ~ )  invariantes p a r ,  

l 'anti involution B de l 'espace des 2n ~ 2n matrices correspondant ~t l 'antiinvolu- 
tion A de C TM d~finie pa r :  ~ " ~  ~', z ' - - -~"  ( s ~  1,.,., n). 

11. S t ruc ture  de module uniiaire paracomplexe sur  R TM [41]. 
Soit ~ la structure d~termin~e dans l 'espace vectoriel R TM par  ]a donn~e 

de deux sous-espaees suppl6mentaires X,, et X ' ,  de m0me dimension n. Le 
couple { X . ,  X',,) d~finit un a~tomorphisme involuti f  ~ de R TM (c 'est-~-dire 
tel que ~ - - - 1 ) ,  dont les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres 
-+-1 et --  1 engendrent  respect ivement les sous-espaces X,, et X ' ,  (appel~s 
respectivement sous-espace positif et sous-espace n~gatif de D [21]). Inverse. 
ment  une s tructure a dans //~'~ est d~lermin~e par l~ dona te  d' une 
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(n, n)-involutiou ~ de R ~n [en ddsiguant p~r (p, 2n--pj-involution un auto- 
morphisme involutir de R ~n dent les sous-espaees positif et ndgatif sent de 
dimensions respeetives p et 2n--p]. 

Soit e un veeteur de R 2n non situd dans X, ou X'. ; les vecteurs e 
et ~e ddterminent un plan invariant par ~, eoupant suivant uue droite eha- 
curt des sous-espaees X, et X', ear: e-+-~eeXn, e--e~ SX'n. Les trans- 

formations l indaires et ltelles que:  - -  --- -~ 

1 2 ~  e t ( l ~ - ~ ) ( ~ - ~ - - ~  ) 0] qui  ~ tout  vee tenr  e font eorrespondre  

respec t ivement  les vecteurs  e -t- ~e e - -  ~e 2 et 2 sont des project ions sur  Xa et 

X',~ et non pas des au tomorph ismes  de R TM. 

Soit (el, ..., en) un  ensemble de n veeteurs  l indai rement  inddpendants  
non situds dans Xn ou X'n et dont les project ions sur  X~ sont l indai rement  
inddpendan tes :  les veeteurs  ei, ~e t , . . . ,  en, ~en const i tuent  une  base de R TM. 

Considdrons ma in tenan t  la (n, n}-involut ion ~o ddfinie par :  ~8._~ yS, #z ..,, ~a 
(s---= 1, ..., n). Le sous-espaee  positif  (Xn)o et le sous-espaee  ndgatif  (X',~)o 
de ~0 sont ddfinis respee t ivement  par  les dqua t ions :  

x ~ - - y ~ - ' O ;  x~ + y S - - O  ( s - - l , . . . ,  n), 

off a~ t, , . . ,  ~ ,  y', ..., y" sont les eoordonndes canoniques  dans R TM. A c e s  
eoordonndes correspond la base eanonique  de R~'~: (¢~, s -+l , . . . ,  ¢,,, ~,,) et 
l ' o n  a :  ~ , , + 8 ~ o e a  (s --:--1, ... , n). A eette base est assoeide dgalement  un  
syst~me eanonique  de n coordonndes (( pa raeomplexes  ~ z ~ ~ ~ ~ iy  ~ ( s - -  1, 
..., n) en ddsignant  par  nombre paracomple~e tout  dldment d' une  extension 
quadra t ique  [5] du  corps des rdels, de base (1, j ) a v e e  j ~ - 1 .  L 'a lg~bre  A 

O 

des nombres  paraeomplexes  ne forme pas un  corps ;  en effet soit z - - ~ - - i y  

le conjugud du nombre  paracomplexe  z - - x  ~ - i y ;  la norme de z es t :  

N(z) = • z ~ (~ ~-jy)(w - -  iy) -~ x ~ - -  y~ et N(z) n'  est pas ddfinie positive. L a  
structure % de R ~" ddterminde p a r  la (n, n) - involut ion ~ ,  est dono une struc. 
ture de module uni taire  A n p a r  rapport  ~ l'algdbre des nombres paracomplexes.  
ISe groupe des au tomorph ismes  de  cette s t ructure ,  que nous ddsignerons  par  
L',, sera appeld groupe lingaire homogdne paracomptex, e. Ce groupe peut  6ire 
identifid au groupe des n X n matr ices  rdguli~res i~ dldments paraeomplexes  
(pour q u ' u n e  matr ice  k dldments  paracomplexes  soit rdguli~re c ' e s t -k -d i r e  
admet te  une  inverse il ne suffit  pas que son dd te rminan t  soit nul,  l 'alg~bre A 
ne formant  pas un  corps}. Le groupe /~',, la issant  invar iants  (X.)o et {X',J0 
est i somorphe ~ L n X L ~ ;  ,~ est done i somorphe ~ la forme rdelle de 

l ' an t i involu t ion  de C ~" : z*' ~', ~" z" (s -"  1, ..., n). L',~ X L ' ,  cor respondant  ~ --* --~ 
On ddsignera  par  droites paracomplex, es le sous-var idtds  l indaires de A" 

h une d imens ion  paraeomplexe,  c ' e s t - ~ - d i r e  ]es p lans  de R TM invar iants  
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par ~o et non situ~s duns (X,,)o ou (X',)o. La vari*t~ P,,_~(A) des droites 
paracomplexes de A" pout ~tre identifi~e it la vari~t~ des couples de droites 
(d, d') oh d ~ (X,,)0, d' * (X',)0. La vari~t~ P,_~(A} que nous appellerons espaee 
pro[eetif paraeomple~e it ( n -  1) dimensions pout donc ~tre identifi~e au 
produit  topologique P,_~(R}XP,,_~(R}, P,~_~(R) d6signant 1' espaee projeetif 
r~el it ( n -  1)dimensions.  Alors que la denude de l ' au tomorphisme ~0 tel 
que (~0)~=- -1  d~termine une orientation de R ' " ,  il n ' en  est pus de m~me 
pour l ' involut ion ~o. 

12. A.ntomorphismes de carr~ - - 1  et involutions ~changeables. 
a) Soient dans R 'n deax involutions ~ et ~ ~changeables, c 'est- i t -dire  

telles que: ~ - - ~ .  L ' involut ion ~ = ~ est aussi ~changeable avec g e t  ~. 
Soient X et X'  les sous-espaces positif et n~gatif de 7, Y et Y' ceux de ~, 
Z et Z '  coax de ~ ;  le sous-espace X est invariant par ~ et ~ ,  done X est 
la r6aniou des deux sous-espaces X i e t  X~, Xi 6rant l ' interseet ion Y f~ Z 
et X~ "- Y' f~ Z'. On d~montre de mOme que X'  est la r~union de X 8 = Y N Z'  
et X 4 --'- ]/' N Z. Par  suite les sous-espaces 17, Y', Z, Z'  sent respeotivelnent 
engendr~s par la r~union do:  X l et X~, X, et X4, X~ et X4, X, et X3; 
soient p~, P2, P~, P4 los dimensions des sous-espaoes X~, X~, X3, X,  (on a:  
pi  + p ~  + p ~  + p , - - -  2n). Le groupe des automorphismes de la s tructure d~fi- 
hie sur R ~" par la denude des involutions ~J et ~ laisse invariant chacun des 
sous-espaccs X~, X,,  X 3, X, : ce groupe est isomorphe it L~, x L ~ , X L p ,  XL~, .  
En particulier si los involutions ~, ~, ~ sent des (n, n)-involutions, on doit 
avoir:  p~ = P 2  = P 3  = P 4 ;  done clans ce cas n = 2 p  et le groupe des auto- 
morphismes est isomorphe it L~ X L~ X L~ X L~. 

A l '~nsemble de quatre sous-espaces deux it deux suppl~mentaires X~, 
X2, X~, X 4 dent la r~union est R ~", correspondent quatre ensembles de trois 
involutions deux it deux ~changeables (on prend successivement comme 
intersection des sous-espaces positifs de trois involutions chacun des sous- 
espaces Xt ,  X~, X~, X~). 

b) Soient dans B '"  deux automorphismes ~ et ~ tels que :  ~ ' = - - 1 ,  
~t --- - -  1, g~ - -  ~ .  L' automorphisme 6K = ~I~ est une involution et 1' on a : 
~ - -  ~ = - -  ~, ~ = ~ = - -  ~. Inversement  la donn*e de l 'automorphisme 
et de 1' involution ~ tels que , ~ - - ~ g ~  d~termine 1' automorphisme ~ = ~{~. 
Los sous-espaces positif et n~gatif X et X' de ~ sent invariants par  ~ et ~ :  
X et X' sent de dimension paire q et 2 n - - ~ ;  done n--210.  

La structure d*finie sur R ~ par la denude de ~ et ~ pout *galement 
~tre d6termin~e par la denude de l ' au tomorphisme ~ (d 'oh une structure 
d 'espace vectoriel complexe duns R ~") et de deux sous-espaces com~le~es 
(of. § 10) suppl~mentaires X et X'. Cette structure admet comme groupe d'auto- 
morphismes un groupe isomorphe au groupe L'¢XL'~,_q. En partieulier si 6K est 
une (2p, 2p)-involution le groupe des automorphismes est isomorphe it L'~XL'~. 
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13. Structure d'espace vectoriel quaternionien [24] et de module unitaire 
quaternionien  de deuxi~me esp~ce [39]. 

a) Soient duns R TM deux automorphismes ~ et ~, de c a r r ~ -  1, tels 
que: ~ ~ - - ~ - - ~ ;  on a: ~~ - - - -  1 et ~ - - - ~ - - ~ .  Aux automorphismes 
~, ~, ~ est assoei~ le corps des quaternions usuel~ de base (1, i, j, k) telle que:  

(13.1) i ~ - - -  1, j ~ - - - - -  1, k ~ = - - l ,  i j - - - - - - - j i - -k ,  k i = - - i k - - - - j ,  j k - - - - k j , - - i .  

Done la donn~e duns R ~" d 'une  s t ructure  d 'espace veetoriel complexe (d~ter- 
mince  par un automorphisme ~ tel que ~ - - 1 )  et d ' u n  automorphisme 
de R ~" tel que :  ~ 2 ~ _  1 et ~ - ~ -  ~ d~termine duns R TM une structure 
d'espace vectoriel quaternionien, admettant  un groupe d 'au tomorphismes  iso- 
morphe au groupe lin~aire quaternionien Lp" [24]. 

b) Lu donn(ie dans R ~'', (n ~tant queleonque) d ' u n e  s t ructure  d ' espace  
vectoriel complexe (ou d ' u n  automorphisme ~ de e a r r ~ -  1) et d ' u n  sous-  
espace rdel (cf. § 10) X,~ de dimension n d~termin(~ ~gatement duns R ~" une 
s t ructure  de module uai taire  paracomplexe :  le sous-espace X~ et son trans- 
form~ ~X~ ~tant suppl~mentaires,  le couple (X, X',) d(~termine une (n, n)- 
involution ~. 

Soit v un vecteur  de R '~". On a :  v - - e ÷ e ' ,  off e t X , ,  e ' $  X ' , ;  d'ofi  
~v ~ ~e -!- ~e' - -  e - -  e'; ~ v  - -  ~e - -  ~e'; ~v - -  ~e ~- ~e' avec : ~e ~ X'~, ~e' ~ X.  ; 
done ~ v  ~ ~ e ' -  ~e et par sui te :  ~ - - -  ~ .  R(ieiproquement soient ~ et 
deux automorphismes de R ~" tels que: ~------- 1, ~ 1, ~ - - ~ - - ~ .  Tout vecteur  
propre de ~ correspondant  fi~ la valeur  propre -+-1 est transform~ par  ~ en 
un vecteur  propre correspondant  ~ - - 1 :  ~ est done une (n, n)-involution. 
Soit ~ 1' automorphisme ~ .  On a : ~ - -  ~- 1, ~ - -  - -  ~ g  - -  ~. Done ~ est 
une (n, n)- involut ion dont les sous-espaces positif et n~gatif sont (ichang~s 
put ~. La donn~e du couple (~, ~ )  d~termine ~. De m~me la donn~e du 
couple (~, ~ )  d ' involut ions  de R TM telles que ~ - - - - -  ~ d~termine I 'auto-  
morphisme ~ - - - - ~  tel que 2 ~ - - -  1;  ~ ~ehange le sous-espaces positif et 
n~gatif de ~ et de ~ qui sont done des (n, n)- involut ions;  d 'off :  

THeORiZE 13.1. - Soient ~ et g deux automorphismes de l'espace vevtoriel 
R ~" tets que ~ ' - - 1 ,  ~ - - 1 ,  ~ - - -  ~ .  Chacun de ces automorphismes est 
une (n~ n)-involution dont les sous-espaces pos i t i f  et ndgat i f  sont dchangds 
par  l 'autre  involution a ins i  que par  l 'automorphisme ~ - - ~ ,  lequel ddfinit 
dans R ~" une structure d'espace veetoriel complexe. 

T ~ O ~ E  13.2 - T o u t  triplet (X,~, X ' , ,  Y,) de sous-espaces de R ~", de 
dimensio~n n, deux~ ~ deux, suppldmentaires ddtermine un  triplet (~, ~, ~)  
d' automorphismes de R TM tels que : ~ -~ - -  1, ~ == ~K '~ --  1, ~ - -  - -  ~ - -  ~ ,  
X .  el X'~ dtant les sous-espaces pos i t i f  et nggati f  de ~, Y.~ te sous-espaee 
pos i t i f  de ~ .  

Dt~o~s~l~A~IO~: le couple (X~, X',~) d~termine une (n, n)-involution 
qui t ransforme tout vecteur  e e Y. en un vecteur  ~e non situ~ duns Y, ;  en 
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effet le veoteurs e et ~e, qui sent distincts,  engendren t  un  plan P coupant  
X~ et X' , , ;  le plan P (et par  suite ~s) n ' e s t  done pus contenu  dana Y , ;  le 
trans[orm~f ~Y, ,  du s e a s - e s p i e s  Y,, par  l ' au tomorph isme  ~ est par  consequent  
uu aous-e~paoo Y,/ tel que les qus t re  sous-ospaees  X , ,  X',, ,  Y, et Y',, 
soient  deux  ~t deux  suppl4mentai res .  Soit  g l ' i nvo lu t ion  associ4e au couple 
(Y~, Y',) et soit v - -  e + d (off e ~ Y, ,  d ~ Y,) un  vec teur  que lconque  de R '" .  
On a alors : g v  "-- g s  +- ge" --- e - -  e' ; ~ g v  ~ ~c - -  ~s' ; ~ v  "-  g ~ e  + g ~ s '  
- -  - -  ~e + ~e' (car ~e ~ Y'~ et ~d $ Y,,. Done ~ ----- - -  g ~  ---- - -  $I et ~ '  ~ - -  1. 

Consid~rons la s t ruc ture  So de R TM d6termin6e par  la donn6e de l ' au tomor .  
phisme ~o d~fini d a n s §  10 et de l ' involut ion ~o d(ffinie d a n s §  11 c 'est-st-dire 
par  los t rans format ions  ~0 ( ws ~ -  Y*, Y' ' -* ~ )  et ~o (~e .. .  ya, yZ..~ ~,). On 
a ~o~o ~ -  ~o~o ~ go  et 1' involut ion go  est d~finie p a r :  ~a ..~ x ' ,  y# ---~ - - y L  
Soient  (X~)o et (X'~}o lea sous-espaees  positif  et n~gatif  de ~ ,  (Y.)o et (Y'.)o 
ceux de g o ;  (X~)o, (X ' . )o ,  (Y,~)o, ( Y ' . )  sent  d~finia respec t ivement  par  lea 
6quat ions : 
(13.2) ~ ' - - y ~ - - 0 ,  ~ ' + y ' = 0 ,  y ' ~ 0 ,  ~ ' - - - 0 ,  ( s - - i , . . . ,  n). 

Le groups  des au tomorph i smes  de so (que nous  d~signerona par  L',,) laisse 
invar iant  chaoun des sous-e~paces (X~)o, (X'~)o, (Y,,),, (Y',):  ~ est i somorphs  
a ~  groups  l i~dairs horaog~e  rdel L~.  Ge groups  ~ laisse ~galement invar iant  
tout  sous-espace  X,,{~) defini  par  lea ~quat ions :  

m~ + l~y" = O (s " -  l,  ... , n), 

off p~ eat un  parambtre  r6eh L 'ensemble  F des sous-espaces  X,,(~) sera appel~ 
fa i scsau  de soua-espaces :  les aous-espaces  de ee fa isceau sent  en correspon.  
dance b iun ivoque  avec les points  de la droite r6elle. Au tr iplet  (its, 1~, ~ta) 
de points  de eette droite, correspond le t r iplet  (Xnl~ ,), X,,(~), X,~(~)) de aoua- 
espaces d'ofl le tr iplet  (~o, ~ ,  g o ) ~  d 'automorphismes" Le sous-espace  n6gatif  
de (go),~,~, correspond au conjugu6 ha rmon ique  de t~ par  rappor t  St ~t~ et ~ .  

Aux au tomorphismes  ~o, ~o, go  es~ associ6e une alg~bre qua t s rn ion ienne  
de deua~i~ms esp~ce ~ sur  le corps des r6els (~), de base (1, i, j ,  k) avec :  

(13.3) i ' - - - - 1 ,  f - - 1 ,  k ~ - - I ,  i ] - - - - - j i = k ,  i k . - - - - - k j = - - i ,  k i = - - i k - - - j .  

Soit un  qua te rn ion  q ~ ao -t- a , i  -t- a j  ÷ a a k ,  son conjugu~ q - -  ao - -  a~i - -  
- -  a~j - -  a~k et la norms  de q eat:  N(q) - -  qq - -  (no)" -t- (a,)' - -  (a.) ~ - -  (a~l ~. 
L' alg~bre ~ n 'est  done pus un  corps. Les bases (1, i', j ' ,  k') de 1' algi~bre qui 
v~rifient les relat ions (13.3) sent en correspondance  b iun ivoque  ayes  les 
t r ip le t s  (X,,{~I, X,,)~), X,~I~,)) ; on en d~duit  que le groups  £ des au lomorph i smes  
de l' alg~bre ~ est i somorphe a u  groups  des t rans forma t ions  homographiques .  
Ce groups  £ op~re d' une  mani~re  s implement  t ransi t ive sur  la quadr ique  Q~ 

(7) On r~servera le terme quaternionien pour les quaternions usuels LS]. 
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d'~quation : (X~)~ + (X~) ~ -  (X~) ~ -  (X') t - -  1, dent  tout point peut  ~tre repr~- 
sent~ par  un  quaternion de norme 1. 

Supposons n ~  2~. L a  donnde  des  a u t o m ~ r p h i s m e s  ~o,  ~o ,  ~ o  d ~ t e ~ m i ~ e  
d a u s  R ~ u n e  s t r u c t u r e  de  m o d u l e  u n i t a i r e  ~ s u r  l ' a lg~bre  ~ .  

L'automorphisme $~. permet  d ' ident i f ier /~ '~ ~t l 'espace vectoriel complexe 
C ~ ;  soient ~ , . . . ,  z~  les coordonn~es canoniques dans C ~.  Si l ' on  pose:  
Z "  - -  z" - -  i~",  Z "  " -  ~"  - -  i~ ~ (s - -  1, . . . ,  p ; s' - -  s + p) ,  la t ransformat ion ~o 
est d~finie pa r :  

Z "  --* Z " ,  Z "  ~ 2 "  (s " -  1, . . . ,  ~ ;  s' - -  s +p}.  

On peut  alors d~finir dans ~ r  les coordonn~es canoniques  : ~' --- Z ~ + j Z "  - -  
- -  u"  + i v  ~ + j u "  + k v  ~" oh u ~ + iv"  ---- Z ~, u "  + i v "  ~ Z "  c' est-~t-dire u ~ ---- 
- -  ~ + y " ,  v ~ - ' -  y~ - -  ~ " ,  u ~' ~ ~ "  + y ' ,  v "  - -  y "  - -  w' .  Le sous-groupe ]5"~ 
du groupe L ' ~  qui laisse invar iante  la t ransformation ~o sera d~sign~ par  
p a r  g r o u s e  l i nga i re  ~ u a t e r n i o n i e n  de  d e u x i ~ m e  e s ~ c e  : °L"~ est ident ique St "L'~. 
Le sous-groupe £~ de L"~ qui laisse invar iante  la forme ~ ~ '  = ~. [(u') ~ -I-- 
+ (v') ~ - -  {u"} ~ - -  (v"} ~] --- 4 ~] {$'y~' - -  $"y ' )  sera appeld g r o u s e  u n i l a i r e  ~tuater- 
n i o n i e n  de  d e u ~ i ~ m e  esp~ce ; ce g r o u s e  es t  i s o m o r p h e  a u  y r o u p e  s y m p l e c t i ~ u e  
rgel L , ~ .  Le groupe g~ est ident ique ~t £. 

14. S t ruc tu res  a d m e t t a n t  le groupe un i t a i r e  [24] et  le groupe ~ pa ra -  
un i t a i r e  ~ eomme groupe d ' au tomorph i smes  [41]. 

a) A la donn~e d 'une forme quadra t ique  d~finie positive FI(de rang 2n) 
et d ' u n  automorphisme ~ de R TM, de carr~ - -1 ,  laissant invar iante  F, sont 
associ~es une forme quadra t ique  exter ieure  Q de rang 2n: ~changeable avec F 
et une  forme d 'H~MxT~ d~finie positive ~ [24]; en effet  on peut  t rouver  
dans R~, un  syst~me de coordonn~es u~,..., ~" ,  ~ , . . . ,  ~" tel que la trans- 
formation ~ ~tant d~finie par : u: --- - -  ~*, 13' ~ u" (s --- 1, ..., n), la forme 1 
s' 6crive : 

= ( ~ ) '  + ... + ( ~ ' T  + (t~'P + -.. + tl~")~ ; 

le groupe des automorphismes de la s t ruc ture  d~finie par  la donn~e de F 
et ~ laisse invar iantes  les formes :  

Q = i l l '  A t-I + ... + t" A t-"), ¢ = t ' i  ' + ... + rq ' ,  

oh t*----a ' - i- i~ s. La  donn~e de • et de F d~termine dans R 2M un  automor- 
phisme ~ de carr~ - - 1  (produit des dualit~s par rapport  k o et F),  d 'oh  
une s t ructure  d 'espace  vectorial complexe. Pa r  contre k la donn6e de la 
forme Q et d ' u n  automorphisme ~ de carr~ - - 1 ,  sont associ~es une forme 
quadra t ique  et une forme d ' H E ~ I T E  qui ne sont pas n~eessairement  d~finies 
posit ives;  en effet  on peut  t rouver  dans /~s,, un  syst~me de coordonn~es 
~ ,  ..., ),~, ~ i  ..., ~,~ (d 'oh les coordonn~es complexes :s__ k e +  i~,) tel que ~l 
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~tant d~flnie pa r :  ~' --* i'~', ~s ~ _ i-~" (s - - 1 ,  ..., n), Q puisse s '~crire : 

= i( ~i A ~ + ... + ~k A ~ - -  ~k+l A ::~+1 . . .  x .  A-~") ; 

cette s t ructure  sont associ~es la forme d'H~,R~I~E 

e l k / ~  ~ t  + ... 4 . . ~  __ ,ck+Qk+J __ ... _ .:~,,, 

et ]a forme quadrat ique  

~ v ~  = (>.,), + ( ~ , ) ,  + . . .  + (x,,)~ + (~ , , ) '  - (;~,~+1), - (~,~+1)~ - . . .  - ( ;~- ) ,  - (v . - )  ~. 

En par t icul ier  la t ransformation ~o (~' ~ ~ Y~, y8 ._ .~)  off les ~s et y" 
sont les coordonn~es canoniques dans R ~" laisse invariante la forme 

Le sous-groupe  de L',~ laissant invariante Fo est le groupe uni taire  U,;  
ce groupe laisse invariantes  les formes:  

go  = i( ~ A ~ + ... + z" A ~"), ¢ o  = ~ '  + ... + z"~" 

off les z e sent  les coordonnees eanoniques  dans Cn; U, laissant invariante 
la forme ~0 qui peut  s ' ~c r i r e  : 2(~ t /~ y~ + ...-t- w n /~  yn) est un sous-groupe 
du groupe symplect ique r~el /~n .  

De m~me nous d~signerons par  groupe uni taire  d'espdce k le sous-groupe  
U,,l~l de L ' ,  laissant invariante la forme 

b) A la donn~e d ' u n e  forme quadrat ique  ext~rieure O de rang 2n et 
d ' u n e  (n, n)-involution ~ dont lea sous-espaces  positif e~ n~gatif X ,  et X',, 
sont in$~graux de ~ (e ' es t -h-d i re  sont tels que ]a restr ict ion de 0 ~t X,, ou 
X',, soit n,ulle), est assoei~e une forme quadrat ique F '  dOcomposable en une 
somme de n carr~s positifs et de n carr~s n~gatifs:  X ,  et X ' ,  sont int~graux 
de cette forme F ' .  Alors que la donn~e de 0 et /7' d~finit un seul au~omor- 
phisme ~, aux formes ~ et F '  qui ont en commun 2 n-~ couples (X,,, X ' , )  
de sous-espaces  suppldmentaires  int~graux, sont associOs 2 n-~ (n, nJ-involu. 
tions ~. 

En par t ieul ier  les sous-espaces  posit if  et n~gatif (X,)o et (X'.)0 de l'invo. 
lut ion ~o (~' "-* Y*, Y~ -* ~*) sont intOgraux de la forme 0o d~finie dans a) et 

qui peut  s' ~crire : ~,  --- Z (x ~ -~- y~)/~ {~ - -  y~). Le sous-groupe  U~ de ~ ' ,  qui 

laisse invar iante  la forme ~o sera appel~ grouse para-uni ta ire .  Ce groupe /~,, 
laisse invariante la forme quadra t ique  

F ' 0  = ( ~  + y ~ ) ( ~  - -  y ' )  + ... + ( ~ n  + y, , ) (~,~ _ y , ) .  
o 

En introduisant  les coordonn~es paracomplexes  z * ~  w~-{ - iy', on peut  ~crire 
F '  o sous la forme : o ~ o 

Lar forme (I)' o sera dite parahermit ienne.  
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c) Soit [~,, le sous-groupe de L'~n laisstmt invariants les sous-espaces 
suppldmentaires (~C.)o et (~C.), de C TM_ ainsi que la forme q uadratique extdrieure 
complexe • z' A zS' dont (~C.)o et (~C,)o sont intdgraux; 12n peut 0tre identifid 

a u g r o u p e d e s m a t r i e e s  (O M O,)  o / t M e s t  u n e n X n m a t r i c e r ~ g u l i ~ r e ~ f i l ~ -  

ments complexes a~ et M' (~t dldments complexes a~,) sa contragrddiente 
(~ ahat,Z 7 , _  ~); 12,, est done isomorphe ~ L ' , .  Le sons-groupe de 12. engendid 
par ]es matrices invariantes par l 'antiinvolution B de l 'espace des n X n  
matrices complexes correspondant tt l 'aniiinvolution de C~n: z ~ z*', z ~'.-* z • 

l - 1  (s~--1,..., n) est le groupe unitaire U, (pour ce groupe on a:  ~ahat--~ht). 
Le groupe unitaire U,,{ k) d'esp~ee k est ]a forme rdelle de 12_. corresponda~t 

l 'ant i invo]ut ion:  z s ~ z  ~', z e ' ~ z s ,  # t ~ z  t', zx'--~-- zx ( s~- l , . . . ,  n ;  
o 

s ' - - s + k ;  ~,'-- k +  l , . . . ,  n ;  ~"--~- t -n) .  Le gronpe para-uniiaire_U, est la 
forme rdelle de l~,,  eorrespondant /~ l 'antiinvolution : z ~ ~ ¢~, z ~' ~ z ~' 

est une n X n matrice ~t ~l~ments rfiels et ~ '  sa contragr~diente : le grouse 
U~ est isomo~phe ~ L .  (et par suite ~t~.). Le groupe ~ .  peut ~galement gtre 
identifi~ an groupe des n ~  n matrices r~guli~res ~ ~l~ments paracomplexes 
u~ = a~-t.jb~ telles que : Z t-~ ~;, ~ h ~ t  ~ t • 

Nous aeons ainsi d~montr~ que les grouFes U,,  U~t~I, ~U,, L~"~ sont iso- 
morl~hes ~ des for~ws r~elles du gro~pe l i~a i re  co~nple~ce L,' .  S i n  ~ 21~,'~t~ 
est identique au groupe linfiaire quaternionien de deuxi~me esp~ce /~"~ ; ee 
groupe ~"~ et le groupe linfiaire quaternionien L"~ sont isomorphes ~t des 
formes rfielles d 'un  m0me groupe complexe. 

Si l 'on consid~re les groupes unimodulaires SU,,  ~U,J~), ,_q~r,,, ~L~'~ et, 
si n ~--2p, f fL"t,  SL"~, on obtient, ~t un isomorphisme pros, routes les formes 
rfielles du groupe linfiaire homog~ne c0mplexe unimodu]aire [11] (groupe 
simple complexe du type A [8]). 

De mgme le groupe unitaire quaternionien de deuxi~me espbee £t (iso- 
morphe au groupe symplectique rfiel L t )  et le groupe unitaire quaternionien 
(isomorphe au groupe des 2p X 2p matrices unitaires laissant invariante une 
forme extfirieure quadratique de rang 2p) sont isomorphes ~t des formes 
rfielles du groupe symplectique eomplexe /t 2p variables (groupe simple 
eomplexe du type C). 

15. Isomorphismes sssoei6s i~ une forme quadratique ext6rleure fl, de 
rang 2n [29] et [40]. 

Soit ~t 1' isomorphisme de l' espace veetoriel ~ '~  sur son dual qui ~t tout 
vecteur X ~ R TM fair correspondre la forme a ( X ) - - X . I  fl (oh le symbole A 
d~signe le produit int~rieur [6]). Le prolongement de a ~t l 'ensemble des 
p-vecteurs sera encore d~sign~ par ~: l 'isomorphisme ~ de l'espace vectoriel 

A n n ~ l i  d i  M a t ~ t i o a  9 
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des p-vec teurs  sur  I' espace vectoriel de p - fo rmes  associe ~ tout p -vec t eu r  
d~composable Xp ----- X ~ A ... A XP, ]a p - f o r m e  d~composable a(X~) = =(X l) A 
A ... A =(X~) (que nous d~signerons aussi par  forme mon0me). Inversement  

route p - f o r m e  %0p, correspond un i~-vecteur =-~(%0~). A c e t t e  forme %0~, on 
fair ~galement correspondre u n e  ( 2 n - - p ) - f o r m e  qui sera d~sign4e par ; %  
et qui sera appel~e adjointe de %0,, par rapport ~ Q, cette forme ;%0p ~tant 
d6finie par  : 

Q -  
(15 .1)  ;%0, = J 

L'opdra teur  ; est un isomorphisme de l 'espace vectoriel des p - fo rmes  
sur. 1' espace vectoriel des ( 2 n - - p ) - f o r m e s  (s). On d~montre la propridtd 
suivante : 

05.2) ; ; %  --- %0,,. 

Remarquons  qu ' en  raison d ' u n  th~or~me d~montr~ dans [6], si %0~ est 

d(fcomposable il en est de m~me de ;%0,,--a-~(%0,,).1~-~ puisque a-~(%0,,) est 

aussi d~composable. 
En raison des propri6t~s du produit  int~rieur [6], on a, %0~, et % ~tant 

des formes de degr(is p et q :  
Q" r g'~l 

;(%0,, A %0q) = [~-~(%0,,) A =-'(:P,)] .I n-7 [ . = =-'(%0,,) J J l' 

soit 

05.3) ;(%0,, A %0q)= ~ - ' (%)J  (;%0q)= ( -  1)~q=-'(%).! (;%0q); 

en par t ieul ier  si 0 est une forme lindaire, on a : 8 A ; fl " -  =-~(0) .I fl " -  0, d'ofi : 

(15.4) ;0 = 0 A ;g .  
On d~montre 6galement les formules :  

g . - i  . g~ g . - j ,  f t .  
(15.5) ; g - "  (n - -  1~!' * ~ .  - -  (n - -  p) !' ; ~-~ ---- 1. 

Soit F une forme quadra t ique  d6finie positive ~changeable avec fl et soient 
• .* ~ t o ~ i ~  to~, an  ensemble de 2n formes lin~aires l in~airement ind~pendantes 

telles que : 
= to~ A to"+~ + ... + ton A to~", 

F =  (co')' + (to"+')' + ... + (to")' + 

Soit g l ' au tomorphisme de R TM, produit  des dualit~s par  rapport  ~t Q et F. 
L ' au tomorph isme  (7, contragr~dient  de ~ dans le dual de R TM, se prolonge 
aux p-formes.  On a, en part icul ier  : Ctd --- ~+'~, Ct~ +n --- - -  oP et, en posant 

~ o~-t- i ~  +n, on obtient : C(~ ~--- - -  ion, C~ "-- iO. 

(s) L'op~rateurs 7~ est l 'op6rateur d~sign6 par * d a n s  [40]. 
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Ca opdraleur O, utitisd par G u o ~ m ~ m m ~  [31], est au signe pros, t'opdra- 
teur C in~roduit par A. Wv.IL [46]. 

L'adjointe par rapport k la forme quadratique F d'une p-forme ~% *gale 
k Y. A~...~co~ A ... A to~, est par d6finition [42]: 

(15.6) ,%, = A to .. 

On a, entre ;~o~ et .~%, la relation: 

(15.7) ;%, - -  (-- 1) "+~.-':. +~* C~,. 

Introduisons l 'op~rateur L et sos adjoints 2k et A par rapport ~ ~ et F :  

(15.8) L~% - -  % A Q, -~%, = ; L ; % ,  A% = (-- 1)P.L, ~p. 

En raison de (15.7): A ~ - -  , 0 ( . 0 %  A o) - -  .(C'*~o~ A ~ ) - -  ( -  1)~ ,L .~  car 
* C - -  C , .  D o n o  : 

(15.9) A% - -  A%. 

L'opdrateur A, identique ~ A, ne dgpend que de 0 et non de la forme quadra. 
tique &hangeable aveo o. On utiUsera d&ormais uniquement le symbole A. 
Remarqmms qu' en raison de (15.3J : 

(15.1o) = J %,. 

Nous supposerons d~sormais p _< n. Une p-forme ¢pp sera dire eHective ou de 
vlasse 0 si . A % -  0, c'est-~-dire si ~-l(f~)..j % = 0 .  Une p-forme sera dire de 

classe k si %--~b~-~k A k--l oh ~Pp-2a est effective. Une forme de classe 

d~termin~e sera dire simple. 
Par r~p~tition de l'op~frateur A on obtient les op(~rateurs: A ~, ..., A[~]. 

Pour une p-forme ~op, on a :  A[~j+lcp p r l  = 0 .  Par  consequent ~ route p-forme 

on peut associer un nombre l bien d~termin~ eompris entre 0 e t l P  [ clue 

nous appellerons son genre tel que: A~+l~p--O, AZ%, ~= O. La forme ~7~ e s t  
donc effective; (si ~op est effective, l = O ) .  On peut de m~me d~finir les 
op~rateurs As, ..., A+ .... , A[~] tels que:  

L J 

TH~Ottt:ME 15.1.- L'ad]ointepar rapport g Q d'une forme effeotive ~p est: 

~n-.v pip--l) 
(15.12) ; ~ p - - e p ~ / X ( n _ p ) ! ,  oil sj, --- (--1) • . 
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On d~montre d 'abord  le th~or~me pour les formes mon6mes. La forme 
~tant r~duite h la forme canonique Z cot A c0S+n, pour qu' une forme II~ 
mon0me par  rapport  aux a)~ soit effective, il faut et il suffit qu 'e l le  ne 
renferme aueun couple d' indices diff~rant de n. Pour  une telle forme 

torment  la base duale des ~o~, avec ~ + 2 n - - -  ~, d' off: 

ptp--1) 

p'p-l/ gn-~  
- -  ( - -  1) ~ ~ ,  A ... A ~o~, A (n - -  p)  !" 

Si la forme effective .~  n ' e s t  pas monSme, on d4montre le th~or~me en 
d~composant ~p en la somme:  

II~ + ~ (oP A "o~J+n - -  o)~ A ~o~+,,) A II~_~ + 
r[ilhs 

oil les formes II sont des sommes de monOmes effeetifs. 

C o ~ o ~ n E . -  Soit ~ z - * a  A ~-! une p- forme de classe k ;  son 

adjointe est dgale ~ : 

(15.13} g ' - ~  k I 

- - ( - - 1 ) ~ ' ~  A ( n - - p ) !  ( n - - p  + k }  !" 

On en d~4uit les formules suivantes, relatives ~ la forme simple "~z: 

A'~ - -  ( n - - p  + k)! "'0~-~a A (k - -  lj ! '  

( n - - p - + - k  + 2} ~ o~-~ 
M~n = h ~  --  ( n - - p + k } !  "'~-2~ A {k- -  2j 1 ' 

(15.14} 
• * , * • o * * • ° , • * o • , . , • . * ° ° , • , * , • ° 

(n - -  p + 2k) !.~. 
A ~  - -  Aa'~ "- (n - -  p -+: k) t v~-~a, 

A ~ + ~  --- A , + ~  - -  0. 

Pour  une forme simple le genre est done ~gal fi la classe. 
T~i:On~)~g 15.2. - Toute forme ~ de degrd p se ddeompose de mani~re 

unique en la somme: 
° '  

(15.15) ~ - -  '~  + '~- ,  A ~ ÷ ... + 'J~-~ A ~-! avec q < , 

les formes ,~_,~ dtant ef[ectives (ou nulles b 
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Ce th~or~me de d~composition est dO St ECKMANN-(~UGGENHEIMER [22] 
mais nous en donnons une d~!monstration diff6rente: soit q le genre de Tp; 

(n - p  + 2q) I 
on peat poser Aq~p - -  (n - -  p + q) 1 ~P-~q o/t ~p_~q est effect ive ; en raison 

Qq 
des formules (15.14b la forme ~p -- ~p-2q/k ~v est de genre inf~rieur ou ~gal 

( Q') , n - p ÷ 2 q - - 2 ) ,  
k q - -  1 et l'on peat poser: Aq-, T~ - -  @~_,, A ~-~ = (n Z..-p-~-I--q -~  f) ~ ~P~-"+' 

off ~P~-2q+~ est effective ou nul le;  on d6finit ainsi de proche en proohe des 
formes effeetives h~-sq, ..., tP~,-2, +~ et 1' on obtient la d~eomposition de ~ 
en formes simples; en raison de la signification des formes +p-za, cette 
ddcomposition est unique. 

On d~duit du th6or~me 15.2 la d6eomposition de ;¢p~; la forme ;¢pp se 
d~compose de mani/~re unique en la somme: 

[ ° 
(15.16) flq ] .on-~ 

+ (-- 1)q~-q A (n --  p q- 1) ... (n - -  p + q) A (n --  p) I '  

ee qui permet de d~montrer le th~or~me suivant:  
1 

TH~OR~ME 15.3. - L'opdrateur f tel que f (~ )  --  (n - -  p) I ; L " - ~  est un 

automorphisme de l'espace vectoriel des p-formes au~ valeurs 1~rotrre~ duque! 
correspondent les formes simples. 

La formule (15.16) peat s '~crire:  ; ¢ ~ - - - f - ~ ( ~ ) A  (n - -p }  I" Pour route 

forme ~n+~, on a :  %,+~-"f-~(~%,+~)A~-~ ce qui exprime le th~or~me de 

LEP~GE [35]. 
Autre dnoncd du thdor~me 15.3: l 'application qui k tout p-vecteur  X~ 

fair correspondre la forme X~ Jl~- I e s t  un isomorphisme de l'espace vectoriel 

( °"1 des p-formes sur son dual. On a en effet:  ~ ¢~ A ( n _ _ p )  t - - -a -~(~ l . J  . 

Consdquences du thdor~me 15.3. 
1 ° Pour qu'une forme ~ soit effective, il faut et il suffit que:  

(15.17} ~P~ A ~n-~+~ __ 0. 

La ddcomposition en formes sim ples est done identique ~ la ddvomposition de 
Lepage. 

2 ° Pour qu'une forme q0~ soit de genre q, il faut et il suffit que:  

(15.18) ~ A .~n-~+~+~ _ 0, 
~, A ~ ' - ~ + '  ~ 0. 
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3 ° Si deux formes % et ~'~ sont de m~me degr~ p, on a :  

(15.19) %, A ;~'~ = (-- 1)~°'= A ; ~ .  

En particulier s i p  est impair, 

(15.20) % A 7,%, = 0. 

Ces trois propri~t~s se d~montrent en util isant la d(fcomposition en formes 
simples et le th~or~me de LEPA(~E. Remarquons qu ' en  raison du th~or~me 
de d~composition et des formules (15.14) les op(trateurs A# et A" sont identiques 
quelle que soit la forme T~. 

Ce th~or~me e t e e s  formules permettent  ~galement de d~montrer le 
th~or~me suivant : 

T ~ O R ~ E  15.4. - L'opdrateur A~L ~ (1 < k < n - -  1) est un automorphisme 
de l' espace vectoriel des p-formes, au$ valeurs propres duquel vorrespondent 
les formes simples (p = 1, ..., n --  k). 

ECKMANI~ et GUG(~ENttEI~ER ont d 'a i l leurs  d~montr~ que AL est un 
automorphisme de l 'espace vectoriel des formes de degr~ p < n -  2. 

CHAPI~]tE IV. 

S t r u c t u r e s  p r e s q u e  s y m p l e c t i q u e s .  

La plupart  des rttsultats de ce ehapitre ont ~t~ exposes dans [29], [40]. 
Les notations sont diff4rentes: les op~rateurs d~sign~s par * et ~ dans [40] 
seront d~sign~s respectivement par ; et ~ (cf. § 15j. 

16. Dgflnitions, 
La 4onn6e sur une vari6t~ V~,,, de dimension 2n (qui sera suppos~e 

deux lois diff~rentiable) d 'une  forme diff~rentielle ext~rieure quadratique fl, 
diff~irentiable, de rang 2n en tout point ~ $ Vz,, d~finit sur Vv, une structure 
que nous appellerons presque symplectique (c' est-~t-dire une structure infini. 
t~simale r~guli~re dont le groupe structural  est le groupe sympleetique /~v,). 
Si  la forme f~ est fermde, e'est-~t-dire si la diff4rentielle dO est nulle, la 
structure est dire symplectique, suivant la d~finition donn~e par C. EHm~S- 
MX~N [24]. 

En chaque point ~, la restriction Qx de Q k l 'espace tangent Tx k V~, 
d~termine un isomorphisme ~,  (d~fini dans § 15) de T~ sur son dual, iso. 
morphisme que 1' on peut prolonger k 1' ensemble des p-veeteurs .  Le champ 
de ces isomorphismes fair correspondre $t tout champ X de p-vecteurs  sur 
V~n une forme diff~rentielle ext~rieure qui sera d6sign~e par a(X). Inverse. 
ment ~t toute forme diff~rentielle ext~rieure ~ ,  de degr~ p, correspond un 
champ de vecteurs a-~(~). On peut  ainsi d~finir l 'adjointe d 'une forme diff~- 
rentielle ext~rieure par rapport  i~ Q, ainsi que 1' op~rateur A, d' oh la notion 
de classe d 'une  forme diff~rentielle ext~rieure. 
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Si ron  .se donne sur Vs,~, outre la forme •, une mdtrique riemannienne F 
ddfinie positive, dchangeable avee Q, on ddtermine sur Vs, une structure 
presque hermitienne, structure qui sera dtudide ultdrieurement (§ 22). Soit 
dans l 'espace tangent T~ ~ V2,1, l 'automorphisme ~ ,  produit des dualitds 
par rapport St ~ et F~ et soit C~ le contragrdc]ient de eet automorphisme 
dans le dual de T~. Nous ddsignerons par C~0 r la forme diffdrentielle extd- 
rieure dont la restriction ~t T~ est la transformde par C~ de la restriction 
de cp~. 

Par  ddfinition, la codiffdrentielle d' une forme ¢p# relativement ~ Q est la 
forme ~¢pp, de degrd p -  1, ddfinie par :  

(16.1) ~oj, - -  ;d;c~r. 

On a:  ~ - - 0 .  
La codifhfrentielle d 'une  forme ~% par rapport St la m~trique rieman- 

nienne F est par d~finition [31]: 

(16.2) ~ r  - -  - -  , d , ~ r .  

De la relation (15.7), on d~fduit: 

soit : 

(16.3) ~%, - -  (-- 1)rC-~C%. 

Unc forme ~r telle que d ~ - -  0, ~ - -  0, sera dire harmonique par rapport ~ ~. 
Supposons la vari~t~ V~,, compacte. On peut alors d~finir le produit 

sealaire de deux formes ~r et 0~ de m~me degr~i par :  

(16.4) (~%, Or) - -  f %, A 7, 0 r .  

Le carr~ scalaire (¢~r, ¢~) peut ~tre nul sans que ~ - - 0 ,  en particulier s i p  
est impair, il est nul pour toute forme ~%. 

Soient q~ et 0r+, deux formes de degr~s ja et p ~-1.  On a :  ( d ~ ,  0~+~)-- 
-" (-- 1)r+*(~, 8~+~) car A ;%+,) - -  0. En particulier:  

(16.5) (¢p~, ~d~)  ---- (-- I)r+'(d~p, d~r) et ( ~ ,  d ~ )  - -  (-- 1 ) ~ ( ~ ,  ~V~). 

Done si ~ d ~ -  0, on a :  ( d ~ ,  d¢~)"--0, ee qui n'entraIne pus n~cessairement 
d¢~ - -  0. 

Contrairement aux formes harmoniques par rapport k une m~trique 
riemannienne, une forme harmonique relativement ~ ~ peut ~tre homologue 
ou eohomologue St 0 sans ~tre nulle. 

I)ans la suite la vari~t~ V~, n 'es t  pus n~cessairement compacte. 
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17. Covar iants  associgs b, une  s t r u c t u r e  presque symplect ique.  
Soit  sur  une  vari~t~ V2,, une  s t ruc ture  presque  symplect ique  d~finie par  

la donn~e d 'une  forme diff~rentielle ext~rieure quadra t ique  ~. On obtient  un  
covariant [26] en consid~rant  la codiff~rentie]le ~fl de la forme par  rappor t  
St e l l e -m~me : 

(17.1) 7.~f~ --- dr, g - -  dfl A tn _ 2) I; 

~ $ g - - i  

or ~fl ~tant de degr~ 1, ;~fl ---- ~fl A ; f l  -'- ~fl A (n - -  I) ! '  en raison de (15.4). 

D' off : 

(17.2) (d~  ~ A ~ )  A g n - '  - 0. n - -  

l~ous supposerons  d ' abo rd  n ~ 2. En  raison du premier  corollaire du 
th~or~me (15.3t, cette derni~re  relat ion est ~quivalente  St: 

g g A g  (17.3) dg  = ¢ 4 

off ~/ est effective. 
On obt ient  ainsi  la d&omposit~m de dQ en formes simples, d'ofi,  en uti- 

l isant  les formules  (15.14) et (15.10): 

(17.4} ~fl - -  Adfl --- ~-  ~(fl) .I rift. 

Cette formule  identif ie  ~fl au vecteur covaria~t de courbure de fl, in t rodui t  
par  LEE [33], et la formule  (17.3} identif ie  la forme ~/ an ~ deu~i~me tenseur 
conforme ,de courbure ~. Nous d~signerons respee t ivement  les formes ~f~ et 
pa r  forme de torsion et forme de torsion conforme, d~finit ions qui  seront  
just if i~es u l t~r ieurement  (cf. § 18). 

En ut i l i sant  la d~composi t ion de dQ, on peut  d~montrer  les formules  
suivantes  : 

~Q~ dg"-  ' ~g A gJ'-' 
(17.5) -- - -  -t- 

p !  ( p - -  1)! ( p - -  1)! ' 

g~ fl~ (n - -  2) I 
(17.6) a-'(~-~l.|d~-I = A" d F ! - "  1)! 1) I ~g'  ~p ./ (p - -  (n - -  p + 

dOn -~' ~n--~ 

(17.7} 7,dfl - -  -- (n --  2)~ q- ~g A (n - -  2) 1' 

(17.8) ;gag c~g A g"-~ g,,-8 
= (n--2) I ~ g A d g A ( n _ 3 )  l. 

Pa r  di f ferent ia t ion de (17.3), on mont re  que ff~o est effective, d'o~t: 
~,~dfl A f l ' - - 0  et ~dfl est effective ~galement.  La  formule  (17 .8 )peu t  alors 
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~n~3 
s' 6erire : ; ~ d g  = - -  7,dgfl - -  gf~ A d g  A (n ' - -  3) ! '  

r a t eu r  3, _-- d~ + ~d : 

ou en introduisant l'op6- 

(17.9) ;~g~ - -  (n - -  1) I - -  d a  A g~ A (n - -  3) t" 

On a de m6me (st p :> l ) :  

g~o 
(17 .1o )  = 

~n--p--~ 

g"-~ d~ A gg A --2)I (n--p~!- (n--p fl~'-~ I)" + ~( d g  A gg A (p __ 2) 

Aft 6tant effective, ;7~fl - -  _ ~Q A in _ 2) I; on en d~duit,  en raison de (17 9): 

~ g h g  d~  A gfl + n ~  - -  ~ off O?, est effective, d'ofi ]a d~composit ion de d~  A ~ 

en formes s imples :  

~gA g (17.11) d~t A gg : ~/4 
n - - 2 ;  

la formule  (17.10) peut  s '~er i re :  

~ ~ [~n-~ 2d~ A ~[2 A ~n-~--z 5 ~  A ~n-~+~ 
g5p-I  - -  A ( n - - p )  I - -  ( n - - p - -  2)! + ( n - - p - 4 -  1) I 

on encore : 

-g~ 2dgA~Ag~'-~ ~gAg~'-' 
(17.12) h~--! = (p --  2) I -I- (p _ 1)! 

On en d6dui t :  A~]iQ r : 0 et AQr est de genre  p - - 1 .  
Si g[~ - -  0, on a : d~Q ~ - -  ~d~2r = ~fi~ - -  0, quel que soit p. Si " ~  =[- 0, 

eomme g[~ A ~TAfJ = 0, soit en raison de (15.3) : a-~(~q) .I 5 g  ~ 0, il en r~sulte 
que A[2 est de rang  inf~rieur  h 2n. 

En  app l iquan t  p lus ieurs  fois les op6rateurs  d, ~, 5, A, on obtient  un 
ensemble  de eovar iants  en g~n~ral non nu l s ;  si parrot eux il y a 2n formes 
l in6aires ind~pendantes  on pen t  metlre ~ sons une  forme canonique et le 
pfobl~me d '~quiva lence  se rami~ne an probl6me d '~quiva lenee  restreint .  Si 
8Q---0, tous les invar iants  obtenus  pr6c~demment  sont nuls  et le probl~me 
d' ~quivalenee ne pen t  ~tre r~solu par  les m~mes m~thodes. 

Supposons main tenant  n - -  2. On a alors : ;Q  - -  Q, d'  off ~dQ - -  dQ et 
d Q - - ~ Q  A ~2, relat ion qui r~sulte ~galement  de (17.2). Pa r  diff(frentiation, 
on obt ien t :  c78Q A [~, done d ~  est effective et 7 . ( d ' $ Q ) ~ -  d~Q. D'aut re  par t  
"~l~dfi) --" d ; d ~  "-- c ~ .  Done 5 ~  "-- 0. 

Si la forme fi est coferm~ie ( ~ - - - 0 ) ,  elle est 6galement  ferrule ( d O - - 0 ) ,  
eon t ra i rement  /~ ce qui  a l ieu en g(indral pour  n queleonque.  

Annal i  di Matematica 10 
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Le probl~me d'~quivalence des. formes diff~rentielles ext~rieures quadra- 
t iques ~t 4 variables a ~t~ trait~ par YE~-CH~H-TA [47]. Dans le cas le plus 
g~n~ral (celui oh d ~  est de rang 4}, ~2 et d~2 peuvent  se met t re  sous la 
forme eanonique : 

= ~'  A ~'  + ~ A ~" 
(17.13) dg~  = ~,(~}~ A ~o, - -  ~ A ~o'}, 

les formes ~o ~, ¢o *, ¢o ~, to 4 ~taut ent i~rement  d~termin~es par  les condit ions:  

gQ - -  to t + e~ ~, d~ - -  k,o~ ~ q- X,to' 0,.~X, =~= 0). 

Y~.~-O~I~-T.¢ a montr~ que si d ~  A ~2--0,  le pseudogroupe des automor- 
phismes de la s t ructure  est un pseudogroupe infini de L~E; en dehors de ee 
eas, il n ' a  trait6 que eeux pour lesquels on peut d~terminer  canoniquement  
¢ formes de P l ~ .  

18. Formes Q admettant un facteur intdgrant. 
Si l 'on  mult ipl ie  la forme ~ par  une fonction diff~rentiable ),, on peut 

d~finir la codiff~rentielle ~'Q' de ]a forme ~2'_.-- ~,~2 par rapport  tt elle-m~me. 
d~ ~a' AQ' 

On a :  d f i ' = ) . d ~ + - - A ~ ' ;  d 'of i :  d ~ ' = h ~ ' +  ( n - - l }  ' avec :  

V - -  ),~P 
(18.1) ~,a = gQ + ( n -  1 ) - ~ .  

P a r  suite : d'~@ "- d~ 2 '  (d~Q est le ~ premier  tenseur  covaHant de courbure 
de LEE). 

Done di 1' on mult ipl ie  la forme Q par  une fonetion diff~rentiable ),, le 
¢ premier  tenseur  covariant  de courbure ~ est invariant  et la forme de torsion 
conforme est multipli~e par  ),, ce qui just if ie  le terme << conforme >>. 

Pour  que la forme @ admette un facteur intdgrant, c ' e s t -h -d i r e  pour 
qu'il  existe une fonction X telle q u e  d(),~2)= 0, il faut  que ~ ~ 0 et d~Q ~ 0. 

~QA~ R~ciproquement si ~ = 0, on a : dQ'--  et dgQ A Q - -  0, ee qui ent ra tne  
n - - 1  

d~g ~ 0 ,  si n ~  2;  il existe alors une fonction ), telle que ]oealement:  

gQ + (n - -  1) d). d' 2 - =  0, oh d() ,Q)--0  en raison des formules (18.1); si n - - -2 ,  

t~----0 ident iquement  et la condition ehereh~e es t :  d ~ 2 - - 0 .  On obtient ainsi 
le th~or~me suivant  [29] d~montr~ ~galement par LEE d 'une mani~re diff~rente:  

TItl~OR~II~IE 1 8 . 1 . -  Pour que la forme Q admette un facteur intdgrant 
local, il fau t  et pour  n ~ 2, i l  suffit que ta forme de torsion conforrae soit 
halle (ou encore que la farme d~ soit une [orme de dasse  1), ce qui entra~ne 
d ~ g - - O .  S i  n ~ 2, il fau t  et il suffi t  que la codiMgrentielle ~l~ soit une 
forme retrace. 
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Remarquons que le faeteur int6grant n'est d(ffini qu'/~ un faeteur constant 
prbs. Si la forme g• est homologue it 0, la forme O admet an facteur int~- 
grant global. 

Si la f o r m e f ]  est ferm~e, ii existe duns le voisinage U de tout point 
de V,,, des systbmes de coordonn~es locales "x',. . . ,  a: n, y~,..., ~/n tels que 
cette forme puisse s 'fierire: 

(18.2) O - -  d x '  A dY ~ -b dye e /k dY e q-  ... + d ~a A dY n. 

En effet soit ¢o une forme de P~'A_r'~' telle que duns le voisinage U, on air 
d ~ o -  O. On d6montre que to peut s'fierire : gc~dyt-~ - ... " t - x n d y  rt et  par suite O 
peut s '6erire sous la forme (18.2}. Voir par exemple T~o~As [44]. 

Si la forme ~ admet un faeteur intdgrant )., on peut  choisir le systbme 
1 

de coordonn6es locales de fagon que y~---=~ et que f~ puisse s'fierire au voi- 

sinage d' un point o~ df~ =[= 0 : 

(18.3) O --- y'(da~' A dy '  A- d~  e A dY e "f" ... -4- d~  a A dYa) • 

Duns les deux cas, le pseudogroupe des automorphismes locaux de la struc- 
ture est un pseudogroupe de LI]~ de type infini. 

Lorsque les conditions du thfiorbme 18.1 sont rfialisfies, d0  fitant divisi- 
ble par O, tout 616mcnt int(igral de O est 6galement filfiment intfigral de dO; 
il existe alors une varifit~ int~grale de dimension n tangente k un filfiment 
int6gral arbitraire (de dimension n) de O. La forme O est dite voml~l~tement 

inldgrable.  R6eiproquement pour que O soit eomplbtement int(!grable il est 
n6cessaire que tout filament int6gral de O soit aussi ~l~ment int~gral de d~ ,  

et d 'aprbs un th6orbme de L]~PAGE et PAPY [34]" il est n~eessaire que dO 
soit divisible par  ~, c' est-it-dire si n ~ 2, d'apri~s le th~or~me 18.1 que 
admette un faeteur int~grant (ou soit ferm~fe) puisque la forme ~ est alors nulle. 

Done pour n > 2, si une forint diff~rentiable O (de rang 2n) est complbte- 
ment  int~grable, elle est localement (~quivalente it l ' une  des deux formes 
(18.2) ou (18.3). Pour  n = 2  route forme ~ de rang 4 est compl~tement  
int~grable. 

19. Torsion assoei6e ~ une structure presque symplectique. 
Duns ce paragraphe (dont les r~sultats n' ont pus ~t~ publi~s), nous sup~ 

poserons que les indices grecs varient de 1 it 2n, les indices latins de 1 k n, 
et que j '  ~ j  + n. 

Duns le voisinage U d' un point de V,,,, une structure presque symplee- 
tique peut ~tre d~termin~e par  la donn~e de 2n formes de PFA~']v lin~aire- 
merit ind4pendantes (o i, . . . ,  (o TM telles que la forme diff6rentielle ext~rieure 
d~finissant la structure puisse s '~erire:  

(19.1) O = ~ o~ A ~'. 
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L a  m6me s t rac ture  peut Otre d~termin~e par  les formes ~r----E u~o~ off les u~ 
sont des fonctions locales difhfrentiables d~finissant en chaque point une 
t ransformation du groupe sympleet ique Lv , .  

, k k '  k k ' ,  x (u~ uz - -  uz u~ ~ = 0, 
, k k '  k k ' ,  (19.2) Y. quruv - -  uvuj, ~ - -  O, Ij, k, l - -  1, ..., n). 

La restrict ion k tout point x de Vv, des formes ~ sera appel~ie ¢ eorep~re 
symplect ique >>. 

Une connexion affine associ~e h eerie s t ructure  (of. § 6) est d6tcrmin6e 
par  l ' ensemble  des formes to~ et de 4n ~ formes to~ v~rifiant le relations 
(of. § (6.4)): 

z tol; - -  O, ~, v ~oi, = to~, (l, j - -  1, . . . ,  n}.  (19.3) toj + tot = to~, , 

Les formules (6.11)' peuvent  alors s '~cr i re :  

(19.4) dto~ - -  ~. toz A tot + z: toy A toi, + ~J, (z, j - -  1, n), 
dto~' = ~ toy A tot, + ~ ~z A tot + gJ', 

Ol~ les formes ~J et QJ' d~finissent la torsion. 
Nous allons montrer  qua l 'on peut  imposer de mani~re canonique u n  

tenseur de torsion mais  la connexion a f f i m  c~rrespondante n' est pas  ddiermi. 
nde p a r  les formules (19.3). 

En raison de ces relations (19.3), on a : d~  - -  E (fiJ A toJ' - -  9J ' /~  tM) ; or 
la forme d~ peut  s' 6crire : dfl = x Ba~to~ A to~ A toY, les coefficients Ba~r 
v~rifiant les re la t ions:  

B ~  + ~ = O, ~ o ~  = B ~  = B ~  (~, ~, T = 1, ..., . ) .  

Nous d~terminerons ies formes de torsion par les condit ions:  

(19.5) 9.d = ~ B~, to  ~ A to~, fl~' = - -  ~ B~o)~ A to~ (j - -  1, ..., 2n), 

conditions 6quivalentes t~: 

(19.6) D~ - -  1 a-'(~#) .I d~  (it = 1, ..., 2n) 

off a - '  est l 'op~rateur d~ifini d a n s §  16. On v~frifie en effet que les former ~ 
ainsi d~finies soit les composantes d ' u n e  forme diff6rentielle ext6rieure 
tensorielle : aux formes ~ - - - ~  u~to~ sont associ6es les formos 

1 ~ 1 a -  ~(E u~to~) J d~  
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Pour  que la s t ructure  soit intdgrable c' es t -k -d i ro  pour  que dans le 
voisinage U il existe un  syst~me de eoordonn~es locales ~', ..., x'*, y~, ..., yn 
tel que la s t ructure  puisse 6ire d~termin~e par les formes (o ~ ~ dw k, Co ~' "-- dy  ~, 
il f au t  et i l  suffi t  que la torsion soit nul le  ; en effet si la s t ructure  est int6. 
grable, ~ peut  s '~crire localement dx) A dy' + . . .  + dx, n A dY n, done d~ - -  0 et 
Q a - - 0 ;  inversement  si la torsion est nulle, d ~ - - 0  et ~ peut se met t re  sous 
la forme canonique (18.2). Le pseudogroupe des automorphismes locaux de 
la s t ructure  symplect ique est un pseudogroupe de LIE de type infini, ce qui est 
bien eonforme au th~or~me 6.2 (puisque le choix de la torsion ne d~termine 
pas canoniquement  u n e  connexion affine associ~e). 

Nous aliens introduire une torsion conforme, multipli~e par un sealaire 
lorsqu'on nlultiplie la forme ~ par une fonction diff~rentiable k. Si la struc- 
ture presque sympleet ique z associ~e k la forme g est d~termin~e duns le 
voisinage U d' un point de V~a par  les formes o~J, ¢d', l a  s t ructure  zx asso- 
c i te  ~ la forme k~ peut ~tre d~termin~e par  les formes 5)J---0¢oJ, 5)J'--0(oJ' 
(oh 0 ~ ~ ),), si ). est positif, par  les formes 6)~ - -  0o)J, t~J' --- - -  0¢o~' (Ol'~ p~ - -  - -  ~) 
si k est n~fgatif. On a :  

( j - -  l,  ..., n). 

Soient ~J, ~ '  les formes d e  torsion de la s t ruc ture  zx. Si l ' o n  pose:  
do 
-- = ~ (a~¢o ~ + a~,~o~'), un calcal  simple montre  que l 'on  a :  
0 

~ " =  ~ [QJ + 2d0 A t o s -  a~'tM' A o)J--a~ , ~ t-ok A o k'] 
0 

O 

Par  suite on d(ifinit la torsion conforme par les formes :  

2 
n - -  1 [~ BkiJ '~  -t- Bk,jj,~o k') A o~J + ~ Bkk,j~o ~ A e~'], I P - -  

(19.7) 2 
IP' --" QJ' + n - -  ! [E (B~j,j~ k + Bk,j,# ~') A ¢d' + E Bk,~¢o k' A t o~] . 

La forme X ( 1 ] / A d ' - - I P '  A (,)J) est ~gale i~ d g - - n  6 - ~ [ ~  (Bkjj,to k + Bk,ff~o k') A •] 

c' est-A-dire A : d~  - - 1  ~Q A fl - -  q. 
n - - 1  

C'est pourquoi  les formes gfl et + out ~t6 appeh~es respect ivement  forme 
de torsion et forme de torsion conforme (of. § 17). 



78 P. LIBERMANN: S'll,~ ~ le probl~me d'dquivalence, etc. 

Le th6or~me 18.1 peut s 'exprimer de la fa~on suivante: 
TH]~OR~IE 19.1. - Etant donnde une structure presque sympl~tique ~, 

pour qu'il existe une reaction 9, telle que la structure ~x soil intdgrable, il 
faut el pour n ~> 2, il suffit que la torsion conforme soil nulle. 

20. Remarques concernant les structures symplectiques. 
Certains des r~sultats de ce paragraphe ont ~t~ ~galement d~montr~s 

par GUGG-ENHEIMER [31]. 
Lorsque dfi ~ 0, on a alors: ~fi----0 et ~ est harmonique. Les relations 

suivantes sont ~galement v~rifi~es: 

(2o.1) dL = Ld, A~ = ~A. 

Si la forme tpp est effective, on a: ;~p A f l - -0 ,  d ; ~  A f l ' - 0 ,  ou : ; g ~  ~ O----0. 
Done si ~ est effective, ~ v  est dgalement effective; d' oh:  d ~ p  = ; ~ p - -  

~ f~n-~-i Q,',-j, f~n-j, 
= *~-,~p A ( n - - p  + 1) l = ~d~p A (n - - p ) ~  puisque ;~p~ - -  e~,~v A (n - -p )  l" 

l "  

Done: ldd/l~ - - , - - 1 , ' - '  : - ~ ' 1 1  /~ f~n-r .-. 0, soil en raison de ,15.17,: 
"t 

(20.2) dd/~ - -  d/~+, q- (-- 1) r-~ i~p~ A f~ 
n - - p - t -  1 '  

oh ~+~  est effective. D ' o h :  
TH~OR~r~E 20.1. - Si la forme ~ est eff~live, sa diffdrentieUe d~u est 

la somme dire~le d 'une forme effective et d'une forme de dasse 1. Pour 
que d~r soil effective, it faut el il suffit que g ~  ~ O. (On a alors ~dtp~- 0). 

COROLr,~IRE 20.1. - Si ~ est une forme simple de elasse k, d~e est la somme 
directe d~une forme de elasse k el d'une forme de vlasse k-~-1, ~ ta somme 
direcle d'une forme de classe k -  1 et d'une forme de classe k. En particulier 
si d ~  est simple, ~ est simple dgalement. 

En effet, soil: ~ p -  d/~_~a A ~-q; on a:  

(20.3) d¢~ ~ d~P~-~a A k-! '  

(20.4) ; ~  = d ; ~  --" e ~ _ ~ d ~ _ ~  A (n- -p- t -k ) ! -  e~_ ~ (n-p-t-k)! d ~  A f~n-r; 

pour que d¢~ soil simple, il faut et il suffit que dd~_za le soit; il en est 
alors de m6me de g ~  et r~ciproquement. 

COROLLXrRE 20.2. - Une forme simple fermde est harmonique par rapport 
fL Co corollaire r6sulte de la formule (20.4). 

Inversement si~ ~¢~ - -  0, d ~ _ z a / ~  f~n-~+~ __ 0, ce qui entralne dq% ---- 0 
si k ~ 1. Si k ~ 0, 8q%--0~ entralne seulement que d ~  est effective. 
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THI~OR~M_E 20.2. - Si une forme ~p est harmonique par ratoort ~ f~, ses 
composantes simples sont harmoniques ~galement. 

La damonstrat ion utilise la ddcomposition en formes simples de q~ et ~ 
ainsi que le thdor~me 20.1. Les composantes simples de d ~  et d ~  dtant 
nulles, on ddmontre successivement que les compbsantes de elasse 0, 1,..., q 
de %, sont fermdes, done harmoniques.  

On ddduit du thdor~me 20.2 la proposi t ion:  si ~ est harmonique par 
rapport  ~t ~, il e n e s t  de m~me de ~p/~ ~2~. 

RE~AI~QUE: de la relation (20.2) on dddui t :  

g('~ A f2k) --- ( _  1)~k~o+t A f2k+, -I- n - -  p 4- k --I- 1 g ~  A f~  
n - - p + l  

d' off. : 

~ , _  ~, ,  A ~ + ~  

Done si ~% est une forme quelconque:  

(2o.5) - = ( -  

On ddmontre de m~me:  

(20 6) d h ~  - -  h d ~  = (-- 1)~¢~. 

Si l 'on supposait la forme ~ coferm~e mais non ferrule les relations ddmon- 
trdes duns ce paragraphe ne sont plus applicables ¢t une forme de degrd 
quelconque mais eertains rdsultats subsistent pour les formes de degr~ 1. 
Soit to une forme de PFAFF; comme d ~ - - 0 ,  on a: ;~to---d~to--d(¢o A ;~)--- 
-~ do) /~ ~ ----- (;dto) A f~ (on raison de (15,19)) ; d' off : 

La formule (20.6} est done encore applicable aux formes de PI~AI~I~. Pour  
que la forme to soit eoferm~e, il faut et il suffit que dto soit effective. En 
part iculier  une forme de PF /~F  ferrule est harmonique par rapport  k ~9. 

CHAPITRE V. 

Sur  les  varidtds  p r e s q u e  c o m p l e x e s  e t  p r e s q u e  p a r a e o m p l e x e s .  

A) Structures presque comple~ces et presque paracomplexes. 
21. D6terminat ion de ces s tructures.  
Sur une varidtd V, , ,  de dimension 2n, r fois diffdrentiable (r ~ 3 t u n e  

structure infinitdsimale r~guli~re (cf. § 5), de groupe structural  L ' ,  lgroupe 
lin~aire homog~ne complexe) est une structure presque complexe [24]. 

l~ous d~signerons par presque paracomplexe [41] une structure infinit~si. 
male r~guli~re dont le groupe structural  est le groupe lindaire homoggne 
paracomplexe (§ 11). 
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Soii sur  une vari4t4 V~, une s t ructure  presque complexe T(V~,, C', L ' . ,  H) : 
l ' ensemble  des hom¢omorphismes h= de R -*n (identifi¢ k C ' )  sur  l ' e space  
tangent  T= ~ V~, en x e V~,, d~ftermine duns T= une s t ructure  d ' e space  
veotoriel  eomplexe. Ou pout  d*finir 1' espace fibr~ To(V,.), assoei~ ~ T(V,,,), 
dent  les fibres T~ c sent isomorphes ~ C ' " ;  tout sous-espaee  de T= c s 'ap-  
pelle n-~l~ment de contact  complexe tangent en x. Une structure presque 
~mplexe pout ~tre ddterminde par la donnde d'un champ d'automorphismes ~=. 
de l'espace tangent Tx, tels que ( ~ = ) ~ - - - - 1  ou par ta donnge d 'un  champ C 
de n-dldments de contact complexes X ,  tels qu'en chaque point X ,  et X ,  soient 
suppldmentaires (el. § 10). 

De m6me si l 'on  se donne sur une vari~t~ ]7,, une s t ructure  presque 
paraeomplexe,  l 'ensemble des hom4omorphismes de R 2" (taunt de sa s t ructure  
de module unitaire paracomplexe) sur  l 'espaee tangent T= d(ifinit duns T= 
une s t ructure  de module  unitaire paracomplexe  (of. § 2). Done une structure 
presque paracomplexe pout ~tre ddterminde par la donnde d ' u n  champ de 
(n, n)-involutions g= de l'espace tangent T=, ou encore par la denude de deux 
champs C~ et C~ deu$ lois diMdrentiables de n-dldments de contact suppldmen- 
taires X ,  el X ' , .  

Le probl~me d 'existence d 'une s t ructure  presque complexe ou presque para- 
eomplexe conduit  ~ des ¢ obstacles >~. (Pour l e c a s  presque complexe voir [24]). 

Dans la suite de ce chapitre nous adopterons les conventions suivantes 
(saul mention sp~eiale): les indices latins varient  de 1 ~ n, les indices grecs 
de 1 k 2n, avec :  s ' - - s + n ;  a ' = a + n  si a ~ n ,  £ - - a - - n  si a > n .  

Duns le voisinage U d ' u n  point  de ]7,, une s tructure presque complexe 
pent  ~tre d~termin~e par  la donnde de n formes de PFAFF diff~rentiables 
complexes  l in~airement ind~pendantes duns le domaine complexe ~ '  ~ a s + ia" 
(off les 2n formes r~elles ~', =~' sent l in4airement ind~pendantes);  la m~me 
s t ructure  peut  encore 6tre d4termin~c par  les n formes de P]~F~ ~--E uJco ~ 
off les u,  ~ sent des fonetions locales diff~rentiables k valeurs  complexes, 
d~finissant en ehaque point une transformations de L ' , .  

De m~me duns un voisinage U, une s t ructure  presque paracomplexe pout 
~tre d~termin~e par  la donn~e  de n formes paracomplexes  %0~= ~¢~+j:d' 
(les 2n formes a~, a~ ~tant l in~airement ind(ipendantes) ou p a r  la donn~e 
de n autres  formes paracomplexes  ~ - - ~ - - Z p ~  ~ off los p~-~-a ,~-~-jb ,  ~ sent 
des fonctions locales ~ valeurs  paracomplexes  d~finissant en ehaque point 

O ,' 

une t ransformation de L,, (on suppose que le fonetions a~ ~ et b, ~ sent diff~- 
rentiables). Les deux champs C~ et Q sent d~finis dans le voisinage U par 
~quations : 

(21.1) o~ ~ ----- ~' - -  ~ '  --- 0, co ~' - -  ~ + ~¢~' - -  0 (s ---- 1, ..., n) 

ou en posant 6~ ~' - -  ~ u,,Z'¢o '', 6) z - -  ~ u/co" (avee u, ~ -- a~ ~ - -  b, ~, u j  --. aJ + b J} 
par  los ~quations : 6) ~' - -  0, 6 / - -  0. 
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Aux formes to', to" correspond en chaque point nne  base duate de T~ 
telle que le vecteurs  e, soient les vecteurs  propres de g,~ cor~espondant 
-4- 1, les vecteurs  e,, los vecteurs  propres correspondant  /~ - -  1. 

En rfisum6 une s t ructure  presque complexc (resp. paracomplexe) pent  
gtre d~terminfic dans le voisinagc U d ' u n  point de V~,, par  2n formes de 
PFa~'r  l in~airement  indfipendantes dans le domaino rfiel to', to"; si la struc- 
ture est presque complexe, los to" et to~' sont complexes et lifies par  les rela- 
tions : co"- -  co' ( s - -  1,..., n) ; si la s t ructure  est presque paracomplexe les 
formes to" et to" sont r~elles. Dans ce qui suit le composantes T~::. d~un 
tenseur  associ6 a une s t ructure  presque paracomplexe sont rfielles, celles 
d ' u n  tenseur  assoei6 /~ une s t ructure  presquc complexe sont complexes (en 
g6n~raI}, li~es par  los relations T~;~;:..--T~'~::. ; eerie con~,ention s ' appl iquera  
figalement aux eomposantes d ' u n e  forme diff~rentielle exi~rieure tensorielle 
(par exemple courbure et torsion) ainsi qu 'aux  formes col (qui ne consti tuent  
pas los composantes d ' u n  tenseur}. 

Une connexion affine (of. § 6) associfie /~ la s t ructure  presque complexe 
(resp. presque paracomplexe) est d~finic par  1'ensemble  des fo~mes to', co" et 
de 2n ~ formes to[, toe" lin~aires en to t et tot'; les fiquations (6.11)' peuvent  
alors s' aerire : 

t alto' --" 2~ co I A tot + r ~, 
t, (s = 1, n) .  (21.2) alto" = 21 tol, h co~' + r , ' ,  ' " '  

oft l ' ensemble  des formes r ~ et r "  dfifinit la torsion. On ~eu t  ddle~ni~er  
canon iguemen t  la torsion par  les condit ions:  

r ,  - -  ~ A[tto t' A cos,, 
(s -" 1, n). (21.3) P" = ~ A~'t 'tot A tot, ""'  

On v6rifie que cos conditions permet tent  de d6finir les composantes d ' u n e  
forme diff6rentielle ext~rieure tensor ie l le ;  en effet si r o n  associe aux  formes 
(or = 23 u zto,, ~l, = 23 ,ts,l, to ~, les formes ]~z = ~. u J r ' ,  ~z, = ~. us,l,r~,, cos formes 

"~l '  ~ h (On 

En tenant  compte des conditions {21.3) los formes ¢o~ sont d~finies rood. co S 
et los formes to~ sont d~finies rood. coy: ces condition ne  suffisent  pas pour 
dfiterminer canoniquement  une  connexion affine. 

Dans le cas d ' u n e  s t ruc ture  presque paracomplexe,  si F u n  des champs 
seulement  (C l par  exemple} est compl~tement  int~grable, on a : r , '  = o, r ,  =~ o. 

P o u r  ~u 'une  s t ruv ture  presque  comI~leze soit  intdgrable, c'est-~t-dire puisse 
~tre d~finie dans le voisinage U d 'un point quelconque de V~,, par  n formes 
complexes l in~airement  ind~pendantes  ~ = dz ~, ..., (o n - -  dz" ,  il faut  que la 
torsion soil  nu l l e  (propri~t~ d~montr~e par  G. ]3E R ~ ) ;  C. E ~ v , s ~ N ~  a 
d~montr~ que cet~e condit ion est suff isante lo rsqu 'on  suppose la s t ructure  
d~termin~e par  n formes ~ ' - - ~ ' - t - i ~  '' telles que ies formes de 1=~'~'1~ 
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r~elles a ~, ~ '  soient analytiques r6elles. Cette condition r~alis~ie, la structure 
presque complexe d~rive d 'une  structure analytique complexe. 

Une structure presque paracomplexe est int~grable s 'il  existe dans le 
voisinage d ' u n  point quelconque de V~, un syst~me de coordonn~s locales 
~ , . . . ,  ~n, y~ .... , y'~ tel que ]a structure puisse ~tre d~termin~e par ]es n 
formes de PF~FF paracomplexes ~ - - d x ~  a + j d y a ;  le champs C~ et C~ sont 
alors d~finis respectivement par les ~quations : d~c a - -  dy h ---- O, d$ a -~ dy ~ = 0 
(h-----1, ..., n);  les champs C~ et C.~ sont par consequent eompl~tement int~. 
grables. Done en  raison du th~or~me de F ~ o ~ N ~ s ,  pour qu'une structure 
presque paracomplexe soil intdgrable, it fau t  et it suffi t  que sa torsion soil 
nulle. Si cette condition est r~alis~e, ]a structure sera dite paraeomplexe:  
une varidtd paracon~plexe V~,~ est une varidtd sur laquelle sont ddfinis deux, 
champs deux lois diffdrentiables de n-dldments de contact compl~temen~ intd. 
grabtes suppldmentaires. Chacun de ces champs d~finit sur V~,, une structure 
feuilletde diffdrentiable. 

Le pseudogroupe des automorphismes locaux d'uiae structure presque 
complexe ou presque paracomplexe est un pseudogroupe de LIE. 

B) Structures presque hermitiennes et l~resque parahermitiennes. 
22. Connexion hermi t ienne  et connexion parahermit ienne.  
Une structure presque hermitienne (resp. parahermitienne) est par d~fini- 

lion une structure subordonn~e St une structure presque eomplexe (resp. pa- 
racomplexe) dont le groupe structural est ]e groupe unitaire U,~ (resp. para-  
unitaire U,,). Les structures presque hermitiennes (ainsi que les structures 
presque complexes) ont ~t~ d~finies par C. EHR~,S~A~ [24]. L '~tude des 
structures presque parahermit iennes a ~t~ faite duns [41]. 

Si la structure presque complexe St laquelle est subordcnn~e la structure 
presque hermit ienne d~rive d 'une structure complexe, la structure consid~r~e 
est dire hermi t ienne;  de m~me une structure presque parahermit ienne subor- 
donn~e St une structure paraeomplexe {e'est-st-dire telle que les champs C, 
et C, soient eompl~tement int~grables), est dite parahermitienne.  

En raison des propri~t(!s ~nonc~ies duns § 14, une structure presque 
hermit ienne peut 8ire d~finie par la donn~e d ' un e  m~trique r iemannienne F 
d~finie positive et d ' u n  champ d 'automorphismes ~,~ de l 'espace tangent Tx 
St V2n en ~, ~x (~tant de carr~ - - 1  et laissant invariante ]a restriction Fx 
de F St Tx. Cette s tructure peut encore ~tre d~termin~e par  la donn~e d'une 
m~trique r iemannienne F et d ' une  forme diff~rentielle ext~rieure quadrati- 
que ~2 de rang 2n en tout point de V~,~ et ~changeable avec F.  

De m6me une structure presque hermitienne d'esp~ce k (de groupe struc- 
tural  le groupe unitaire d'esp~ce k) peut ~tre d~termin~e par la donn~e d'une 
m(itrique r iemannienne F/k) (d~composable en chaque point en une somme 
de 2k carr~s positifs et 2 n ~  2k carr~s n~gatifs) et d 'un champ d'automor- 
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phismes ~la, laissant invariante  F~{ k) ou par  la donnde de F{ k) et d 'une  forme 
diffdrentielle extdr ieure quadrat ique dchangeable  avec F(kl. 

Une s t ruc ture  presque parahermi t ienne  pent  gtre dfiterminde par  la 
donnfie de deux champs C t e t  C~ deux fois diffdrentiables de n-dldments  de 
n-dldments  de contact  suppldmentaires X ,  et .  X',, et d ' u n e  forme difffiren- 
tielle extdr ieure  quadra t ique  ~ de rang 2n, telle que Xt, et X ' ,  en soient 
des dldments intdgraux, ou bien par  la donnde des champs C l e t  Cs et d 'une  
mdtriqne r iemannienne  inddfinie F '  dont X,z et X ' ,  sont des fildments 
intdgraux. 

Une s t ructure  presque hermit ienne (resp. presque hermi t ienne  d'espbce k, 
presque parahermit ienne)  est done subordonnde /~ une s t ructure  symplect ique 
et /~ une s t ructure  r iemannienne  dont la mdtr ique est ddfinie positive (resp. 
inddfinie). Lorsqu 'e l le  ddrive d ' u n e  s t ructure  symplect ique (e 'es t -~-d i re  si 
d Q - - 0 )  la s t ructure  est dire presque ktthldrienne {resp. presque ktthldrienne 
d'esp/~ce k, presque parakl~hldrienne); une s t ructure  presque klthlfirienne 
(resp. presque ktthldrienne d' espbce k) telle que la s t ruc ture  presque com- 
plexe ddrive d 'une s t ructure  complexe est dire kahldr ienne (resp. klthldrienne 
d'esp/~ce k). Ddfinition analogue d' une s t ruc ture  parak~hldrienne.  

Dans le voisinage U d' un point de V,~ une s t ruc ture  presque hermi- 
t ienne pent gtre ddterminde par la donnfie de 2n formes de P ~ ' ~ F  complexes 
~ ,  to ~' telles q u e :  to ~ ' -  to *, la forme d~HER]~ITE et la forme extdr ieure  asso. 
cides /~ la s t ructure  pouvant s 'der i re  : 

(22.1) • - -  ~ ~'¢o ~', ~ ---- i 2~ to' A t°~'. 

De mgme une s t ructure  presque parahermi t ienne  peat  0tre d~termin~e loca- 
lement  par la donnde de 2n formes de PFAF~' rdelles to ~, to #', l indairement  
indfipendantes telles que la m0tr ique r iemannienne  et la forme extdr ieure 
assocides i~ la s t ructure  puissent s 'dcr i re :  

(22.2) F '  ~- E ¢o'o ~', ~ ---- E to ~ A t°~'. 

La  s t ructure  presqae  hermit ienne (resp. parahermit ienne)  pent  encore gtre 
d6termin~e par les 2n formes ~ =  ~ u~to, ~ ' ~  Y, u~',to" les u ~, e t u , , ,  d~finis- 
sans en chaqae  point une  t ransformat ion du groupe uni ta i re  U,, (resp. para-- 
uni ta i re  U,). On a :  ~. ~ v u~ut , - -~t , .  La restr ict ion /~ 1' espace tangent  T~ des 2n 
formes ~ ,  ~ '  consti tue un  (( corepbre uni ta i re  )~ (resp. para-uni ta i re) .  

#r 
On pent  d6terminer  de manii~re unique des formes o)[, ¢o~, lin~aires en 

(o ~ et to ~' telles que :  

d~ '  = ~ ¢o~ A ~z + y~ A~ ~o~ A tot + ~ B~O)~' A ¢o , (s, t = 1, ..., n) 
(22.3) do)" Y, ¢o~' A ~o[: + .  ~,,~,~o A tot' + .  Bz,t,to A tot, 

I t  at ~t 
~ + t%, - -  0, Atr -t- Ar~ = 0, Btr + Bv~ = 0, (a, ~, y = 1, ..., 2n), 

les convention adopt~es fitant toujours celles indiqu~es dans § 21. 
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Ges ~quations ont ~t~ indiqu~es par  CH]~R~ [18] dans le cas hermit ien 
{pour le cas presque hermit ien  voir [41]}. 

Oa peut  a ins i  assooier canoniquement ~ la 8truvlure presque hermit ienne 
(resp. presque parahermit ienne)  une connexion affine, en p lus  de la connexion 
r iemannienne  associde ~ la mdtrique F (resp. F'). Cette connexion sera appel~e 
hermit ienne (resp. parahermit ienne) .  

..,... ~ 8  r ~,, 
Les formes f~r ~' A~t coz A ~°t, ~8, ._  ~ A~,t,~ A coy d~finissent ia  premiere 

torsion de la connexion hermit icnne {resp. parahermit ienne)  la deuxi~me tor. 
• r ~ s  i i  8ion dtant d~finie par les formes F' .  --- E ~ttco A cot,, F~,_.  ~. B~[t,o~ A of. 

La eourbure est d~finie par  les formes ~[ - -  &o~--  E ~)~ A ¢°~t et 
t t  8 t  Ql~, ' = d@' - -  E col, A cot' qui v~rifient les ~quations : (A* v t -+- ~2,, - -  0, et les rela- 

tions g4n~ralisant les identit4s de BIA~cEI (cf. formules (6.14) et {6.15] 

d(~' + r,) + z (a~ + r~) A ~ - -  z co~ A a~ = o, 
8" 8 ~' 

d(~" ÷ r, ')  + ~ (~ '  ÷ r l ')/k co~, - -  ~ ~o~, A ~l, = o, 
(22.4) d~t~ -t- ~ ~ A ~°~t - -  ~ ¢o~ A ~ - -  0, (s, l = 1, ..., n). 

dgl ~,' + Y ~" A ~t, - -  :~ co~, A 0~, - -  O. 

En raison des ~iquations (22.3), on a :  

(22.5) d~ = E (~' + F')  A co~' - -  ~ ( ~ '  + P ' )  A ~o~. 

Eu raison d ' u n e  remarque  de § 6, pour que la connexion soit int~grable, il 
faut et il suffit que la courbure et la torsion soient nulles. I1 existe alors 
dans le voisinage U un systi~me de coordonn~es locales complexes (resp. 
paracomplexes) z ~ tel que la forme d ' H E R ~ E  (resp. parahermit ienne)  puisse 

s' ~erire : Edz'dzL 
Si lvt s t ructure  est hermit ienne (resp. parahermit ienne)  la deuxi~me tor- 

sion est nu l le ;  si la s t ructure  est presque kahl~rienne (resp. presque para. 
kahl~rienne), en raison de (22.5} la premiere  torsion est nulle et E (P' A c%' 

- -  P~' A ¢o') --- 0, soit : 

(22.6) B~, + Bta + B,~ = O, B~;,, -t- B~;~, -t- B,~,'~, == 0 (t, t, s = 1, ..., n). 

Les formes de courbure de la connexion hermit ienne associOe ~t une s tructure 
presque hermit ienne (resp. presque .parahermitienne) peuvent  s '6er i re :  

s [ D S  0)~,  ( o h  tO h ~ l '  t '  
Ol = ~ (~lt,~ A + R ~  ~ A - ~u,,t,~,~ A ~o~') (s, l = 1, . . ,  n) 
~ ;  = ~. (e~;t~,~ ~ A co~' + ~5,~ ,~' A co~' - -  nit,co' A co~) (2~.7) 

oh : 
8 I r 8 Sr 8' Rlt,~ ----- R,,ht,, R~sth + Rzht ~ O, Rvt,~, + Bl,h,t, ~ 0 (S, l, t, h "-- 1, . . . ,  n). 

Dans le cas d ' u n e  s t ructure  presque parahermit ienne,  si 1' an  au moins 
des champs d~finissant la s t ructure  (C, par  exemple) est compl~tement int~- 
grable, on a :  BTtt = 0, (s, l, t-----1, ..., n). En uti l isant ies identit~s de BIA~c~I, 



P. L m ~ a ~ :  Sur le,probl~me d'dquivalence, etc. 85 

on obtient  : R~h - -  0, (s, l, t, h ---- 1, ..., n) ; done les  formes indui tes  par  les 
formes Q~ sur  les vari(tt~s int~grales du  champ  0, (d~fini pa r  m " ~ .  0) sont  
nulles.  D' oh : 

THeORiZE 22.1. - Si au moins t' un  des champs associds (i une struoture 
presque parahermitienne est compl~tement intdgr.able, la connexion induite sur 
les varidtds intdgrales de ce champ est ~ .courbure nulle. Si, de plus, ta  lyre. 
mitre torsion de la connexion parahermitienne est nuUe (ce qui a lieu notam. 
ment quand la structure est presque parak(~hlgrienne), la structure induite sur 
les varidtds intdgrales du champ est une structure intdgrable. 

Lorsque  l ' ensemble  des formes d~finissant  la deuxii~me torsion est  nul,  
ce qui  a l ieu pour  les s t ruc tures  he rmi t i ennes  et parahermi t iennes ,  on a 
alors : /~ua ~ 0, /~;'t,a, ~ 0, d' oh : 

(22.7a) fie - -  ~/~U,h o)'' A o]', fiz ~' - -  ~ I~'~ 'mr A (°a' (s, t - -  1, ..., n), 

(relations d6montr~es par  G ~ a ~  pour  les s t ruc tures  hermitiennes}.  Dans l c c a s  
des s t ruc tures  parahermi t iennes ,  en  ra ison du th6ori~me 22.1, la connexion  
indui te  sur  les vari~t(fs iut~grales de chacun  des champs  C t et O, est 
courbure  nul le .  

Si la p remiere  torsion d' une  s t ruc ture  presque  he rmi t i enne  (resp. para- 
hermit iennc)  est nulle,  en ut i l i sant  encore les identit~s de BIA/fCHI, on 
d6montre  les r e l a t ions :  

(22.8) -/~u~ "+"/~tm - t - / ~ ,  ~ 0, /~'~,~, + R~;~,~, -t-/~',~,,, ~ 0 (s, h, t, t - -  1, ..., n). 

Une  s t ruc ture  presque  he rmi t i enne  d 'esp~ce k peu t  6ire d(ftermin~e dans  
un  vois inage U par  la donn~e de 2n formes de P F ~ F  complexes  m', m" 
telles que ~ ' ~ t o '  si s < k ,  ~ o " ~ - - o ~ '  si s > k ,  la forme d ' H ~ R ~ E  et la 
forme ext~rieure associ~es ~t la s t ruc ture  pouvan t  s ' 6c r i r e :  

~ - - i 2  m' A ")"- 

d~finir un << corep~re para-unitaire d' esp~ce k >>. Les formules 
(22.7) sont applicables aux structures presque hermitiennes 

On peu t  
(22.3}, (22.4), 
d 'esp~ce  k, ~ condi t ion d ' adop t e r  les convent ions  su ivan tes :  

si le nombre  d ' ind ices  sup~rieurs  ~ k est impair ,  

" 8  8 '  t t 

darts le cas contraire  ; on peu t  ainsi  associer  canon iquemen t  une  connexion 
affine ~ une  s t ruc ture  presque  he rmi t i enne  d ' espbce  k. 
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23. Structures isotropes et localement homog~nes [30] ct [41]. 
Rappelons  ~§ 5) qu'  une s t ruc ture  presque  he rmi t i enne  (resp. presque 

parahermi t ienne)  est dire isotrope au point  ~c s ' i l  existe un  au tomorph isme  
de la s t ruc ture  t rans[ormant  un  corep~re un i ta i re  (resp. para-uni taire} d 'or i :  
gine x en un corep~re uni ta i re  (resp. para-uni ta i re)  arbi t raire  de m0me 
or ig ine ;  Ia s t ruc ture  sera dire looalement homog~ne duns le voisinage U de 
s'il existe un  au tomorph i sme  de la s t ruc ture  t ransformant  un  corep~re d'ori. 
giue x en u n  corep~re d' origine x' $ U. Pour  que la s t ruc ture  soit isotrope 
en w (resp. localement  homog~ne), il faut  que les composantes  des tenseurs  
de courbure  et de torsion soient ind~pendantes  du  corep~re consid~r~ (resp. 
~gales ~t des constantes).  Les  convent ions  adopt~es sont cellos de § 21. 

Aux formes 6~ a = E u~¢o', ~ '  = E U,~,'~ ' ' sont associ(tes les formes ~ ,  [~', 

O . , ,  telles que (of. § 6) 

(23.1) ~a _ E u~W, ~ '  : ~ U~, ~' , 

~v 
car la matr ice  [[u,, 11 est la contragr~diente de la matr ice  llu ll. 

On a par  exemple  (of. (5.31}) 

(23 .2)  

(h, m - - l , . . . ,  n), 

~ h  h m '  p r o s  ~ h  h m A , v  = E u~uz, ut,.qu, B , v  - -  ~ u~uz u~B~u, 
~ h  h p ql m ~ 8  R,~,q - -  E u, utu~,u~, z~u,~, Ih, m, p, q - -  1, ..., n}. 

On obtient  des condi t ion n~eessaires pour  que la s t ruc ture  soit isotrope, en 
consid~rant  des t ransformat ions  par t icul i~res  de Un (resp. U,), des transfor- 
mat ions  diagonales  par  e x e m p l e ;  en raison des relat ions (23.2), on d~montre  
que les composautes  du  tenseur  de torsion doivent  0ire nul les  et pa r  suite 
Rz~r--0, /~z;'t,r, ~ 0 d' aprbs (22.7a); en consid~rant encore les t ransformations 
diagonales,  on d~duit  des ~quations (23.2) que les composantes  du tenseur  

$ $ t r  8 t  
de courbure  doivent  ~tre nul les  saul R,v~, Rw, ,  R,,n,, Rz,z,, (s, l =  1, ..., n). 

En  consid~rant  ma in t enan t  des t ransformat ions  telles q u e :  5 )u=  u~o ~, 
5) • = u,ato a, 6V - -  ~z si 1 @= h, s, on d~montre qu' on doit  avoir : 

" " Ru,t, l~z,, = Ra h, (s, t, t, h = 1,. . . ,  n) 

c' est-f i-dire : 

(23.3) ~ i " -  ),~l, A ~o', f~ = p~" A ~o' + ~ E ¢o z' A ~°~, Is, l - -  1, n) 
= Xcol A - -  p o' A + A " " '  

),, ~, p ~tant r(lels quel le  que soit la na ture  de la s t ructure .  En ut i l i sant  les 
identit~s de BIA~CHI, on d~montre  que : ), ---- ~ ~ p --~ constante.  
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Les composantes  des tenseurs  de courbure  et de torsion fitant des con- 
stantes,  ees condi t ions  n~cessaires sont suff isantes  pour  F isotropie et entraI- 
nen t  aussi  l 'homogfinfiit~ locale. 

Si ) . - - 0 ,  la s t ruc ture  est int~grable. 
Si ~=1=0, nous  allons in terpr6ter  suecessi,vement les formules  obtenues  

pour  les s t ruc tures  he rmi t i ennes  et parahermi t iennes .  
Dans  le p remie r  eas, on obt ient :  

do)[ - -  ~ to~ Aw[  + ~ t  A to', ( s i s  ~ l), 
(23.3a) do)s ~ --- ~ o)~ A to[ 4- ),[~' A ~o' 4- ~ ~ A to~], (s, 1 = 1, ..., n). 

~o '~ + ~ =  0. 

Ces 6quations sont vfirifi~es si la varifitfi V,n est l 'espaee he rmi t i en  el l ipt ique 
(s i ) ,  < O) ou r e space  he rmi t i en  hyperbol ique  ( s i ) ,  > 0). 

Soit en effet dans l 'espace vectoriel  complexe  C n+i une  base eo, et,  ..., e, ; 
on peilt d~finir  le p rodui t  sealaire (e, e') de deux  veeteurs  e - -  z~,eo .4- ....4- z~e,, 
et e' --- zo'e o' -t- ... 4- z',,e'~, par  : 

(23.4) (e, ~') = (z, ~') = Zoio' + ~ z , i / ;  

(on suppose  que les indices s, 1... var ient  de 1 ~ n). 
Les Zo, z, cons t i tuent  un  systbme de coordonnfies homogbnes  de l 'espaee 

projeet i f  complexe  P,,(C) et l ' on  peu t  normal i se r  ces coordonnfies par  la 
condi t ion :  (z, z)---1. Consid~rons dans C ' '~t une  base variable  %, s i , . . .  , z,, 
telle que : 

(¢o, ~0) " - 1 ,  (ss, ~ , ) - - 1 ,  (%, ~ , ) = 0 ,  (%, ~ ) = 0  si s=~:l. 

O i l  a :  

avec : 

d $  ° o -~ %¢0 + y' 8~ ~0 0 $~ 

d s s  " - -  o 

¢p~ -4" ~ ---- 0, %, 4 - ~ o  ._ 0, 

On peu t  d~finir  dans P,(C) la m6 t r ique :  

~s z "4- ~t  ~ -:-- O. 

(l, S =  1 , . . ,  n) 

(23.5) ds'  = (d~o, d~o) - -  (~o, d~o)(~o, d~o). 
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Si l ' on  pose :  ¢po'~---0", ~°t__ tot  (st s:~= l), ~ , ' - - % 0 =  to,', ce t te  m~t r ique  peu t  
s' ~cr i re  : ds' - -  ~ tot~ et I' on obt ient  : 

dto' - -  Z to~ A %°, 

dr°° t - "  ~ %* A tot .+. %0 A ~Oot - -  Z to,* A cod - - ~ '  A ~o~, (s, t = 1, ..., n) 

d~o,' - -  £ to,~ A to~" + ~°, ° A % '  + £ ~z ° A ~o~ - -  2] oo,~ A to~" ---~* A to' - -  ~ ~z A toz, 

e' est--k-dire les ~quations (13.3a) off ) . - - -  1. 
Ce raisonnement a ~t~ indiqu~ par CH~.R:~ [18]. L'espaee hermitien 

hyperboHque est obtenu de manii~re analogue en d~finissant dans C "÷~ le 
produit scalaire (e, e ' ) ~  zozo' - -~  z,z,' et consid~rant dans P,,(C) la m~trique: 

(23.6) d~' = (~0, d~.)(~o, d~°) - -  (d~o, &.) ,  

(23.3b) 

oil %, e , , . . . ,  e,, est  une  base  tel le q u e :  

(~,, ~o)--1, (e, , ~,) - -  - - 1 ,  (~,  ~ , ) - -0 ,  ( ¢ , , ~ ) - - 0  si s : ~ l  

d~o~t : 

4 -  ~,,  ¢~#~ 4" ~t '  - -  0, ~o ~ _ .  ~o.  (s, l "-- 1,. . . ,  n). 

On d~duit des r6sul ta ts  p receden t s  ]e th~or~me suivant : 
Trr~O~a/aME 23.1a. - Une structure presque bermitienne isotrope en chaque 

point  es}. localement homogdne. Cette structure est intdgrable ou bien localen~e~t 
~quivatente ~ la structure d'espace hermitien etliptique ou hyperbolique. 

P o u r  les s t ruc tu re s  p resque  p a r a h e r m i t i e n n e s ,  on obt ient  le t hao r~me :  
THe, ORatE 23.1b. - Une structure presque parahermit ienne iso~rope en 

chaque poin t  est loeatement homog~ne. Cette structure est inb!grable ou bien 
locatement dquivalente ~ une structure parahermit ienne sur la var@t~ 
P, (R)  X P,,(R), appelde structure d' espace parahermitien.  

Les  re la t ions  (23.3) peuven t  en effet  s '~e r i re  pour  les s t r uc tu r e s  para- 
h e r m i t i e n n e s  (les fo rmes  c~*, ~o" 6rant  rSelles). 

8¢ 
dco' - -  £ ~ot A ~t ' ,  alto" = £ ~t, A ~z, , 

It at 

d ~  = Z J ' A  to~; + X~'A ~" + ~. Z o,z A to', d~ , =  £~o t A t , , ? +  Xc,~,,A ~ , +  X,g~,~, A~Z, ,' 

to," + ~,,z, - -  0 (s, 1 ~ 1, ..., n), 
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off l 'on peut  supposer ), < 0:  en chaque point l 'automorphisme contragr~dient 
de ~a, (qui t ransforme ~x en - - ~ , )  conserve les formes ~o ~, t r~nsforme les 
~o °' en --¢o ~' et par  consequent  t ransforme ), en - - ) , ;  on obtient la m6me espi~ce 
de s t ructure  quel que soit le signe de ~ contra i rement  au cas hermit ien.  

Soit dans  l ' espace  veet0riel R ~'÷~ une .structure de module uni ta i re  
paracomplexe (§ 11) d~finie par  deux sous-espaces suppl~mentaires X,~+~ et 

? 
X',,+~; soit co, e~,..., en une base dans X,,+~ et eo', e~,..., e',, une  base dans 
X',,+~. A deux veeteurs  quelconques e - -  u~'eo + ~, u~e, et d ~ u'°eo ' ~ Y, u"e,', 
on peat  associer le produit  scalaire (e, e ' ) - - Z  u~uV+ u°u '°. 

Gonsid~rons les bases variables co, ~ , . . . ,  ~ dans X,,+~ et do, ~ ' , . . . ,  d,, 
dans X ' ,+ t  telles que :  

(¢0, %')-- '1,  (~,, % ' ) - -1 ,  (%, ~ , ' ) - -0 ,  (%, ~ { ) - - 0  si s=~=l. 

On a :  

d~, ~ T,°¢o + Z Toz~l, 

d~  --  2; ~o ~ A ~°, 

dTo ° - -  2; To t A T, ° -I- To o A (T,* - -  T°o), 

d% ~ " -  2; %t A Tt ~ + %0 A %*, 

avec 

On peat  d~finir dans 

d%' ~ T'~%' + 2; ¢P~',~o', 

d~s' -"  Ts, ¢o 
d¢O = r~ ~ , / X  ~;', 

d~:: = 2; ~ ,  A T~, ' + ~0', h (T~',- ¢~), 
t I t  d~,~, ' = 2; ~ ,  A ~', + T:; A %,, 

To'*' + %0 ~ 0, %/ '  + %* ~ 0. (s, 1 ~ 1, ..., n). 

l ' espaee  projectif  paraeomplexe P,(A) (el. § 11) 
c' est- i t -dire  duns P , ( R ) X  P~(R) la m~trique suivante : 

d s " - - ( d % ,  d % ' ) -  (¢o, d~o')(%', d%). 

Si l ' o n  pose:  To'=~°~, %z-.~o,~ (si s:~=l) %* - -  T~-- (o,', T¢ 8'--¢o o' , 
% v  - -  %,v  T S  --  ~'~ -"  ~°o#', la m~trique peut  s' ~erire : ds s - -  2; o~l(d' et l' on 
obtient les ~quations (23.3b) o1"1 ~ - - - - 1 .  Appelons espace parahermit ien 
l ' espaee  projeetif  paracomplexe muni  de eette m~trique. 

Si 1' on se borne it une  isotropie restreinte telle que tout corep6re d' ori- 
sine w puisse ~tre transform~e en un  eorep6re se d~duisant du premier  par 
une t ransformation du groupe uni taire  (resp. para-uni ta i re)  unimodulaire  (le 
groupe pa ra -un i t a i r e  un imodula i re  ~tant le sous-gronpe de ~],~ isomorpbe" au 
groupe lin~aire homog6ne r~el unimodulaire),  le m~me ra isonnement  que 
pour les s t ructures  isotropes conduit  aux s t ructures  d~finies par  le th~or6me 
23.1 et, en outre, pour  n----3, it ane  s t ructure  d~termin~e loealement par  

Annal i  di Matematiea 12  
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des formes toe 

(23.7) 

to~' v~rifiant les ~quations:  

to~ ~ to~ ' 2~ ~°~ A to~, dto' = to~ A % + A % + A % - -  

alto' = to' A to', + to' A "~ + to~ A %--' 2~ to° A to', 

d to~ = to" A ~o~ + to~ A to~ + to~ A to~ - -  2eto' A ~ ,  
d~o, = to' A o,44 + to~ A ~o~ + ~o A to$ - -  2~'to~ A to~, 

d to~ = to' A to~ + to~ A ~o~ + too A to~ - -  2~',o~ A ~o', 

2p'to' A to~, dto~ _ .  to4 A ~ ÷ to~ A to~ + too A % - -  

COt * " -"  O~ tot  t " i -  ( o r  t~ - -  O~ 

d% ~ = Z o),~ A ¢o~ - -  3~'(o*' A 

d%" = Z %t A °h t - -  3pp%*' A to* + p~' Z toy A to~, 

(l, s =  l, 2, 3) 

(23.8) p ---- p' - -  constante positive. 

On est d 'abord  conduit  i~ des s t ructures  pour lesquelles les formes (o t, 
to t' v~rifient les equations (23.7) et la relation pp' "--constante, mais on peut  
choisir en chaque point une classe de corepi~res unitaires (resp. para-uni ta i -  
res) modulo le groupe uni ta i re  (resp. para-uni ta i re)  tels que p --- p' - -  constante. 

Si la s t ructure  eat presque hermit ienne,  les formes to~, ta r' sont com- 
plexes avec ¢ov---~L Les ~quations (23.7) et (23.8) sont les ~quations de 
s t ructure  du groupe simple compact G 2 ~t 14 param~tres qui op~re transiti- 
vement  sur  la sphere S 6. Si la s t ructure  est presque parahermit ienne,  les 
formes ¢o*, to t' sont r~elles et l 'on obtient les dquations de s t ructure  du groupe 
simple G~' qui est la deuxi~me forme r~elle du groupe complexe dont G2 est 
la forme, r~elle eompacte [8], [11]. Ce groupe G 2' op~re t ransi t ivement  sur la 
quadr ique Q6 d '~quat ion : Z ~ + X I Y  ' -e X ~ Y  ~ -+- X ~ Y  ~ = 1. 

On en d~duit :  
Tm~om~ME 23.2. - Une structure presque hermitienne (resp. presque .para. 

hermitienne) isotrope d 'une  mani~re restreinte en chaque point eat ou bien 
isotrope ou bien localement dquivalente ~ une structure presque hermitienne 
(resp. presque parahermit ienne z') sur  la sl~h~re S e (resp. la quadrique rdelle Q6) 
admet tant  le groupe G2 (resp. G~') comme groupe d' automorl~hismes. 

Le deuxi~me torsion n'~tant pas nulle, la s t ructure  hermi t ienne  z sur S 6 
d~finie par  les ~quations ('23.7)et (23.8) ne dgrive pus  d'une structure complewe. 
Comme G~ ne laisse invar iante  sur S 6 q u ' u n e  seule s t ructure  presque com- 
plexe, la s t ructure  ~ eat isomorphe ~ la s t ructure  d~finie i~ l 'aide des octaves 
de Caytey [32], c ' e s t -h -d i r e  d ' u n e  a l ~ b r e  sur le corps des r6els de ' base 
(1, e , , . . . ,  e~) telle que :  

(23.9) (eft  - -  - -  1, e,et - -  - -  ere, si l ~ 8, e,(e,e,) = (e,)~ez (s = 1, ..., 7). 
e ,  - -  e , + ~ e , +  8 - -  e , + 3 e , + 6  - -  e , + , e , + ~  off  e#+~ - -  e ,  
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D'au t r e  part  comme tout espace localement  homogbne de LIE compact  
et s implement  eonnexe est ~quivaleut ~ un espace homog~ne de LIE [23] et 
q u ' e n  deh0rs du groupe orthogonal, G2 est le soul groupe de LIE compact  
operant  t ransi t ivement  sur  S 6 [4], toute s tructure localement homog~ne sur  S~ 
est dquivalente ~ la s tructure 8. 

La s t ructure  ~' sur  Q~ peut  6tre d~termin~e par  la donn~fe de deux 
champs de g~n~ratrices suppl~mentaires  de dimension 3 ;  la deuxi~me torsion 
n'~tant pus nulle, ces champs ne sont pus compl~tement int(igrables, c ' es t -~-  
dir~ la s tructure ne ddrive pas  d 'une structure paracomplexe ; on pea t  d 'ai l leurs 
d~montrer  qu ' i l  n 'exis te ,  en dehors des g~n~ratrices el les-m6mes,  aucune  
sous-vari~t~ i~ 3 dimensions de Q6 tangente i~ un champ de g6n(iratrices. La 
s t ructure  ~' pout ~galoment ~tre 4~finie h l ' a ide  d'octaves de Cayley de 
deuxi~me esp~ee, en d(isignant par  octaves de CAYLEY de deuxi~me esp~ce 
los ~l~ments d 'une algi~bre sur  le corps r~els de base (1, e, ,  ..., eT) telle que:  

e,et - -  - -  etc, si s =~ l, e,(e~ez) - -  (e,)~el (s, 1 - -  1, ..., 7) 

( e , )  2 - -  (e,)-" "- -  ( e s )  ~ ~ - -  (eT) ~ - - -  1 ,  ( e . ) "  - -  ( e . )  ~ - - -  ( e ~ ) '  - -  - -  1 ,  
(23.10) 

e,e 4"--e 2, e~e a = e ~ ,  e , e  5 - - e  6 ,  eae 8 - - - - e a ~  eae 5"--e 7 

Soit 1' octave de deuxi~me esp~ce x - -  w ° -+- w~e~ -t- x~es -t- a~Ses -t- w'e~ -t- 
+ w~e~ -b x~e~-t- x~e7 ; w* est la pat t ie  r~elle (notre Re~) et w - -  ~0 sa pat t ie  
imaginaire p u r e ;  le conjugu~ de x est (igal x :  2, = w * - - a ~ e ~ -  ~ e s -  ~Se s - -  
--  w'e~ - -  x~e~ - -  w%~ - -  w~e7 ; la norme de x est : 

N ( x )  = x = Ix° )  + ( x ' ) '  + ( x ' ) '  + ( x ' ) '  + - - - 

~23.11) - -  (~)~ --- (x') ~ + (~'}~ + (x 4 - -  ~) (x '  + w ~) + (z' - -  a~)(w ~ -t- w ~) + 
+ - + 

On pout d~finir le produit  scalaire de deux octaves x et y pa r :  

(x, y) ---- R e ( ~ )  -~ Re(~y) - -  x2y ° -~ ~c~y ' -~- x,'y ~ + x~y ~ + ~y~  - -  x~y" - -  (23.12) 

Tout point de l ' e space  num~rique R 7 pout 6tre represent6 par  un octave de 

Tout  point de la quadr ique  Q~ pout  6tre repr~sent~f par  un octave imaginaire  
pur, de norme ~gale i~ 1. Si w et y repr~sentant  deux points  de Q~ on a :  
$ y - ~ - -  yx et dans l ' hyperp lan  orthogonal ~ a~ (qui se d~duit par  translat ion 
du plan tangent T~, ~ Q~ en ~v), la mult ipl icat ion k gauche par  x est une 
(3.3)-involution ~ , .  

On pout ~galement chercher  ~ d~terminer des s t ructures  presque  hermi. 
t iennes d' espi~ce k qui soient isotropes ou localement  homog~nes. Un  raison- 
nement  analogue ~ eelui utilis~ pour  les s t ructures  presque  hermit iennes  ou 
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presquo pa rahermi t i ennes  condui t  au  s t ruc tures  int4grables 
tares  d~ifinies localement  par  les formes complexes  ¢o', ~)A teIles 
forme d'HERMI~E aasoei6e fi la s t ruc ture  puisse  s'~fcrire: 

et v4rif iant  les 4quat ions :  

ou ~t des struc- 
que la 

z -t- A ~ D ,  

= t -t- A ' + A ~',  

1 - -  A - -  ~ .+~=o, g~+~=o,  ~ .+~=o ,  

(los indices  minusoules  s, l, t var iant  do I g k, los indices majuscu les  A, B, U 
de k + 1 g n). 

On peu t  supposer  la constante  X n4gative, on remplagant  au besoin la 
forme (I)¢~) par  - -  (I)(~) c 'es t -~-di re  en consid4rant  une  s t ruc ture  d'esp~ce n - -  k. 

D4signons par  espaoe hermitien d'esp~oe k l ' e space  project i f  complexe 
P,,(O) dans lequel  on d~finit les coordonn4es normales  par  la condi t ion :  

(~, ~,) = ~o~ ° + ~,~, + ... + ~,~,~ - ~ + , 7 ~ + ,  ... ~,~, = 1 ; 

on ddfinit  ainsi  dans  0 "+~ le produi t  scalaire (e, e')--SoSo' + Z~,~, ' - -~"sa}a ' .  
Si l 'on choisit  dans O "+l une  base variable %, s i , . . . ,  ~- telle q u e :  

(~0, go)= (~.,/-.) = i, (~,,, k , ) = -  ~, {~o, ;,)= (~o, G)= o, (~,, g,)= o, 
( ~ , , ~ , ) = 0  si s=tt=l, ( ~ a , ~ ) - - - 0  si A :~ :B ,  

et si l ' o n  d6finit  daub P,(O) la m4t r ique :  (d~,, d~o)--(%, d~-o)(~-~, d%), le 
m~me ra i sonnement  que  pour  l 'espace hermi t ien  e l l ip t iqne condui t  aux  4qua- 
t ions (23.30} avec X - -  - -  1 ; d' of f  : 

THeORiZE 23.10. - Une structure presque hermit@nne d' esp~e k est looa. 
lement homog~ne ; cette structure est intdgrable ou bien looalement dquivalente 
(~ la structure d'espaee hermitien d' esp~oe k. 

L 'espace  he rmi t i en  d 'esp~ce k est un  espace riemannien symgtrique 
m6tr ique ind6finie.  

Les s t ruc tures  presque hermi t iennes  d'espi~ce k isotropes d ' u n e  mani~re 
res t re inte  sont i so t ropes ;  d 'a i l leurs  les groupes  G~ et G~' sont les deux  seules 
formes r4elles du groupe simple eomplexe except ionnel  k 14 param~tres  [11]. 
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24. Courbure scalaire [38] et [41]. 
Soil sur une vari~t~ V~ une structure presque hermit ienne (d~termin~e 

par une m~trique r iemanuienne F et un champ d 'automorphismes  ~,). Dans 
l 'espace tangent T~, ~t V~,, muni  de sa structure d'espace veetoriel eomplexe 
coasid~rons deux vecteurs V e t  W de composantes ~, ..., ~"; ~ , . . . ,  ~]'~ par  
rapport  it un rep~re unitaire (nous adoptons encore la convention:  ~"-----~, 
~ ' ~  ~). L'ensemble des veeteurs m V ~ p W  tels que le rapport  p /m soit r~el 
engendre un ~l~ment plan P it deux dimensions r~elles~ si en partieulier P 
est invariant  par l ' au tomorphisme ~ , ,  P est une droite eomplexe de TxC; 
P peat  alors ~ r e  engendr~ par  les vecteurs V e t  ~,V. 

De m6me soil sur une vari~t~ V~,, une structure presque parahermit ienne (d4- 
termin~e par une forme diff~rentielle ext6rieure ~ et un champ d'involutions ~,). 
Duns l 'espace tangent T~,, soil un ~l~ment plan P engendr~ par deux veeteurs V 
et W de eomposantes:  ~, ..., ~', ~'~, ..., ~'n; ~,, ..., ~n, ~,~, ..., ~,, par  rapport  
it un rep~re para-uni ta i re  tel que les veeteurs e, engendrent  le sous-espace 
positif de ~x, les vecteurs e~, son sous-espace n(igatif. Si P est invariant 
par l ' automorphisme ~ (e 'est-it-dire si P e s t  une droite paraeomplexe tan. 
genre ~ V~,~), il peat  ~tre engendr~ par  les vecteurs V e t  ~ ,V.  

Dans l' ~l~ment plan P on peat  d~finir la courbure svalaire de la struc- 
ture presque hermit ienne (resp. presque parahermitienne) par (el. [2]): 

s t~ h "rJ~ ~ ' ~  a t ~h~ ~/ I s :  

2 K =  

.+- 

soil : 

- -  ¢ }, + - -  (24.1) K - - Z  ~ t, ~ h t' 

ear Q~-I-Q~',--0. Done k est r~el m~me pour les structures presque hermi. 
tiennes. 

La eourbure scalaire est d~finie duns tout ~l~ment plan si la structure 
est presque hermi t ienne;  duns le eas d 'une structure presque parahermitienne,  
le sealaire de eourbure n' est pus d~fini dans un ~l~ment plan situ~ duns le 
sous-espaee positif ca n~gatif de ~ .  On v~rifie que le scalaire K d~ifini par 
(24.1) est bien ind~pendant du repute unitaire (resp. para-unitaire) ;  par 
centre l 'automorphisme ~x (transformation n 'appartenant  pas it U,) change K 
e n  ~ K o  

TH]~OI~M~ 24.1. - Si en chaque point ~ $ V~,,, le scalaire de courbure est 
inddpendant de l'dldment plan P passant par ee point, ce s~alaire est nul. 
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Pour  d~montrer ce th~or~me on consid~re des plans engendr~s par  les 
vecteurs  V e t  W dont les seules composantes  non nulles sont :  ~z, ~ ,  ~, ~s,; 
~z ~z,, ~l, ~z,; la condition impos~e ent ra tne :  

d 'ofi  K : O .  
Pa r  suite on a :  

R~t,~, + R~,~ - -  O, ~t~ + Rt~,, = 0, Rz'th + R~t~ = 0, _--. 0,{s ' (24.2) ,, , ~, ,, ,, ,, h, t, l ~ 1, ..., n). 
R~.th, + R~h,a , "" O, Rz,t,n, + Rt,z,h, ~ O, R~,t,h, + Rh,t,l, 

L a  ~ondition K - - 0  n' impl ique pas  ngcessairement que la tenseur de 
vourbure soit nuL :Nous ferons sur  la s t ructure  des hypotheses  suppl6mentai.  
res permet tant  de conclure que ce tenseur  est nul. 

Supposons d' abord la s t ructure  k~hldrienne (resp. parak(~hldrienne); dans 
ce cas la torsion ~tant nulle, en raison des identit~s de B[A~CHI on a :  
Z ¢o z h t~ --- 0, d' off R~u,h : R~,z,  R~'th, ---/~h,sz, ; done si g - -  0, d' apr~s (24.2). 

8 I 

J~lt'h = 0 Rl t tht  - - -  0 (8, l:, t,  h "--  1, . . . ,  ~,), 

et la s t ructure  est int~grable;  d 'of f :  
THI]IOP~ME 24.2. - Les  struvtures k(~hldriennes (resp. parak(~hldriennes) 

courbure soalaire nulle sonl intdgrables. 
Les th~or~mes 24.1 et 24.2 on (!t~ d~montr~s par  BOCH~ER en supposant  

la vari~t~ kahl~rienne [2]. 
Si la premiere  torsion d 'une s t ructure  presque hermit ienne {resp. presque 

parahermit ienne) est nulle, nous avons d6montr~ que : R~a + Rt~ -t- l:~mt ---- 0 ; 
comme t~uh + / ~ m - - 0 ,  si K- - -0 ,  en raison des formules (14.2) on a :  R~ta---0 
(s, t, t~ h -  1, ..., n);  ces relations sont, ~galement v~rifi~es lorsque la 
deuxibme torsion seule est nulle  (el. § 22). P a r  suite si l ' une  des torsions 
est nulle et si K----0, on a fi~----Z "~ t' ~u,~to A ton ; les relat ions {24.2) entralnent  
alors:  Z ~ / ~  toga to~'--0,  d'ofi en raison des identit~s de B~A~oH~ : 

Z dQ' A ¢o" + Z ~2~ A ooi A ~ '  = 0, Z d D  A ¢°~' + Z r ~ A to[ A ~" = 0, 
ou bien 

Z d g  ~' A ~ + ~: g~' A ~ ,  A ~ = 0, Y, d r , '  A ~" + ~: r~' A ~ ,  A ~ :  o ;  

ces relat ion peuvent  s '~cr i re :  

Z d(g~, A ~"') - -  Z t2" A a "  = 0, zd(r"A~")--zr"Ar"'=o, 
(24.3) 

r~ d(~, '  A ~o,) - -  z ~ , '  A ~ '  = o, ~ d(r . '  A to~) - ~ r , '  A r" = o. 

En par t icul ier  si d l 2 - - 0 ,  on a :  ~ - - ~ ' - - - 0  et Z r* A to" - -  0, 
ED'Ao)~-- - - -0 ;  si de plus  K - - ' 0 ,  on obt ient :  Z r * A F * ' - - 0 ;  on en d~duit 
notamment  : Z ~ t B ~ t , - -  0 (1, t --- 1, .... n). 

B~tBu - -  0 entraI- Si la s t ructure  est presque kahl~rienne, les relat ions Z ~-~ 

0 nent Bu---  ; les deux torsions sont done nulles et d'apr~s le th~or~me 24.2, 
le tenseur  de courbure  est nul. D' off: 
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Tt~OR]~E 24.3. - Les structures presque kdhldriennes ~ courbure scataire 
nulle sont int~grables. 

BuB~,v--- 0 Lorsque la s t ructure  est presque parakahl~r ienne les relations Z ' ~' 

n ' en t r a Inen t  pas n~cessairement que la deuxi~me torsion soil nulle. Suppo- 
sons de plus que l ' un  des champs d~finissant la. s t ructure  soit compl~tement 
in t~grable ,  C~ par  exemple ;  si F ~ ' - -0 ,  la p remie re  torsion ~tant nulle, on en 
d~duit : Z ¢0 v/~  ~2~, ' --- 0, d' off : R~,'~ ~ R~,~ ; si K---- 0, le tenseur  de courbure 
est n u l ;  done les s t ructures  presque parak~thl(!riennes ~ courbure  scalaire 
nul le  et telles que F u n  des champs de n-(tl~ments qui leur  sont associ~s 
soit compl~tement  int~grable, ont leur  tenseur  de courbure  nul. 

Si  l'on se limite aux  dldmen~s p lans  invarian~s par ~ (resp. ~ )  c'est-~- 
dire aux  droites complexes (resp. paracomplexes), on dgmontre que les strudures 
hermitiennes (resp. parahermitiennes) pour lesqueUes K est inddpendant de 
l'gldment p lan  sans ~tre nul sont les str~ct~res isolropes ~on intdgrables (drift- 
hies par  le thdor~me 23.1). Ce r~sultat a ~t6 d6montr6 par  BOC~ER en sup- 
posant la st~:ucture kahl~rienne [2]. 

On pourrai t  ~galement d(!finir un scalaire de courbure  pour les s t ructures  
presque hcrmi t icnnes  d 'esp~ce k;  les th~or~mes 24.1 et 24.2 demeuren t  vala- 
bles pour ces structures.  

25. Courbure et torsion conformes [38] et  [41]. 
Soit sur une vari~t~ V~, une s t ructure  presque hermi t ienne  ~ d~termin~e 

par  la donn~e d 'un champ d 'automorphismes Dx et par  une m~trique r ieman.  
nienne F dc!finie positive. Consid~rons main tenant  la famille de s t ructures  
presque hermit iennes  ~x d~tormin~es par  le champ d 'au tomorphismes  D~ et 
la forme Fz = kF, ), ~tant ave  fonction diff~rentiable de x ;  si Q est la forme 
ext~rieure associ~e ~ ]a s t ructure  ~, ~t la s t ructure  zz est associ~e la forme 
ext~rieure ),Q. 

De m~me soil ~' une  s t ructure  presque parahermi t ienne  d~termin~e par  
la donn~e d 'une forme diff(!rentielle ext~rieure quadra t ique  G et d 'un champ 
de (n, n)-involutions ~ ,  dont le sous-espaces positif et n6gatif  sont int(!graux 
de ~. On peut consid~rer les s t ructures  zz' d~termin~es par  la donn~e du 
champ d 'au tomorphismes  ~ ,  et de la forme ),~. 

h ehaque s t ructure  ~), (resp. zx') est associ~e canoniquement  une connexion 
affine, d'ofi un tenseur  de courbure et un tenseur  de torsion, l~ous allons de 
plus introduire une courbure  et une torsion conformes respect ivement  inva- 
r iante  ou multipli6e par  un scalaire, lorsque l 'on  mult ipl ie  G par  X. 

Comme la donn~e de ~x d~tfinit une  orientat ion de T~, route transfor- 
mat ion du groupe lin~aire complexe L, '  conserve le signe de G e t  les struc- 
tures  z~ correspondent  ~ une valeur  positive de X. La  donn~e de ~= ne 
d~finit pas une  orientat ion de Tx, mais l ' involution ~ ,  t ransformant  ~ en - -  ~, 
il suffit  de eonsid6rer ,es s t ructures  ~x' pour lesquelles ), est positif. 
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(25.1) 

Si la s t ructure  ¢ (resp. z') est d~termin~e loealement par  2n formes de 
PFAFF complexes telles que oW---~" (resp. r~elles), la forme ~2 s 'derivant  
i Z ~o' A t°" (resp. Z ~o' A ¢°8'), la s t ructure  zx (resp. Cx') peut  6tre d6termin~e 
par  les 2n formes de P~A~F: 5)'---~t¢o', 6~8'-----~t¢o" (0h ~ est fonetion r~elle 

8v S Sv l ~ • • te]le que tt ~- -k) .  Soient ~ ' ,  ~ ; P,  r ; ~8, ~8, ]es formes d~fmlssant 
respect ivement  la premiere  torsion, la deuxibme torsion et la courbure de la 
s t ructure  ~ (resp. z') et soient ~,, ~8,; r , ,  r , , ;  , ~),,, les formes d~finissant 
les torsions et la courbure de la s t ructure  zx (resp. ~z'). 

d~ d~ 
On a : d~" "-- - -  A 6)8 -b ~td¢os, d6~ ~' - -  - -  A ~8, + ~tdo~8', soit en posant 

d l~=  O-t-O' (off 0 est une forme lin~aire en ~ ,  O' une forme lindaire en ~v): 

d6) 8 = Z 6) ~ A ~ + ~8 + f , ,  

d~, '  ---- Z ~ '  A ~8, + ~8, + r 8,, (s ---- 1, . . . ,  n)  
~s ~1' 

Z - I -  Ws, - -  O~ 

a v e c  : 

(25.2) 

~I = ~I + ~I (o - e') 
f i , _  g(a.  + 20 A m'), 

v - - ~ z , +  , (0' O) 
~,'----- l,(g>' + 20' A ~8,) 
e8 = ~r8 

8 ! $ r $ t 
~v - -  ~ ,  -}- 2~d0. 

Par  suite nous ddfinirons la courbure conforme par  les formes 

- - - - -  - -  1 n ' 

la premiere torsion conforme par  

II 8 = ~8 ~ A 0)8 
n - - l '  

oh 

¢0 = 2 Z A~,of , ¢p' ~-8, t, - -  " J . A t , 8 , ~  

]-[8' - -  ~8'  ?'  A ~o8, 
n - - 1  

- -  8 t $ t  

La deuxi$me torsion conforme est par  ddfinition identique & la deu~i~me 

torsiOh. 
Si ~ ,  ddsigne l ' i somorphisme de T~ sur son dual d~fini d a n s §  16, ]a 

forme ? + ?' est dgale au produit  int~rieur a - l (~) . ]  y~ (~8 A t°8'-- ~8, A (08) ou 

encore : 

v + q - -  ~- '(g) J ~ [(g' + r,) A ~ " - -  (a., + r.') A ~oq = ~-,(a) j d~. 

La forme ?-+-? '  est done la eodiff~rentielle 5 a  (ef. § 17). 
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~ Q A f ~  La  torme Y. (II, + r,} A {o,' - -  y. tip" -~- Po,} A {o, est ~gale a:  dQ - -  
f t - - 1  " 

Cette forme et la forme ~-~-~' sont  done respec t ivement  la  forme de tors ion 
conforme et | a  forme de tors ion de la s t ruc tu re  p resque  symplec t ique  ~ 
laquel le  est subordonn~e la s t ruet i i re  ¢ (resp. ~'); les deux  formes envisag~es 
ne d~pendent  par  consequent  que de la form~ ~ et non de la forme F 
(resp. F ' )  ~changeable avec ~.  

TH]~OR~E 25.1. - F tan t  donnde une structure presque hermitien~e • (resp. 
parahermit ienne m'), pour  qu' il  exis/e une /onction ~ tetle que la structure ~ 
(rasp. sx') soit int~grable, il  fau t  et, l~Tur n > 2, il  suff i t  que la courbure et la 
torsion conformes soient nutles. 

D6mons t ra t ion :  il est ~!vident que  les condi t ions  ~nonc6es sont  n(fcessai- 
res en  raison m~me de la d6fini t ion de la courbure  et de la torsion confor- 

mes. I nve r semen t  si II '  = 1"* - -  0, I]*' ~ r*' - -  0, on a:  ~* = ~ A 1 '  ' ~,, _____. A o f  t 

n - - _  n - - 1  
otl ~ est l in~aire en ¢J et ~' l in~aire en (J ' ;  de m6me si I I~ - -0 ,  I!~, ----- 0, on 

o, z, o, n). Des identi t~s a: ~ f = 0 ,  ~ , - - 0  (st s4 : l ) ,  ~ - - ~ ,  ~ , - -  f4, (l, s=l , . . . ,  
d e  B I ~ C H I  {22.4), on d~duit  a lors :  o}" A ( d ~ - - ~ ) =  0, of' A ( d ~ - - ~ ) =  0 
( s - - - l , . . . ,  n}. 

P a r  suite s i n  > 2, on a : dcp --" Q:, dcp' = f3:; d'  oil : dcp + d~' - -  0 ; il 
existe done une  fonetion ~t (r~elle quelle que soit la na ture  do ]a structure)  

telle que  loea lement  d ~ t  ~ 4- ¢( . Les  tenseurs  de courbure  et  de torsion 
- -  2(n-- 1) 

de la structure e~ (resp. e~') d~finie par ]es formes ~b' ~ p~', &"--i~o~" sont 
nuls,  on raison des re la t ions (25.2), (on suppose  ) , - - p ~ ) ;  done la s t ruc ture  ~ 
(resp. ~x) est int6grable.  

~ ' ~ A ~  On peu t  d ' a i l l e u r s  d~duire  d i ree toment  de la relat ion d ~  

que d(~ ÷ ~ ' ) ~  d~f~ est nul  mats  le r a i sonnemen t  indiqu~ ici est valable 
pour  des s t ruc tures  qui  seront  ~tudi~e u l t~r ieurement  (§  31). 

Si n - - 2 ,  H s -----0 ident iquement ,  maim il fau t  imposer,  outre  la condi t ion 
II~ - -  0, la condi t ion d(~ + ~') - -  d~f~ --- 0 pour  que la s t ruc ture  ~x (resp. cx') 
soit int~grable, ce qui  est en  accord avec los r6sultats  de § 18. 

Remarquons  que la fonct ion ~ in t rodui te  duns le th~orbme 25.1 n ' e s t  
d~finie q u ' ~  un  fae teur  constant  pr~s. Si la s t ruc ture  ~x (resp. cx') est i n t ~  
grable, la s t ruc ture  ini t iale  • (resp. e') est he rmi t i enne  (resp. parahermi t ienne)  
et duns  le vois inage U d' un  point  de Vz,, on pout  t rouver  un  syst~me de 
eoordonn~es locales complexes  (resp. paracomple~es)  et, ..., e" tel les que la 
ferme d 'H~MZ~E (resp. forme parahermi t ienne)  associ~e ~ la s t ruc ture  
(resp. ~') puisse  s '~cr i re :  

1 
~.) (dz'dz' -t- ... + de"d~"). ~,(~, ..., 

As,mU dl Matemat/ea 18 
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Si la s t ructure  ~ (resp. ~') est de plus suppos~e kahl~rienne (resp. para- 
k~hl~riennel, il faut que X soit une  cons tante :  la s t ructure  • (resp. ~') est 
donc int~grable. Ce r~sultat a ~t~ d~montr~ d 'une  autre  mani~re par BOCHI~R 
pour les s t ructures  kahl~riennes [3]. 

THeORiZE 25.2. - Brant donnde une structure hermitienne • (reap. para. 
hermitienne ~'), pour qu ' i l  e~iste une fonction X teUe que la structure ~ 
(resp. ~ )  soit kdhldrienne (resp. para-k~hldrisnne), il faut  st pour n ~ 2 i l  
suffit  qus la torsion confor~ne soit nulle. 

~ A a  En effet cette condition r~alis~e, la forme t p - - d ~  est nulle 
n - - 1  

et la forme ~ admet un facteur  int~grant d 'apr~s le th~or~me 18.1. 
RE~KARQUE : Si la courbure conforme d 'une s t ructure  presque hermit ienne 

(resp. presque parahermit ienne)  est nulle, on a :  R~,a "-  R~a ---- 0, /i~;'~a,--0, 
~;~,a, = 0 (st s =~=/); si de plus la courbure scataire esi nulle, en raison de 
(24.2)" /~t,~ + R ~ , d' " "-" " a~ ~ ~ 0, off ; R,t,a R~,t,a, - -  0 s i t  =~= h ; de {24.2) on d~duit 
~galement R~,,~--0;~ comme ~ - -  g2 ~, on a aussi :  /~ ,~- - -  0 s  (s, h - - 1 , . . . ,  n). 

R~, "- R~,t,h, = O, R~,t~ = 0 On d~montre de la m~me mani~re que ~ O, ~' ~' 
(s, t, h - - 1 ,  ..., n). Pa r  suite le tenseur  de courbure est nul, d'oft la proposi- 
tion suivante :  si la courburs conforms et le scalairs de courburs sont nuls, le 
tenseur d e  courbure est nul  ~galement. Si de plus la torsion conforme est 
nul le  (dans le cas d e  n - - 2  si d ~  ~ O) il existe une s t ructure  ~ (resp. ~x') 
int(fgrable dont la courbure est par  consequent  nu l le :  ), est done une con. 
s tante ;  ainsi lorsqus la courbure et la torsion conformes sont nulles de m~me 
que le scalaire de courbure, la structure correspondante est intdgrable, ce qui 

prdciss les rdsultats de [38]. 

C) Probl~mes d'dquivalence des str~ctures lyresque comple~es et p r e s ~ e  
hermit~ennes sur une varidtd ~ 4 dimensions. 

Cette pat t ie  du chapitre V utilise et complete les r~sultats de [37]. 

26. Probl~me d'~quivalence des structures presque complexes. 
l~ous allons appliquer  ia m~thode g~n~rale expos~e dans le chapitre  I I  

St l '~ tude du probl~me d '~quivalence retatif  St des s t ructures  presque com- 
plexes d~finies sur  des vari~t~fs de dimension 4. Soit sur une vari~t~ V~ une 
s t ructure  presque complexe d~finie par un champ d 'au tomorphismes  ~ de 
l ' espace  tangent T~,. Si l 'on  suppose la torsion non nulle, on d~montrera 
que l 'on peut  associer canoniquement  St la s t ructure  un champ C d' ~l~ments 
de contact  St deux dimensions invariants  par  la t ransformation ~ ,  c'est-St-dire 
un  champ de droites complexes, ce qui n ' a  pus l ieu en g~n~ral pour n 
quelconque. 

Sur  la vari~t~ V 4 la s t ructure  presque complexe • peilt ~tre d~termin~e 
dans le voisinage U d ' u n  point ~ par la donn~e de deux formes de PFAI~F 
complexes l in~airement ind~pendantes 0 i e t  0~; les diff~rentielles dO t et dO S 
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peuvent  s '6cr i re  (ef. (21.2)): 

dO' = O' A O~ + O' A O~ + A'0' A 0', 
(26.1) dO' = 0' A e~, + 0, A 0: + A'~' A o', 

oh les 0~ sont des formes de PFAYF complexes tin6aires en 0", 0'. 
En chaque point, parmi lc eorep6res qui se d6duisent du corep6re ini. 

t ial par  u n e  t ransformation du  groupe lin6aire complexe L / ,  en ver tu  des 
formules (5.3), on peat  ehoisir une  famille F de corep6res tels que les corn. 
posantes du tenseur  de torsion soient respect ivement  6gales k 1 et 0, ce qui 
d6termine une s t ructure  ~' subordonn~e l~ ~, de groupe s t ructural  O, s o u s -  
groupe de L / .  Cette s t ruc ture  ~' est d6termin6e loealement  par  les formes 
complexes ~o t et to 2 telles que :  

d~o' = ~ '  A o~[ + o)' A co: + ~'  A ~', 
(26.2) d¢o' = ~ '  A ~] + co' A ~oI. 

La m~me s t ructure  peat  ~tre d~termin~e par  les formes de PFAFF 

l~ 
' = ago ~ + ui~o ', 

(26.8) ~ = u~to', 

avec : 

(26.4) ~ - - %  d' oil : ~-~-- u~ - -  ~ u~u~ - -  1 

les u~ 6tant des fonctions diff6rentiables de a~ qui en chaque  point d6finissent 
unc transformations de 0'. En raison des relations (26.3) et (26.4), ce groupe G', 

deux param6tres  complexes, laisse invar iant  un  sous -espace  de / ~  k 2 
dimensions et une forme quadrat ique ext6r ieure de rang 2. A la s t ructure  ~' 
e s t  done associ6e canoniquement  un  champ 0 d '~l~ments de contact  Xt h: 
deux dimensions, d6fini localement  par  l' 6quation : to ~ ---- 0 ; ohaque ~l~tment 
de contact  X~ est done invariant  par  1' automorphisme ~ ,  ; k la s t ructure  est 
~fgalement associ6e une forme diff6rentielle ext6r ieure  de rang 2 : ~ - -  ¢0 t A to'. 

Remarquons  que par  diff6rentiation des 6quations (16.4) on obtient : 

du~ d~ du',_ du'. d a |  
~,~ ~ u,' - -  0, ~ + ~ = 0. (26.5) 

o n  a :  

d~' = ~' A ~ ÷ ~.' A (af t '  + a,~'), soit : 

u,' I + a, u}a,'\ - '  A ~ 'a~/  " i ' ,  
2 ( a ~ a ~ u ~  ! - 

:, 



100 P. LIBERMANN." ~ur  le probl~me d'dquivalence, etc. 

et  F e n  peu t  ~er i re :  

d~ ~ --" ~" A ~ + a,'~ ~ A ~ + a/~ '  A "~. 

l) Si do)'A o)':4=0, on peu t  ehois i r  en e h a q u e  point  une  famil le  de 
eorep~res  tels que  a /  ou a 2' p r e n n e  la va l eu r  1. 

Si a t ::t= 0, e' e s t - h - d i r e  si le champ C n' est pas compl~tement intdgrable, 
on choisi t  on chaque  point  une  fami l le  de eorep6res  tels que  a , ' =  1 (ee qui  
d~te rmine  u', d' off u~), pu ts  parrot  ees  corep~res,  on choisi t  un eorep~re 
dis t ingu~ tel  que  a 2' = 0 ; d' off : 

dr: '  --" n '  A (h, gz' + h f i ' )  + r:' A (k,r:' + l,~:' + t,~r') + ?~' A ~',  
(26.6} dr:'  - -  r:' A ~* + r:' A (re, r:' + nil* + n/: ') .  

On obt ient  en  g~in~ral 8 invariants c~mple~ces. 
Si a,  = 0, le champ C est complatement intdgrable; on ehoisi t  une  fami l le  

de eorepi~res tels que  a,'----- 1 (ee qui  d~termine  u', d 'of i  u~l; on obt ient  ainsi  
une  s t ruc tu r e  ~" subordonn~e  k ~', ~" p o u v a n t  ¢tre d~terminde  ~ga lement  
par  les fo rmes  r:' - -  te I + u~o)-', r:~ - -  tel  L a  forme do)' est  an  invar i an t  pou r  
la  s t r uc tu r e  ~" et  l 'on p e a t  d 6 t e r m i n e r  eu e h a q u e  poin t  uu  eorepCre d is t ingu6 
t e l  que  : dr: ~ - -  r:~ A 7~, + r:" A (b~ v:~ + b~ ~;~) ou b~ et b.~ Sent des  invar i an t s  ; 
la  d i f fe ren t i a t ion  de ee t te  re la t ion  mont re  q u ' o n  a a l o r s :  

dr : '  - -  r: '  A [(b, - -  b,) 'n '  + h ,  Ta "~] + u '  A (kt : '  + 1,7~ * + 1,7~ ') + ~' A ~", 
(26.7) 

dr:' - -  r:' A ~ + r:~ A (b,r:' + b,~') .  

On obt ient  en g~n~ral 6 invariants complexes. 
2) Si do)'~A o)~--O, a u x  formes  o)~ et o)' on peu t  assoc ie r  de manii~re 

et ~ (la fo rme  o)' ~tant d~finie modulo  to ~) v~rif iant  u n i q u e  les  fo rmes  % o), 
les  ~qua t ions  : 

d ~ - -  o)' A o); + ato~ A o)', 

(26.8) d~o' ----- o)' A o)~ .+- ~o' A to~ + (~' A ~ ,  

o); + ,,,~ = o, o ) ' , -  o,~ + , 4  = o. 

P o u r  tout  au t r e  corep~r% on a :  

dr: , - -  u, A(o)[ - -  d u : l + a r : '  A r:', u~ / u, 
( a.:~ ., 

dr:' - -  7:' A _~I - -  u~ } + ~ A (ulo)[ - -  du~ + ulo) ~ + auto)') r:' A ~" ; 

on p e a t  done  assoe ie r  a u x  fo rmes  r:* et  r:' les fo rmes  

.., du~ 
(26.9) r:' = o)' u] ' n' - -  

qui  on ra i son  de (26.5) v6rif ient  los re la t ions  r:~ -I- ~:~ = 0, r:', - -  ,r'~ -I- n] ~ 0~ 
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a ¢  
i e t  par  suite ~ de fa~on que ~ - ~ 1 .  On 1 °) Si a ~ 0 ,  on choisit u I u~ 

l 
d~finit ainsi une  s t ructure  8" (subordonn~e St ¢'), dont le groupe s t ruc tura l  G" 
est St un  parambtre  complexe, los changements  de corepbre ~tant d~finis par :  

7~tt ~ TCi t 2 

, ~  ~ .  7~ ~. 

(et par  suite ~)  est un iuvar iant  pour la s t ructure  ~". La  forme ~l 
Si % A A =~ O, on d~termine un corep~re distinguO tel q u e :  

~ - -  h= '~ + k~ 'l -~- l~-" (ou si h ~-- O, tel que =~l --- k ~  'j) ; los fonctions h, k, 
l, k~ sont alors des invariants.  

Si ~ . - =  H ~ +  K~'~ on peat  d~terminer  un  corep~re distingue_ dans le 
cas off l ' une  des deux formes dHA~2A~S  ou d K A ~ A n  3 est diff~rente 
d e 0 .  Dans le cas contraire,  la s t ructure  ~" est isotrope; on a a lors :  

d= ~ = =' A (H~  3 + K ~  ') + ~'  A =~ + ~ '  A ~,  (26.1o) 
d =  3 = ="  A [ (K '  - -  H)= 3 + ( .H - -  K}~'] + ~'  A ~3, 

est une forme lin~aire en ~:~, ~:~, g' ,  z: 3 et du[} et l 'on d~montre facile- (o~ =3 
ment  que le syst~me 

~(~__ u~, dx~ d~)--~'(~, u~, dw, du:}, 

= (=),  

est en involution. Si l ' on  suppose les donn4es analytiques,  en raison de 
th6or~me 4.1, le pseudogroupe des automorphismes locaux de la s t ructure  
est un  pseudogroupe de LIE de type infini, 

2 ° ) Si a ~ 0 ,  on a :  

I 0)~ i d,~ l ---- (o' A % + A °)3 + ( '  A 0) 3, 
(26.11) 

d~o3 ~ ~)~ A 0)3. 

En raison des relat ions (26.9), les formes dofi et do)] sent  des invariants  
pour la s t ructure  8'; la diff6rentiation de (26.11) montre  q u ' o n  a a lors :  

d~)~ - -  ~,~3 A ~o 3, 

(26"12i da)~=iAo)'A~'+ - - ~ + i B  ~ A g 3 + B ~ ' A  + (a s, 

oh X est an  invariant  r~el tel que dk A to~ A ¢o~ ~ 0, et A, B, C des fonctions 
r6elles (non invariantes). En par t icul ier  lorsque k - - 0 ,  on peut d6terminer  g~ 
St an  facteur  constant  pros de fa~on que dn~--- - O: il existe alors ane  fonction 
complexe f telle que localement  =~ ---- dr. 
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a) Si  d¢9~ A ~ / ~  ~o ~ :4=0, on pent  choisir  en chaque point une famil le  
de corep6res tels q u e :  

(26.13) d ~  --" ~i~ ~ A ~t + __ 2 + ih ~d A ~ ,  

oil ~-"-----1 et h sent des invariants.  On obtient ainsi une s t ructure  9 /  subor- 
donn~e i~ ~', ~ '  pouvant  ~tre ~galement d(!termin~e localement par  les formes:  

"2 
(26.14) 

oh : 

(26.15) 
- i  

~ t u t  = 1~ - -  . 

A la s t ructure  s t' (dont le groupe s t ructural  G 1' est un sous-groupe  
un param6tre  r~el du groupe unitaire U,} est associ~e une forme diff~rentielle 

t - 1  ext6rieure invariante : ~ / ~  ~ + ~::/~ ~ ,  ainsi que la forme de PFAFI~ ~ --t- I:~. 
On a: ~t _ 
+ 2 i h ~ A  r¢ ~, A~ n ' e s t  pas hal le ;  on pent  done choisir en ehaque point  an  

i ~ kl(rc '1 -+- ~:") + k2r~ '~ 4- k ~  "~, off k I et k 2 eorep6re distingu~ tel que : 7:~ -+. ~ --- 
scat  des invariants  (k~ ~tant r~el positif). 

~) Si  d~o~ A oF/~ ,~ ~ 0 el do~ t /~ ~o ~ :~= O, on a : A - -  0, C:~=0; on ehoisit 
une famille de corep~res tels que : du~ - -  ~ / ~  ~ 4- ~:t/~ ~r~ + b~:~ A ~ d' oil 
une s t ructure  ~" de groupe s t ructural  G", ~" pouvant  6tre ~galement d~termin~e 
par les formes n ' t - - a t  +u.~u , n '~- -  u ' .  La forme ~:~ devient une forme 

- -  k~n '1 - l -  i n v a r i a n t e  et l ' on  pent  d6terminer un corep~re distingu~ tel que:  ~ 
t l ~  '~ + / ' ~ ' ~  tel - -  k ~  'l + k ~  '~ si ~ =  + k ~  '~ + ka~ '~ (st k~ - -  0, tel que  ~ 

qua dl "-- ~,t + m~"). 
, - - -  , ~ \ _ 

7) Si d~o~ = ~ ~ + i o f /~  ~ ,  oh h e s t  un invariant  tel que dh /~ of A co~ 

on pent  dis t inguer  encore 4 cas :  
1. Si  l ' un  des invariants ~ ou h au moins n'est pas une constante, 

on choisit ~ de fa¢on que d~ off dh soit ~gal ~ p(~r~+ ~ )  off p e s t  un 
invariant  r~el posit if ;  on d~finit ainsi une s t ructure  ~'~ de groupe s t ructural  G~' 
qui pout 6tre 6galement d~termin6e localement  par  les formes 

t e s t  r~el; la forme ~ est alors invarianto et si % A A ~ =4=0, on oil ~t 
pea t  choisir en ehaque point un corepi~re distingud tel q u e :  ~ - - k n  ~ - - k  ~1 
(oil k~ = ~). 

Si ~ ~ = ~ - - ~  (oh ~ est un invariant  tel que d ~ A u 2 A ~ = 0 ) ,  la 
s t ructure  ~'~ est isotrope. On obtient las ~quat ions:  

d~: 1 - ' 7 : 1 A ~ , +  A~-~+ A 
(26.16) d~" - -  - -  l~u ~ A ~', 
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i est une  forme lin~aire en ~ ,  ~ ,  ~ ,  ~:~ et du~, la forme n~ 6tant l in6aire O~ ~ 
en ~l, ~', ~', ~ ,  du~ (telle quee le coefficient de ~:~ ddpend d' un  param~tre  v). 
Le syst~me " ~  ~ ~', ~1 - -  ~ ,  ~ _-- ~ , ~  ~ h n' ~tant pas en involut ion,  on le 
prolonge et l ' on  obtient  le syst~me en i n v o l u t i o n : ~ - - ~  ', ~2._~2, ~lr._ ~ ,  
~ - -  ~:~,h ' - - -h ,~"  = ~ car  on a :  

d ~ ~ - -  ~;~ A ~ ,  

(26.171 d~ 1 = - -  ~ + ih ,~' A ~:~, 

d <  f f i . ,  A ('~I - ~ 

oh 0 est une  forme lin~aire en ~' ,~:-', ~' , ~ ,  du[, du~, dv (d~finie modulo ~*). 
Supposons d~sormais les donn~es ana ly t iques :  en raison de l '~ tude faite 
dans § 4, le pseudogroupe des automorphismes locaux de la s t ructure  consi- 
d~r~e est un pseudogroupe de Lie au sens large. 

2. Si ), el h sont des constantes, X n' dtant pas nulle, la s t ructure  ~' est 
isolrope; on a l e s  ~fquations: 

d%' = % A 12~I - -  i l )  + - -  2 + ih + 1 ~:' A ~:' + 0 A u S. 

u ~-" - 1 7 - -  ~ ~ ~ est en involut ion:  on Le syst~me prolong~ ~'~ - -  ~ ,  ~ ~ ,  ~l _ ~j, --- ~ 
a encore un pseudogroupe de L~. au sens large. 

3. Si ~ -  0 el si h est une constante non ~uUe, on peut  ddterminer  la 
forme ~ (~t un  facteur  constant pros) de fa~on que d~: ~ - -  O. On obtient ainsi 
une  s t ructure  %" (subordonn~e ~t ~') qui est isolrope et dont le pseudogroupe 
des automorphismes locaux est dgalement un pseudogroupe de LI]~ au sens 
l a rge ;  on a en ef fe t :  

d~ ~ - - ~ ' A % +  A % +  A~*, 
d= ~ "-  O, 

(26.19) du~ - -  ihu' A ~:~, 

d%~ ---- %~ A %' + (ih + 1)~ * A ~ + 0 A ~:~, 

et le systi~me prolong~l~ "~ -~ ~ ' ,  I-~ = "~, ~ - -  ~ ,  ~ = ~ est en involution. 
k un fac teur  constant  pros 4. Si  ~- -h-~-O,  on pent  d~terminer  u~ 

' - - O .  On d~finit ainsi une  s t ructure  s" de groupe (d'ofi n~) de fa¢on que ~ 
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s t ructura l  G (of. cas 1°). Cette s t ructure  est isotrope et localeme~t homog~ne 
car  on a l e s  ~quations:  

(26.20) 
d~"  - "  0, 

off ~ est une forme lindaire en ~ ,  ~ ,  ~', ~ ,  et du~. Le systCme n ~ = n  ~, 
g ~ ' ~  ns dtant en involution, le pseudogroupe des automorphismes locaux de 
la s t ruc ture  est u n  pseudogrou~e de Lie de type infini. 

L' dtude faite duns § 26 peut  se rdsumer  de la mani~re su ivante :  dtant 
donnde sur  une  varidtd V~ une s t ructure  presque complexe telle que la torsion 
ne soit pas nulle, on pout en gdndral ddterminer  canoniquement  on ehaque 
point un cor~pere distingud {notamment lorsque le champ O associd k la 
s t ructure  n ' e s t  pas eomplbtement intdgrable);  dans le cas eontraire,  le 
pseudogroupe des automorphismes locaux de la s t ructure  est un  pseudogroupe 
de L]~ de type infini  ou un pseudogroupe de LZE au sens large. 

27. - Probl~me d'~lquivalence des structures presque hermitienues. 
Soit sur  une vari~t~ V 4 une s t ructure  presque hermi t ienne  S telle que 

la deuxi~me torsion de la connexion hermit ienne assoei~e ~ la s t ructure  ne 
soit pus nulle.  Cette s t ructure  S peut Ctre d~finie dans ]e voisinage U d ' u n  
point de V 4 par deux formes de PFAFF complexes 01 et 0: telles que la m~trique 
hermi t ienne  et la forme ext~rieure ~ correspondante s' ~crivent respect ivement:  
ds' ---- 01~ t -t- 0:0' et o ~_ i~01 A ~t + 0~ A ~2). 

Les diff~rentielles dO l e t  dO ~ v~rifient les ~quations (ef. (22.3)): 

dO' = 0' A 01 + O' A 0~ + l~'0' A o, + ~ '  A ~', 
d~' - -  0' A e,' + e, A 6~ + 1~'~ l A ~' + ~'~' A ~', 
o~ + ~ = o, e; + ~; = o, o~ + e~ = 0. 

En ehaque point on peut  choisir une  famille. F de corep~res unitaires tels 
que les composantes du tenseur  d~finissant la deuxi~me torsion soient respec- 
t ivement  un nombre r~el positif et O; k cette famille F est associ~e une 
s t ructure  ,S' subordonn~ie ~t S (de groupe s t ructural  g sous-groupe de U,) 
d~termin~e loealement  par  les formes complexes o) ~ et ~o ~ telles que :  

d ~l)i ~ o)i A co~ -~ to ~ A ¢oi.+ C tco~ A o)z + A~ ~ A o)-~, 

(27.1) d ¢°~ - -  to~ A to~ + to ~ A ~o~ + C~to ~ A to~, 

% ~,=0, ----O, + - - 0 ,  

oh A est un invar iant  rdel positif;  la mCme s t ructure  peut Ctre ddterminde 
loealement par  les formes 

T~l  =..= f. i ~L tO 
(27.2) ~:~ __. ~ , 
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oh 

ulu ~ --- 1, " -  1, = 1, soit : - -  

u~ ~ et u~ ~ d~terminent  en ehaque point une t ransformation de g lequel  est done 
~t un param~tre  r~el;  g ]aisse invariants  deux .sous-espaces  suppl~mentaires 
St deux dimensions de R ~. P a r  suite St la s t ruc ture  S '  sont associ~s deux  
champs C~ et C~ d'61~ments de contact suppl~mentaires X~ et X~ ~t deux 
dimensions (d~finis respect ivement  par  to ~ - -  0, ~ - -  0) ; X~ et X~ sont inva- 
r iantes par  l ' au tomorphisme ~ , ;  done (el. § 12) ~t la s t ructure  S '  sont ~gale- 
ment  associ~s un  champ d' involutions ~ telles que ~ --- ~ , ~  et un champ 
d 'au tomorphismes  g,~ - -  ~ x .  I1 en r~sulte que la s t ructure  S '  est 6galement 
subordonn~e k une s t ructure  infinit~simale r6guli~re de groupe s t ructura l  
isomorphe i~ L , ' X  L /  (cf. §. 33). 

Aux formes n ~ et u '  sont assoei~es les formes n~, ~:~, n~, u~ telles que :  

~__ ~ du~ 
T~i ~ (0 i 

Ut 

Par  differentiat ion des ~quations 

par  suite : 

? 

dE (27.3), on obtient : 2 ~ -~- ~u~ ---- 0 et 

(27.5) 2u~ + % %. 

est done un invar iant  pour la s t ructure  S'. Sont La  forme 2~o~ -~- ¢% 
~galement invariantes les formes:  

- '~ i ~ ~ i d ~  2 dA, ~oiA~d, ~ A ~ ,  ¢o~A%, do~, d%, ~ - -  --o~jA%, 

- -% %, a Afi . 
Remarquons  que les formes ~ ,  ~ ,  ~ ,  ~ d~finissent la eourbure  de la 
connexion hermit ienne.  

D'apr~s  un th~or~me de LEPAe~E (§ 15}, aux formes dQ, i d ( ~ A  ~}, 
id{~A to~), ~ qui sont de degr~ 3, correspondent  les formes de PI~AFI~ bien 
d~termin~es 0, 0~, 0~, 08 telles que :  

(27.6) (on a : 0 --  O~ -~- 0~). 

La  condition n~cessaire et suffisante pour  que la s t ructure  soit subordonn~e 
~t une s t ructure  presque kahl~rienne est que 0 - ' - 0 .  

Les formes ~2, ito t A ~t, i~o ~ A ~  ~, ia)~iA ¢o I ~tant r~elles, les formes 
O, 0~, 0~, 0 a sont r~elles ~galement ainsi que dA et i(2¢o~ + ¢o~); l ' nne  d 'e l les  
pent  s' 6crire : ~(o ~ + ),~¢d + ),~¢o ~ --l- ),~m ~ . 

Attnttli di Matematiect I t  
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1 °) Si l 'une au moths des formes de P f a f f  invariantes n' est pa~ nulle, 
on peut  d~terminer  en chaque point un  corep~re distingu~ tel que l ' une  de 
ces formes s' ~crive kt(n i 4- =l) -I- h~ ~ -! h ~2, ki et h ~tant des invariants  
(k t e s t  r~el positif). Si },~-----0, on choisit la forme n ~ de fagon que la forme 
invariante  soit ~gale ~ k~(rd-+-~s), k2 ~tant un invariant  r~el positif. La 
forme n t est alors d~fiuie au signe pr~s. 

2 °} ~i toutes les formes de Pfaf f  invariantes sent nulles, on a alors 
une s t ructure  subordonn~e / t u n e  s t ructure  presque k,'thl~rienne et les deux 
champs C~ et C s sent  de plus compl~tement int~grables. Duns ce cas comme 
d(to~/\ ~ ) -  0, la forme to~ peut s' ~crire a,tot-+ - azto s e t  1' on a :  

(27.7) ~ : _  ud(a , - ,  as ) u ,  ~,' ~: + ~,' = '  = a , ( u l t q '  + a,(~',)~= ' = a , '= '  + a~'= ~. 

=) Si  la forme ~ n' est pus nutle, on dfitermine en chaque point un 
corepbre distingufi tel que a, '  soit r~el positif (on a 4 dfiterminations pour ul} 
o u s i  ai ~ -0 ,  t e l  que a~ soit r(!el posit if  (5 dfiterminations pour u~}. 

e.st nulle, la s t ructure  S'  est isotrope et localement ~) 8i  la forme % 
homog~ne. On a en ef fe t :  

+ A 7=~ A ~ ,  d =  ~ - -  - -  2=  ~ A =~, 

off A est une  eonstante posit ive;  la differentiat ion de ces ~quations montre  
que :  d n ~ - - n n ~ A  ~ ,  avec n - -  Nous obtenons done en d~finitive les 
~quations : 

d= ~ - -  =t A =~ -+- A~ ~ A ~ ,  
t (27.8) d = ~ =  - -  2=: A =~, 

d-~ = A'=: A =', 

- - t s o n t  ou ~ est une forme lin~aire en ~ ,  ~t, ~ ,  ~ ,  du~: les fermes ~ ,  ~ ,  ~ 
d~finies sur  ]a vari~t~ des corep~res d~terminant  la s t ructure  ~ '  (cette varlet6 
est St 5 dimensions r~elles). Les ~quations (27.8) sont les ~quations de struc- 
ture d' un  groupe de Lie ~ 5 parant~tres rdels ; on en d~duit que le pseudo. 
groupe des automorphismes locau~ de la structure est dquivalent ~ un pseudo. 
groupe de Lie ~ 5 paramdtres. 

Si l 'on  pose : ~ = 01 + iO*, r~ ~ - -  0 ~ + i0 ~, r:, - -  - -  ~ (0 t, 0 ~, 0 ~, 0 ~, ~tant 
des formes raelles), on obt ient :  

1 ~ 0~ 0~ d 0 ' = ~ 0  Ao ~+A(o'A - Ao% 

1 0~ 0~ 0~ 0~ dO ~ = - ~  A - - A t 0 ' A  + A03t, 
(27.8a) 

dO ~ = - -  0' A 0 ~, 

d 04 " "  0 a A 0 ~, 

dO ~ - -  4A~0 ~ A 0'. 
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Le groupe de L~E admet un  sous-groupe distingu~ ~ 2 parambtres (d~fini 
par 8 ~ -  0 ~ ~ 0  ~- -0)  isomorphe au groupe des translations du plan, le 
groupe quotient ~tant isomorphe au groupe des rotations k 3 param~tres. 

Gonsid~rons ~ nouveau la vari(it~ V~; sur les raft(it(is int~grales du  
champ Ct (d~fini par  8l--- - 0 ~--- 0), ~ la m~trique (0s)~-t-(0~) " est assoei~e une 
connexion r iemannienue k eourbure constante n~gative ((fgale k --4A~). Sur 
les vari~t~s int~grales du champ C.~ (d~fini par 03 ----0 ~--- 0), i~ la m~trique 
(0~)~-~ -(0~) ~ est associ~e une connexion r iemannienne k courbure nul le ;  ces 
vari~t~s int~grales sent munies d 'une structure d'espace loealement euelidien. 

Les r(isultats de § 7 peuvent  se r~sumer de la mani~re suivante:  6taut 
donn(fe sur une vari~it~ V~ une structure presque hermitienne, on peut en 
g~nSral d~terminer canoniquement  en ehaque point un corepi~re unitaire 
distingu~ (notamment lorsque la structure n 'es t  pus presque kahhtrienne); 
duns le cas contraire la structure admet une structure subordonn~e isotrope 
et loealement homog~ne dent le groupe structural  est ~ un param~tre r6el. 
Ces r(tsultats sent conformes au th~orbme 6.2 puisque l ' on  peut associer 
cauoniquement  une connexion affine k une structure presque hermitienne.  

28. Remarques concernaut le probl~me d' 6quivalence des structures 
prcsque paracomplexes et presque parahermitiennes. 

Sur une vari~t~ V 4 k une structure presque paracomplexe d~termin~e 
par la donn~e de deux champs ~l et ~ ,  non eompl~tement int~grables d'~l~- 
ments plans suppl~mentaires P~ et P~, on peut associer canoniquement  un  
troisi~me champ C d'(il~ments plans P tels qu ' en  chaque point ~ de F~, 
P coupe respectivement P~ et P~ suivant une droi te :  le champ ~ est un  
champ de droites paracomplexes. Le probli~me d'~quivalence se traite par les 
m6mes m(ithodes que pour les structures presque complexes mats est conduit  

envisager un  hombre de cas sup~rieur. 
Si l 'on suppose de plus la s t ructure presque parahermit ienne (les champs 

~ et ~ ~tant toujours suppos(is non compl~tement int~grables), k cette struc- 
ture S sent associ~s canoniquement deux champs C et C' d'~l~ments plans 
suppl~mentaires P et P '  coupant respectivement l '~l~ment plan Pi  (resp. P,) 
suivant les droites D~ et D t' (resp. D 2 et D~'); par  suite k la s t ructure S 
sent associ~s trois champs de (1, 1)-involutions ~ ,  ~ ,  g x  telles que 
~ x - - ~ x ~ - - ~ x  (el. § 12); on peut d~terminer sur V 4 une structure S' 
subordonn~e h S, dent le groupe structural  est h u n  param~tre r~el, s tructure 
~galement subordonn~e k une structure infinit~simale r~guli~re dent  le groupe 
structural  est isomorphe i~ L~ >< L~ X L~ X Li (of. § 33). 

Comme pour les structures presque hermitiennes,  on peut  en g~n4ral 
d~terminer canoniqucment en chaque point un corepbre para-uni ta i re  (notam- 
ment  lorsque la structure S n 'es t  pus presque parakahl~rienne);  duns le cas 
contraire, la s tructure S' qui est alors isotrope et localement homog~ne peut 
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~tre d~termin~fe localement par  les formes r~elles ~o t, ~ ,  to *, ~ '  ou par  les 

ui¢o oil u;u~-- 1, u~u; - -1 ,  u~ = 

telles que les champs ~ , ,  ~ , ,  O, C'  soient respeetivement d6finis pa r :  
~ - - ~ ' - - 0 ~  ~t --'~-~-----0~ ~ "-- ~ - -  0, ~ t - - ' g a  ~ 0 .  

Les diff~rentielles d~' v~rifient les ~quations: 

(28.1) 

du '  - -  - -  2~* A n~, 

d n* ~" --  n~ A ~[ + n ui A n~, 

d~ ~ = 2n' A ~ ,  

d~[ - -  n u  ~ A ~', 

oh n e s t  une constante, la forms ~:~ ~tant une forme lin~aire en n~, nz, n *, n~ 
et du~: 1' ensemble des formes n~, u~, ~:a, ~', ~'~ est d~finie sur la vari~t~ des 
repbres (a 5 dimensions). 

Le pseudogroupe des automorphismes locaux de eerie structure est loca- 
lement ~quivalent ~t un groupe de L~]~ k 5 param~tres. 

CHAPI~RE VI. 

S t r u c t u r e s  p r e s q u e  q u a t e r n i o n i e n n e s  d e  d e u x i b m e  e s p b c e .  

Les r~sultats obtenus dans ce chapitre ont 6t~ exposes en pattie dans [39]. 
Comme dans le chapitre V, les indices latins varient de 1 ~t n et, saul men- 
tion sp,~ciale, les indices grecs de 1 ~t 2n, avec s * ~  s - t -n .  Par contre nous 
n' adopterons pas la notation ~" pour P imaginaire conjugu6e d' une forms 
complexe ou paracomplexe (o'. 

29. G~n~ralit(fs. 
Nous ~tudierons dans ce chapitre des structures infinit~simales r~gulibres 

d~finies sur  une vari~t~ e l , ,  r lois diff~rentiable (r ~ 3), de groupe struc. 
t u r a l ~ ' .  (c[. § 13). S i n  est pair  (n-~  2p), la s tructure ~ sera dire presque 
quaternionienne de deu~me  esp~e (de groups structural  f/'~). Les structures 
presque quaternioniennes,  dent  le groups structural  est le groups lin~aire 
quaternionien L"p ont 6t~ d~finies par  C. EHRES~ANI~ [24]. 

I1 r~sulte des propri~t6s ~tudi~es dans § 13: 
Tm~oRV.m~ 29.l. - gut  une varidtd V,, une strudure infinitdsimale rdgu. 

U~rs, de groupe structural "~,,~ est ddterminde par la denn& d' un triplet 
(Cl, Ca, C,) de ~hamps deu~ lois diffdrentiables de n-dldmeuts de contact X , ,  
X, ' ,  Y .  deua~ ~ deu~ suppldmentaires ou par la donnde de t 'un des couples 
(~, ~), (~, g), (~, g) de ~hamps d'automorphismes ~ ,  ~w, g~ de l'espace 
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tangent  Tz  a V , ,  a u  po in t  a: ~ V~,, gets que (~)'~ - -  - -  1, (g~)' = 1, (g~)~ - -  1, 
~ . ~  ~ -  ~ - - $ ~  ou encore p a r  la doande d'  u n  c h a m p  d 'au tomorph i smes  
g~, et d' u n  champ de n-d ldments  de contact rgets. 

A la s t ructure  est assoei(te un quatr ibme champ C~ de n-~flfiments 
Y,'  = ~ , Y . .  

La mgme s t ructure  ~ peut t i r e  d~terminfie par tout triplet [C(e~), C(~), C[~] 
de champs d~pendant de trois constantes arbi traires ~,, I~, ~ ;  mats tout 
triplet [C(~, ), C(~ ), C(~)] de champs dfipendant de trois fonction arbi traires  
Ih, ~ ,  ~ dfitcrmine une famille ~ ,~e ,  de s t ructures  de mgme esp~ce que la 
s t ructure  ~ mats non la mgme s t ructure  (~}. 

30. Connexions  afiines associfies K une s t ruc tu re  ~ .  
Dans le voisinage U d ' u n  point de V~,, une s t ructure  ~ peut gtre dfiter- 

min~e par  la donnfie de n formes de PFAFF complexes to~--a~+ iac ~' (s = 1, ..., n) 
relies que les 2n formes r6elles ac~, ac" soient l in6airement  ind6pendantes,  les 
champs C~, C2, C~, C 4 ~tan~ d6finis respeet ivement  par  les fiquations: 

a s _ _  a sr acs _.[_. as t 
(30.1) O v - -  ---0,  0 " _ - - _ 0 ,  acv-----.O, ac , - -O ( s - - 1 , . . . , n ) .  

La mSme s t ructure  peut ¢tre d~termin~e par 2n formes de PZ~AFF complexes 
~t Z t ,  -= u¢o,  off les u, song des fonetions locales difffirentiables St valeurs 
rdelles, dfiterminant en chaque point w z U une t ransformation d e L , , .  

A la s t ructure  ~ qui est ~ la fois subordonnfie k une s t ructure  presque 
complexe et St deux s t ructures  presque paracomplexes,  on p e u t  associer cano. 
n iquemen t  trois connea~ions affines,  dist inctes en gdndral : 

1) la connexion (A) que nous appellerons connexion associfie au champ 
d 'au tomorphismes  Sx (c 'est-st-dire St la s t ructure  presque complexe), d~finie 
par les formes rdeltes to[ (lin6aires en ¢d et ~t} telles que :  

d(a s E o~ t /~ ¢0~ "4- E A~t¢o t A °~l "4- Z Ba~ /~ to ~, 
(30 A) A tsz "4- AtSt --- O, Bt~ + Bz~t - -  0 (s, t, l -~ 1, ..., n) 

off les AtSt st Bt~ song complexes. 
2) la connexion (B) associfie au champ d 'au tomorphismes  ~K~, d~finie 

8 (lin6aires en a ~ et act,) telles que :  par les formes r6elles act 

s t~ Y da'  - -  Z a t A ac~ + Z at~a t A a~ + S. at,t,a A ac , 
,' ,' t, (s, t - - 1 ,  . . . ,  n) 

(30 B) da¢ - -  Z a t' A act, -4- E atq,a A a~' -t- Z at~ra t A aZ, 
(~, ~, ? -  1, ..., 2n) ac8 s, a ~  -4- a,t[3 

t " -"act  v , - - ' 0  

(~) Ceci cor r ige  ee qui  a 5td dcrit  duns [39]. 
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3) la connexion  (C) associde au  champ  d' au tomorphismes  g , ,  ddfinie 
par  los formes rdelles 0[ (lindaires cn 0 ~ et 0 ~') telles q u e :  

d Os = Y~ Ot A O~ q- E btStO t A 0 t 4-  Y" l,s at, ~t,z,,, A 0t', {s, t = 1, ..., n) 
~a v Gtv (30 C) dO s' - - -  Z 0 t' A 0~/ - t -  Z t,t,z,v A Or' 4 -  Z b~O t A 0t, ($, ~, y = 1, ..., 2n) 

= o,;', bg, + = 0. 

Lea a~r et b~r sont r~els. 
s t  t '  • $ l~tlt tat r Los formes Z A[t~ot A tot ; Z a[t~ t A a ,  Z at,t,a A a ~' ; Z baO A 0 t, Z t,t,t,v A or' 

dfifinissent respcc t ivement  la p r e m i e r e  tors ion  des connexions  (A), (B) c t  (@. 
• St  * 1~ s A t  f De mgme los formes Z B[t~ t A -~t ; Z a[,t,a t' A a t ,  Z at~a t A a t ; Z t,t,t,o A 0 t', 

E b~O t A Ot dfifinissent respeot ivemcnt  la deu~ i~me  tors ion  de ees eonnexions.  
On pourra i t  f igalement pour  ehaeunc  de cos connexion•  dfifinir lc tenseur  de 
courbure  et dfiduire les relat ions gfinfiralisant les identitfis de BIAlqoItI. Oomme 
pour  los s t ruc tures  prcsque  pa rahermi t i ennes  (§ 22), on pout  dfimontrer  quc 
si 1' un  au  moins  des deux  champs  Q ou C4 (resp. 0, ou C~) est compl~tcmcnt  
intfigrablc, la connexion indui te  par  (B) (resp. (69) sur  ses varifitfis intfigralcs 
est /r eourbure  nulle.  

On pent  ficrirc los fiquations (30 B} par  e x c m p l e ,  sou• la  fo rme:  

~ V ~  8 t 8 8 ! dO • - -  Z 0 t A a[ -1- Z (a[t 4-  aa 4 -  ata, 4- at,r)(O t A Ot 4-  or' A Or') 4 -  

8 t 8 8 t 
-4- ~ Z (atS~ 4 -  an - -  ata, - -  at,t,)(O t A 0 t' -4- 0 t' A Or). 

2 V 2  
(30 B'I (30 B'I ) Tj
1 0 0 1 248.16 363.84 Tm
1 1 1 rg
/F8 5.52 Tf
0 Tc
0 Tw
90 Tz
(l ) Tj
60 0 TD
1 1 1 rg
/F6 5.04 Tf
0 Tc
0 Tw
100 Tz
(8 ) Tj
3.60 0 TD
1 1 1 rg
0 Tc
0 Tw
(v ) Tj
23.76 0 TD
1 1 1 rg
/F8 5.52 Tf
0 Tc
0 Tw
90 Tz
(8 ) Tj
31.44 0 TD
1 1 1 rg
0 Tc
0 Tw
(8 ) Tj
3.36 0 TD
1 1 1 rg
0 Tc
0 Tw
(! ) Tj
1 0 0 1 275.76 356.88 Tm
1 1 1 rg
/F1 9.60 Tf
0.30 Tc
0 Tw
88 Tz
(art ) Tj
13.44 0 TD
1 1 1 rg
1.34 Tc
0 Tw
(-- ) Tj
1

1 , 8V + ~ ~ (ah + tan + at,,, + ia;',,)(o~t A ~t + ~t A o~*) 

d' oh  : 

at,z, - -  ata,)0 r 4 -  

(30.2) v ~  (s, t - "  1, . . . ,  n) 
s, s at, l,)0t .4- Z (a~t - -  aa - -  ata, -t- ; 

8 1 Z , s • s, 8 • s, - t  ~ - -  at .+. ~ tart + *aa -t- at,~, .4- zat, z,)to 4- 

1 ~  • $ . $1 o 81 
(30.3) (s, t = 1, ..., n). 
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8 ~8 8 8 Deux des connexions coYncident si a~-----o)~ ou ~ t - - t  ou 0 t - - t o t  
(s, t = 1, . . . ,  n)  ; d' : 

T ~ o ~  30.1 - Pour que deux. des trois connexion coincident, il faut  
et il suf f i t  que la deuxi~me torsion de la troisiOme connexion soit nulle. 

Par  consequent si la s tructure d~rive d ' u ne  structure complexe, les 
connexions associ(!es aux automorphismes ~ et g ~  col'ncident (on a alors:  
8 S 

En particulier pour que les trois connexions coYncident, il faut et il 
suffit que la deuxi~me torsion de deux des connexions soit nul le ;  cette con. 
dition r~alis~e, en raison des formules (30 B) par exemple, la premiere torsion 
de la connexion unique est nulle. Inversement  si l 'une des connexions est 
torsion nulle, les trois connexions coincident. Les quatre champs C~, C~, C a, 
C~ sont alors compl~tement int~grables. I1 r~sulte d ' u ne  propri~it~ d~montr~e 
pr~c~demment que la connexion induite sur les vari~t~s int~grales des quatre 
champs est ~t courbure nul le ;  la torsion ~tant nulle, la s tructure induite sur 
ces vari~t~s est int(~grable: D 'oh :  

TH~OR~]~ 30.2. - Pour que les trois conne~cions coincident, il faut  et il 
suffit que les quatre champs C~, C~, C~, C~ soient compl~tement intdgrables. 
La  structure induite sur leurs varidtds intdgrales est alors intdgrable. 

Tout champ C(~) de n-~l~ments X ,  d~fini localement par  les ~quations: 

(30.4) a' + ~:¢*' - -  0, (s - -  1, ..., n), 

oh ~ est une constante, est de m6me compl~tement int~grable. Ces champs de 
n-~l~ments d~finissent sur  V ~  une famille & un  param~tre de feuilletages: 

Si les donn~es sont analytiques, la torsion ~tant nulle, la s tructure sur 
112,, d6rive d ' une  structure complexe. 

Pour  que la structure ~ soit intdgrable, il faut et il suffit que la cour- 
bure et la torsion de l ' une  des connexions soient nulles (en raison d ' une  
remarque de § 6j; les trois connexions coYncident alors. I1 existe duns le 
voisinage de tout point  de V~,, un systi~me de coordonn6es locales wt, ..., w,, 
yt, ..., y ,  tel que les champs C~, C~, Cs, C 4 soient d6finis respectivement 
par les ~quations: 

(30.5) d(x~ - -  ys) ___ 0, d(x 8 -t- ys) _-- 0, dy ~ ~ O, dx m ~ O, (s "-  1, ..., n). 

Suivant le th~or~me 6.2 le pseudogroupe des automorphismes locaux de la 
s tructure est localement ~quivalent au groupe affine de /~"  dont le groupe ~ ,  
est le plus grand sous-groupe homog~ne. On peut  d'ail leurs d~montrer direc. 
tement que les changements  de coordonn~es locales 

(30.6) X 8 = . . . ,  x , " ) ,  ..., y , ) ,  (s = 1, ..., n) 
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tels que les champs C,, C~, C~, C~ puissent 6tre ddfinis pa r :  d(X ~ -  Y~)---0, 
d(X ~ -4- Y') ~-- 0, d Y  ~ - -  O, d X  ~ ~ 0 sent des changements de coordonnfies 
lindaires. 

Dans la suite de ce paragraphe, nous supposerons n pair  (n--2./9). Les 
indices latins varieront de 1 St p, les indices grecs de 1 St 2p, avec s ' - - s - t - p ,  
La structure ~ est alors une structure presque quaternionienne de deuxi~me 
esp~ce; dans un voisinage U elle pent ~tre ddterminde par les 2p formds de 
PFAF'F complexes l indairement indfipendantes n~ - -  co~ -4-/~e, 7:¢ - -  co - -  ~cos 
(s ~ 1, ..., n) ou par 2/) autres formes ~----- E a~: a, les fonctions complexes a~ 
ddfinissant en chaque point une transformation du groupe lindaire quaternio- 

- "  ' a~' ) .  nionien de deuxi~me espi~ce "L"v (a~--a t , ,  at, = 
Los fiquations t30A) dfifinissant la connexion affine assoeifie aux auto- 

morphismes $= peuvent s 'ficrire: 

(30 A ' )  

t+Y~=t'A=~,+Y~ll~=~A=~+Y~K~A-~, (s, t = l ,  p )  

dr:~'---- Y, = t  A =~' + ~ =t, A r:~; + " " ' -  - H ~ =  ~ A =~ "+ E K~=~ A =~, 
- - 8  t 81 - - 8  

t " -  7r'tt ~ ~ t  - - "  7~t~. 

(On  a : 2r:g = co~ + " " ' - "co~ ~ "to' uot + cot, ~ t,, 2r:t, = o~ + i t 4 '  - -  t4" + ~ t,). 
Une structure presque quaternionienne de deuxi6me esp6ce ini6grable 

sera dite qualernionienne de deux, idme esp~ce. D' apr6s ce qui a fit6 d6montr6 
pr6c6demment, on obtient seulement des varidt¢s localement affines. 

Remarquons qu 'une  structure presque quaternionienne pent  gtre ddfinie 
localement par  2/9 formes de PFAFI~ complexes u~ ou par  2/9 autres formes 

_ B t 81 ~- - -~ .  a~= = (avec a~-~-av, a t - - " -  a~,). On peut  associer canoniquement  ~t 
une telle structure une connexion affine d~finie par  des ~quations analogues 
St (30 A) mais off les formes ~ v~rifient les relations: 

t - - t t  t I - - t  
r:,  = ~ ,  = .  = - -  =~ ,  ( s ,  t = 1 ,  . . . ,  p ) .  

C. EH~ESM~-N~ a ddmontr~ [24] que route vari~t~ quaternionienne est locale. 
ment  affine. 

31. Courbure et torsion conformes. 
Supposons dfifinie une structure ~ sur une varifit~ V~,, (n ~tant quelcon- 

que); consid~rons la famille ~ de structures de mgme espi~ce. Si ] 'on 
fixe en chaque point ] 'automorphisme ~= (c'est-st-dire la structure presque 
complexe), on obtient une famille ~1  de structures {d~pendant d u n e  fonction 
arbitraire k~); chacune de ces structures pent ~tre d6finie localement par les 
n formes complexes 

~:(~.~) ~ ~t~)~ - -  ~(o:" + i~"') ( s  ~ 1, . . . ,  n ; s'  ~ s + n) ,  



P. Lm~R~NN: Sur le probl~me d'dquivalenee, etc. 113 

la s t ruc ture  ~ ~tant d~ftermin~e pa r  les formes ~s, ~ ou 0", 08' d~finies par  
130.1); on peu t  supposer  la fonct ion ki de module  I ( k i - - c o s  pt + i s i n  Pl off 
p, est r(lel). Les  champs  (C~)~1, (C~)~1, (C8)~1, (C4h~ associ~s ~t la s t ruc ture  ~z~ 
sont d~finis respec t ivement  par  les ~quat ions :  

(as __ =s,) cos p~ - -  (~8 -t- ~s,) sin pt - -  0, (~" + a 8') cos Pl + (~8 __ ~8,) sin Pi - -  0, 

(31.2) =8 sin p, -t- as' cos p, ~ 0, =" cos p, - -  =v sin p, - -  0, 

(s = 1, ..., n). 

Les automorphismes (~=)x~ et (~=)~ peuvent ~tre repr~sent~fs respective- 
ment  par  : 
(31.3) ~= cos 2pl ~ ~ =  sin 2p,, ~= sin 2p~ + ~ =  cos 2p~. 

De m~me que pour  les s t ruc tures  p resque  he rmi t i ennes  et p resque  para- 
he rmi t i ennes  (§ 25), on peut  d~finir  une  courbure  et une  torsion conformes 
cor respondant  ~ ]a connexion  (A) (assoei~e aux  au tomorph i smes  ~=). En  d~si- 
gnant  par  ~8, r~, Q~ les formes d~finissant  respec t ivement  ]a premibre  torsion, 
la deuxi~me torsion, la courbure  de la connexion  (A), on d~finit la couvbure 
conforme par  : ~ ~ 
(31.4) II~ = ~t __ ~ 

n 

la premiere torsion conforme p a r :  

(31.5) n .  = ~ . _  ~, A ~ '  
~ - - 1  

Off.% ~ 2 E A~o)t est invar ian te  par  tout  changemen t  de corepbre appa r t enan t  
L .  ; la deuxiOme torsion conforme est par  d~finit ion ident ique  k la deuxibme 

• , - -  ?~ --  -~t t ransform~e en ( I ) / ~  (I)~ + 2(n - -  I) ? pa r  la torsion. La  forme 

t ransformat ion  u.  ---- ),~to 8 sera appel~e forme de torsion associ~e ~t la connexion  
(,4) (el. s t ruc tures  p resque  symplect iques  et s t ruc tures  subordonn~es).  Le  
m6me ra i sonnement  que pour  les s t ruc tures  p resque  he rmi t i ennes  et p resque  
pa rahe rmi t i ennes  (§ 25) condui t  aux  th~ior~mes su ivan t s :  

T ~ o ~  31.1. - Etant donnde une structure ~,  pour qu' i l  ewiste une 
]onction diff~rentiabte ~, relic que la structure ~z~ soit intdgrable i t  faut et 
pour n > 2, il ~uffit que la courbure et la torsion conformes soient nulles. 

Si n ~ 2 ,  ][I s - - 0  et II~----0 en t ra Inen t  d ( I ) ~ 0 .  Si n----2, on a I P - - 0  
iden t iquement  mats  il faut  imposer,  outre  la condi t ion II~---0, la condi t ion 
d ¢ t - - 0  pour  que la s t ruc ture  ~ soit int~grable. 

Les condi t ions  du th~or~me 31.1 ~tant r~alise6s la fonct ion ),~ est d~finie 
un  fae teur  constant  pri~s. On d~montre  de mani~re  ana logue  le th6or~me 

suivant  : 
TH~O~M~E 31.2. - Pour qu'it existe une fonction ;L, telle que les champs 

(O~)x,, (C~)x~, (C~)~,, (C,)~ soient compl~tement intdgrables, il faut et it suffit 
qae ta torsion conforme et la diffdrentielle de ta forme de torsion soient nultes. 

A#~cdi di Mat~matiaa 15 
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Gontrairement  aux s t ructures  presque sympleetiques (et s t ructures  subor. 
donn~es), la condition I I ~ - - 0  n' ent ra ine  pas n~cessairement d ¢ l - - - 0 .  

En ~ixant en chaque point l ' au tomorphisme ~x (resp. g~),  on obtient 
des s t ructures  ~ (resp. Vx,) d~pendant d 'une fonction arbi traire  ~,~ (resp. ~). 
Si l'on fixe ~x (c 'est-~-dire les n-~16ments X .  et X,~), chaque s t ructure  ~z~ 
peut  6tre d~termin~e localement  par  les n formes paracomplexes 

(31.6) " ~ " ~' ~(~) - -  0{~,) + jO(~} = ~(0 ~ + j O  ~') (s - -  1, ..., n) 

off )., est un nombre paracomplexe que l 'on peut supposer de norme 1 
0', - -  ch ~ + j  sh ~ ,  ~ ~tant r~el) ; on a : 

(31.7) (~)~, = ~ ch 2~  - -  ~ sh 2 ~ ,  ( ~ ) ~  - -  ~ sh 2~  -~ ~ ch 2 ~ .  

Si l 'on f ixe ~ (e 'est-~-dire Yn et Y,'), ehacune des s t ructures  ff~ peut  
~tre d~termin~e localement  par Ies n formes paraeomplexes  

(31.8) ~ ~ " ~' ),~(a ~ J,-j:¢~') {s .~- 1, ..., n) 

off ),~ ----~ ch ~ -+-j sh ~s ; d' off les automorphismes 

On peut  d~finir pour  chaeune  des connexions (B) et (C) une  courbure et 
une  torsion conformes, ainsi q u ' u n e  forme de torsion. Les th~or~mes 31.1 et 
31.2 s' appliquent aux s t ructures  ~x, et ~z~- 

32. Structures ~ groupe structural isomorphe au groupe orthogonal 0, , .  
Le mSme ra isonnement  que pour les s t ructures  presque he rmit iennes  et 

presque parahermi t iennes  montre  que les seules structures ~ i~otropes sont 
intdgrables; par  contre nous allons montrer  qu 'on  obtient des s t ructures  iso- 
tropes non int~grables en consid~rant des s t ructures  ~ '  subo~donn~es aux 
s t ruc tures  ~,  de groupe s t ructura l  isomorphe k 0 , .  

Si  1' on se donne sur une vari~t~ V~n une s t ructure  ~ [d~termin~e par  
exemple  par  un  triplet  (Ct, C~, C3) de champs de n-41~ments X . ,  X,/, Y.] 
et une  forme diff~rentielle ext~rieure ~ (de degr~ 2, de rang 2n) telle que 
les n-~l~ments X, ,  X,', Y~ soient int~graux de ~, on d~finit sur  V2n une 
s t ruc ture  ~ '  dont le groupe s t ructural  G est isomorphe fi 0,~: cette s t ructure  
est subordonn(ie k une  s t ructure  presque hermit ienne et ~ deux s t ructures  
presque parahermit iennes .  Loealement  une  s t ructure  ~ '  peut  etre d~termin~e 
par  la donn~e de n formes de PIlaFF complexes l in~airement ind~pendantes 
¢o8 - -  a8 4. iaa, (s "-  1, ..., n) telles que la forme ~ s' ~crive: ~ -~- i E co~ A ea~ - -  
- - 2  a 8 A a,,, le champs C~, C~, C2, C~ ~tant d~finis par les ~quations {30.1). 
h cette s t ruc ture  sont associ~es une m~trique hermi t ienne  ~ ~ ~ W'¢o~ et deux 
m~tr iques  parahermi t iennes  ~ ' - -  ~ (~¢" ~ j :¢  ')(~ ~ ~o¢.'), ~ ' :  ~, (0 ~-~j0~')(0~-]0~'), 
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d' oh la mdtr ique  r i emann ienne  dfifinie posi t ive F = ~, [(as) t + (as') '] = 
- - :~  [(~s), + (0"):] et les m~tr iques r i emann iennes  inddfinies  

F, '  = ~. [(~s), _ (~s,),] = 2 ~, 0,~,', F,'  = ~, [0') '  - -  (~)'1 = 2 ~ ~,~,'. 

On peu t  associer canon iquement  ~t la s t ruc ture  ~ '  s i x  c o n n e x i o n s  a f f l n e s  
en gfinfiral d i s t inc tes :  une  connexion  hermi t ienne ,  deux  connexions  paraher-  
mi t iennes  et trois connexions  r i emanniennes .  

Si les champ C~ et C~ (resp. Cs et C,) sont complb tement  intfigrables, 
la mfitrique r i emann ienne  F est loca lement  rfiductible [36] c'est-b~-dire il 
existe dans  le voisinage de tout point  de V~, un  systbme de coordonnfies 
locales a~ ~, ..., a: '~, y~, ..., y~ tel que F - -  f~ + .  f~ oil  f~ ----- Y, gs~(~.)d~Sdy t, 

f ,  - -  ~ hsz (y )dy 'dy  t. 

Si les quat re  champs  C,, C~, O~, ~ sont compl~tement  int4grables,  la 
connexion  he rmi t i enne  et les eonnexions  pa rahe rmi t i ennes  co inc iden t ;  la 
s t ruc ture  indui te  sur  les varifitfis intgfirales des quat re  champs  est une 
s t ruc ture  d' espace loealement  eucl idien.  

En  cherchant  les s t ruc tures  ~ '  isotropes, on est condui t  [par le mgme 
ra i sonnement  que pour  les s t ruc tures  p resque  hermi t iennes  (§ 23)] aux  struc- 
tures  ~ '  int6grables (pour n quelconque)  et de plus,  pour  n - - 3 ,  ~ des struc- 
tures  dfiterminfies localement  par  des formes rfielles ~t s, a s' qui  vfirifient les 
~quations : 

da '  = a ~ A ~ 
2 da ~ - -  a '  A ~, 

da '  - -  a '  A a~ 

da ~ = a' A a~ 

(32.1) d ae = ~ A ~, 

da: = a: A a~ 
d~: = a~ a, 

s 
as + ~t - -  0 

+ ~ A  

+ g ~  A 

+ ~ A  

+ a  ~ A 

+ a~ A 

+ a  ~ A 

a~ + a a  ~ A a i + b~ ~ A a' ,  

a_'. + aa '  A a'  + ba ~ A a ~, 

a'~ + a' a 6 A a e + b' a: A a ~, 

a~ + a'a e A a' + b'~ ~ A a', 

o:~ --t- a' a' A ~ 4-- b'a ~ A a ~, 

4- a'b'a i A a ~ -4- aba ~ A a5 - -  bb'(a' A a~ ~ a ~ A a'), 

+ a'b 'a '  A a ~ + aba  5 A a6 - -  bb'(a 2 A a~ + a 3 A as), 

+ a'b'a~ A a ~ "4- aba 6 A a~ - -  bb'(a 3 A a ~ -I- a ~ A a~), 

(8, , =  1, 2 ,  3) 
a, b, a', b" 6rant des constantes.  

L a  s t ruc ture  ~',  au  l ieu d 'gtre dgtermin~e pa r  les champs  Gl, C~, C s de 
n-~l~ments  X , ,  X,/, Y, peu t  gtre d(ftermin6c par  tout  t r iplet  (C'~,i, C(~), C(~ )) 
de champs  de n-(il~iments off ~t,, ~t2, tt8 sont des constantes.  Cherchons  s ' i l  
existe des champs  C(~) d6finis pa r  les 6quat ions a 8 4- ~ta s' = 0 (s - -  1, ..., ~) 
qui  sont compl~tement  in t6grables ;  pour  cela il faut  et il suft ; t  que le 
nombre  ~ v(!rifie la re la t ion :  

(32.2) IL3b ' + I~a + l~a' + b - -  O. 
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Si l ' ( iquat ion (32.2) a 3 racines rdelles distinctes, les ~quat ions (32.1) 
peuven t  se r a m e n e r  ~t: 

(32.3) 
d~:t .,__ ~l/~ ~3 

d~ ~ - -  ~¢~ ~ ~d, 

d ~  - -  ~¢*/~ a~, 

d~4 ~ ~5 A ~6  

d~ ~ - -  ~ A ~', 

d~ ~ = ~ '  A ~ ,  

en ehois issant  en ehaque  point  le corep~re de fa¢on que les a~ soient  n u l s ;  
d'  oh  uno s t ruc tu re  ~ '  sur  la  varidtd S~ X Sa.  

Si l ' dqua t ion  (32.2) a une racine simple et une racine double, les dqua t ions  
(32.1) peuven t  se r a m e n e r  a :  

(32.4) 

d~ ~ - -  ~ / ~  ~3, da '  - -  0, 

d~ ~ : a ~ A a ~, da 5 - -  O, 

da ~ - -  ~d A ~d, da  ~ - -  0, 

d 'o f i  une s t ruc tu re  ~ '  sur  la vari~t~ S 3 X R a ( l ' espace  num~r ique  R 3 ~tant  
m u n i  de sa s t ruc tu re  d' espaee euelidien).  

Si l ' ~qua t ion  (32.2) a une ravine rdelle et deux racines imaginaires conju. 
gudes, les ~quat ions  peuven t  se r a m e n e r  ~ :  

(32.5) 
do} t ~ to ~ /~ (93~ 

d ~  - -  toa/~ ~o ~, 

d ~3 " -  a~l A ¢a~, 

los ¢o~ ~tant  c o m p l e x e s ;  d 'oh  une  s t ruc tu re  ~ '  sur  la  vari~t~ du  groupe  des 
ro ta t ions  complexes  tt t rois  param~tres .  

Si r ~ q u a t i o n  (32.2} a une  racine triple, on se ram~ne  a u x  ~qua t ions :  

(32.6) 

d ~  l ~ O, d ~  _~  a t / ~  ~3, 

d~" - -  O, d~ ~ - -  ~:~ A ~', 

d~ 3 - -  O, d ~  __ ~l  /~ ~ .  

On obt ient  les ~quat ions  de s t ruc tu re  d ' u n  groupe  g ~ 6 param~tres ,  exten- 
sion de R ~ pa r  R 3 [7]. 

En r~sum6 on obt ient  le th~or~me s u i v a n t :  

TIt~OR~ME 32.1. - Une structure ~ '  isotrope est localement homog~ne; cetle 
structure est intggrable ou bien localement dquivalente ~ une structure de m~me 
esp~ce sur  l 'une des varidtds suivantes : S 3 X S~, S ,  X R 3, varidtd du groupe g 
extension de R 3 p a r  R 3 (si la structure ne ddrive pas  d 'une structure comptexe), 
varidtd du  grouse des rotations complexes ~ 3 param~tres (st la structure ddrive 
d ' une  structure complexe). 
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33. Structures k groupe structural isomorphe it Lp X Lp X L~ X L~, 
L'~ X L'~, ou h uu de leur sous-groupes. 

En raison de l'~ftude faite duns § 12, sur une vari~t~ V,~ de dimension 4p, 
une structure infinit~simale r~igulibre de groupe structural isomorphe ~t 
L ~ X L ~  ~ L p ~ L ~  peut ~tre d~termin~e par la donn~e d ' u n  ensemble 
ordonn~ (C~, 02, C~, C~l de quatre champs deux lois diff~rentiables de 
p-~l~ments de contact deux ~ deux suppl~mentaires ou par la donn~e de 
1' un des couples (~, ~), (~, ~), (~, ~) de champs de (2p, 2p)-involutions ~ ,  
~ ,  gffi de l'espace tangent Tx k V~n, telles que:  ~ x - - ~ x - - g x .  

Sur une vari~t~i V~p une structure infinit~simale r~gulibre de groupe 
structural isomorphe ~t L'p X L'~ peut ~tre d~termin~e par la donn~e d 'une  
structure presque complexe et de deux champs deux lois diff~rcntiables C~ et C~ 
d' ~l~ments de contact complexes (el. § 10) suppl~mentaires X ~  et X',~ ou 
par la donn~e d 'un  chkmp de (2p, 2p)-involutions ~ x  et d 'un champ d'auto- 
morphismes ~x tels que : (~x)* - -  - -  1, g~gx "- g ~ x .  

Duns un voisinage U ~ine telle structure peut 6tre d~termin~e par la 
donn~e de 2p formes de PF~]~ complexes lin~airement ind~pendantes telles 
que les champs C, et C~ soient d6finis respectivement par :  

(33,1) to"---O, t~8---O (s= 1,..., p; s ' - -sq-p) .  

La m~me structure peut ~tre d~termin~e par les formes ~ d - - ~  u~to', 
n~,--y~ u,,~8 ou les u, et us, sont des fonctions diff~rentiables complexes. 
Les diff~rentielles dto ~ peuvent s'(!crire : 

(33.2) 
dto 8 ~, t~t A to '  --" t -'1- ~8  

to,,,'- 08, d t o ¢ - - ~ t o t ' A  t - t -  , 
( s - -  1,..., p ;  s ' = s ÷ p )  

s, (d~finies rood. tos,) sont oh les formes complexes to~ (d~ifinies rood. 0)8) et to~ 
lin~aires en to~, to ~', co ~, to~', les formes ~8 et ~8, qui d(~finissent la torsion 
~tant des formes diff~rentielles ext~rieures quadratiques (f~, en t0 ~', ~ ,  ~ ' ,  
~e  en to~, toa, to~'). On ne peut associer canoniquement une connexion affine 

cette structure (qui d~rive de deux structures presque complexes corres-- 
pondant aux champs d' automorphismes ~ ,  et ~ , - - ~ ) .  

Si de plus, on se donne dans l 'espace tangent ~t V4~ en chacun de ses 
points (muni de sa structure d'espace vectoriel complexe I une forme diff~- 
rentielle ext(!rieure complexe de rang 2p dont les sous-espaces X2p et X',~ 
sont des ~l~ments int~graux, on d~termine sur V4~ une structure ~ dont le 
groupe structural G est isomorphe ~ L ~ ;  en effet localement la structure 
peut ~tre d~termin~e par les formes o)8 et to,, ou par les formes 1 d ~  u~to 8 
et ~z , - -~  u~tos, telles que ~ puisse s'~crire : ~ to8 A-o~a := ~ ~d A ~', et l 'on a: 

u~u~,~ t ; le groupe ~ est le groupe ~ d~fini dans § 14. 
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On pout assoeier canoniquement une connexion affine h cette s tructure;  
on pout en offer d6terminer de fagon unique los formes o)~ ~' t et o)v qui v6rifient 
les fiquations : 

d~¢ = Z o)t A o)s t "'1- ~s 
S t 

(33.3)  do),' = Z o)t, A o)t, + ~ " ,  (s, t = 1, . . . ,  p )  

COS t' -4-  O)¢ - -  O, 

oft los formes ~s et ~s, qui d~finissent la torsion de la connexion s' 6crivent:  

~ '  = X(A~o~Ao) ~ + A~,h,tot' A o) ~' + B~o)t A g " + Bt~,o) A ~o -t- ~,~,~, / \ ~, + 

- -  s - - t  s - - t  - -  C ; I c o ) v  - + B['~ 'o)t' A o)~' + CihO) A ~"  + gi~,to A o~ ~'' + - A o)~'), 

(33.4) 

avec : 

st V tt, ~ s '  O)V ^ ~h~ ~3s' (ot~ ^ ~.,h s '  - - h '  + A t # o  Ao) +Dr,h,  /\o) + ~ t , a  / \ w  +-Bta,o)tA 0) -l- (At,h,o) Arc s' t t, 
s' "~a ~ s '  "Z,t' - -  , - , s '  - - t '  -~tt " s ' - - t  + Bta o)t A + ~ t t h  ' W  A o)a' + vt,~o A + (Jtho)  A -~t,) 

At,~, + Ah,t, At~ + A h  = O, ~ " = O, 
St $F $! 8! 

At,~" + Ah,v = O, Ath 4-  Am " -  O, 
V s t t 

J~ta = Bs,h, Bth, - -  Bs,a. 

O~h + C~t = O, 

e~,~, + C%, = o, 

C[,a, + C~,v - -  O, 

On peut de m~me d~finir un  tenseur de courbure ainsi q u ' u n  scalaire 
de courbure, une courbure conforme et une torsion conforme. 

Si la structure ~ d6rive d' une structure complexe, on peut la d~signer 
par presque parahermit ienne complexe;  si de plus les deux champs C~ et C~ 
sont com~l~tement int~grables, la structure sera dire parahermit ienne complexe. 

La recherche de eelles des structures $ qui sont isotropes (cfr. § 23) 
conduit  aux structures $ int~grables et ~ des structures tocalement  5quiva- 
lentes ~ une structure parahermit ienne complexe sur la vari~t6 /)v(C) >< Lop(C), 
Pv(C) d~signant Fespace projectif complexe ~ p dimensions. On obtient ainsi 
un espaee r iemannien sym~trique complexe. 

En se limitant k une isotropie restreinte (transformations unimodulaires), 
on est conduit en outre k des structures localement ~quivalentes ~ une 
structure presque parahermit ienne complexe sur la quadrique complexe fi, 6 
dimensions Qs(C). Cette s tructure sur Q6(C) admet comme groupe d 'automor- 
phismes le groupe simple k 14 param~tres dont G~ et G( sont les formes 
r6elles et dont les ~quations de structure sont les ~quations I23.7) et (23.8), 
oft l 'on  suppose les formes o)s, o)s, complexes et lin~airement ind~pendantes 
dans le domaine complexe. 

La structure peut  ~tre d~termin6e par la donn~e de deux champs de 
g~n~ratrices suppMmentaires de dimension 3, isomorphes ~ P~(C) [24]. 
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