
Equazioni  di equilibrio e di eongruenza,  indefinite 

ed ai l imiti ,  delle lustre semielast iche a doppia eurvatura. 

Memoria di OSVALDO ZA~ABONI (a Bologna). 

S u n t o ,  - ~lediante I'appropriata applicazio~e del principio dei lavori virtuati~ usato suc- 
cessivamente helle due forme variazionali correlative in c~i esso pub esprimersi, ~i 
ricavano le equazioni generali di equilibrio e di co~gr~te~tza delle lustre curve. 

Nessu~a ipotesi viet~e formulata circa Ia legge fisiea che lega le tensio~ti alle defor- 
mazioni, e circa il modo di comportarsi della ~tormate alla s,tperficie media della lastra 
durante la deformazione. 

La  gvande ampiezza ehe assume di conseguenza t~ttta la trattazione si ripercuote 
stt ale~ni visultati gih noti, ad esempio sulle condizioni di equilibrio ai limiti per le 
lustre plane date dal I(II~C~HOFF, te quali risultano valide anche senza le due ipotesi 
fondamentali s~t cui ne f~t basata la deduzione. 

Le  ques t ion i  gene ra l i  i ne ren t i  al modo con eui  l ' e q u i l i b r i o  e la con- 

gruenza ,  in tes i  seeondo i concer t i  de l la  Se ienza  del le  cos t ruz ioni ,  si e sp l i cano  

ne l le  las t re  cu rve  sottili ,  non ha n n o  t rova to  f r e q u e n t i  svolgiment i ,  salvo ehe  

per  i l  easo r e l a t i v a m e n t e  r i s t re t to  del le  cupo le  di ro taz ione  con  forze s imme- 

t r i ehe  r i spe t to  a l l ' a s s e  {~). 

II easo genera le  ~ stato eon templa to  dal L o v e  neI suo classieo testo (2), 

ore ,  a t t r ave r so  una  fa t i eosa  t r a t t az ione  geomet r iea ,  Egli  p e rv i e n e  alle equa- 

zioni  i nde f in i t e  del le  las t re  cu rve  e sp r i me n d o l e  in u n a  fo rma  non  f a e i l me n t e  

access ibi le .  

Le  equaz ion i  ai l imi t i  vi sono poi indicate ,  pi~l che dedotte ,  col la  sola 

g ius t i f i caz ione  di u n a  p re sumib i l e  lec i ta  t r aspos iz ione  all e lus t re  c u rv e  del la  

0) ]~ pratieamente impossibile elencare con esauriente ampiezza le opere e le monografie 
dedicate a quest'ultimo argomento. 

Si vedano ad esempio: 
TH. PSSCtlL, Berechn~eng yon Beh(dte,r,u, (Spri~tger-Berlino, 1926), cap. III .  
~V. FLiiG•E, Statik u~d Dynamik der Schaten, (Springer-Berlino, 193Q, cap. VII.  
0. ZA~AuOI~I, Le equ'azioni di elasticit~ delle cupole di rotazione dedotte elementarmente, 

(,~ Atti R. Aec. delle Scienze Torlnc¢ ,,, voL 73, 1937-38, pug. J_94). 
(-2) A. E. ~ LOVE, A treatise on the mathematical theory o[ elasticity, (Cambridge, 

3 ~' ed., 19"20)~ cap. XXI¥.  
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nota interpretazione di KELVllV e TAI~ delle condizioni ai limiti che il 

KIRCHttOFF assegnb per le lastre piane. 

In ogni mode, dal KIRCHHOFF ai pi~t recenti Autori. ehiunque si ~ finora 

occupato del l 'argomento ha sempre, con diehiarazione pifi o meno esplicita, 

basato le proprie deduzioni su tre ipotesi fondamental i :  validith della legge 

di HOOKE, conservazione della normale retti l inea, trascurabil i th clel lavoro 

del taglio. 

0rbene, insieme allo scopo di assegnare definit ivamente c eomprensi- 

bilmente le eq~tazioni generali  di equilibrio e di cengruenza delle lastre a 

doppia curvatura,  Ia nora attuale si propone di mostrare che le prime due 

ipotesi sono super[lue, e che alla terza si debbono le divergenze tra aleune 

conclusioni e cib che l ' in tuiz ione darebbe come prevedibile. 

La r inuncia  alle prime due ipotesi assieura ovviamente la validith dei 

nostri r isultati  anche per le lastre imperfet tamente elastiehe. 
Tutto i l  seguente sviluppo si svotgerh come applieazione di aleuni con- 

certi fondamentali  introdotti  in altra nora I:~), dei quali diamo qui un eenno 

per la parte ehe ci interessa direttamente.  

Si nora infatt i  ehe, secondo la Scienza dclle eostruzioni, l 'equi l ibr io 

inferno ed esterno di una lastra ~ inteso relat ivamente a ciascuno dei suoi 

tronehi infinitesimi the  comprendono tutto lo spessore della lastra stessa. 

Ed ogni troneo si rit iene equilibrato quando F equilibrio sassiste tra le 

forze esterne ehe lo gravano diret tamente ed il complesso delle sue azioni 

interne. 
Se le prime si indicano con Pc,  e se con Ai si indieano delle azioni 

interne eapaei di equil ibrare nel loro complesso le Pc; se inoltre si ehiamano 

con ~ ,  e, degli spostamenti e delle deformazioni the  nel loro insieme diano 

luogo ad un sistema geometrieamente congruente applicabile alla lastra, 

l 'equazione dei lavori vir tuali  estesa a ta t ta  la sua superficie S si s t r ive:  

¢ 

! i e 

La pr ima somma comprende tutte le azioni interne agenti su ogni tronco 

elementare,  e la seconda l ' ins ieme di tutte le forze esterne. 
leeito assumere per "r~e , ~, il eomplesso dei reali spostamenti,  e per 

Pc,  A i una arbi t rar ia  ma equil ibrata variazione del reale sistema statico ehe 

(3) O. ZA~ABO~t, Intvoduzione ad unc~ Scie,nza delle costruzioni assoZuta, (~ Rieerche 
di Ingegneria ~>~ Roma~ 19i3; n. ~). 
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grava la lastra:  in tal caso la precedente  equazione contiene in s0 le rela- 
zioni di congruenza che si possono rendere  espticite t ra t tandola col metodi 

del calcolo delle variazioni. 
Corretativamente,  si pub assumere per  Pe ,  A~ il sistema statico effettivo 

in atto nella s t ru t tura  , e per  ~e, ~ una arbi t rar ia  ma congruente variazione 
del l 'effet t ivo suo stato di deformazione. 

Allora l a (1) contiene in sb le equazioni di equilibrio ehe divengono 

esplicite se essa si t rat ta col metodi del calcolo delle variazioni. 
Attraverso queste nozioni, il nostro procedimento deduttivo, che nel suo 

complesso possiede caratterist iche di novith., si svolge helle sue grandi linee 
come segue. 

Dalla definizione di equilibrio interno ed esterno nel senso voluto dalla 

Scienza delle eostruzioni, si serivono dire t tamente  le relative equazioni. 

Appena in possesso delle relazioni di equilibrio, il prineipio dei lavori 
virtuali,  usato nella pr ima ~orma variazionale ricordata, fornisce automati- 
camente le equazioni di congruenza. 

Da queste,  nella part ieolare ipotesi di traseurabilit~t del tavoro del taglio, 

e sotto le opportune cautele per  non cadere in un circolo vizioso, lo stesso 
principio dei lavori virtuali ,  nella seconda forma variazionale, dh luogo alle 

nuove equazioni di equilibrio che si addicono a questo caso speeiale. 

Tutto cib non riehiede ammissioni prel iminari  sul eomportamento fisieo 

del materiale nb su quello della normale alla superfieie media della lastra, 

e percib tes ta  assodato the  i nostri  r isultati  sono spinti fino a l l 'es t remo 

limite della generalizzazione, essendosi fatto uso, in ul t ima analisi, soltanto 
della definizione di Scienza delle eostruzioni. 

Ident iche affermazioni stanno per le lastre piane, i eui risultati  si ottengono 
semplicemente particolarizzando i preeedenti  col porre uguali  a zero le curvature.  

i. l}edtizioni geometr iehe,  e eonsiderazioni p r e l i m i n a r i . -  Stabilito un 
sistema cartesiano x,  y,  z, supponiamo che la superficie media S della lastra 
sia data  in forma parametr ica:  

~c - -  ~(u. v) y ~ y(u,  v) z ~ z(u, v). 

I parametri  u, v costituiscono allora una coppia di coordinate curvil inee 
individuanti  i punti  di S. 

Pe r  ogni valore di v si determina una curva giacente sulla lastra:  essa 
curva dipende da u,  ed il suo elemento d~arco b espresso da:  

(2)  = "v 

An~,~ctt~ dl, MaSemat®va, ~ e r l e  I h  r ,  T o m o  X X I I I ,  28 
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Similmente, per ogni 

d a v  il eui elemento d ' a rco  ~ dato da:  

(3) dsv === dv " [ \  3v] \~v] + \ ~ ]  ~ B d v .  

I coseni direttori  di dsu  sono notor iamente:  

3~ 1 c~x 3y 1 3y .  
~ - -  3su - -  A 3u ; ~V = 3s~-u - -  A 3u , 

mentre quelli  di ds~ sono: 

valore di u si determina una curva dipendente 

~z 1 ~z 

3~c 1 ~x 3y 1 3y .  3z 1 3z 

Le curve u e v si intersecano reciprocamente  secondo angoli variabil i  da 

punto a pun to: ~ sempre possibile, tuttavia, scegliere i parametr i  in modo the  

l 'angolo di intersezione sia dovunque retto. 
Noi ci poniamo per il seguito precisamente  in ques t 'u l t ima  ipotesi:  ehe 

le coordinate eurvil inee siano ortogonali. 
Cib comport  a the  sia verif icata in ogni punto la nota eondizione di 

perpendicolariti~ : 
~ + ~ + ~ = ~ ~ = o 

dalla quale si deduce differenziando:  

Consideriamo in un punto generico le tangenti  alle curve u, v e la 

normale n interna alla superficie S: si ha una terna ortogonale che orien- 

tiamo in modo da presentare  lo stesso senso giratorio della terna ~c, y, z. 

I coseni direttori  di n sono di conseguenza:  

~ = ~ # ~  - ~ ;  ~ = ~ - ~ ;  ~ = ~ - ~ .  

Ed ' e s s i  verif icano le ulteriori  relazioni di ortogonalit~t: 

E ~,  - - 0 ;  Z ~ y : 0  

dalle quali  si r icava differenziando:  

Applichiamoci ora a stabilire alcune relazioni utili per il seguito. 
Sul piano tangente ad S, oltre alia coppia di tangenti ad s**, s~, giac- 

c iono anche le tangenti  atle sezioni principali  s~, s~, e la prima coppia pub 

r i fer irs i  alla seconda per znezzo del l 'angolo 0 che s,, fa con s~. 
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Dalla regola di derivazioue delle funzioni eomposte e dalla figura, nella 

quale n si immagina diret ta verso l ' in terno del foglio, si deduce:  

a? 3y 3s~ aT c~s.2 3~ 37 

( 

a r ,  a,¢ as, 3"r as~ _ a,r 3g 
< - -  3s~ 3s~ A- ~s~ 3s~ - -  3s~ sen 0 -+ }s.2 cos 0. 

Analoo'amente, chiamati  ~ ,  ~--2 i coseni direttori  

delle tangenti  alle sezioni pr incipal i :  

_ 3 ( ~  ~()3s ,  a()3s~ 
I ~ - -  - -  -+- - -  ~i cos 0 - -  ~ sen 0 

3s, 3s,, 3s~ 3Su 

i ~ 3( ) a( ) 3< vt t 3s~ 
, --~ a S v - -  ~cs~asv -4- as~ aSv - -  ~ sen 0 + ~ cos 0. 

Moltiplieando membro a membro si ha :  

Sz 

i 0 

l ~ i g .  1 

2 ~ : ~  = cos ~ 0 .Z ~, 

intendendosi  le somme 

rispetto agli assi x, y, z. 
Detti R~, R, 'i raggi 

principali  essendo plane 

FI~NE¢ dfi,nno 

St 

come estese ai eoseni direttori  costi tuenti  le terne 

principali  di curvatura,  e r icordato ehe le sezioni 

llanno curva tura  di torsione nulla, le formule del 

3sl -- R,' 3s~ R~" 

Per  la v ~ =  1, e per  l 'or togonal i th  tra le sezioni principali,  
luogo alla >2 ~-l~ -'= 0, tes ta  infine : 

~ 3y __ __ cos" _0 sen ~ 0 
as6 - -  R~ R~ 

che d~ 

Allo stesso modo si perviene alla formula corr ispondente :  

a~ ar i (5) 

Od anche, detto Ru il raggio di curva tura  della sezione normale passante 

per la tangente ad Su, ed invocata la formula di EULERO relativa alle curva- 
ture delle sezioni normali di una superficie, possiamo concludere :  

(4) Y' Y a,~ - ~ £  - R~" 
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essendosi chiamato R ,  il raggio di enrvatura  della sezione normale passante 

per  la tangente ad sv. 
E cosi pure, sempre moltiplicando membro a membro precedenti  rela- 

zioni e proeedendo colle stesse regole ora impiegate,  si t rova:  

(6) ~ r ~  = . - y ,  - - =  r - ~ - ~ R~ 

Pe r  ultimo, derivando l ' espress ione di a :  

83 = cos 0.  3~-A-' - -  sen 0 • 8{~ 
38u 38u 38u 

- -  - -  ({, sen 0 + {~ cos 0) 30 __ 
3Su - -  

:= cos 0 . 3 ~  sen 0.  3~ 
38u 38u 

30 
3 8 ~  " 

) lol t ipl icando per  ~t e sommando:  

~ 3-Su = sen 0 eos0 .~  {l}-Su- --{2 3 s u / +  c°s=0'E {23Su 

- -  sen 2 0.~ ~ 3s---u - -  3s~- 

Dalla derivazione delle v {2 _~ 1 si r iconosce che i termini contenuti  nella 

prima somma sono entrambi nulli. 

Dalta relazione di ortogonalith E ~ = 0 si deduce v_ ~ 3Su 

mentre d 'a l t ro  canto si ha E ~-~-1 .  
Per  tutto questo si ottiene: 

3~ 30 ~ 30 3{~ 3~, 

30 3{~ 3{~ 

I n  virtfi delle formule del F m ~ x ~ ,  ~s~ e ~S~ sono r ispet t ivamente pro- 

porzionali ai coseni direttori  della normale alle sezioni principali,  la quale 

coincide colla normale alla superficie.  
Essendo questa perpendicolare alle tangenti  alle sezioni principali~ le 

due somme sono nulle, e r imane in definit iva:  

(7) 
~ 8o: ~O i 30 

~ - ~ - ~ -  Aa." g 
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In modo del tutto analogo si ottiene la relazione corr ispondente:  

3~ ~ 30 1 aO 

Cib premesso, esaminiamo la situazione statica della struttura,  
rigu~rdo ad un suo elemento super fi~iale di lati dsu,  dsv,  con 
ds~ • ds ,  ~-  A B d u d v .  

Y 

0 

c o n  

a r e a  

Lungo i lati di esso agiscono l e ,  eonsuete azioni interne unitarie,  a 
proposito delle quali valgono le seguenti  osservazioni. 

1) Tanto i due momenti  torcenti  nelle direzioni ortogonali quanto gli 
sforzi di scorrimen~o Q giacenti nel piano tangente alla lastra sono uguali  
tra di loro, a cagione del l 'uguagl ianza delle tensioni tangenziali  che con- 
corrono hello spigolo comune a due faccie consecutive del tronco corrispon- 
dente a l l ' e lemento  superficiale (~). 

I sensi delle azioni interne L, Q sono appunto staff posti nella fig. 2 in 
obbedienza at principio di reeiprocit/~ delle tensioni tangenziali. 

2) I momenti  flettenti si~uati nel piano tangente alla lastra sono nulli,  
dato che le tensioni normali  si debbono considerare come uni formemente  

(4) L ' a f f e r m a z i o n e  non ~ r igorosamente  esatta in conseguenza del ls  forma t rapezia  del le  
faceie la tera l i  del  tronco e]ementare  (or iginata  dal la  curva tura )  e del la  d isuni forme distr i .  
buzione del le  tensioni  tangenzial i  entro lo spessore del la  lastra.  

Quanto v i e n e  assunto neI testo ~ tu t t av ia  comunemente  accettato, e conduce cer tamente  
ad e r ror i  t rascurabi l i  se lo spessore, come si deve  ammet t e re  pe r  r imanere  ne t l ' ambi to  del la  
Scienza delle costruzioni~ ~ sufficientem.ente piccolo. 

P e r  magg io r i  eh ia r iment i  si v e d a :  

W. FL~iGG~, Statik und Dynamik der Schalen, (Springer~ Berlino),  pag. 112 e seg. ; pag. 1~7. 
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distr ibuite lungo le paratlele ai Iati del l 'e lemento,  per  l ' inf ini tesimali th 

di questi. 

Per  cib che si ~ ora osservato, le azioni interne su dsu si r iducono a: 

sforzo assiale ~Y~, taglio Tv, sforzo di scorrimento Q, momento flettente Mv, 

momento toreente L. 

Sul lato dsv si hanno corr ispet t ivamente le azioni interne:  Nu, T~, Q, Mu, L. 

In tutto, otto azioni interne e h e  sono state indicate in f igura cot sensi 
preseelt i  come positivi:  le topple  sono state rappresentate  mediante il loro 

asse-momento,  in base al senso giratorio destrorso. 
Per  quanto non segnate in figura, si deve supporre che sut t ' e lemento 

agiscano anche una coppia ed una forza esterne, di intensita superfieiale 

r ispet t ivamente C e p, delle quali  considereremo le eomponenti  secondo la 

terna ~v, y, z, oppure secondo la su, Sv, n. 

I sensi positivi di tali componenti  si ammettono coincidenti con quelli 

dei corrispondenti  asst. 

2. Equazioni indefinite di equil ibrio.  - -  Le azioni interne che si~ consi- 

derano sono unitar ie:  ne viene che le forze totali agenti su] Iato 1, 2 sono: 

Qds~, N ,  dsu, Tvds~. 
Le rispett ive componenti  secondo x si ottengono moltiplicando per i 

coseni degli angoli di su. Sv, n con x, e percib, tenuto eonto degli orienta- 

menti preventi~-amente stabiliti, sono: Q ~ A d u ,  -- N ~ A d u ,  - -  T~y~Adu. 

Le analoghe componenti  sul lato 3, 4 sono queste stesse aumenta te  del 

proprio differenziale rispetto ad sv (o meo~lio rispetto a v poich~ questa ~ la 

variabile indipendente che qui initerviene) e cambiate  di segno. 
Sommando le componenti  secondo x dei lati 1, 2; 3~ 4; si ottiene 

dunque :  

- -  du . d r .  ~ [ A ( Q o : ~  - -  _ ~  - -  T~(~)]. 

Le forze sul lato 1, 4 sono: Qds,, N~ds~, T, fls~; le loro eomponenti  

secondo x sono: Q~xBdv, - -  N**o:xBdv, --  T~y~Bdv. 
Sommando colle componenti  secondo x delle forze su 2, 3; si ottiene 

in modo simile al precedente:  

B - d u .  dv. [ 

La eomponente delia forza esterna secondo x ~: pxdsudsv-7--p~ABdudv; 

possiamo dunque  scrivere la prima equazione di equilibrio alia traslazione; 
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e con essa, per analogia, anche le nitre due the  si o t terrebbero proiet tando 
su y o s u  z :  

c~ 

(9) i ~  ~ [B(Q~v - -  ih.~% - -  T~'(v)] + ~v [A( Q% - -  2v~u - -  T~'lu)] = A B p  v 

Per  stabilire le equazioni di equilibrio alia rotazione, osserviamo che 

su 1, 2 agiscono le coppie M ,  dsu, Ldsu che. proiettate su x, dh.nno 

M v ~ A d u , - - L ~ x A d u ;  mentre sa  3, 4 si hanno le stesse componenti  au- 
mentate  de[ proprio differenziale secondo v, e cambiate di segno. 

In totale : 

-- dudv . ~ [A(-- L~:~ + -3Iv~)]. 

Per  quanto r iguarda i lati 1, 4; 2, 3: risulta con identico proeedimento:  

-- dudv . -~u [B(La~ - -  M~x)].  

Per  di pi~: b preso come centre  di riduzione delle forze il punto 3, il 

taglio T~, dh il memento TvdSudsv diretto come Su, mentre il taglio Tu dh 
il memento Tuds~.ds u diretto al contrario di s~. 

Proiet tando su x. si ottengono le componenti  di queste  nuove coppie:  
T v ~ A B d u d v  e - -  T ~ A B d u d v .  

Le forze N e Q dhnno rispetto a 3 dei momenti  infinitesimi di ordine 
superiore, che si t raseurano.  

La coppia esterna si proietta su x con Cxds~fls~. e quindi, sommando, 
abbiamo la prima equazione di equilibrio alla rotazione. 

Permutando  gti indici otteniamo anche le altre due:  

I ~ [B(Lo:~--31~i~)]-- [A(L}~- -M~:%)]+AB(T~I~  T , ~ )  ABC~ 

(10) ~-u ~ [B(L~u--Mu~u) ] - -  [ A ( L ~ v - - M ~ v ) ] + A B ( T ~ , ~ u _  T~v)  = A B C u  

In tutto si sono trovate sei equazioni di equilibrio per  otto componenti  
del l 'azione in terna :  la lastra a doppia eurvatura  eontiene quindi due inde- 
terminazioni statiehe interne. 
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(11) 

Possono interessare  le equazioni di equil ibrio relative a component i  delle 
forze esterne diverse da quetle f inora considerate :  segnatamente  quelle secondo 
la terna variabile costi tui ta dalle tangent i  ad Su, sv e dalla normale  n ad S. 

Chiamate  Pu, Pv, Pa; Cu, C~, C**, le nuove component i  esterne,  s tanno 
le ovvie relazioni :  

[ p~ = p ~  - I - p ~  -4-p~% i C~ = C ~  -4- C~%, + Cz~ 
C ' 

Sostituite in queste le (9), (i0), dopo evidenti riduzioni b~sate sulle re|azioni 
di ortogonalith,, sulle espressioni  di dsu, dsv, e sulla diret ta  applicazione delle 
(4), (5), (6), (7t, (8), si ottengoilo le equuzioni di equiHbrio nellu nuova  fo rmu:  

- -A~[  ~u -- + ~ ' A  V¥--~--4-R-~+ -~2--- ~, R~ T~=p~, 

. . . . . . . .  ÷ T  T~ =pv AB [ ~u 3v | + 3u A ?v B + Rv R, i:l~ i 
! 1 [~(BTu) 31AT~, l h~ h~ 1 1 )  

i t [3{BL)31AM~)]  20 M,, 30 L 
~ [ - V u  - +  3v i ~u" A --3-v'B T.=C~, 
1 [3(BMu) 3tAL)] 30 L 30 M~ 

(12) ' A B  [ 3u + -3~- -1  - -  ~u" ~ - -  ~ "  -B- + T~ = C,, 

Queste, u differenza delle precedenti ,  non dipendono dM sist'ema esterno 
di r i fer imento,  essendo contenute  in esse soltanto le carat ter is t iehe geome- 
~riche in t r inseche  della superf ic ie  media  della lastru e quelle delle coordi- 

nate curvi l inee prescelte.  
Immed ia t a  b di qui lu deduzione delle equuzioni per  le lustre p l ane :  

basterh notare  che u~ v, n, coincidono in tul caso con ~, y, z; che A--~--B=-1;. 
che i ruggi di curva tura  sono infinit i  ; e che 0 ~ cos tuntemente  uguale  a zero. 

Per  sosti tuzione helle (11}, (12) si hanno subito le note relazioni inerent i  

3Q 3N~ 
3y 3x - -  p~ i ~L ~M u 

3Q 3N, 
3x 3y -~Pu t~ 3M~3x 3L + T~ = Cy 

~Y 
~T~ 3T~, I 

a questo notevole caso par t ico lare :  
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Nel caso delle lastre plane risultano dunque separate, nelle prime due 

equazioni~ le tre azioni interne giaeenti nel piano della s trut tura,  e nelle tre 

ul t ime equazioni le einque azioni perpendicolari  al piano stesso. 

Di fronte alle prime la lastra piana b dunque una sola volta stat icamente 

inde te rmina ta ;  mentre lo 0 doppiamente di fronte alle a!tre. 

3. Equazioni di equil ibrio ai l imi t i .  - -  Un elemento qualsiasi ds  del con- 

torno s della lastra a doppia eurvatur% ineontra generalmente l ' a rco  eoordi- 

nato Su sotto un angolo ¢o : i' elemento superficiale al bordo ~ dunque di forma 

tr iangolare e giace nel piano tangente alla superficie nel punto considerato. 

L s  • 

vTo~ 
F i g .  3 

Definito il contorno m ediante le coordinate eartesiane x s ,  Ys ,  z~ dei suoi 

punti, i eoseni direttori  di d s  sono: 

~13) dy~ ~'Y - -  d s  - -  ~us cos ¢o + ~ys sen o) 

I d z .  
~t. -~ ~ -~- ~¢z~ cos ~o -4- ~z, sen ¢o. 

La  normale a interna al eontorno, si tuata pure essa nel piano tangente 

alla lastra, possiede invece i coseni di re t tor i :  

v~ - -  dvt  - -  ~su d a  + --~sv ) a  |~ - ex, sen ¢o A- ~ s  cos to 

dy~ 
(]4} i vu ~- d a  ~-~ - -  a y .  sen to + ~u~ cos to 

dzs 
V z ~ ~ ~ - -  azs  sen ¢o -4- ~zs cos ¢o. 

A~l+tali d* Materaattca, ~ e m e  lV,  ' [omo X X I I I ,  29 
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Sui  ea te t i  d e l l ' e l e m e n t o  s u p e r f i c i a l e  sono a p p l i c a t e  le no te  az ioni  in- 

te rne ,  cui  d i a m o  l ' i n d i e e  s p e r  i n d i c a r e  che  le c o n s i d e r i a m o  nel  loro  va lo r e  

al eon torno .  

Su l l a  i p o t e n u s a  delF e l e m e n t o  c o m p a i o n o  invece  le forze  e copp i e  No, To, 

Q0, 2(Io~ L0,  che  si debbono  i n t e n d e r e  p r o v e n i e n t i  d a t F e s t e r n o  q u a l o r a  si 

i m m a g i n i  la  l a s t r a  t o t a l m e n t e  s v i n e o l a t a  al  b o r d o :  i sens i  pos i t iv i  di ques t e  

u l t i m e  r i s u l t a n o  da l l a  fig. 3. 

L ' e q u i l i b r i o  a l l a  ro t az ione  d e l l ' e l e m e n t o  s u p e r f i c i a l e  al  con to rno  si 

e s p r i m e  a n n u l l a n d o  le c o m p l e s s i v e  p ro iez ion i  degt i  a s s i - m o m e n t o  secondo  s 

e secondo  a. 

D a l l a  f i g u r a  si d e d u c e :  

ModS + L , d s ~  • sen  o) + L f l s ~  • cos to - -  Mwdsu~ • cos to - -  Musdsv~. sen  to ----- 0 

Lods ~ L~dsu~ • cos  to q-- L ~ d s ~ .  sen  to - -  M ~ d s ~  • sen  ~o q- M ~ . d s w ,  cos to ~ 0. 

P e r  mezzo  del le  ovvie  r e l az ion i :  

(15) t dsus - -  ds . cos (o 
d8 w ~ d8 sen to 

si o t t i ene  r i d u c e n d o :  

(16) I Mo ~- M w  cos ~ to q-  Mu~ sen  2 (o - -  2L~ sen  (o cos to 

Lo -~- (Mw - -  Mu,)  sen  o) cos to q-- LAcos  ~ to - -  sen" to). 

L e  equaz ion i  di equ i l ib r io  a l la  t r a s l a z i o n e  r e l a t i v a m e n t e  ad s ed a, si 

o t t engono  con ana logo  p r o c e d i m e n t o ,  e r i s u l t a n o :  

(17i t No = .~,~ sen  ~ o) -+- N w  cos ~ to -t- 2Q~ sen  o) cos (o 

Q0 = ( N ~ .  - -  ~ r )  s e n  + c o s  + + Q ~ ( c o s  ~ to - -  s e n  ~ +) .  

R e s t a  in f ine  da  a s s i c u r a r e  l ' e q u i l i b r i o  a l l a  t r a s l az ione  secondo  To: col la  

seor ta  de l la  f i g u r a  si deduce  sub i t o :  

Tods - -  Tu,dSv~ q -  Tv,dsu,  : O. 

E qu ind i  : 

(18) To ~ Tu~ sen  to - -  T ~  cos to. 

4. Equaz ion i  di c o n g r u e n z a .  - -  S i ano  q~,  ~v,  q~z le c o m p o n e n t i  secondo  

gli assi  coo rd ina t i  de l la  e f f e t t i va  ro t az ione  in un  p u n t o  gene r i co  de l l a  l a s t r a ;  

e % , ,  ~,~2 le ro taz ion i  al  bo rdo  secondo  M , ,  Lo.  

S iano  ino l t r e  ~v~, ~vv, ~v~ gli spos tame 'n t i  e f fe t t iv i  gene r i c i  secondo  x,, y, z; 

e w , , ,  w,,~, Wo:~ qtiei l i  al  bordo  seeondo  Qo, No, To. 
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Tut te  le ~ e le w si suppongono positive se dirette come le corrispon- 
denti  coppie e forze, i eui sensi positivi furono gi~ assegnati nei paragrafi  
precedenti .  

Siano infine +nu, m . ;  l; tu, t ,;  q; n~,  nv le effettive deformazioni rife- 
rentesi  ordinatamente  ai due momenti  flettenti~ al momento torcente, ai due 
sforzi taglianti, allo sforzo di scorrimento, ai due sforzi assiali. 

L 'equazione  dei lavori virtuali  (1) nella pr ima forma variazionale, serit ta 
cio~ per la reale condizione di deformazione e per una arbi trar ia  ma equili- 
brata variazione ~ conferita al sistema statieo complessivo in atto nella 
struttura,  quale risulta dalFanal is i  compiuta nei precedenti  paragrafi,  si 
esprime con : 

(s) 

(s) 

--f + '~o:~Lo + WofiQo ÷ Wo,flNo + Wo~Tolds = O. 
is) 

Questa, come si b ricordato nelt ' introduzione,  compreude in s~ t.utte le 
relazioni di congruenza, le quali posson6 rendersi  esplieite in seguito ad op- 
portuno t rat tamento del l 'equazione stessa. 

A questo scopo facciamo notare che le variazioni che qui compaiono sono 
per ipotesi equilibrate, e valgono pertanto nei loro r iguardi  le equazioni (9), 
(10), che possono scriversi s intet icamente:  

i ~tB~G) ~(A~H) 
A B ~ ~ -~- ~ - ~  +- ~ v 

/ 

i AB~C -- ~(B~K) ~(A~I)+ AB(~Tu -- ~T~). 
~u ~v 

Con G, H. K, I si sono qui indicati  i vari polinomi the  
nelle (9), 110) sotto i segni di derivazione come fattori di A e B. 

Si i~ posto eiob: 

(19) ~H = :~Q - ~ l v ,  - -  ~,~r. 

compaiono 
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Per  mezzo delle rieorda~e relazioni di equilibrio, si possono el iminare 

dal l 'equazione dei lavori vir tuali  tut te  le eomponenti  esterne che agiseono 

sulla superfieie della lastra. 

Si ha, eseguendo:  

] ' [ i , ~ u  + m v ~ o  + ~.~ + (~ - ~ ~ ) ~  + <to + ~ ~ ) ~  + 
J d  (s) 

+ q~Q ÷ n~N~  + n~N~]ABdudv --  

J (s) 

Le somme si intendono estese alle rispettive tre componenti  secondo gli 

assi coordinati. 
I1 secondo integrale ~ suscett ibile di trasformazione : infatti  esso ~ uguale a : 

f(sf) E a ( A w ~ H - - A ~ I ) ]  d u d v -  [ ~  (Bw~G ÷ B ~ K )  ÷ ~ 

--  B .~G + B . ~ K +  A~v * ~ H - - A ~ ' ~  dudv. 

A sua volta, il primo di questi  recenti  integrali  pub ut i lmente trasfor- 

marsi ;  e precisamente  pub t ramutarsi  in integrale al eontorno per mezzo 

delle notissime formule di GREE~. 
In base a queste~ e tenute presenti  le (2), (3), (1"5), si r ieava suceessiva- 

mente  ehe F in tegra le  nominato per  ultimo ~ uguale a: 

/ ~ [(w~G ÷ ~ K ) B d v  -- ( w ~ H ~  ~I)Adv],  -~- 

(s) 

=/Y~ [(wflG~ + %~K~) sen o) - -  (wfltt~ - -  ~fll~) cos +]ds. 

(0 
Con tutto cib, la nostra equazione dei lavori vir tuali  diviene:  

(z) 
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- - , i [%,$M0 + ~o~Lo + Wo,$Qo + WofiNo + Wo3~To + 

+ sen o). E (wfl G8 -4- %~Ks) - -  cos o~. E (wflH~ - -  %~Is)]ds = O. 

R e s t a  orb s e m p l i e e m e n t e  da  sos t i tu i re  a ~G, ~H, ~K, ~I le loro espres-  

sioni in base  al le  (19), e cosi pu re  da sos t i tu i re  al le  eomponen t i  al contorno 
le loro espress ion i  in base  al le  equazioni  di equi l ibr io  ai l imiti .  

Esegu i t e  le  fac i l i ss ime r iduzioni ,  si o t t iene  i n f ine :  

(20) mu - -  7t E ~ cu/  ~M~ -4- my -4- ~ E ~ ~Mv + l -r- ~4 ~ ~ 3u B E ~ ~L A- 
(s) 

( 1 3 w ) ~ T u + ( t v  + ~,~¢ 1 3rv) 

( 1 ~w 1 ) ( 1 ~w~ 
+ q - ~ - ~ _ ~ + ~  ~v .~ ~d} 

1 
+ (nv - -  B E ~ ~ )  ~iv~l A B d u d v  - -  

- -  f[(%, sen (~) - -  ?o~ cos ¢o - -  E ~?s)(sen ¢o.~Mu~ - -  cos ~o.~Lj -~- 
, 2  

is) 

+ (~00~ cos o) q- %~ sen ~o - -  E as%)(cos ~o.~Mv~ --  sen a).~LA -b 

+ (w~ cos to + wo~ sen to - -  Z %w~)(sen o~.$~us -t- cos o).$Qs ) - -  

- -  (w0, sen to - -  w0~ cos to - -  y~ ~sWs)(COS to.~.Nvs -4- sen o) .~Qj -4- 

-t- 0vo:~ - -  v. y~w~)(sen t,). $ Tu~ - -  cos a). $ Tvs)]ds - -  O. 

Poichb  a ques to  pun to  sono s ta te  usa te  tu t te  le re lazioni  di equi l ibr io ,  
le ~ ehe qui  eompa iono  sono t ra  di loro ormai  ind ipendent i ,  e perc ib  anehe  
c o m p l e t a m e n t e  arb i t rar ie .  

Aff inehb si realizzi  F ind i spensab i l e  condiz ione  del la  val idi t~ del la  prece .  

den te  equaz ione  q u a l u n q u e  siano le $ appl ica te ,  oceorr% secondo gli e l ement i  
del  caleolo del le  variazioni ,  ehe si annu l l ino  c o n t e m p o r a n e a m e n t e  tut t i  i 
eoef f ic ient i  del le  var iaz ioni  s tesse  sotto en t r amb i  gli in tegra l i  (~). 

(5) E. PASCAL, Calcolo delle variazioni e calcolo delle differenze finite, (Hoepli~ Milano). 



O')iI _;)w O. ZANABONI: Eq~tazio~i (li eqnilibrin c. di congr~enzu. 

Dall' annullarsi  dei coeffieienti  entro l ' in tegra le  di superficie si r icavano 

le equazioni indefinite di congruenza, le quali, una volta sviluppate le som- 

matorie, si r iducono a :  

(21) 

(22) 

(23) 

i 1 ( 3w~ 3wy 

1 / 'w~ 3~v~ 
n~ - -  ~ ~ ~ v  + ~ ~ v  + 

q - - - -  ~ V ~ + ~  ,%- 

1 ( '~v~ 'w v 'w.~ 

+ ~ ~ v  + ~" ,v ]" 

Siamo cosi pervenut i  ad otto equazioni che legano sei componenti  di 

spostamento es terno:  in esse sono dunque  contenute implici tamente due rela- 
zioni, esclusivamente tra le cleformazioni, le quali  si ot terrebbero in modo 

esplicito eliminando le ~ e le w. 
Se, come b lecito, le m, l, t, rt, q si ammettono funzioni delle azioni in- 

terne, le due relazioni di cui si t ra t ta  sono quelle che consentono di risolvere 
la doppia indeterminazione statica insita nella s t rut tura  che stiamo studiando. 

Infatti ,  unendovi  le sei equazioni indefinite di equilibrio, si ottengono 

otto relazioni tra al tret tante azioni interne. 

Ancora nell '  ipotesi di considerare le deformazioni come legate alle azioni 

interne, le (21), (22), (23) costi tuiseono le equazioni differenziali  della super- 

fieie deformata. 
E poichb le (22) legano gli spostamenti  non soltanto alle rotazioni ma 

anche ai termini t, ne segue ehe le ~ non possono coincidere (.olle rotazioni 

geometriche della superfieie deformata se non nel caso in eui sla t - - 0 ;  

ciob s e i l  lavoro del taglio viene trascurato.  
Questo eonferma una eonelusione generale r icavata  altrove (°), secondo 

(0) ¥ odi ta nora eitata in (~). 
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la quale i parametr i  di deformazione che compaiono nelle equazioni di con- 
gruenza non si riferiscono agli spostamenti  della superficie media, ma a quelli 
delle sue normali  supposte come conservantisi  rettilinee. 

Pe r  analogia con quanto fu ratio per le equazioni di equilibrio, ~ inte- 
ressante t rasformare anche quelle di congruenza facendovi comparire  le 
componenti  di spostamento secondo la terna variabile costituita dalle tan- 

genti  ad Su, sv e dalla normale n ad S. 
Per  semplice composizione vettoriale si hanno le evidenti relazioni:  

q% = *¢*~u + ~*~¢~ + "//¢- 

l ~Ox := a~xyVu + ~x~Vv -t- yx~V, 

+v v ~ :¢yWu + ~ywv + Yvwu 
Wz ~- azWu + ~zWv + y .~ ' .  • 

Fatte  le sostituzioni in (21), (22), (23), ed eseguite le riduzioni coll 'a iuto 
delle (2), (3), (4), (5), (6), t7), (8), si trova in breve:  

(26) 

m~ - -  A \ 3u - -  3u" ¢~" 2 R~ /~  ~'' 

1 { 3 ~  30. ~v) + sen 20 ( 1 1 

I~) %' 

(27) 
1 aw~ 1 . sen 2011 1 )  

. . . . . . .  SYv 

1 3~v~ 1 sen 20( 1 1 
. . . . .  ~V u t" --~-- W + B 3v- ÷ - f f v  wv q - ~  -~t R,]  

(28) 

1/aw~ 30 . \ 1 
21 \ ~ ,  d~ / 1~ u 

1 /&v, 30 \ 1 

1 /aw,. 30 \ 1 /3w,, aO . I 
+ ~ - w v )  + sen 20 (~ ,  t 

In  questa forma le equazioni di congruenza non dipendono dal sistema 
esterno di r iferiment% eontenendo esse ormai le sole carat ter is t iche geome- 
tr iche intr inseche della lastra, e quelle delle coordinate curvil inee prescelte. 

Per  avere di qui le equazioni delle lastre piane, ~ sufficiente r ieordare 
che in tal caso le u, v, n coincidono con x, y, z; che A = B = 1; che i raggi 
di curva tura  divengono infini t i ;  e che 0 ~ ident icamente  nullo, 
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Prat ica te  le sostituzioni~ si ha a l l ' i s tan te :  

m x  --~ ~X 

m v - -  ~ y  

~x ~y 

~v~ 
t~ = - -  ~ ,  + ~- 

Tt x ~ = ~ -  

__ ~Vy 
Try - -  

~w v ~wx 
q -- ~x ~y " 

Si verifica qui lo stesso caso delle corrispondenti  equazioni di equil ibr io:  

le componenti  di spostamento giacenti '  nel piano della lastra sono cioi) net- 

tamente  separate da quelle perpendicolar i  al piano stesso. 

In questo easo part icolare ~ anche molto facile el iminare le ~ e le w: 

infatt i  dopo qualche derivazione si ot t iene:  

{29) 

~m~ 1 ~ ( /  ~t~ ~tv ~ 
i 8y = 2 ~  +By 8x] 

I ~nv ~2q ~n___~ _~ O. +V -v + 

Mediante queste  ~ risolta 1' iperstaticit~t in terna contenuta  nelta lastra piana. 
Esauri te  con cib le quest ioni  relative alle equazioni indefinite, restano 

da esprimere le c~)ndizioni di congruenza ai limiti. 
Queste si r icavano annullando i coefficienti  delle variazioni arbitrarie 

entro t ' in tegra le  al contorno che appare nel l ' equazione  dei lavori virtuali  

nella forma (20). 
Possiamo dunque  scrivere:  

(30) 

I ~o~ sen o) - -  %2 cos o) ~-- E ~tAo~ 

l~01 cos (o + ~o~ sen e~ --~ E ~/~s 

I TOol COS ¢0 =4- ~Voz s e n  ¢o ~ ~ gsT0s  

Wo~ sen co - -  wo~ cos ¢o ---- E ~sWs 
Wos ~ ~ y s W s  • 

Di qui si possono r icavare esplici tamente ~o~ ~o~ wo~, Wo~, wo3" 
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Svi luppate  infatti le sommatorie  e ricordate le (13), (14) si ott iene: 

~ol : ~x~xs + ~ty~ys + ~tz~z8 

t ~0~ ~ - - Y m ~ x s  ~ V y ~ y s  - -  Y z ~ z  s 

~4)o2 ~ - -  YxT t ) xa  - ' -  Y y W y s  - -  V z W z #  

~V63 = ~ x s ~ V x s  ~= ~[ys~Vys - 4 - ~ z s ~ V z s .  

In questa  forma le relazioni di congruenza ai limiti si interpretano assai 
faci lmente:  le wo~ , w ~ ,  ~vo: ~ r isultano uguali  agli spostamenti  totnli al con- 

torno proiet tat i  r ispet t ivamente sulla tangente a questo, sulla sua normale 
esterna, e sulla normale alla superficie media della lastra. 

Le rotazioni ~0~, ~0~ uguagliano le proiezioni della rotazione totale al 
contorno sulla sua tangente e sulla sua normale esterna. 

Se nei secondi membri  delle (30) introduciamo le (24), (251, che, essendo 

valide in ogni punto della lastra, valgono anche al bordo, r icaviamo le equa- 

zioni ai limiti espresse secondo la terna u, v, n :  

(31) t ~w -~ %~ sen o) - -  %~ cos ¢o 

t ~,~s = ~0~ cos ~o =+- ~o-2 sen ~o 

l 
W u s  = ~Voi cOS o) -4- ~v02 s e n  (o 

(32} Ww. --- Wo~ sen ~o - -  w0~ cos ¢o 

Queste r ipetono manifes tamente  F interpretazione che si ~ data poc'anzi .  

5. Equazioni di eongruenza nell'ipotesi della trascurabilitk del lavoro 
del t a g l i o . - -  In  omaggio alla consuetudine,  assai diffusa, di condurre  gli 
svolgimenti di carat tere  energetico ammettendo la trascurabiliti~ del lavoro 

del taglio, ~ opportuno esaminare quale influenza nei r isultati  finali ~ dovuta 
a questa  part icolare ipotesi. 

Pe r  questo scopo possiamo procedere con metodo sintetico, esaminando 

in bloceo quali  cambiamenti  verrebbero introdotti  helle deduzioni del para-  

grafo precedente  qualora si togliessero dal l 'equazione dei lavori vir tual i  i 
termini t~T.  

Riconsiderando le successive trasformazioni prat icate  sugli integrali  ehe 
in questa  compaiono, si constata che nessuna  di esse investe, neppure  in 
modo indiretto, i termini in questione. 

La presenza di questi  non influisee per  nulla sulle combinazioni the  
sorgono tra le varie deformazioni e tra le componenti  di spostamento esterno, 

Ann~,li di M~t:6~n~t~ca, Ser le  IV.  Tomo X X I I L  80 
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e percib le relazioni di compatibitit~, per  iI caso in cui si intenda di non 
considerate  il lavoro del taglio, si hanno ponendo semplicemente t~-~ 0 in 
tut te  le equazioni finali de1 precedente  paragrafo.  

La sostituzione colpi~ce semplicemente le (22) e le loro equivalenti  (27), 
le quali, non contenendo altre def0rmazioni, si t rasformano in relazioni di 
earat tere  puramente  geometrico tra gli spostamenti  e le rotazioni. 

Queste relazioni non esisterebbero se si tenesse conto del lavoro del 
taglio, e percib la sun t rascuranza si t raduce in una specie di maggiore 
vincolamento interno ehe toglie la primitiva ]ndipendenza ira a lcune compo- 

nenti  di movimento della struttura.  
La posizioue t = 0 non innova evidentemente nul la  helle condizioni di 

compatibiliti~ al contorno le quali r imangono dunque  invariate nella f o r m a e  

nella sostanza. 
Una  di queste pub tuttavia esprimersi  in maniera  uti le per  il seguito. 
Nella prima delle (27)poniamo t ~ 0  per aderire alle attuali ipotesi;  

dopodichb notiamo che essa b valida per le direzioni ortogonali su, Sv ehe 
perb, in fondo, sono state scelte a piacimento sulla lastra. 

l~ulla vieta allora di scrivere la stessa relazione per i punti  del bordo, 

faeendo coincidere su col l 'areo s del contorno, ed sv colla sun normale 

interna a. 
Di conseguenza, in base ai simboli ed alle eonvenzioni sni segni che 

furono via via introdotti,  vediamo che dsu si identifica con ds ; ¢p, con - -  ¢~02 ; 

~V u c o n  W0~ ; w v c 0 n  - - ~ ) 0 ~ ;  ~Vn if,0n ~r00, ~. 

Chiamato R' il raggio di curvatura  della sezione normale passante per 
la tangente a d s  (che viene a sostitairsi ad R,~)e detti infine R ~ ,  R.~s , O, i 
valori assunti  da R~, B~, 0 in corrispondenza al eontorno;  fatte le sostitu- 
zioni entro la (27) si perviene alla relazione geometr ica :  

wo~ sen20~( 1 ~ )  d~vo~ 
(33) ~02 - -  R' 2 R ~  ~ Wo~ A- - - d s  

valevole al bordo, eselusivamente nell ' ipotesi  di t rascurare  il lavoro del taglio. 

6. Equazioni di equil ibrio nell '  ipotesi della t rascurabi l i tk  del lavoro del 
taglio. - -  2~ questo punto, ormai in possesso di tutte le relazioni di con- 
gruenza, r isulta ben ovvio che se usassimo il principio dei lavori virtuali  
nella forma variazionale complementare,  applieandolo cioi~ al sistema statieo 
effet t ivamente in azione sulla s t rut tura  e a d  una variazione arbitraria,  purch~ 
eompatibile, dello stato di deformazione di essa, t roveremmo di nuovo tutte 
le equazioni di equilibrio da cui siamo partiti. 
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Questa conclusione non ~ pi~ autorizzata a priori se ci proponiamo di 
condurre tale ricerca trascurando iI lavoro del taglio, giacch~ questa eirco- 
stanza implica, come abbiamo visto da poco, una limitazione helle primitive 
libert'~ di movimento della struttura e ad una pifi stretta concezione della 
congruenza, diversa da quella propria alle effettive possibilit~ geometriche 
del corpo. 

Procediamo dunque ad una nuova apposita indagin% basata su questa 
particolare ipotesi. 

L'equazione dei lavori virtuali per le reali forze interne ed esterne, e 
per una variazione congruente dello stato di deformazione della lastra, trova 
nel caso attuale ann pifi comoda applicazione se riferita alle componenti 
secondo la terna u, v, n. 

Omesso il lavoro del taglio, essa si scrive: 

/ / (MuSm~ + + + QSq + N~,Sn~, + N~Sn~)ABdudv LSl 
"(8) 

--j ' /¢p.SW~ + p . S w .  + C,fi%, + C~8¢¢v + C . ~ . ) A B d u d v  --  + pvS+Vv 
(z) 

--/(M08%, + Lo8%~ + Q08wo, + 2V08~vo~ + ToSwo3)ds = 0. 
(s) 

Le variazioni che qui compaiono, dovendo essere congruenti, sono legate 
in primo luogo dalle (26), (27), (28). 

Sostituigmo a 8m~ ecc. le espressioni fornite dalle (26), (28),' e facciamo 

uso della identit~ B M ,  88~ ~(BM~8~v) ~(BM.) 8%. e delle analoghe re- 

lative agli a]tri termini simili. 
L' equazione diviene : 

f ' f I I l n ~ ( B L )  1 ~(AMv) 1~0 1~0 L - -  C**]8%,+[ 1 ~(BM~,) 
3u + A B  ~v A 3uMu ----B'~v J L A B  3u " - -  d J ~ k ~  (s) 

1 ~ ( A L ) 1 ~ 0  1~0 t fse~20(1 ~_) 
A B  ~v A 3u L B~v .3I~-- C,~ 8~¢~,+ ~,  (M~ -- M~,) + 

( 1  1 ) L  l [L~(AQ)  1 ~(BN,+) t~0 1~0_ ] 

[ ~ ( B Q )  1 ~(AN~) 1~0 1~0 _ p . ] ~ + v + + [ s e n 2 0 . ( 1  1 ) Q _  

' ( 8 )  
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' , [ x , , -  - -  

1 

--  [iMfl~o, + Lotto. ~ + Qo~wo, + No~Wo~ + Tfiwo~)ds = O. 
d (s) 

I1 termine in ~ , ,  non ~ suscettibile di ulteriori  trasformazioni e, con- 

servandolo, lo t roveremmo inalterato al termine di tutti  i passaggi, alloreh~ 
si tratter~ di annullare i singoli coefficienH delle variazioni arbitrarie.  

Possiamo quindi considerarlo hullo fin d' ora ed evitare di trascriverlo 

per  il seguito, col l ' in tesa  ehe alle equazioni finali aggiungeremo quel ta  che 

si ottiene ponendo uguale a zero l ' a t tua le  coefficiente di ~%,. 

Pr ima di procedere oltre, torna opportuno notare che i coefficienti  delle 

r imanenti  variazioni coincidono r ispet t ivamente coi primi membri  delle equa- 

zioni di equilibrio (11), (12) private dei termini in T~,, T~, e compresivi  i 

termini noti. 
Indicheremo per il seguito queste espressioni con X , ,  X~, X ,  per il 

gruppo di equazioni (lt), ed Y~, Y, per le prime due equazioni (12). 
Con queste notazioni, e col l 'appticazione al secondo integrale delle 

formule di GI~E]~I~ allo stesso modo del par. 4 °, la precedente  equazione dei 

lavori vir tuali  diviene:  

f f ( x ~ w ~  + X~w~ + X,,Sw,, + Yu8%, + Y+~)ABdudv + 
(s) 

# 

+ / [(M,, cos to - -  L,. sen oo)~%, + (M,,  sen o) - -  L,  cos ~o)~q~,~ + 
. 2  (8) 

+ (N~, sen ~o + Q, cos o))~w~ - -  (N,s cos ~o + Q, sen o~)~v,~ - 

- -  M0~q~0, - L o ~  - -  q0~wo, - -  No~Wo.2 --  To'worlds = O. 

Sosti tuiamo ora a. ~%,, ~q~ le loro espressioni r icavate dMle (27)he l le  

quali  si faeeia, conformemente alla nostra  ipotesi, ~t,,-----~t~.-~ 0. 

Usata  nuovamente  l ' ident i t~ :  AY,, ~Sw. ~(AY,~w,} 3(AY,) ~w, e le 
~v - -  ~v ~v ~' 

analoghe, l ' in tegra le  di superficie si t rasforma in: 

Y~ sen 20/.1 1 . 
' \ ~ ,  

f 1 ~(B~) 1 "~(~.u)]~w. tABdudv_.l - + X , ~ + A B  ~u A B  

~-u- j " 

l tJ  ] 
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I1 primo di questi  inteffrali non b ul ter iormente  trasformabile,  e siceome 
le variazioni in esso contenute  sono ormai del tutto indipendenti ,  possiamo 
senz 'al tro annul larne  i eoeffieienti  al fine di soddisfare ident icamente  al. 

l' equazione dei lavori virtuali.  
Otteniamo in tal mode le equazioni indefinite di equilibrio, le quali, 

premessa quella gi~ r ieordata  proveniente dall '  avere annullato il coeffieiente 

di ~¢~,,, r isultano : 

(34) 

sen 20 [ 1 

- R - : +  - 

1 ~(BY+) 1 ~(AY~,) O. 
X ,  + AB  3u AB ~v 

1 ) L  -- Cn -~- 0 

Siccome le X ed Y sono date per definizione dalle (11), (12) private dei 
termini  in T,,, T.~, ne viene ehe le ult ime ire equazioni di equilibrio coin- 
eidono col risultato della sostituzione entre le (11) delle espressioni degli 
sforzi taglianti  r icavate dalle (12). 

Possiamo dunque af fermare  ehe, t raseurando il lavoro del taglio, le 
equazioni indefinite di equilibrio si r iducono a quattro e si ottengono elimi- 
nando gli sforzi di taglio tra le sei equazioni complete (11}, (12). 

In  seguito all ~ultima trasformazione ~ anche risultato un  secondo inte- 
grale di superficie che si pub cambiare in integrale al contorno mediante  la 
solita applicazione delle formule di GREE~. 

Aggiungendovi anche gli altri termini  al bordo, si ottiene in eomplesso: 

f[(M~ sen o))~%,~+(M~ ~ sen ~o cos ¢o)~o+s+(Nu, sen to+ Q~ cos oJ)~wu~-- c o s  o J - - L  s ~ L ~  

(s) 
- -  (A~ cos ¢o + Q, sen ~o)~w,~ - -  (Y,,  cos ¢o + ~ ,  sen o))~w~8 - -  

Qui ~ neeessario r icordare che, anche t rascurando il lavoro del taglio, 
f a  trovato al paragrafo precedente  che la congruenza al contorno esige 
l 'uguagl ianza vettoriale ira le rotazioni, o gli spostamenti  esterni, e quelli  
interni  ehe su di esso hanno luogo. 

Valgono quindi per  intero le (31), {32), che sostituiamo nel precedente  
integrale. 
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F a t t e  le pos iz ion i :  

Me ~--- M ~  cos 2 ¢o + 2d~s sen 2 ~ ~-- 2L~ sen  ¢o cos ¢o 

Le ----- (M~s m Mu~) sen  ¢o cos o) + L~(cos 2 ~o m sen  ~ o)) 

(35) Q~ = (N~,~ - -  2~,~) sen  ~o cos ~o + Q~(cos 2 ~o - -  sen  ~ ~o) 

Ne - -  N,,s sen  2 ¢o q-  N~s cos 2 co 4- 2Q~ sen  ¢o cos ¢o 

Te --~ - -  Yus cos ~t) - -  Y~s sen  ~o 

r i su l t a  di c o n s e g u e n z a :  

[IMe-- Mo)~o, + (L~-- Lo)~o~-t- (Qe-- Qo)~Wo (Ne-- No)~Wo2--I- (Te-- To)$Wo~]ds. 
(s) 

L e  c inque  va r i az ion i  qui  c o n t e n u t e  non  sono t ra  di loro i n d i p e n d e n t i  

g iaechb,  come  v e d e m m o  nel  p r e c e d e n t e  p a r a g r a f o ,  se si t r a s e u r a  il l avo ro  

det  tagl io  va l e  la  r e l az ione  (33), che  si s e r ive  ne t  nos t ro  easo :  

~w0~ sen  20~ ( 1 1 d~wo~ 

I n t r o d o t t a  ques t a  n e l l ' i n t e g r a l e  u l t imo,  a b b i a m o :  

(s) 

sen  1 
N0 2 . + (Te--io)~Wos+(Lc-Lo) - ~  I ds. 

L~ul t imo  t e r m i n e  si pub  i n t e g r a r e  p e r  par t i ,  e fo rn i sce  : 

[ ( L c - -  Lo)~wo31~--{d(Lc-~ - L°) ~Wo~ . ds. 
J o (J) a8 

L a  p r i m a  q u a n t i t h  ~ i d e n t i e a m e n t e  n u l l a  pe reh~  l ' o r i g i n e  ed il t e r m i n e  

del  eon t o rno  co ine idono ,  e la  funz ione  (L~--Lo)~w a s s u m e  in  ques t i  due  

p u n t i  iden t ico  va lore .  

L a  s eeonda  q u a n t i t h  si cong loba  colle a l t r e  r i m a s t e  en t ro  l ' i n t e g r a l e  di 

pa r t enza ,  neI  qua le  le v a r i a z i o n i  sono o r m a i  v e r a m e n t e  i n d i p e n d e n t i  ed 

a r b i t r a r i e .  

A n e o r a  u n a  vo l t a  oceo r r e  ehe  si a n n n l l i n o  e o n t e m p o r a n e a m e n t e  i loro 

eoef f i e ien t i ,  e da  ei5 r i s u l t a n o  le eonctizioni di equ i l ib r io  ai l imi t i  va l evo l i  

p e r  le l a s t r e  c u r v e  n e l l ' i p o t e s i  di t rascnrabi l i t i~  del  l avoro  del  taglio.  
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Esse sono dunque :  

(36) 

Mo -'-Me 
Lo L~ 

Q° + -R - Q~ + n~' 

No sen 20. (R~, 1 ) sen 20~ ( L  R~:) 2 ~ ~ i  L o = N o  ~ Lo 

dLo dLc 
To ds - -  T~ ds 

e legano le componenti  interne, espresse seeondo le (35), a quelle esterne. 
~e l  caso part icolare delia lastra piana tutti  i raggi di curva tura  diven- 

gono infiniti,  e si t rova:  

dLo dL~ 
Mo=Mc;  Qo--Qc; N o : N o ;  To ds - -Tc  ds 

in coincidenza perfet ta  coi ben noti risultati  del KIRc~OFF.  


