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R~isum~. - L'auteur donne des conditions ndeessaires et sufflsantes pour qu'un hombre natu- 
tel n soil un ~ nombre pratique ~, c'est-~-dire pour que tout hombre naturel ~ n soil 
une somme de diviseurs naturels distinets du nombre n. 

1. D ' a p r ~ s  M. A. K. SRINIVASAN on appe l le  un  n o m b r e  n a t u r e l  n 
(( n o m b r e  p r a t i q u e  )> si tout  h o m b r e  n a t u r e l  < n e s t  une  somme de d iv i seur s  
n a t u r e l s  d i s t inc ts  du  h o m b r e  n. Duns  c( Th e  Mathemat i ca l  Gaze t te  )), 36 (1952), 
p. 49, M. A. K. SAROJA donne  sans d~mons t ra t ion  une  condi t ion  n~cessa i re  

et su f f i san te  pour  q u ' u n  no mb re  n a t u r e l  n soil  p ra t ique .  0 r ,  la f o rmu l e  qui  
e x p r i m e  cet te  cond i t ion  est fausse,  sans doute  tt cause  d ' une  fau te  d ' i mp re s -  
s iom Un  de mes  ~lbves, M. J.  BROWKI~T a expr im~ l ' h y p o t h ~se  qu'  on a ici 
le th~orbme su ivan t  : 

TE~OR~ME "1. - P o u r  q u ' u n  nombre na ture t  n > i soil prat ique ,  i l  f a u t  

et il su f f i t  q u ' i t  se ddcompose en fac teurs  premiers  

- -  . r ' l  .tf2 " ' - ~ k - - 1  ' 

oie k, :%, ~ , , . . . ,  :¢h-, song des nombres  na ture l s  (en cask- - - - -0  on a n-----2~) 
el oi~ (dans le eas k > 1) p , ,  p ~ , . . ,  P h - ,  song des nombres  p r e m i e r s  impa i r s ,  

P. < P~ < ... < P h - ,  et 

~ - n  p o u r  i == l,  2 , . . . ,  k - - l ,  (2) p~ < 1 + ~(2~0p~T~ ~ .,. ~'~-1 , 

oi~ z(t) ddsigne ta somme  de tons te d iv i seurs  na ture l s  d u  nombre  t ('). 

ge donne ra i  ici la d6mons t r a t ion  de ce th6orbme qui  se ra  bas~e sur  le 
l e m m e  suivant .  

LEMME. - S, e, p el m grant des hombres  na ture t s  lets que 

(3) p <_. e + l el m < e{1-i- p + p~ -~- ... + pS- ~), 

i t  ewiste des cut lers  c~ (i ~ 1, 2, ..., s -  1} gets que 

(4) O < e~ < e p o u r  i : 1 ,  2 , . . . ,  s - -  i 

et 

( 5 )  m ---- co -{- v~p ÷ e 2 p  ~ + ...  + c , _ , p ' " .  

(i) Addition pendant la correction des dpreuves : Cf. B. M. STEWART,  • American Jour- 
nal of ~Iathematics ,, 76 (1954:), p. 779.785. 
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D:~YIONSTRA~ION du lemme.  - L e  lemme est ¢~videmment vrai  pour  s = 1. 
Or, supposons qu ' i l  exis te  des hombres  na ture l s  s ~ 1 pour  lesquels  le lemme 
n ' e s t  pas vrai  et soit s le plus peti t  d ' e n t r e  eux. I |  existe done un  nombre  
na tu re l  m qui est le p lus  peti t  tel  q u ' o n  a pour  eer ta ins  hombres  na ture l s  
p e t  c lee formules  (3), mais  qu ' i l  n 'exis te  pas des ent iers  v, (i =-- 0, 1, ..., s - 1) 
pour  lesqueis  on air les formules  (4) et (5). On a iei ~videmment  m :> 1 et il 
existe des ent iers  c~ ( i - - 0 ,  1, ..., s - - 1 )  sa t i s fa i sant  aux  condi t ions (4) et tels que 

(6)  m - -  1 : c~ + c , p  + o 2 p  2 + . . .  + o , _ ~ p  s - ~  

II no peut  ~tre ici co = c~ ---- ... --- c,._~ -'- c, pu isque  la fo rmule  (61 serai t  
alors incompat ib le  a v e c l a  deuxi~me des formules  (3). 

D 'aprbs  (4) un  au  moins  des ent iers  co, c~,. . . ,  c.r_ t est < c :  soit j le 
plus peti t  indice ~ s - - 1  tel que c s < c .  S ' i l  6tait  i c i j = 0 ,  done Co-~.c, on 

• ! aura i t  co' - -  co -4- 1 ~ c et m -~ c,, + v~p + c.~p" -J- ... 4= v,__~p ~-~, con t ra i rement  
• ~ l ' hypo th~se  sur  le nombre  m. On a done j > 0  et c o = c ,  . . . . .  cj_, ---c. 
Done, vu que d 'aprbs la premiere  des formules  (3} on a c ~ p -  1, on t rouve 

co -~- c ,p  + ... + c j_ ,p  J-(  ~ pJ  + 1 ~ ( p -  1)(1 + p  + p~ + ... + p J - ~ ) - - p J  + 1 = 0 

et comme d ' a u t r e  par t  on a ~videmment  

c o + c ,p  + ... + o~_,p .~-~ --p-~ + 1 ~ c ( 1  + p  + p ~  +- ... + p J - ' )  

et j -  1 < s -  1, vu la d6f in i t ion du nombre  s, il existe des ent iers  
c[ (i = 0 ,  1, ..., i - - 1 ) ,  tels que 0 ~ c i ~ = c  pour  i - ' - 0 ,  1, . . . ,  j - - 1  et que 

(7} ~o-+-c,p-~-.. .  + c ~ _ , p J - ~ - - p J  + l =co '  + c , ' p - ~ . . .  -~-c'~_~pJ -~. 

En posant  v~ ' - -v j -~-1  nous averts done, d 'apr~s c~ ~. c, c j ' ~  c et d' apr~s 
(6) et (7) 

m -~ ~o' ~ ~,'P -b  ... 4- c ' i_ ,pl-~ -t- ~,pl 4- ~t+,pJ+~ 4- ct+~p ~+~ 4- ... + c , _ , p  ~-' ,  

con t ra i r emen t  ~ l ' hypo th~se  sur  le nombre  m. 
Notre l emme est done vrai  pour tout  hombre  na tu re l  s e t  il se t rouve 

ainsi  d~montr~. 
D~]~ONSTI~ATIOlq du th~or~me 1 . -  Soit n ~  1 un  nombre  na ture l  prati- 

que. I1 est c la i r  que n dolt  4tre un hombre  pair,  pu isque  dane le cas con- 
t ra i re  il serai t  n ~ 2 et le hombre  2 n ' e s t  pas ~videmment  une somme de 
diviseurs  dis t incts  d ' u n  nombre  impair .  Le  nombre  n a done le d~iveloppe. 
ment  (1) en fae teurs  premiers .  

Supposons ma in t enan t  que pour  un  hombre  na tu re l  i ~  k - - 1  la eondi. 
t ion (2) n' est pas remplie,  done qu'  on a 

p~ ~ 1 + ~(2~op~p~ ~ - ~ - ~  

Les  diviseurs  du nombre  n qui ne d~passent pas le nombre  p ~ - - 1  peu. 
vent  done ~tre sen lement  les d iviseurs  du hombre  2~op~p~....~_~n ~-~, et la 
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somme de tous les d iv iseurs  de ee hombre  ~tant  (;(2~op~lp~ a~-I "" P~-I ) ~ P ~  - -  1, 
le hombre  p ~ - - 1  ~ n  ne pea t  pas ~tre une  somme de diviseurs  d is t incts  du  
nombre  n, con t r a i r emen t  /i 17hypath~se q u e  n est un  nombre  prat ique.  L a  
condi t ion  de notre  th~or~me est a insi  n~cessaire. 

Nous d~mont re rons  ma in t enan t  par  F induc t ion  tpar rappor t  au  hombre  k) 
q u e s i  le hombre  na tu re l  n rempl i t  les condi t ions  de notre th~orbme, tout  
hombre  na ture l  ~ ( n )  est une somme des divisenrs  d is t incts  du  hombre  n. 

Cela est vrai  pour  k - - I ,  e ' e s t - ~ - d i r e  pour  les nombres  n - - 2 %  
p u i s q u ' a l o r s  on a ~ ( n ) ~  2~o+ 1 -  1 et, eomme on sait7 tout  hombre  na tu re l  
~ 2  ~ o + l -  1 est une  somme de termes  dis t incts  de la sui te  1, 2; 2 ~,... 2 ~' 
(qui sont d iviseurs  du  hombre  2~0). 

Soit  m a i n t e n a n t  k un  nombre  na tu re l  ~ 1 et supposons que notre  asser- 
t ion est vraie  pour  le nombre  k -  1, done que tout nombre  na tu re l  

~k-2 )  est uue  somme de diviseurs  d is t incts  du hombre  _< a (2~op~p .~  ... ,~ k_~  

Soit m un  hombre  na tu re l  tel que 

m < ~ ( 2 ~ T ~  ... p~k-,~ - -  k - - 1  ," 

Comme 

~(2~0p~T~ ~%-~  --- z t 2 ~ o ~  . . . p ~ ) ( 1  "+-Pk-1 + P~ 4--~%-,t "'" m ' k - I  I ~, 1 " 1  -~2  k - - I  " ~  . . . .  l " k - - I  ~'7 

O n  a 

et, vu la fo rmule  (2) pour  i =-- k - -  1 et dTapr~s notre  lemme pour  s --- a~_~ + 17 
c-----~(2~0p~T~'-' p~k-~) et P--~Pa- ,  on eonclut  qu 7 il exis te  des ent iers  
c~ {i ~ 0, 1, ..., aa_~) tels que 0 __< c~ _< ~(2~(,p~ ...~.~_~%-~t~ et que 

Notre asser t ion  ~tant vraie,  par  F hypoth~se,  pour  le hombre  k - - 1 7  tout  
hombre  c~ (i ~ 0:17 ...7 aa-~) est une  somme de diviseurs  d is t inc ts  du  nombre  
2~°P~T~ ~...z~_e~-~7 d70fi7 d ' ap r~s  (8) on conelut  tout  de sui te  que m est une 
somme de diviseurs  dis t incts  du  nombre  2 ~ , ) ~  ~a~_, Notre  asser t ion est 

l~-i l,- 2 . .  , k , k _  1 . 

ainsi  vraie  p o u r  le hombre  k. 
Notre assert ion,  et, 'i plus forte  raison~ le th~ori~me 1 se t rouve  ainsi  

d~montr~. 
En partieulier7 d 7 apr0s 5 ~ 1 d- vt2 ~) = 8, le hombre  t00 - -  2 ~.5 ~ est pra- 

t ique et tout  nombre  na tn re l  ~ (100) - - - - -2 t7  est une somme de diviseurs  
dis t incts  du  hombre  100. Pa re i l l emen t  1000 est un hombre  p ra t ique  et tout  
hombre  ~a ture l  ~ 2340 est une somme de diviseurs  dis t incts  du  hombre  1000. 

I1 rdsul te  sans  peine du th~or~me 1 que si le hombre  ~1) est p~'atique, 
tout  hombre  na tu re l  m dont  le d~veloppement  en fac teurs  premiers  est 
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m--2~0-~**)~ ~ - ~  off ~ (i---0, 1, 2, , k - - 1 )  sont des nombres naturels -~1 ~"2 ""/~k--1 ' "" 
tels que ~ > oct pour i ' - - 0 ,  1, ..., k - - 1 ,  est ~galement un nombre pratique. 
Il en r~sulte tout de suite la proposition trouv~e par t)I. J. BROWK~ que 
lorsqu'on multiplie un nombre pratique par un de ses diviseurs, on obtient 

un nombre pratique. 
I1 r~sulte aussi sans peine de notre th~orbme 1 que le produit de deux 

{ou plusieurs} hombres pratiques (distinets ou non) est toujours un hombre 
pratique [ee qui fur aussi trouv~ par ~ .  J. BROWK~). 

Pour  d~montrer que le nombre pip~. . .p , ,  off p~ d~signe le i-~me hom- 
bre premier, et n - - 1 ,  2, ..., est pratique, il suffit  d 'appliquer notre th~tor~me 
et l 'in~galit(i connue p~_<~: 1 d-p,p~ ...p~_~ pour i----2, 3, .... 

Or, la proposition que pour tout n naturel  > 1 le hombre 2"-~(2 " -  1) 
est pratique peut ~tre d~montr~e sans peine directement. En effet, si k est 
un nombre naturel  < 2 " ~  1, k est, comme on salt, une somme de termes 
distincts de la suite 1, 2, . . . ,  2 "-~. Or, si 2 n - 1 < k ~ 2 " - ~ ( 2  " - 1 ) ,  on a 
k ---- (2" - -  ltt -b r off t est un hombre naturel  < 2  "-~ et r un entier tel que 
0 _ < r  < 2 " - - 1 ,  done t et r sont des sommes de termes distincts de la suite 
1, 2,. . . ,  2 "-~, d~ofi il rdsulte tout de suite la d~monstration cherchde. Done, 
en particulier,  tout hombre parfait  pair est pratique, ce qui a ~t~ signald 
par M. SAROJA. 

2. La notion des nombres pratiques nous conduit au probl~me suivant :  
n j ,  n~,. . . ,  nh ~tant une suite croissante donn~e de nombres naturels, 

quelle est la condition n6cessaire et suffisante pour que tout nombre naturel  
n < n~-I--n~ + ... + nh soit une somme de termes distinets de cette suite ? 

Nous d~fmontrerons que cette condition est qu ' i l  soit 

(9) n~ ~ 1 -t- n~ -!-- n.2 -~- ... -~- n~-i pour i --- 1, 2, ..., k. 

La condition est n~cessaire. En effet, s ' i l  existe un indi te  i < k tel que 
n~ ~ 1 -t- n~ --t- n.2 ",- ... + n~-i ,  le nombre 1 -~- nt -+- n,  -t- ... + n~_~ < n~ ne 
pourrait  ~videmment ~tre une somme de termes distincts de la suite n,,  n~, 
, . . ,  ~ h .  

~otre  condition est (!videmment suffisante pour le nombre k--" 1, puisque 
pour i ' - - 1  elle donne n ~ < l ,  done n ~ = l ,  et pour n < n ~  on a n - - 1 - - - n ~ .  

Supposons maintenant  que notre condition n 'es t  pus suffisante. I1 existe 
done un hombre naturel  k qui est le plus petit pour lequel notre condition 
n 'es t  pas suffisante, et on a k >  1. II existe done un nombre naturel  
m < n ~ - ~ - n ~  + . . .  + nk qui n 'es t  pus somme de termes distincts de la suite 
n~, n. z, .... nk. On a ici ~videmment m >  n~-----1 et il existe un nombre 
naturel  i ~ k  tel que m ~ - ÷ m . ~ + . . . d - m ~ _ ~ m < i n ~ + n ~ - ~ - . . . + n ~ .  Vu la 
condition que notre suite remplie, on a done --  1 < ni + n~--b ... d- n~_~ ~ ni 
~ _ m - - n ~ < n , - ~ n ~ - t - . . . - ~ - ~  ,. On a donc m - - n ~ > 0  et comme, d'apr~s 
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la d~tfinition du nombre  m il ne peut  pas ~tre m -  n~ = O, le  n o m b r e  m -  ni 

est na tu re l  et ~ n ~  + n ~ + . . .  + n ~  et comme, d ' ap r~s  i - - l ~ k  notre  con- 
d i t ion est suf f i san te  pour  le nombre  i - -  1, le nombre  na tu re l  m - - n i  est une  
somme de te rmes  d is t inc ts  de la sui te  n~, n.~,..., n~_~, d 'oh  i l  r6sul te  que m 
est une somme de te rmes  dis t incts  de la suite n~, n., , . . . ,  n~, con t ra i r emen t  

la  d6f ini t ion du  hombre  m. 

~ 'otre condi t ion  est done suff isante .  Nous avons ainsi  d6montr~f ee 

T ~ : O ~ M E  2. - n~, n~,. . . ,  na grant une suite eroissante de nombres natu. 

rels, la condition ndcessaire et suffisante pour que tout hombre naturel 
~ n~ + n.~-+-... + na soil une somme de termes distine, ts de cette suite est 
qu' on air tes indgalitds (9). 

Soil, en  par t icu l ie r ,  n~-- -1  et n~--p,_~ pour  i - - 2 ,  3, ..., off p~ d~signe 
le i -bme  nombre  premier .  Comme on le sail, on a 

p ~ + ~ _ ~ l + p ~ + p ~ ÷ . . . - - t - p ~  pour  i ~ l ~  2,.. .  

d'  oil il r~sulte que les hombres  ni ( i - - -1 ,  2, ...) sa t i s font  aux  condi t ions  (9) 
pour  i - - 1 ,  2, .... I t  r~sulte done tout  de sui te  du  thgor~me 2 ce 

COROLLAIRE. - Tout hombre naturel est une somme de hombres distincts 
de la suite infinie 1, p~, p~, ..., oil pi est le i-~me hombre premier. 

Or, ii est i~ r e m a r q u e r  que hi. H. E. RIC~ERT a d~montrg en 1949 que 
tout  hombre  na tu re l  ~ 6 est une somme de hombres  premiers  dis t incts  (~). 

II r~sulte tout  de sui te  du th~orbme 2 que si m est un  nombre  na tu re l  
tel que m ~ n , - F  n~ + . . .  ~ -nk  et si nj  est le p lus  g r a n d  des hombres  n~, 
n.2,... , n~ tel que n i ~ m ,  le hombre  m est une  somme de termes d is t ine ts  
de la suite n~, n2,... , n i e t  on a m ~ n ~  + n~-t- . . .  + n i.  

Soil m a i n t e n a n t  j~ le p lus  g rand  indice ~ k tel que n j , . ~  m. On a done 
n~ ~ m ~ n~ -!- n~ -t- ... + ni~ et si m =~= ni~, on t rouve 0 ~ m - -  ni~ ~ n~ -+- n~ 
-+-... + ni,_ ~ et si j ,  ~ 1, il exis te  le plus g rand  ind i t e  j~ ~ j ~ -  1 tel que 
ni~ ~ m - -  ni~ et on a m - -  ni~ ~ n~ -~- n~ 4- ... -t-- n i,, d' off si m :4= ni~ + nt, on 
t rouve 0 ~ m -  n ~ - - n i n o n  ~ + n~-+-... ~-n~_~ et si j~ =~= 1, it exis te  le p l u s  
g rand  indice ja ~ j ~ -  1, tel que n ~ m -  ni~--ni~. En r a i sonnan t  ainsi  de 
sui te  on arr ive ~t la d~composi t ion m - -  hi, ~ ni~-+- .... oh k ~ j ~  ~ j ~  ~ ... .  

Voici encore  une  consequence  immedia te  du th~or~me 2:  

T~]~o~:~E 3 . -  Pour qu 'un  hombre naturel n soit un  hombre pratique, 

il faut et il suf[it qu'on air pour la suite croissante de tous le s  diviseurs 
nalurels 1 -  d~, d.~,...; d~--~ n du nombre n les indgalitds 

d i a l - J - d ,  ÷ d~-t- . . .- t-d~_i pour i - - l ,  2 .... , s. 

(~) • .  :E. RICHERT, ~ ~ o r s k  M a t e m a t i s k  T i d s k r i f t  ~ 81 (1949), p. 120. 

Annal i  di  Matemat ioa  10 
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I1 r~sulte aussi du th~or~me 2 que si le nombre naturel  n remplit  ces 
conditions, tout nombre naturel  m tel que pour un indice i X k  on a 

m ~ d~ -b d~ + ... + d~ 

est uue somme des hombres distincts de la suite di ,  d~, . . . ,  d~. 
I1 en r~sulte la m~thode suivante, signal~e par  M. SAROJA dans sa note 

cit~e, de d~terminer pour un hombre naturel  m ~  1 + ~(n), off n est un 
hombre pratique, la d(tcomposition du hombre m e n  une somme de diviseurs 
distinets du nombre n. On d~termine le plus grand diviseur di~ de n tel 
que d i l ~ m .  Si m=~dj l ,  on d~termine le plus grand diviseur dj. .~di~ du 
nombre n tel que d j~_~m--d j~ .  Si m=# di~-i-dj~, on d~termine le plus 
grand diviseur dj~.~ dj~ de n tel que d i ~ m - - d j ~ - - d t  ~ et ainsi de suite, 
jusqu 'on  arrive $t la d~eomposition m ----- dj~ + dj.~ -+- ... -+- dj~, off j ,  ~ j o ~ ... ~ j~.  


