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associat i  a quel le  due  basi si pub s tabi l i re  una  cor r i spondenza  af f ine  ponendo  

( , )  u ,  ---- Z a ,~ .  v~,  (**)  v~ : Z ~,~ • u~ 
k 1¢ 

con a ; k " a , a + P ,  ~ = b i ~ + p ,  e Zai~. ,~z~=~i~,  date  che secondo 195 vale 
l 

Z ai~. b~ -- di~ C P, con d~ --  0 o 1, secondoeh(~ i :~= k o - -  k. 
l 

0gn i  fo rma di grado m ~(u~, . . . ,  u~)==-f(u~, . . . ,  u ~ ) +  p[u~ . . . . .  un] t angen te  
x ~ s mutas i  dopo la sost i tuzione ( ,)  in u n a  fo rma  

~p(v~, ..., v~) - -  ¢p(Z a~k' vk, . . . ,  Z ahk • vk) 
k k 

t angen te  x, poich~ 

~(vl,  . . . ,  vh) - -  f (  Z a~k . vk , . . . ,  Z aak . v~) + p[v~, ..., vh] 
k k 

f (  Z a ~  • qk , . . . ,  52 a~k • qk) --- f(P~ , . . . ,  Ph) C x T P " + ' .  
k k 

Viceversa.  dal fat to ehe (**) ~ F inve r s ione  di ( ,)  r i su ] t a  che ogni forma 
'b(v~,..., vh) tangente  x si ott~ene da una  forma ~(u~ . . . . .  uh) tangente  x me. 
d iante  la sost i tuzione (,). sicchb possiamo d i re :  

I l  cono t a n g e n t e  (a(s)) di  u n a  f igura  ~ i n  u n a  p r o s p e t t i v a  p subisce la 

l r a s / o r m a z i o n e  a f f i n e  b iun i voca  ul "-- Z (a~jc q- 1)) " vk.  se si  p a s s a ,  p o n e n d o  
k 

p~ ~ Z a i k .  q~, da  u n a  base m i n i m a  p~ de l t ' i d ea l e  p a u n  u l t r a  q~. 
k 

§ 6. Ideali omogenei.  

199. I1 presentars i  di ideali  omogenei  nel la  def inizione dei ton i  tangent i  
ci induce  a r i ch iamare  ta luue  proprieti~ di s i f fa t t i  ideali.  

Des igneremo in quet  che segue con a, b, ~l, eec. ideaii  (omogenei o no) 
in un  anello A ' - k [ u ~ ,  . . . ,  uh] di pot inomi sopra an corpo k, t h e  subito 
es tendiamo a un  corpo K - - ( k ,  t) 1 -d imens iona le  sopra k. L :e s t ens ione  di A 
alF anello A • K - -  K [ u l ,  . . . ,  uh] conduce  a es tens ioni  a • K degli  ideal i  a dal le  
qual i  si r i t rovano quest i  nel  modo a .  K f~ A ~---~t (red. 40). Not iamo ehe gli 

1__ Z t ~ e lement i  di a .  K possono si scr ivere nel ta  form~ f ( t )  a i .  con f ( t ) E  [k, t], 

a~ E a. l~e segue subito, che sempre  D • K : "  c • K - -  [b fa  c] .  K. Invero,  ogni 

__ l l _ z b ~  t i . _  1 • Zc~. t ', dal le  x E b .  K f ' '  C. K ammet t e  le rappresentaz ioni  x - -  f ( t )  ~ ~ 

qual i  si t rae b~ - -  c~ E b f "  C. 
Se  q ~ p - p r i m a r i o ,  q .  K ~ P .  K - p r i m a r i o .  

198 - -  199 



|'.~. K : ( l l l , l , : l {  : ( I + ' o m + ' l r i { i  + t r i t m e t i e a  123 

I)IMOSTItAZIOI+E. - S ia  fCt). ( E ~rj • ti) • ( X b+- t ~) C ¢1" l k, tl. X b,. # ¢ 1  q"  [k, t] 
i i 

con  [(t)--~ tt + ... E [ k ,  t[. ai .  b+ 6 A.  
Volendo d i m e s t r a r e  d a p p r i m a  X ~f+ • t i C P -  [k, tl, possiamo suppor ro  Z b~- t ~ - -  

- "  b,, . t" + ... con b , ,ml_q e che  si sapp ia  gih a, i C p  per  i < < m .  Se r iv i amo  
X a i -  t ~ ~ - -  P + ~Y,,, • t m + ... con P E p .  [k+ t]~e fo rmiamo 

( X  --  P ) .  ( v P " - '  . X ' - ' )  = X "  - -  P"  C X "  + q . [k, tl 
i-.J 

con X - =  am" t " ' +  ... e un e sp o n e n t e  r per  il qua le  p " C  q. 
Mol t ip l ieando |a relazitmo p r e s u p p o s m  con E P " - J .  X ~-~ si o t t i ene  

i 

X " .  f ( t ) .  ( x b , .  V) = a ~ .  b . .  t ' ' ÷ ' + t  + ... C q .  [k, t] 
i 

deride si deduev  a~+. b,, C q e qu ind i  am C P e in conseguenmt  Z a~ • t ~ C p .  [k, tJ, 
( Z  a : .  ~ ) '  C q • tk. tl. p ropr ic t~  q m f l i f i c a n l e  q • K c o m e  idea lc  p r i m a r i o .  

; 1 
Se un e lemonto  Z - - f ( t ) .  ~ ~;'" t~ con c ~ A  soddisfa a Z i C C I . K ,  si ha 

g(t) • (~ v+. V)~ C P • Ik, tl epperb  c ~  p per  oo'n~,. . indice,  eiob Z 6 p .  K, m e n t r e  
v iceversa  da Z ~ ]) • K sempre  segue  Z'" C q • K. (Si osservi  ehe  g(t) ~ [k, t] non  
5 (,<)ntenuto nell" ideate  p .  [k, t] p r imo in IA, tit. 

l )a  u n a  d e c o ~ p o s i z i o n e  u o e t h e r i a n a  r ido t ta  a =  F~ q+ segue  la  decompo.  

s i z ione  noetheriat+a r i d o l t a  a • K - - ~  N q~. K. 
It suss i s te rc  deli 'eq,v:~ion,. ,  a . K ~ O q ~ . K  e it fa t to  ehe  q : . K  +> 

Pi .  K - p r i m a r i o ,  se q~ 5 p~-t)rimario, sono gi,~ d imost ra t i .  I p+. K souo d ivers i  
h'a di lOl'O, poieht" l" uguag l ianza  Pi" K---- Pi" K da rebbe  P i - -  P+ • K f ' ~ A - -  

• ~ °  • a = Pi K rx  A ----- p] (ved. 40). , tm thneu te  si o t t e r r ebbe  da uua  ridueibil i t '~ del l '  in- 
t e r sez ione  ~ qi" K utm r iduz ione  di i'~ q+. C. d. d. 

200. l d iv i sor i  p r i m i  d i  u n  idea le  omogeneo  sono  omogenei .  

t)t~tosamAztoNm. - P o n e n d o  ++t+ -+ ~ t+ • lti ( i  ---- l . . . . .  h), c T - -  c per c E K, si 
de f iu i sce  un au tomor f i smo  ~ d e l l ' a n e l l o  A - K  t h e  muta  in s6 ogni  idea le  
a - K  es tens ioue  di ttn ideale  omogoneo  a. 

Suppos to  a o m o g e n e o  e a ~--- N qi con q, p i - p r i m a r i o  uua  sua deeomposi-  
zione noethtq ' iana  ridotta,  :tvrenlo 

N q+. K - -  a • K - -  ( a .  K)= - -  N (q; .  K)  ~. 

dovt~ (qi" K) '~ b (p;. K ) : - p r i m a r i o .  I 'oieh0 gli ideal i  pr imi  (p~. K) ~" sono dis t in t i  

come i Pi • K e 1' u l t imo membro  del l '  equaz ioue  sudde t t a  b in t e r sez ione  ridotte+ 
come il sue  pr imo membro ,  essendo ~ a u t u m e r f i s m o  di A. ogui  (p~. K)  ~ deve  
co ine ide re  con un Pi" K. Sia 

~*) (p~.K):  = p~. K 

1 9 9  - -  2 0 0  



124 E. K;~IrLEr~: Geo~etria Aritmetica 

e p(u)--~ Zp',"~)(u) (con p("~) omogeneo di grade m) an etemento qualunqae  di 

p~. Da (,) st~gue una relazione f(t) .Z t "  .p(")(u)C Pi" [k, t I, donde si trae successi- 

vamente 

(, *) p(°)(u) E p] , pC~)(u) E Pi, eec., 

il ehe mostra Pi C Pt. Scrivendo era  l 'equazione (,) nella forma (t0i' K) ~-~ - -  
Pl • K, si pub r ipetere il ragionamento precedente facendo fare a t -~ la parte 

di t. Se ne r icava pl C t0i e quindi p~ ~ p]. Dal risultato (**)segue pot l 'omo- 
geneiti~ dell' ideale p~. C. d. d. 

201. Se con q~(a, m) si designa il rango del k-modulo M(a) delle forme 
di grado m in un ideale omogeneo a, si avra la relazione 

r(a + b, m) - -  r(a, m) + r(l~, m) - -  r(a ~ b, m) 

per ideali omogenei a, b qualunque.  Gib risulta dal fatto e h e s i  possono 
trovare bast indipendenti  I A1, .... As, C1 .... , Cr I di M(a), 1 B1, ..., B~, C~, 
..., Cr I di M(b), che comprendono una data base indipendente 1 C~,..., Cr I 
di M(a f '  b) e forniscono pertanto la base indipendente t A~,.. . ,  A~., B~, 
..., B~, C~,..., C~I di M(a + I0). 

Col numero ~(A, m ) = : ( m - + - h - - 1 )  h - -  1 delle forme l inearmente indipendenti  

di grade m in A ~ k[ul, ..., Uh] si calcola la funzione caratteristica x(a, m) 
di un ideale omogeneo a:  

la quale, secondo un classico teorema di ~::~ILB:ERT pub rappresentarsi  per 
valori abbastanza grandi d i m  come polinomio in m. 

Volendo r iprodurre  la dimostrazione data da VAN DE:R WA.EIIDEibt per 
il teorema, ehe il grado di quel polinomio )~(a, m) ugnaglia la dimensione 
della, f igura (a) individuata dalFideale  a nella varietk V(A), ci bisogna pre- 
mettere  qualche osservazione sulla nozione di dimensione nel caso di figure 
in varietk algebriche. 

20"~. La dimensione (sopra k) di una figura a in una variet?~ V algebrica 
sopra k ~ ia massima fra le dimensioni 

dim S / ~  
k + 1~/~ 

per tutte le prospettive l~ E V di a. 

2 0 0 -  20~ 
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llna prospettiv.~ ~ d i a  per la quah, 6 raggiunto quel massimo, b 
neeessariamente estrema, come risulta dall 'osservazione pifi generale, che 
per due prospeltive ~ ,  l~' in una variet~ algebrica sopra k sempre vale 

S / ~  < d i m - S ' / l ~ , i _ - , - - n  , se S C S ' = ] = S .  m = dim k + ~ / ~  k + ~ / ~  

1)J[MOSTRAZlONE. - Sia A = [k, za .... , xn] base di ~ e pereib anehe di ~Y 
(red. 170 e 180). Allora ~ ' C ' ~ A C ~  f '~A=4=~'c '~A di seguito a SCS'=~=S. 

A ogni dipendenza algebriea 

xh) C E k[X , ..., Xh]) 

fra xl + D', . . . ,  xh + ~ '  ~: S'/~'  sopra k + D' /~ '  corrisponde una relazione 
analoga f(xl, ..., xh) C D fra xl + i~, ..., Xh + ~ E S / ~  sopra k + ~ / ~ ,  donde 
segue m ~ n. 

Siano yl + ~ ,  ..., y,, + ~ n qualunque fra gli eleinenti xl + ~ .... , x~ + ~ .  
Volendo dimostrare ehe essi dipendono algebrieainente sopra k + ~ / ~  e 
ehe pertanto m ~ n, baste considerare,  secondo quel ehe si 6 detto sopra, il 
ease in eui y l +  ~ ' , . . . ,  y ,  + ~ '  sono algebrieamente  indipendenti  sopra 
k + [~'/~'. Seelto p E ~ f'~ A, p :l-- ~ '  si avr~ quindi una dipendenza algebriea 
f (P- ' ,  Y~, .... y , , ) C ~ '  (f(Z, Y~,.. . ,Y,,) E k[Z, Y t , . . . ,  Y,,]) di p - '  + 15' da 
y~ + ~', .... y ,  + ~ '  sopra k + ~ ' /~ ' ,  della quale si trae, moltiplieandola con 
una potenza P " C  A, una relazione 

g(Yl , ... , y,,) C IiY + p . A, eio6 C ~ '  C'X A + ~ Ca A C ~ f~ A 

(con g(Y1, ..., Y ,)  E k[Yt,  ..., Y.]), che ~ proprio la dipendenza aeeennata  degli 
elementi  Yl + ~ ,  ..., y ,  + ~ .  C. d. d. 

Da questa osservazione segue in particolare, the  per una figure 
II~-primaria 

dim ¢ = dim ~ --~dim S / ~ _  
k + 

La dimonsione di una f igure a qualunque 6 quindi la massima fra le di- 
Inermioni delle figure prime d i a  tved. 186~. 

Oonsoguenza immediata  della definizione ~ il ratio the  da a ~ b segue 
dim a ~ dim b. 

203. Consideriamo il ease della variet~ V(A) di bane A----k[u~,.. . ,  uaj e 
di una figure (a) in V(A) definite mediante un ideale a in A ponendo 

(a)(8) - -  a .  s per  ogni ~ E V(A), 

20~ ~ 208 
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come accade nella definizione del cone tangente (ved. 197). Se a-----A qi con 
i 

¢I~ ideate [ ~ f ' ~  A]-primario 6 decomposizione noetheriana ridotta di a e si 
designa con ~ una prospettiva qualunque di (a), si deduce dalla relazione 

(H[~  f'~ A]) L C a C lO f "  A 
i 

(con L abbastanza grande), 

che uno degli ideali primi ~ i  f '  A, sia ~ z-~ A, ~ contenuto in ~ f'~ A e che 
quindi SCS~,  cio~ d i m ~  ~ d i m ~  per le figure prime eorrispondenti  
(red. 202). Ne segue che la dimensione della f igura (a )uguagl ia  la dimensione 
di una delle figure prime 115~--(~ f'~ A) individuate dai divisori primi del. 
l ' ideale  a. (Si osserverh che difatti ogni f igura (~ f'~ A) ~ prima (red. 177), 
essendo [ ~ f - ~ A ] . S  f ' ~ s = ~  f - ~ s =  [~ f ' ~ A ] . s  per ciascun s C S  in V(A) 
(red. 174), osservazione perb irr i levante per le conclusioni). 

204. Suppouiamo a omogeneo, sicch~ anche gli ideali ~ i r ~  A sono omo- 
genei (red. 200). Fra  questi divisori primi di a pub trovarsi l ' ideale  

h 
- t l - - -  E ui .  A. Se si ~ costruita una forma fE A ehe non appart iene a nessuno 

degti ideali ~ i f '~  A diversi da U, la dimensione della f igura (b) definita me- 
diante l ' ideale  [~ = a  + f .  A invece di a n e l  mode suddetto 6 minore di 
quella di (a), purch~ questa sia positiva. 

Sia. invero, ~ f igura pr ima di ([~), t ie6 [~ C ~ f'~ A, la eui dimonsione 
uguaglia quella di (b). Siccome ~ ~ ( b ) _ ~ ( a )  ~ anche prospettiva di (a), si 
avr~ S C Si per certo i (red. 208). 

Se d i m ~ - - : 0 ,  si ha dim (a) > 0 - -  dim ~ --  dim (b), come vogliamo di. 
mostrare. 

Se dim ~ > 0, anche dim ~ i ~  dim ~ > 0, sicch~ ~i  f~' A 6 diverse da U 
e quindi f ~[: Di ~ A. Ma fC [~ C D ~ A epperb S =~= St, mentre  S C Si. Cib 
mostra dim (b) - -  dim ~ < dim ~ i  ~-- dim (a) e. d. d. 

205. L 'esis tenza di una forma f del tipo suddetto si dimostrerebbe facil- 
mente, se non ci importasse in r iguardo alla dimostrazione det teorema di 
ttILBER~ l ' ipotesi  c h e f  sia l iaeare.  Pe r  realizzare questa premessa senza 
ipotesi r istrett iva sul eorpo k, estendiamo k a K - - ( k ,  t) come in 199. La 
funzione carat ter is t ica X(a" K, m) del l ' ideale  a .  K estensione di a coincide 
con quella x(a, m) di a, poich~ una k-base iudipendente del k-modulo M(a) 
delle forme di grade 1 in a b altresi K-base  i n d i p e n d e n t e  del K-mo- 
dulo delle forme di grade l in a .  K, come si vede con un ragionamento gih 
usato in 39 I. 

La figura (a .  K) definita in V(A. K) ponendo 

(a .  K)(S )~  a .  K .  S (--  a .  s) per ogni ~ E V(A. K) 

2 0 3  - -  2 0 5  



E. K)I~'ILE~: Geometria Aritmetica 127 

ha la stessa dimensione sopra K come la f igura (a) sopra k. Cio si r iconosce 
dalla decomposizione noether iana  ridotta (red. 199) a • K - -  N qi" K mostrando, 

t 

e h e l a  dimensione sopra K di ognuna delle figure prime ~ i ' - - ( [ ~ i  f'~ A].  K) 
individuate nel mode suddetto dai divisori primi [~i f'~ A]. K di a • K coincide 
con la dimensione della f igura corrispondente ~ i ~  (~if '~ A). 

]~ chiaro c h e l a  dimensione (uguale a dim ~t') di un corpo (K, x l , . - ,  xh) 
definite sopra K dalle equazioni 

f ( ~ ,  ..., xh) = 0 (con f (u~, . . . ,  uh) E ~ i  ~ A) 

non supera la dimensione (uguale a dim ~i) di un corpo K1-- (k ,  x~,... ,  xh) 
definite sopra k dalle medesime relazioni. Quindi 

(.) d i m ~ {  ~ dim ~ i .  

D 'a l t ra  parte sappiamo (red. 4:2) the  esiste una composizione sopra k 
(K, KF) di K con /(1, la cui dimensione relativa a K raggiunge quella di K~ 
sopra k, cio~ dim ~ i .  e ra ,  l' ideale ~ '  r~ A • K in K[u~, ..., uh] - -  A .  K costi- 
tuito dai polinomi F(u~, .... uh) formanti  i membri  sinistri delle relazioni 

F ( ~ ,  ..., xh ~) = 0 

the  definiscono (K, 1(1 ~') aopra K, eontiene [~i f'~ A] • K---- ~, '  ~ A .  K, il che 
mostra S' C Si' e 

S'lliY ~i Si'lDi' 
(din, ~ , - - - ) d i m  K "r-~'2'i~' ~ el m g ~--~-ZT~; , (-----dim ~i'),  

cio~, tenure eonto di (,), l 'uguagl ianza d i m ~ i = d i m  ~i' e in conseguenza 

dim (a) - -  dim (a .  K). 

h 
Osserviamo infine, c h e l a  forma l ineare f =  Z u ,  • t" E A • K non appar- 

tiene a nessuno degli ideali primi [~i f-~ A]. K diversi d a t t -  K. 
Invero.  l ' ipotesi  f C [~i f'~ A] .  K equivale a una relazione 

( c ~ . t ~ + . . . ) . ( u l . t + u 2 . t ' 2 + . . . ) - - ' ~ Z p t . t  ~ con c.,, c.H1 , ... Ek,  p ~ E ~ i r ~ A  
z 

dalla quale si deduce successivamente u i E ~ i f ~ A ,  u 2 E ~ i r ~ A , . . . ,  cio~ 
Dif~  A---U. 

206. TEOREMA di HILBERT. - L a  funzione caratteristica X(a, m) di u n  
ideale omogeneo a in u n  anello A = k[ul , . . . ,  ua] ~ per  m abbastanza grande 
un  polinomio in m il cui grade ~ la dimensione della figura (a) definita da 

(a)(S) ---- a .  S per ogni D E V(A). 

2 0 5  - -  2 0 6  
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DBIOSTRA'~IONE. - Riprendiamo le notazioni di 203 e 205: a-----N q~, q~ b 
[~)i f'~ A]-primario, f una forma lineare =]: Ilb~ ~ A. se ~ i  f'~ A ~- It 

R, isulta dalle osservazioni precedenti ,  the  nel case the  non si riesea a 
trovare una forma l ineare  f del tipo suddetto, basterebbe estendere k a 
K = (k, t) e dimostrare il teorema di HILBI~I~ per l ' ideale  ft .  K in A .  K, nel 
qual  ease eerto esiste una forma lineare soddisfacente alle condizioni proposte. 
mentre le uguaglianza X(a • K, m) ----- X(a, m), dim (a ~ K) ~- dim (a) assieurano la 
completa equivalenza del nuovo contenuto del teorema con quel ehe si 5 
proposto a dimostrare. 

I. - Se dim ( a ) - - 0 ,  ognuna delle figure prime ~ ha la dimensione 0. 
Valgono dunque relazioni fi(u~)C ~i f'~ A (con fi(U)E k[U]) per j - - 1 ,  ..., h ehe 
si somplifieano in equazioni del ripe u f " E  ~ i f '~  A. essendo ~)if~A omogeneo 
(red. 200). Quindi tl C ~ i  f3 A C U, eio6 a 6 II-primario e si ha con un eerto 
1 : t r  E C a C U. Aliora q0(a, m) ----- q0(A, m) per  m ~ l, sieehb X(a, m) risulta (,o- 
stante per  m ~ l . [II  teorema b dunoue  vero per dim (a~-----0. 

II. - Supponiamolo dimostrato per  dim ( a ) <  n e eonsideriamo il ease di 
d i m ( a ) = n .  Scegliendo la forma l ineare f nel mode suddetto, avremo 
dim (a-[-f .A) < n, sieehb pub affermarsi  ehe x(a -4- f -  A. m) ~ per  m abbastanza 
grande, ad esempio pet' m >  rex, polinomio in m di grade---- dim (a q- f .  A ) < m  

0 r a  (red. 201) 

(,) ~ m +  f-  A, m) = ~(a. m) + ~(f. A, .~) --  ~(a c ' , f .  A, m) 

e :¢(f. A, m ) =  ¢¢(A, m - -  1), mentre :p(a f '~f. A, m) si determina nel mode 

seguente ; 
S e  uno degli ideali qi 6 U-primario, sia r un esponente tale ehe 

t l " c q i c 1 1  per questo qi,  al t r imenti  si prenda r = - - 1 .  Poieh6 le forme 
x . f E a r ~ A . f s o d d i s f a n o  a x - f C q ~ ,  mentre f c ~ = ~ f ~ A  per ~ f ' ~ A : ~ = U ,  
si ha x c q ~ .  S e i l  grade m di x . f  supera r, si avrh inoltre x C q i  per 
D~r~ A -"  U e quindi z fi a, eio6 ¢~(a "" A •/ ,  m) - -  ~(a, m - -  1) per m > r. 

Cib posto, si ottiene da ( .)  

~(a  + A • / ,  m) - -  q~(a, m) - -  ¢p(a, m - -  1) -I- ~ ( A ,  m - -  1) 

e pertanto 

X ( a T A . f ,  m ) ~  Z (¢~(A, l ) - - ~ ( a + A . f ,  l ) ) + c " - -  
Z= r+ l  

---~ ~" + ~ (¢p(A, l) -- ~(a, l)) - -  ~ @(A, 1 - -  1 ) -  ~(a, l - -  1)) 

= x(a,  m) - -  x(a,  m - -  1) + c 

206  
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e f inalmente  
rf6 

×(st, m) = c .  m + c' + X X(a + a .  f,  l). 

Essendo X ( s t + f - A ,  m) per m > m ~  polinomio di grade r e < n ,  la sua 
sommazione estesa da m - - r + l  fine a un m > m o = m a s s i m o  di r + l  e 
m~ dark per X(St, m) una espressione come polinomio di grade ~ n = dim(st). 

III .  Per  dimostrare  the  il grade di qnesto polinomio ~ appunto n, 
osserviamo ehe fra gli elementi  u~, .... uh debbono trovarsi n, siano ut,  ..., u .  
tali ehe 

(, ,) a ~ k[u~, . . . .  u,,] = o. 

Se infatti  cib non si verificasse, so eio~ per n qualunque presi ui,,..., u~,, 
si trovasse un polinomio g(ui, , . . . ,  ui,):~=0, E St, si avrebbe per ogni ~ la 
dipendenza algebriea 

g(u~l, ..., ul,) C D~ f~ a 

fra u i~+ ~ , . . . ,  u, ,  + ~ ,  eontrario all ' ipotesi t he  per un ~ almeno sia 
dim ~ ,  = n. 

Ora da (**) segue, che ci sono almeno \ ( l +  n - - 1 ) f o r m e  di grade 1 
n - - 1  / 

l inearmente  indipendenti  dalle ~(st, l) forme di grade l in St, cio~ 

e quindi 

h - - 1  ~ 0 ( s t ,  l ) +  n - - 1  

l=o l=O n -  1 - -  ~ 

sicchb il grade del polinomio X(st, m) non pub essere minore di n = dim (st). 

§ 7. Funzione earatterist iea di una flgura. 

207. DEFI~IZlONI. - La funzione carat teris t iea X(st(s), m) di una  figura a 
in una variet'k V associa a ogni prospettiva p E V e ogni numero intero m > O, 
il valore 

XISt(s), m)--X(st(s), m) 

della funzione earat ter is t iea (red. o01) del l ' ideaie  St(s) the  individua il cone 
tangente (St(s)) (red. 197) d i St in p. 
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