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associati a quelle due basi si pud stabilire una corrispondenza affine ponendo
(*) 74,-15!1,*"0;;, (*%) lﬂi'zzﬁtk'uk
k

con o ==y + P, Bix =bic -+ P, © ?aiz » Bix = Oi;, dato che secondo 195 vale
%aa by — die C P, con dix =0 o 1, secondoche ik o =k

Ogni forma di grado m @(u,, ..., up)= f(4z, ... up) + Pltts. ... . u,] tangente
z € s mutasi dopo la sostituzione () in una forma

YOy, vy Vp) = cp(% Ly * Vky ooy % i * Vk)
tangente z, poiche

YOy eee s vh)zf(%;%k”vk;---, ;‘lahk-vk)—{—p{vl,..., vn)

f(%alk Qg e s %Cﬁhk cqi) = f(pr, o s pp) T+ Pt

Viceversa. dal fatto che (xx) ¢ l"inversione di () risulta che ogni forma
(@, , ..., vy) tangente z si oftiene da una forma y(u,.... ux) tangente x me-
diante la sostituzione (x). sieché possiamo dire:

11 cono tangente (a(s)) di una figura & in una prospettiva P subisce la
trasformazione affine biunivoca w; =X (ai + P)- ve. Se si passa, ponendo
k

pi=Z aix - qu, da una base winima p; dell’ ideale P o un alira gi.
k

§ 6. Ideali omogenei.

199. 11 presentarsi di ideali omogenei nella definizione dei coni tangenti
ci induce a richiamare talune proprietd di siffatti ideali.

Designeremo in quel che segue con &, b, q. ecc. ideaii (omogenei o no)
in un anello 4 = k{u,, ..., up] di polinomi sopra an corpo % che subito
estendiamo a un corpo K= (k, {) 1-dimensionale sopra k. 1/ estensione di 4
all’anello 4 - K= K[u,, ..., u,] conduce a estensioni a - K degli ideali a dalle
quali si ritrovano questi nel modo 8- K™ 4 =a (ved. 40). Notiamo che gli

1 .
elementi di @K possono si scrivere nella forma ]%—)Zai- t con f(f)€E|k, t],
a; € a. Ne segue subito, che sempre b.KMc-K= (b ¢]« K. Invero, ogni
z€b. KM ¢. K ammette le rappresentazioni z == L Zb;- t*’=~}—20,~ ¥, dalle
f) )

quali si trae b=c; € bC.
Se q & p-primario, q-K ¢ p - K-primario.
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DimostrAZIONE. — Sia f(t)- (S a; - 8)-(Zb;i- ) CQq- |k 1. X b;- | q-[k, 1]
con f() =1t 4+ ... €[k, t. a;. b; € 4.

Volendo dimostrare dapprima X «; - # C P -k, #], possiamo supporre Z b;- i =
=0b,t" 4 .. con b, cj.q e che si sappia gid a; Cp per <. Secriviamo
Sa;-tt=— P+ a,-t"+ .. con PE€p-[k tjie formiamo

(X—P)-(,é,P’”“X‘*‘)sX"— PrCX +q-[k f

con X == tt,, + £ 4 ... e un esponente » per il quale p”C (.
Moltiplicando la relazione presupposta con X Pr=f. X'~' gi ottiene
i

X fi- (\_, b, -t = (o + b, - frEnEl +.Cq- {k’ g}

donde si deduce ay, - b, C ¢ e quindi @,, C P e in conseguenza X a, - CP- [k, ¢,
(Ya; 1 Cq-lk t], proprieth qualificante q - K come ideale primario.

' Ne un clemento Z:f(t)' Ye, ot eon ¢, € A soddisfa a Z/Cq-K, si ha
gy - (e - Y C Pk t] epperd ¢ €P per ogni indice. ciod Z € P - K, mentre
viceversa da Z€p . K sempre segue 2" C q - K. (Si osservi che g(f) € [k, {] non
& contenuto nell” ideale p - (&, ¢] primo in |4, ¢

Da una decomposizione noetheriana ridotia a= N\ ¢ segue la decompo-
sizione noetheriana ridotia a- K= 0N q:- K.

11 sussistere dell’equazione a. K =N -K e il fatto che K &
pi - K-primario, se ; & pi-primario, sono gid dimostrati. 1 p;- K sono diversi
fra di loro. poiché I'uguaglianza Pp;+« K= p;- K darcbbe pi=p;- KN 4=
=p,;- K™ 4 =p, (ved. 40). Similmente si otterrebbe da una riducibilita dell’ in-
tersezione N ;- K una riduzione di N ;. C. d. d.

200, I' divisori primi di un ideale omogeneo sono omogenei.

DIMOsTRAZIONEK. — Ponendo ui==t.u; i=1,.., ), ¢ ==¢ per c€K, si
definisee un automorfisme t dell’ancllo 4 - K che muta in 8¢ ogni ideale
a - K estensione di un ideale omogeneo q.

Supposto & omogenco e g = M ¢; con  Pi-primario una saa decomposi-
zione noetheriana ridotta, avremao

N+ K=a-K=@ -KFf=N(q-K).

dove (q;+ K)* ¢ (p;- K)=primario. Poiche gli ideali primi (p; « K)* sono distinti
come i P; - K e "ultimo membro dell’ equazione suddetta ¢ intersezione ridotta
come il suo primo membro, essendo 1 auntomorfismo di 4. ogni (Pi+ K)* deve
coineidere con un P;- K. Sia

(*) M- Ky=0p;-K
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e p(u) = X p"(u) (con p™ omogeneo di grado ) un elemento qualungue di
m

Pi. Da (%) segue una relazione f(f) -2 « p™i(u) C p; - [k, t], donde si trae successi-
n
vamente

(%) pPOuw) €P;, pP(u)€p;, ecc.,

il che mostra P; C p;. Scrivendo ora I’equazione (%) nella forma (p; - Ky ‘=
= Pi + K, si pud ripetere il ragionamento precedente facendo fare a {—* la parte
di £. Se ne ricava P; CP; e quindi Pp; = p;. Dal risultato (x+) segue poi I’ omo-
geneitd dell’ideale p;. C. d. d.

201. Se con @, m) si designa il rango del k-modnlo M(a) delle forme
di grado i in un ideale omogeneo a, si avrd la relazione

@+ bs m) == (@, m) Cp(b, m)— p@ b} ")

per ideali omogenei &, D qualunque. Cid risulta dal fatto che si possono
trovare basi indipendenti | 4,,... 4,, G,.., Gt di M@) {Bi,.., Bg, Ci,
o, Oyt di M(b), che comprendono una data base indipendente {Ci,.., C,!
di M@ "™ by e forniscono pertanto la base indipendente | A4,,.., 4,, B,
ey B, Ci,.., G/} di M@+ b).

m k-1
h—1
di grado m in A = kus, ..., un] si calcola la funzione caratieristica x(a, m)

di un ideale omogeneo a:

Col numero (4, m) ::( ) delle forme linearmente indipendenti

we m=E w4, n—va, 0 =" F")—Eea 1,
I=0 =0

la quale, secondo un classico teorema di HILBERT pud rappresentarsi per
valori abbastanza grandi di m come polinomio in m.

Volendo riprodurre la dimostrazione data da VAN DER WAERDEN per
il teorema, che il grado di quel polinomic x(s1, m) ugunaglia la dimensione
della figura (a) individuata dall’ideale a nella varietd V(4), ci bisogna pre-
mettere qualche osservazione sulla nozione di dimensione nel caso di figure
in varietd algebriche.

202, La dimensione (sopra k) di una figura a in una varietd V algebrica
sopra k ¢ la massima fra le dimensioni

S/B
E+ 1D/

dim
per tutte le prospettive o € V di a.
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Una prospettiva D di a per la quale & raggiunto quel massimo, o
necessariamente estrema, come risulta dall’ osservazione piu generale, che
per due prospettive I, W in una variels algebrica sopra % sempre vale

== dim ’T_S—/‘gf’m < dim P _t-%?/—m«, =mn, s¢e SCS'FS.

DIMOSTRAZIONE. ~ Sia 4 =[k, z,,..., 23] base di |P e percid anche di P’
(ved. 170 e 180). Allora P NMACP N AFEP N4 di seguito a SCY¥F 8.

A ogni dipendenza algebrica

f(xly ) xh) C ﬂ)' {f(le wee s Xh) ek{Xla wery Xk})

fra o+ W, .., 2a+ P €8/P sopra k -+ P/B corrisponde una relazione
analoga f(x,,..., zx) CP fra z,+ B, ..., z +DES/P sopra k4 /P, donde
segue m << M.

Siano y, + I, ..., ¥, + IP n qualunque fra gli elementi z, + B, ..., = + P.
Volendo dimostrare che essi dipendono algebricamente sopra & + P/P e
che pertanto m << n, basta considerare, secondo quel che si & detto sopra, il
caso in cui ¥, - W,.., ¥, + P sono algebricamente indipendenti sopra
kE+ P/ Scelto p€ P A, p |z si avra quindi una dipendenza algebrica
f(p_15 Yi, e yn) C ]D' (f(Z’ Yl; ;Yn) € k[Z, Yl, ey Yn]) di p-‘ + “)' da
Y+ W, .. Yo+ B sopra k+ /Y, dalla guale si trae, moltiplicandola con
una potenza p” C 4, una relazione

9Ys, s yn)Cﬂ)'—’rP'A, cioé C“ymA"l"lpmAC‘pmA

(con g(Y,, ..., Y,)€K[Y,,.., Y,]), che & proprio la dipendenza accennata degli

elementi ¥, + B, ..., . + P. C. d. d.
Da qyuesta osservazione segue in particolare, che per una figura

IP-primaria @
dim @ = dim ) =dim P f%l%m)

La dimensione di una figura a qualunque & quindi la massima fra le di-
mensioni delle figure prime di a (ved. 186).

Conseguenza immediata della definizione & il fatto che da a=b segue
dim & = dim b.

203. Consideriamo il caso della varieta V(4) di base A=FEu,, ..., upl e
di una figura (@) in V(4) definita mediante un ideale a in A ponendo

@x8)=a-8 per ogni P € V(4),
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come accade nella definizione del cono tangente (ved. 197). Se a= N q; con

. . . . . by . > . . -1’
q: ideale [ ™ d)-primario ¢ decomposizione noetheriana ridotta di a e si
designa con [ una prospettiva gualunque di (a), si deduce dalla relazione

([P M ApPCaCPd ™A (con L abbastanza grande),

che uno degli ideali primi ) ™ 4, sia P, 4, ¢ contenuto in P 4 e che
quindi §C8,, cioé dimP <dim[p. per le figure prime -corrispondenti
(ved. 202). Ne segue che la dimensione della figura (a) uguaglia la dimensione
di una delle figure prime ;= ()™ 4) individuate dai divisori primi del-
I’ideale a. (Si osserverd che difatti ogni figura (/™ 4) & prima (ved. 177),
essendo [P 4d]-8s=P s=[P ™ A].-s per ciascun sC8 in V(4)
(ved. 174), osservazione perd irrilevante per le conclusioni).

204. Supponiamo & omogeneo, sicché anche gli ideali [p; ™ 4 sono omo-
genei (ved. 200). Fra questi divisori primi di a pud trovarsi 1’ ideale

]

u= 2 u;- 4. Se si & costrnita una forma f€ A che non appartiene a nessuno
=1

degli ideali ;™ 4 diversi da 1, la dimensione della figura (b) definita me-

diante Videale D=g 4 /-4 invece di g nel modo suddefto & minore di
quella di (@), purché questa sia positiva.

Sia. invero, [P figura prima di (b), ciod DCP ™ 4, la cui dimensione
uguaglia quella di (b). Siccome P <<(b)<<(a) ¢ anche prospettiva di (a), si
avra 8 C8; por certo ¢ (ved. 203).

Se dimP =0, si ha dim(a) > 0=dim [P =dim (), come vogliamo di-
mostrare.

Se dim [ > 0, anche dim ); = dim ) > 0, sicche ;™ 4 & diverso da n
e quindi fezP:i N 4. Ma fCOCP ™4 epperd 854 8;, mentre §CS8;. Cid
mostra dim (b) = dim [} < dim ) < dim (q) e. d. d.

205. L’ esistenza di una forma f del tipo suddetto si dimostrerebbe facil-
mente, se non ci importasse in riguardo alla dimostrazione del teorema di
HirLeerT l'ipotesi che [ sia lineare. Per realizzare questa premessa senza
ipotesi ristrettiva sul corpo k, estendiamo % a K=(k, f) come in 199. La
tunzione caratteristica y(a - K, m) dell’ideale a-K estensione di a coincide
con quella x(a, m) di a, poiché una k-base indipendente del k-modulo M(a)
delle forme di grado [ in a ¢ altresi K-base indipendente del K-mo-
dulo delle forme di grado ! in a . K, come si vede con un ragionamento gia
usato in 39 I

La figura (a - K) definita in V(4 - K) ponendo

@-K)S)=a-K-8(=a-8 perogni [PEV(A:K)
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ha la stessa dimensione sopra K come la figura (a) sopra k. Cio si riconosce
dalla decomposizione noetheriana ridotta (ved. 199)a . K = :’} ¢: - K mostrando,

che la dimensione sopra K di ognuna delle figure prime P/ = (M 4]-K)
individunate nel modo suddetto dai divisori primi [}y ™ 4]:- K di a « K coincide
con la dimensione della figura corrispondente [y = (; ™ A).

E chiaro che la dimensione (uguale a dim [)) di un corpo (K, i, ..., z»)
definito sopra K dalle equazioni

[ @1y e, o) =0 (con ft;,..., un) EP: M 4)

non supera la dimensione (uguale a dim [)) di un corpo Ki= (&%, z,,..., 25
definito sopra & dalle medesime relazioni. Quindi

(%) dim P/ < dim .

D’altra parte sappiamo (ved. 42) che esiste una composizione sopra %
(K, Ki°) di K con Kj, la cui dimensione relativa a K raggiunge quella di K,
sopra k, cioé dim ;. Ora, Videale ' N 4. K in K[u,, ..., uy]= 4 - K costi-
tuito dai polinomi F(u,,.., u;) formanti i membri sinistri delle relazioni

F(xf’, ey xhc) =0

che definiscono (K, K,°) sopra K, contiene [[); N A]-K=P/ N 4-K, il che
mostra S C 8/ e

im s =) dim — S Gim S iy
(dim P; =) dlmK+ @'zﬂ)’g dlmK TP (=dim P,),

cioé, tenuto conto di (»), I'nguaglianza dim [); = dim [P/ e in conseguenza

dim (a) = dim (1 - K).

h
Osserviamo infine, che la forma lineare f= X u, (" €4 .K non appar-

tiene a nessuno degli ideali primi [[); ™ 4]- K diversi da u - K.
Invero. Vipotesi f C[[P:i ™ 4] - K equivale a una relazione

(ov-t”+---)-(u1-t+uz-t’+---)=§pwt’ con ¢, Cpa, . €k, pPEPNA

dalla quale si deduce successivamente wu,€:; ™A, w, € P; M A4,.., ciod
PN A=nu.

206. TEorEMA di HILBERT. - La funzione caratleristica x(a, m) di un
ideale omogeneo a in un anello A =ku,, ..., us] é per m abbastanza grande
un polinomio in m il cui grado ¢ la dimensione della figura () definita da

@S)=a-8 per ogni P ET(A).
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DimosTRAZIONE. — Riprendiamo le notazioni di 208 ¢ 205: a=N@q:;, q; @
[0 M Al-primario, f una forma lineare c-Pi ™ 4. se Py A Fu

Risulta dalle osservazioni precedenti. che nel caso che non si riesea a
trovare una forma lineare f del tipo suddetto, basterebbe estendere k a
K = (k, #) e dimostrare il teorema di HILBERT per I'ideale a- K in 4 - K, nel
qual caso certo esiste una forma lineare soddisfacente alle condizioni proposte.
mentre le uguaglianza x(@ - K, m)= %@, »), dim @ - K) = dim (a) assicurano la
completa equivalenza del nuovo contenuto del teorema con quel che si ¢
proposto a dimostrare.

I. - Se dim (a) =0, ognuna delle figure prime [; ha la dimensione O.
Valgono dunque relazioni fj(u;) CP: ™ 4 (con f(U)€RU]) per j=1,..., h che
si semplificano in equazioni del tipo u € P; > A. essendo ;" 4 omogeneo
(ved. 200). Quindi W C: N ACu, ciod a ¢ u-primario e si ha con un certo
I:uicacu Allora o@, m)= (4, m) per m =1, sicchd y@, m) risulta co-
stante per m = L.[1l teorema ¢ dunaue vero per dim () =0.

II. - Supponiamolo dimostrato per dim (a) < # e consideriamo il caso di
dim () == n. Scegliendo la forma lineare f nel modo suddetfo, avremo
dim (a4 /- 4) < n, sicché pud affermarsi che y(@ 4 f- 4. m) & per m abbastanza
grande, ad esempio per #m > #i,, polinomio in m di grado=dim @ + f- A) <n.

Ora (ved. 201)

(%) @+ -4, m)=¢@ m -+ of - 4, m)—p@7f- A, m)

e 9(f+ A, m)= (4, m — 1), mentre 9@ f.A, m) si determina nel modo

segnente . ‘
Se uno degli ideali ¢ © u-primario, sia 7 un esponente tale che
0" C qiCu per questo (;, alirimenti si prenda r = —1. Poich® le forme

z-f€AMN A f soddisfano a z+.fC @, mentre foc- /A4 per i 431,
si ha zCq;. Se il grado m di z-f supera r, si avra inoltre £ Cq: per
D A=nu e quindi z €a, ciod p@ ™ A-f, m) =@, m —1) per m > r.
Cid posto, si ottiene da (x)
o@+ A« f, m)=q@ m) — e@, m—1)+ ¢4, m—1)
e pertanto

xa+4-fm= E 6 h—va+a-f 0+ =
="+ o4, D — 98, )~ 64, L= — 9@ 1—1)
= (@, m) — @ m—1+e

206
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e finalmente

W@ my=c.m+¢ +r’+§1x(a L A-f, D,

Essendo @ + f- 4, m) per m > m, polinomio di grado m <mn, la sua
sommazione estesa da m =—=r 4 1 fino a un m > m, = massimo di r41 e
m, dard per y(a. m) una espressione come polinomio di grade < n = dim (a).

III. Per dimostrare che il grado di questo polinomio & appunto =,

osserviamo che fra gli elementi u,,..., u; debbono trovarsi », siano u,, ..., u,
tali che
(»+) anku, .., u]=0.

Se infatti cid non si verificasse, se cioé per n qualunque presi % ,..., u;,

si trovasse un polinomio g(u;, ..., u;,)3=0, €48, si avrebbe per ogni ) la
dipendenza algebrica

g(uin rery ut‘n) C lpi ™4

fra u; 4+ Pi, ..., u;, + P: contrario all’ipotesi che per un [P almeno sia
dim ‘pi == N.

Ora da (»*) segue, che ci sono almeno (l-[—n--—l) forme di grado 1

n—1
linearmente indipendenti dalle ¢(a, /) forme di grado ! in &, cio®

I+ h

e e L S (i

n—1

e quindi

o m=E e, n—gm, n=F ((F TN (" ),

sicché il grado del polinomio x(a, m) non pud essere minore di n = dim (a).

§ 7. Funzione caratteristica di una figura.

207. DEFIN1ZIONT. - La funzione caratteristica y(a(s), m) di una figura a
in una varietd 1 associa a ogni prospettiva p €V e ogni numero intero m >0,
il valore

x(a(s), m) = y(@s), m)

della funzione caratteristica (ved. 201) dell’ideale a(s) che individua il cono
tangente (a(s)) (ved. 197) di a in p.
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