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OAPITOLO I 

I L  CALOOLO DIFFERENZIALE 

§ 1. Corrispondenze inflnitesimali e differenziali. 

1. Conveniamo di usare le abbreviazioni seguenti:  
Se M designa un insieme di elementi di un  anello R, eommutativo o no, 

col simbolo 
[M] 

si rappresenterh sempre i| sottoanello di R generato dal l ' ins ieme M. 
Nel easo in eui R sia commutativo e che 1' anello [M] non sia eostituito 

solamente con zero o con elementi  ehe sono divisori dello zero in R, desi. 
gneremo con 

a 
l ' anel lo  costituito da tutti  i quozienti ~ di elementi qualsiansi di [M], perb 

tali che il denominatore b non sia n~ zero n~ divisore dello zero in R. 
Seriveremo p, ~, ~, eec. per gli isomorfismi ed omomorfismi, usando questi 

simboli come esponenti. Si avranno dunque le relazioni 

(a q- b)e~--- aP + be, (a . b)P = a2 . bP 

pureh6 si tratt i  di un omomorfismo p di un anello. Nel caso in eui si possa 
applicare 1' omomorfismo ": dopo aver applicato un omomorfismo a definiamo con 

(aoF = ao¢ 

il prodotto di questi omomorfismi (~, ~. 
Par lando di auel |o intenderemo sempre, se non 6 detto altro, di parlare 

di anello commutative.  

2. Preeisiamo la nozione di elemer~to infinitesimale usando l ' a t t r ibuto  
<~ infinitesimale ~ come sinonimo del termine ¢ nilpotent  ~> dell '  algebra astratta.  
Un elemento ~ di un anello commutativo ~ dunque infinitesimale e preei. 
samente di grado n, allora e soltanto allora ehe la potenza x" b zero, mentre  
nessuna potenza di ~ con esponeute minore d i n  ~ nero. ]~ appunto ~tuesta 
proprietor ehe earatterizza t' uso delle quantitSt infinitesimali  nell '  analisi. (Nel 
caso di un anello non-commutat ivo un elemento x. dovrSt essere ehiamato 
infinitesimale soltanto se l ' ideale  bilaterale generato da x, b eostituito da 
elementi  nilpotenti). 

3. Un anello A sara detto inf initamente vioino ad un anello B allora e 
soltanto allora ehe tutti e due siano sottoanelli  di un medesimo anello R ed 
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esista un isomorfismo .~ di A su B tale che valgano in R le relazioni 

( a ~ -  a~)(y~- y ) - - 0  per x, y elementi qualunque di A. 

Se 1' anello R ~ tale ehe generalmente da 2z----0 pub dedursi z - - 0 ,  la 
condizione or era espressa si semplifica nella 

(a~ ~ - -x )  '~-- 0 per ~ qualunque di A, 

il che dice preoisamente che tutti i ¢ di f feren~ia l i  • x ~ - - a e  sono infinitesi- 
mali di grade minore o uguale a 2. 

4. Chiameremo corr i sponde~za  i n f i n i t e s i m a l e  h - u p l a  d i  A ogni anello 

(2) [A, Ao,, A% ..., Aoh] 

generate da A e da anelli A:~ infinitamente vicini ad A, riservando tale 
denominazione solamente a questo case. Notiamo per preeisione che la vici. 
nanza infinitesimale di cui sopra ~ da intendersi  entre l 'anel lo  (2). 

Ponendo 

si hanno le relazioni 
. - -  O 

esprimenti  la vicinanza infinita di A~ ad A e le equazioni 

(w -]- y) + di(x + y) = (~ + d~) + (y + d,~g) 

(~ . y) -]- d~(w . y) = (~ + d~w) . (y + diy) 

esprimenti  che ~ ~ un omorfismo di A. 
L' anello (2) potendosi evidentemente generare da A e dagli insiemi d~A 

di tutti i eosidetti differenziali d~v, possiamo affermare: 

Una eorrispondenza infinitesimale h-upla  di A ~ un anello 

(3) [A, d , A ,  d2A , . . . ,  dhA] 

generate da A e da elementi d,x fra i quali sussistono le relazioni 

(4) d~(x + y) - -  d~x - -  d~y - -  0 

(5) d~(x . y) - -  ~ . d~y - -  y ,  d~w - -  0 (per w, y qualunque di A). 

(6) d ,x  . d ,y  - -  0 

Partendo da questa osservazione eostruiamo era un sopra-anello 

(7) [A, d , A ,  d ~ a , . . . ,  dhA] 

di A associando ad ogni elemento x di A, h simboli 

d~a¢, d , x ,  . . . ,  d~a~ 
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e generando con loro (il cui insieme sia denotato con d~A, d2A , ... daA come 
prima) un anello (7) definito dalle equazioni (4}, (5), f6), tale ciob the  le rela- 
zioni seguenti  dalle (4), (5), (6) mediante  le operazioni ideali (ciob la molti- 
plicazione con elementi  qualsiasi del l 'anel lo e la sottrazione) siano le sole 
relazioni sussistenti fra i simboli d~x, il che b sempre possibite hel l 'a lgebra,  
dato the  essa non si preoceupa della qualit/~ degli oggetti dei suoi caleoli. 

Dimostriamo ora ehe tale anello b una corrispondenza infinitesimale 
h -up la  di A. 

Dalle sole equazione (4), (5), (6) segue che l' assoeiazione z~ definita da 

x~ -~ ~c + d~x (x qualunque di A) 

un omomorfismo del sottoanello A di (7) su un sottoanello A~ di (7}. 
Poichb l ' ipotesi  x ~ - -  0, cio~ x + d~z = 0, conduce alla conclusione x - -  0. b 
ehiaro the  ~ ~ pure isomorfismo. Esprimendo le equazioni (6) ta vicinanza 
infinita dei sottoanelli A*~ ad A, e potendosi t ~'anetlo (7) generate  mediante 
gli anelli A, A ~, A *,, ..., A:h, ~ dimostrato ormai ehe si tratta veramente di 
una  eorrispondenza infinitesimale h -up la  di A. 

5. La corrispondenza or ora costruita b generiva nel senso, che ogni altra 
corrispondenza infinitesimale h-upla  di A 

(8) [A, A ~,, A ~, ..., ACh] 

pub derivarsi da quella mediante un omomorfismo ~ avente l 'effet to 

x e ' - w ,  (a~:~)e----x*~ (per x qualunque di A e i = 1 ,  2, . . . ,  h) 

e inducente  isomorfismi degli anelli A°~ sugli anelli A~. Cib r isulta immedia- 
tamente dal fatto che in una  corrispondenza infinitesimale h -up ta  di A qual- 
siasi, come (8), valgono per le differenze xz~--~  (dopo averle designate con 
d~) le medesime relazioni (4), (5}, (6) delle quali ei siamo serviti nella 
costruzione del l 'anel lo (7), mentre pub ben darsi che ne sussistano delle 
altre, indipendenti  da loro. 

6. ]~ chiaro che tutte le corrispondenze infinitesimali  generiche di un 
medesimo anello A delle diverse moltipliciti~ possono essere interpretate come 
sottoanelli di una stessa corrispondenza infinitesimale generica infinita di A. 

cib che faremo, chiamando questa corrispondenza semplicemente la ¢orri. 
spondenza infinitesimale di A. 

7. l~otiamo che ogni permutazione 7: tra gli infiniti indici di differen- 
ziazione 1, 2~ ... della eorrlspondenza infinitesimale 

(9) [A, A ~1, A ~, A ~, ...] = [A, d,A, d~A, d3A" ...] 

induce un automorfismo 7: di questo anello. 
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Chiamiamo forma differenziale di grade h di A ogni elemento di (9) che 
ammette  un' espressione del ripe 

F - -  E nd ,a  ... d~b q- ~ e • d , f  ... d~g 

dove a, ..., b, e, f, ..., g designano elementi  qualunque di A, mentre  n denota 
un numero intero razionale indicante che trattasi de l l ' n -p ie  dell 'espressione 
ad esse seguente. (La necessit'~ di ammet tere  una parte costituita da n-pl i  
della specie era descri t ta  derivasi dalla generalit'~ delle nostre ipotesi che 
non presuppongono ehe Fanel lo  A abbia un elemento 1). 

Designaudo con =F  il risultato dell 'applieazione delFautomorfismo sud- 
detto rc suB'elemento F, cioi~ 

~F --  E nd~(l)a ... d~(h)b ~ Z e .  d~(1)f ... d~(h)g, 

possiamo dire che ogni elemento della corr ispoadenza iaf ini tesimale di A 
(come del resto di c iascuna corrispondenza infinitesimale di A) ~ una somma 

di termini  del tipo ~:F. 

8. Una corrispondenza infinitesimale h-upla  o infinita di A ~ detta 
corrispondenza differenziale h-upla  o infinita di A allora e soltanto allora 
ehe in essa anehe gli anelli A~i siano inf ini tamente vicini mutua lmente  e 
preeisamente  A~ ad A~ mediante  l ' isomorfismo associante x~ ad x~ per x 

qualunque di A. 
La vicinanza infinita di A~ " ad A~/ si esprime con le equazioni 

( x ~ -  ~ ) l y ~ -  y ~ ) ~  0 (per x, y qualunque di A) 

le quali si semplificano, tenure conto delle relazioni (4), (5), (6~, in 

(10) d~xdjy q- d~yd~x --  0 {per x, y qualunque di A}. 

9. Come nel case delle corrispondenze semplieemente in[initesimali  si 
costruisee la corrispondenza differenziale h -up la  generica di A quale anello 

(1!) [A~ dlA, d2A,. . . ,  ghA] 

generate  da A e (in generale) da infiniti  simboli dtx  , d.,x~ ..., d~x (con x qua- 
luuque di A) legati sotamente datle re]azioni t4), (5), I6), (10) e da quelle ehe 
ne conseguono mediante le operazioni ideali. 

Per  intravedere che con questo veramente  si ottiene una corrispondenza 
differenziale di A basta valersi del fatto constatato in 4, e ciob che le equa- 
zioni (4), (5), (6) esprimono che l 'anel lo  (11) pub generarsi  da A ed esemplari 
A~i omomorfi ad A mediante gli omomorfismi zi definiti  da 

x~ = ~ -~ d~x (x qualunque di A), 
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i quali, bench~ siano aggiunte adesso le r~dazioni (10~, si riconoseono subito 
essere isomorfismi, cosieeh~ anehe le associazioni 

OC -{- d i x  ~ x -~- dix {x qualunque di A) 

definiscono isomorfismi e precisamente quelli realizzanti la vieinanza infinita 
di A~ ad A~J. 

L 'a t t r ibu to  ((generica • sta anehe in questo caso per indicare che ogni 
corrispondenza differenziale h -up la  di A 

[A, A~,, . . . ,  A~,,] 

si deduce dalla corrispondenza suddetta mediante un omomorfismo ~ avente 
l' effetto 

x¢' - -  'x, (x~)~ " - -  x~i, {x qualunque di A). 

La eorrispondenza differenziale infinita generiea di A 

[12} [A, d ,A ,  d~A, daA , ...], 

che chiamcremo semplicemente la corr ispondenza differenziale di  A,  eontiene 
come sottoanelli corrispondenze differenziali,  generiche di A di tutte le mol- 
teplieitfi, cosicchc~ la sua considerazione ne rende superfluo lo studio. 

t0. Gli isomor[ismi x ~ , + dix di  A su  A~  possono essere eslesi di  modo 
che ess~ divel~gano aulomorf ismi  (che sara nno designati  cogli stessi simboli ai) 
della corrispondenza dif ferenziale di  A.  

Difatti, postulando 

(djx)zi "-- djx {per x qualunque di A e i, j - -  1, 2, 3, .,.) 

oltre a x " ~ - - x - { - d i x ,  si ~ costretti a stabilire, per un elemento 

X --  ZT:F {con F - -  E n d , a  ... dab ~ ~A e .  d , f . . ,  dhg} {red. 7), 

{13) X~ --  E {r:Fv~ con (~F) ~, - -  E nd~.(~)a ... d~<h)b q- ~ e~ .  d,~(1)f ... d,(a)g. 

Ora, serviamoci di questa condizione neeessaria per  defini te  l 'es tensione 
al dell ' isomorfismo ¢~, con la formula {13), o piuttosto con la formula 

d~X - -  Z &7:F con d , ~ F  - -  E d~e . d~1)f ... d,(h)g, 

introducendo dapprima un 'es tensione del l 'operazione d~ alia, corrispondenza 
totale. 

Proviamo anzitutto l' univocith dell 'operazione d~ cosi generalizzata. 
Se X - - Z  7:G ~ un 'a l t ra  espressione det medesimo elemento X di (121, 

la differenza E 7 : F - - Z  ~G pub essore ridotta a zero in eonseguenza delle 
relazioni (4), (5}, (6), (10), il che significa che essa pub scriversi senza nessuna 

ipotesi sui simboli (e cio~ colla sola appiicazione delle regole delle tre prime 
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operazioni fondamentali  de l l ' a r i tmet ica  sui simboli che 
calcolo} come una somma di termine della forma 

(ddx  . y) - -  x .  d~y - -  y . diw) . d~.,z, ... d~hzh , 

-+- (d ,x  . diy) . d~z ,  ... d~hz~ , 

-+- (dix  . djy  + d~y . djx) . d~z,  ... d ~ z ,  , 

a . (d,(x + y)  - -  d l x  --  d~y} . d~z,  ... d ~ z a  , 

si presentano nel 

(con x~ y, a, z, , ..., z~t 

qualunque di A} 

ldove h ~  0 e vel case h = 0 si omettano le parti dk,z, ... dkhzhl. 

Ora, ~pplicando a questi termini l 'operazione di non si ottengono che 
espressioni annut lant is i  in conseguenza delle equazioni i4}, (5), i6}, ~10) {i| che, 
del resto, non si verificherebbe se non fossero a disposizione le equazioni 
(10) the  distinguono la eorrispondenza differenziale dalla eorrispondenza sol- 

tanto infinitesimale). 
Poichb b dimostrato ormai che l 'operazione di 5 univoea, si constatano 

subito le relazioni 

di{X -}- Y )  ~ d i X  "+" d iY ,  d i t X "  ~ j  - -  X ,  d i Y  + ) f  " d i X  

come valide per ,~lementi qualsiansi X ,  Y di (12}, le quali, prese insieme con 
le relazioni evidenti d~X.d~Y- - - - -0  mostrano ehe con 

X:~ -"  X + d~X { X  qualunque di (12}) 

definite un automorfismo ~i della eorrispondenza generiea di A avente 
entre l ' anel lo  A lo stesso effetto dell'isomor.~ismo zi donde siamo partiti. 

11. 0sserviamo ancora Ibench~ non avremo oceasione di valercene} che. 
dalle equazioni evidenti d i ( d j x ) -  0 iper x qualunque di A} segue 

d ~ ( d ~ X ~ - - 0  per X qualunque di (12} 

oppure 

( X ~  - -  X V, --  fX'J - -  X} = 0 cio~ X ~ ,  -- X = (X~, --  XI + { X ~ -  X}, 

il che mostra the  gli a u t o m o r f i s m i  ~i g e n e r a n o  .an g r u p p o  abe l iano  di  au to .  

m o r f i s m i  

de l la  c o r r i sponde n~a  d i f f e renz ia l e  d e l l ' a n e t l o  A,  che r i s u l t a n o  infiJ~itesimati  

i n  fo rea  del le  e q u a z i o n i  g e n e r a l i  

X ~, .... ~,"'-'... - -  X -- Z m ~ ( X ~  - -  X )  - -  Z m~d~X. 
i 
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12. Confrontando le relazioni 

d ~  . d,y + d,y . djw - -  0 

d~( ~, n d , a  ... dhb + ~. e . d f ... dag) - -  ~' d~e . d f ... dhg 

d, djX) = o 

con le regole 
d x d y  -l" d y d x  - -  0 

d{ E n d a  ... d b +  E e . dr . . .  dg) - -  E dedf.. . ,  dg  

d ( d X )  - -  0 

del caleolo esterno, si rivela un intimo legame fra la eorrispondenza diffe- 
renziale di A ed i t  c, alvolo deUe forme  d i f fereneia l i  esterne di A, il quale 
pub essere a d d i r i t t u r a  considerato come stretta concentrazione dei calcoli da  

eseguire ne l la  corr isponden~a d~fferen~iale dg u n  anello. 
Se nelle nostre applieazioni del ealeolo esterno seriviamo 

e 

~, n d a  ... db -I- Y' e . d f  ... dg 

d( ~ n d a  ... db -.f- ~ e . d f  ... dg}, 

allora sono, pureh~ non sia detto altro, da intendersi gli elementi 

nd~a ... dhb + ~ e . d l f  ... d , g  

e rispettivamente 

dl(E nd2a ... dh+lb -~ E e . d2f ... da+lg). 

Calcolando allora il prodotto ~ A ~ di forme esterne 

~ - -  ~ n d a  . . .db + ~ e . d f  . . .dg  

- -  E n 'da '  ... db' -~ E e' . d f ' . . ,  dg" 

nel modo 

f A ~ "-" E ( n .  n ' )da . . ,  dbda'  ... db' -~ ~ n d .  da  ... dbd f '  ... dg' d- 

E n ' e .  d f . . .  dgda'  ... db' + Y, e .  d .  dr . . .  d g d f '  ... dg', 

le equazioni note 

d(d~) - -  0 

rimangono valide anche nell ' interpretazione suddetta delle forme 
come elementi della corrispondenza differenziale. 

d(f A = df h + ( -  A 
(h, h' designando i gradi delle forme ~, ~]) 

e s t e r n e  
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