
Sulla (:onvergenza de lie serie doppie di Fourier. 

Memoritt di LI~]ONII)A '['()lgELLI (It Boh,gna). 

I N T R O D U Z I O N E  

Lo studio del ia  c o n v e r g e n z a  delb~ ser ie  di FOURIER di una f imzione di 

due var iabi l i  - -  se~'ie dopp i~  eli lgo~t~qeJ" - -  6, come  6 note, assai  pifi com- 

plesso di quello l 'elntivo a l ia  ser ie  di FOURIER di una  funzione di una var ia -  

bile sola. La. ua t u r a l e  m a g g i o r e  compl i caz ione  t h e  si p rc sen ta  nel p a s s a r c  da  

una  se r ie  s em p l i cc  ad una, ser ic  doppia,  v iene  a g g r a v a t a  da  un fittto n u a v o  

t h e  si ver i f ica  pet '  le ser ie  mul t ip le  di FouRIm~. Ment re  pe r  una  ser ie  di 

FOURIER in una  sola va r i ab i l e  la e o n v e r g e n z a  in un da te  pmlto  d ipende  (pet' 

un t e o r e m a  di RIEMAN~r) esch~s ivamen te  da[ c o m p o r t a m e n t o  delh~ funzione  

g e n e r a t r i c e  h e l l ' i n t e r n e  di quel  punto,  a l t r e t t an to  non pub a f fe rmars i  p e r  una  

se r ie  dopp ia  di FOURIER. Allzi, pe r  una  tale  serie ,  a v v i e n e  c h e l a  c o n v e r g e n z a  

in un d e t e r m i n a t e  pun to  pub s e m p r e  farsi  spa r i r e  Cambiaudo  o p p o r t u n a m e n t e  

la  f lmzione g e u e r a t r i c e  sol lanto  al d i  ld di un i n t e rne  det puu to  s tesso (~). 

D a  ci6 d e r i v a  che  le condizioni  di c o n v e r g e n z a  del la  se r ie  dopp ia  di FOURIErt 

in un punto  non possono l imi ta rs i  al le p rop r i e th  de l la  funzione g e n e r a t r i c e  

h e l l ' i n t e r n e  dei pirate stesso,  e che  perc i6  non possono o t teners i  c r i te r i  di 

c o n v e r g e n z a  ill tit), punto  del la  s tessa  sempl i c i th  di quelli  che si hanno  pe r  

le se r ie  di FOURIEI¢ in una  sola  varii~bile, p a r  a u e h e  p r e sc indendo  da l  fat to  

(~) Vogliamo perb osservare the, se si res~a uel campo della funzioni limi{afe, I'influonz: b 
sulh~ eonvergcnza in un date puuto~ dei valori delia fuuzione nei punti al di li~ di un interne 
del pu,~to considerat% si traduce in una semplice ittdetermi~azio~te del primo ordi~e. Pifi 
preeisamente, se.fi e j ;  s o n o  due funzioni limitate e integrabili, eoineidenti in un interne 
del punto (2, if), la serie doppia di FOURIm¢ di f i - - f z  in (2, if) o converge allo zero o 
indeterminat:~ ma sempre ha per somma 1o zero se ~riene sommata  eel metodo della media  

aritmetiea del Cr:sxao. Perei5~ se la serie della f i  e couvergente in (& 9)~ quella delia f-a o 

5 con~ergente anehe essa~ ed allora ha la stessa somma di quella della f ~  oppure ~ som- 
mabile col metodo delh~ media ari~me~iea, fornendo aneora la stessa somma della serie 
della f~. 1~ note poi elm, sulla convergenza in un punto (2, ~), hanno influenz.~ soltanto i 
vah)ri della fnnzione generatriee relativi ai punt, i che hanno o l'aseissa prossima a ,i~ oppure 
l 'ordinata prossima a #. 
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cite le condizioni ueIl ' intorno del ptmto debbano essere necessari~mmnte pi;t 

complesse. 
Per  quanto poi r iguarda le diseontinuit/~ della funzione generatrice,  va 

notate che discontinuitiL di natura assai semplice possono essere sufllcienti 

ad impedire ta convergenza  delia serie doppia di FOURIER (~). 

I1 primo ad occuparsi  della convergenza delle serie doppie di Foul¢Im¢ 
sembra  essere state G. ASCOLI (a); Egli per6 consider6 soltanto la convergenza 

per  linee e per colonne della serie doppia, e non git't la convergenza ordinaria 

nel sense moderno, precisato da STOLZ (4) e PRINGSHEIM (~). Dope queste ricerche, 

un teorema di convergenza fit date dal PICAItD, nel suo Traile; d 'Analyse (~'). 
II metodo semplice ed etegante usato dal PICARD porta a stabilire la conver- 

genza assoluta della serie doppia, ma richiede condizioni troppo restrittive, 

giacch6 presuppone, per la funzione generatrice,  l' esistenza, la continuith e la 

periodicitir delle der ivate  parziali dei primi quattro ordini. 
Arriviamo cosi al periodo delle r icerche moderne sulla convergenza delle 

serie doppie di FOURIER, iniziato da G. CERN~, nel 190i Q). I1 CmtNI enunci6 

uu criterio di convergenza  molto notevole, in base al quale la convergenza b. 

assicurata  quando la funzione generatr ice ha i rapporti  incrementali,  rispetto 

ad x e a d  y, entrambi limitati; e bench6 i ragionamenti  del CEItNI non siano 

privi di errori, il criterio date 6 perfet tamente valido, come risulterit da 

quanto dimostreremo nella presente ~'[emoria. 
Nel 1903, t roviamo un lavoro di M. KRAUSE ('~), nel quale 6 stabilita la 

convergenza della serie doppia di FOURIER per ogni funzione f(x, y) tale che 
il quadrate  Q ~ [ 0 ~ x ~ 2 ~ ,  0 ~ y ~ 2 7 : ]  possa essere diviso in un numero 

finite di rettangoli a lati paralleli agli assi x e y, in ognuno dei quali cia- 

scuna delle espressioni f(x', y ) - - f ( x ,  y), f ix,  y ' ) - - f ( x ,  y), f(x', y ')--I~x' ,  y ) - -  
- - f ( x ,  y ' ) - t - f (x ,  y), dove 6 x ' > x  e y ' >  y, conservi  un segno costante. 

Questo criterio risulta un case particolare di un altro, date nel 1906 da 

(2) Cosi, per es., se la funzione generatrice nell'intorao del punto (0, 0) ha sempre il 
valore 0, salvo nei punti di un angolo minore di 90 °, avente il vvr~icv in (0, 0), nel quail 
supponiamo ehe ~bbia il valore t, la seric doppia di Fot'mm~ sto~t ~ convergente in (0, 0). 

(3) Memorie della R. Accademi~t dei Lincei, s. 3, vol. IV (1879), pp. 253-300; vol. VIII 
(1880), pp. 263-319. 

(4) Math. Annalen, B. 2~ (1884), p. 157. 
(5) Sitzgsb. Akad. Mfinchen~ B. 27 (1897), pp. 100-152. 
(6) T. I (1 ~ ediz. 1891), pp. 270-271. 
(~) Rend. R. Istit. Lomb. Seienze e Lettere, s. 2~ vol. XXXIV (1901), pp. 921-956. 
(s) Leipzig Beriehte, B. 55 (1903)~ pp. 164-197. 
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G. [I. |-LARDY (~), che assictlra la convergenza per ogui fimziolm a w~J'ic~zio~e 
doppia fi~tita (secondo la terminologia da noi adottata (~o)) e tale che, sia 

come funzione della sola x, sia come fu~zioue della sola y, risulti sempre a 

wu'iazioue limitata. Di un altro caso part icolare del criterio di HARDY~ si 

OccupS, nel 1910~ A. VERGERm (H), dal cui lavoro, qualora fosse seevro da 

errori, si potrebbe trarre auche la couvergenza  della serie doppia di FOURIER 

per ogai funzione continua mai decrescente  nel verso positivo degli assi, il 

che ia fatto avviene,  come risulter~t da quanto qui dimostreremo. 

Esteadendo uua eondizioue data dal DE LA VALL~E POUSSIN per le serie 

semplici di FOURIER~ W. H. YOUNG~ nel 1912 (Ls)~ dimostr5 la convergenza 

della serie doppia di FOURIER della funzione f (x,  y) nel punto (x, y), sotto la 

coudizione che l' espressione cosec u cosec v j" j ' f (x -+-u, y 4-v)dudv sia, nel 
- -1~ - - V  

campo 0 ~ u ~ :z, 0 ~ v ~ u, una ftmzione di (u, v) a variazione doppia finita 

e tale da risultare a variazione limitata tauto come fuuzione della sola u quanto 

come funzione della sola v. 

Della couvergenza  della serie doppia di FOURIER si occuparono auche 

W. W. KtiSTERMANN~ nel 1913 (~a), e H. GEIRINGER, nel 1918 (~'), presentaudo al- 

cuue osservazioni al riguardo, ma senza giungere a criteri veramente utilizzabili. 

Dobbiamo menzionare, infine, un risultato recentissimo di E. W. HOBSON (~), 

il quale stabilisce la convergenza della serie doppia di FOU~I~ER per ogni 

funzione limitata, monotona tanto rispetto alia x quaato rispetto alla y, e 

tale che il suo rapporto incrementale rispetto alia x (oppure rispetto alia y) 
risulti limitato. 

Nella presente Memoria, diamo un teorema generale di convergenza per 

la serie doppia di FOURIZR, utilizzando il concetto di funz ione  di due varia- 
bili a variazione limitata, da noi introdotto recentement% a proposito di 

alcuue r icerche sulla quadra tura  delle superficie (~). Indicate con Vcx~(x, y) 
e V~,)(x, y) le variazioni totali della f(x,  y), considerata r ispet t ivamente come 

(s) Quart. Journ., vol. XXXVII (1906), pp. 53-79. 
(to) Vedi n. ° 25. 
(Ll) Giorna[e di Matem. del Battaglini, vol. XLIX (1911)~ pp. 181-206. 
(i.~) Proe. London Math. Soe.~ s. 2y vol. XI (1912), pp. 133-18~t. 
(is) Iuaugural-Dissertation, Miinchen (1913), pp. 1-60. 
(l~) Monatshefte f. Math. u. Phys~ B. XXIX (1918), pp. 65-144. 
(15) The theory o ff~#~elions of a real variable .... (Second Edition~ 1926)~ vol. II~ p. 710. 
(16) Rend. R. Accad. dei Linc('5~ vol. IlI (1926)~ p. 357. 
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ftmzione della sola x e della sola y, dimostriamo the  • se la f(x,  y) b i~te- 
g~.abile e a e a r i a z i o n e  t i m i ta ta ,  i~z ogni  p,~nto (x, y) i~, cv, i valgo~,o le 
q~atl~'o ~,g~eaglian~e 

lira [ V(x)(x + ~.t, y + o) - -  V(~)(x -_!.: O, y + e) I = O, 
u .--,- +0 
V . - - * - O  

lira { V(u)(x + ~, Y + v) - -  V(v~(x + u, y + O) 1 -~- O, 
"e. ~ O 

V ~ + 0  

la se~'ie d o p p i a  d i  Fot~'ie~' dell(c f (x ,  y) conve~'ge ve~'so il valore 

1 
3 1 f ( x + O ,  y + O ) + f ( x - O ,  y + O ) + f ( x - - O ,  y - - O ) + f ( x + - O ,  y - - O )  f , .  

Da questo teorema deduciamo pot ,tumerosi eriteri di convergenza,  ritro- 

vando, in particolare, tutti quelli sino ad ora eonoseiuti, ad eeeezione del 

criterio dato da W. H. You~o. Per ragione di spazio, non ci siamo oceu- 

pati qui di ta.le eri terio;  ma in altro lavoro dedurremo dal teorema sopra 

entmciato una condizione di convergenza che contiene come easo partieolare 

quella di YouNG. 
Fra  i nuovi criteri the  qai stabiliamo ci limitiamo a rammentare  quelli 

the  assicurano !a convergenza in un dato punto della serie doppia di FOURIER: 

se la funzione generatr ice ~ limitata, e sempre monotona come funzione 

della sola x e pure sempre monotona come funzione della sola y, e se, 

inoltre, esistono' i quattro limiti f ( x ' ~ O ,  y_+0) ;  
oppure se, essendo limitata e integrabile, h~ f (x ,  y), come hmzione 

della sola x e pure come funzione della sola y, compie un nmnero di oscil- 

lazioni sempre inferiore ad un numero fisso, ed inoltre esistono aneora i 

quattro limiti f ( x  -I- 0,  y -+- 0); 
oppure so la f (x ,  y) ~, come funzione della sola x, sempre assoluta- 

mente continua, e pm[e assolutamente continua come funzione della sola y, e 

se, inoltre, esistono due numeri positivi ~s 'e N, tall the  sia sempre 

2r¢ 2r~ 

v I I~°ch.! < N. 

0 0 

Diamo poi delle condizioni di convergenza indipendenti dal teorema ge- 

nerale di cut abbiamo gi'k parlato e the  si riattaccano alle osservazioni del 

KiiS'rER~IANN e della GEIRINOER, e n e  deduciamo un criterio (n. ° 26) the  ei 
sembra la piit m~turale cstensione a due variabili del noto criterio di LIPSCtI ITZ,  
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Iusieme con ht convergeuza in un dato punto, studiamo auche la con- 

vergenza uniforme iu un dato campo;  e terminiamo il lavoro con lo stabilire 

delle coudizioui affinch6 la serie doppia di FomtIEl¢ sia sommabile per  linee 

o pet" colomm. Oimostriamo the,  in tutti i cast di convergenza della serie 
doppia considerati uella presente Memoria, la serie si pub comunque som- 

mare per linee o per colomm, giungendo sempre allo stesso risultato;  e 

ritroviamo, in partieolare, quanto, a questo proposito, prov6 I'AscoLr helle 

r icerche di cut abbiamo gih fatto cenno. 

[. P r e l i m i n a r l .  

1. Secondo uua definizioue gih posta ~ltrove (~7), diremo che la funzione 

/(x,  y), supposta definita nel quadrato Q ~ [ 0 ~ x ~ _ 2 7 ~ ,  O ~ y ~ 2 u ] ,  6 a 

~)a~'iazione l imi tata  in Q, se:  

1 ° ) per quasi tutti i valori di x e di y iu (0, 27:), f (x ,  y) e f(x,  y)sono 
funzioni, r ispet t ivamente di y e di x,  a variazione limitata in (0, 27:); 

2 °) le variazioni totali di f ix,  y) e di f (x ,  y), in (0, 2~), sono delle fun- 
zioni integrabili (uel senso del LEBESaUE), r ispet t ivamente di x e di y, in (0, 2~:). 

Indicheremo, nel seguito, con V(x~x , y) la variazione totale, nell' inter- 

vallo (0, x), della f(x, y), considerata come fuuzione della sola x ;  e con 

V(~(x, y) la variazione totale, nell ' intervallo (0, y), della f ix ,  y), considerata 

come flmzione della s ola y. Se la f(x, y) 6 a variazione l imitata in Q, le 
funzioui Vex)(2% y) e Vc~)(x , 27:) esistono finite pet' quasi tutti i valori di y e x~ 

rispett ivamente,  in (0, 2r:), ed esistono (finiti) ambedue gli integrali 

2~ 2~ 

j'V(x,(2~, y)dy, ~V~u,(x , 2~:)dx. 
o o 

2. Sia f ix,  y) una funzione definita in tutto il piano (x, y) e periodica, 
di periodo 2~, tanto rispetto alla x quanto rispetto alia y. Se questa funzione 

6 a variaaione l imitata nel quadrato Q, essa risulta a variazione limitata 
anche in ogni altro quadrato o rettangolo a lati paralleli agli assi x e y;  
diremo atlora, senz' altro, che essa 6 a variaz ione l imitata.  In questo caso, 

(I7) V° ~otL t~i~;. ([6). 

~nnali di Mat~mat~aa, Sorio IV,  Tomo IV. 
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i n t ende remo che le 5mzioni Vc~,>(x , y) e V(u)(x , y) sia.no definite in tutto il 

pia)m (x, y), la lore definizione essendo dedotta ,  da quel la  gih da ta  in Q, per  

mezzo delh~ periodicitA, di per iodo '..)7:, r ispet to  ~d a m b e d u e  le variabil i  x e y. 

A tale scope, c a m b i e r e m o  il  va lore  della l~x)(X , y) per x ~---0, ponendolo 

uguale  a l~x,(2=, y) ;  ed ana logamente ,  il va lore  di V(u,(x , y) per  y = - 0  sar'h 

sosti tuito con V(v>(x , 2rQ. 
[noltre,  so la f (x ,  y) 6 integr,tbilo (nel sen.~o del [~EBESGUE) ill Q, essa 

r isul ta  integ'rabile auche  in ogni al tro quad ra t e  o r e t t ango lo ;  e diremo,  

seuz 'a l t ro ,  ebe  tale funzione 6 integrabi le .  

3. I )a ta  u)la f lmzione /b~:, !1) i)t ua eer to  campo  (:, eons ider iamo tm 

punto (x ,  y) in lerno  a C. Diremo che esiste  finite il l imito lira [~;,~-~- h, y-t-  h) 
h ~ t 0 
k ~ +  f O  

se esiste  m~ uumero  finite, ehe ind iehe remo con [ ( x - F  O, y +-0~, t a l e  the ,  
preso ad arbi t r io  tm ~ 0 ,  si possa poi s e m p r e  d e t e r m i n a t e  uu ~ >  O, in 

mode  che~ per ogni eoppia  h, h, soddisf~cente  alle dist~guaglianze 0 ~ h ~ ~, 

0 .< t~ .< ~, sia 

' [ lx  .d -  O, y ~ O) - -  [ (x  -4- It, y A- h )  < ~. 

A m d o g a m e n t e  si def iui ramm i limiti f (x  0, g - 4 - 0 ) ~ l i m  , ¢ ( x -  h, H-t-h),  
h ~ -!-0 

/ ( x  O, .q O)~-- l im f (x  - h, !/ - h )  e /'(x b-O, /! O ) ~ l i m  / ( x - t - h ,  ~ j - h ) .  

k ~ -{ 0 k ~ 4 - 0  

Defini remo poi il limite lira f (x  + t,, / / 4 - h )  come quel  numero  (se e s i s t e ) t a l e  
h ---~ 0 
k ~ - t-0 

ohe, preso ~(l arbi t r io  un ~ ~> 0, si possa  poi s empre  determi~lare uu 8 2> 0, 

in mode ehe, per  ogui eoppia  h, h, soddis faeente  alle 0 , <  t h I < ~ ,  0 < h < 8 ,  sia 

i Hm f ( x  q- h, y -t- h) -- f(x q-  ]b / (x  -~- h) i < ~. 
h ~ O  
k ~ 4 - 0  

4. Da t a  una fuuziono f (x ,  y) ill tutto il piauo (.~:, y), periodica,  di pc- 

riodo 2r~, r ispet to  ad e n t r a m b e  le variabil i  x e /], e integ'r~bile, diaesi serie  

doppia  di Fo~o'ier ad essa cor r i spondente ,  1~ serie doppia  

(t) E ~. ...... [a,),.,, cos n ix  cos n y  -F- b ..... sen ~)~x cos ~ y  q- 
m ' l ~ O  

-~- c,,.. cos m x  seu n y  -t- d,,).,, sen m x  sen ny], 
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(love 

(2) X,,,,,, - -  
t 1 

, se m ---- ~ ---'-- O; 

l 
i ~, se r e = O ,  n > O ;  

1, se r e > O ,  n > O ;  

oppure  me ~}~>0,  n : 0 ;  

(3) 

am, n i 2~: 2u 

l ° o  i elm.,, 

cos ma  cos niit i 
s o n  t)l~ Oos ~l~ d~d~ .  

con ilia sen ~l,~ i 
sen ma sen n~ 

Pos to  

v 
sl~,v(x , y) -~  ~ ~ X,.,,,[a,.,. cos m x  cos n y  -4- b,,,,,, sen m ~  cos n y  -4- 

d- C,,.,, COS/ll.X sell n q  + din,,, sell ##X sell tly]~ 

di remo,  con STOLZ e PRINGSHEIM, che  uel punto (x, y) la ser ie  doppia  (1) 

c o n v e r g e n t e  ed ha  per  s o m m a  il n u me ro  S(x,  y) se, preso ad  arbi t r io  un 

~ > 0 ,  6 s e m p r e  possibite di d e t e r m i n a r e  un n u m e r o  N >  O, tale che,  per  

tut te  le coppie  ~, v, di humer i  en t rambi  maggior i  di N, sia 

S(x, y) <l~,~(x, Y) I <  ~. 

La  s o m m a  s m ~ pub essere  espressa  con un ullico in tegra le .  Abbiamo,  in- 

fatti, t enendo  conto  delie (2) e (3), 

2n 2n 

Y ' =  2 : °  ..... -- 
0 0 

2i: 2u 
t 1 

o 0 

e per  esse re  

~) cos ~,(y - -  l~)d~d~ 

-q- )2 cos m ( x  - -  a) 1 .~ + )2 cos n (y  - -  ~) dad , ,  

1 2 r - H  I to 
+ cos (o H- cos 20) + ... + cos rm = sen ~ m: 2 sen ~ ,  

2• 2¢ 

o o 

21~. :  I 2v -+- 1 ,  
sen ( x  - -  ~) sen - - 2 - -  t y  - ~) 

sen - ~  sen Y 2 
d~d~. 
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[n virfft delhi, periodic itg della funzioue integran(la,  possiamo scr ivere  

:~ I- = */A-~ gO.II 
• 2 v  + t  
: ~  ~t- !. C,~ - ~) sen  ..... ~ - - -  (y - ~) 

x - - a  y - - ~  
sen  . ' 2  - s e l l  . - -~  .... 

dad,, 

ed anche,  ponendo x - -  ~ = - -  2 , ,  y - -  ~ --~ ~ 2c ,  

7~ 7~ 

s~, ~(x, y ) =  ~ ~ ~/(x + 2u, y + 2v) 

2 2 

sen (2~ + l)u sen (2v + I)o d u d v .  

sell ¢t sell ~ 

Se era  poniamo 

O(x + 2u, y + 20) = f i x  + 2u ,  y + 2~) + f ( x  ~ 2u ,  y + 2v) ÷ 
+ f ( x  -- 2u ,  !! - -  2t,) + B x + 2u, y - -  2o), 

abbiamo 

2 2  
1 ~  J~(I ) Sell (~[~-I-1)t~ SOIl (2V q-1)~)dudv .  

(4) sI~ , ,~(x, y) ~--- (x + 2u, ? / +  2r) sen u sell ~ 
O0 

5. Ci sa ranno utili nel seguito due d isuguagl ianze  che qui e ra  stabil iremo. 

Sin ~(z) una funzione a var iaz ione  l imitata,  da ta  in un in terval lo  (0, a), 
7~ 

con 0<5_ a_<_72 , e indichi~mo r i spe t t ivamente  con p(z), n(z) e V(z) le sue va- 

riazioni posit iwb nega t iva  e totMe, in (0, z). ]~] al lora 

, ¢ (z ) - -  ~(0) + p(z) -- n(a), 
p(z) -4- n(z) = V(z), 

e p(z ) ,  n ( z )  e V(z)  sono flmzioni non nega t ive  e non decrescent i .  Dalle ugua- 

gl ianze scri t te segue 
~ ( +  O) - -  ~(0) + p ( +  O) - -  n ( +  O) 

e perci6 
:~(z) = ~ ( +  o) + l p ( s )  - -  p( +- o) I - -  1 n (z )  - -  n ( +  0) ~. 

Se dunque cons ider iamo l ' i n tegra le  

j '/ sen k z  
~(z) ~ ( +  0) 1 sen-----7 dg~ 

0 
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dove h 6 uu intero positive, questo 

ferenza 
a 

I p(z)  - -  p ( +  0) 1 se~-2--~ - s e n  z - -  ~(z) - -  ~(4-  0) I sen--z- 
0 0 

vale a dire, possiamo seriverlo, applieando il seeondo teorema della media, 

•/' sen h z  . . t" sen h z  
{ p(a) -- p ( +  O) i,J ~ n z -  az  - -  1 n(a) - -  ~(+ O) tJ .-~i-z dr, 

dove a~ e a~ sono due numeri eonvenienti  dell ' intervallo (0, a). Gli integrali 

era seritti sono ambedue mhmri, in modulo, di ~ : 2  (ts) e si ha, pertanto, 

1 "~(z) - -  ~0(+ 0) I sen  h z  d r  < I p ( a )  - -  p(-+- 0) q -  n ( a )  - -  n ( +  0) ~ 
Sel l  ~" 

0 

ossia 

(5) 

integrale possiamo deeomporlo nella d i f  

If ! I~(z) - -  ~ ( +  O) I sen  k z  d z  < I V(a) - -  V ( +  O) 1 
sen i~ - 2- 

0 

Analogamente,  si ha, per  0 < ~ < a, 

a a a 

l = tp(a)--V(+0 lf ' nhr, z" 
a l  art' 

con a' e a" punti del l ' intervallo (~i, a). Ma ciascuno degli integrali de] secondo 
27: 

membro  6, per  h > ~ - ,  minore, in modulo, di ~::k.qen2 Qg); 6 percib, qua- 

(ts) Oih ~ e v i d e n t e  se  b~ k----- 1;  se  h k : ~ %  si ha  ~ - -  e i d n e  t e r m i n i  di  q u e s / a  

a !  t* [} 

differenza sono elatrambi non negativ| e non maggiori di 

=la ~:llc rqk, 

J sen  z ~ e i i z  
U 0 0 

h, (19) Ed infatti, se h ~ il minimo intero tale the k z : ~ ,  eiascuno degli integrali indi- 

(h+l)~lk (a ~ 1)rc/~ 
l ' l sen  k$i  1 ~ eati b~ in modulo, minore di I t - -  dz  ~ .......... d z - - - - n : k s e n -  

• J [ sen z ~ J 2" 
h~/~ sen 2 h~/k 
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lunque sitt h, 

((i) 
a 

if' ~(z) - -  ~ ( +  0) } sen  h z  
• ' S ~ I I  . ~  

c~ { v ( . )  - v ( +  o) I 
I + h 

dove C~ 5 tma costante dipendente  

0 < ~ a % )  e dal |a  fimzione ~(z). 

(1,~ ~, ma indipendente  da. a (purch6 

II. L a  c o n v e r g e n z a  s e m p l l c e .  

6. Ci proponiamo di d imostrare  la seguente  proposizione:  
Sia f(x,  y) una  f unz ione  data in tutto il piano (x, y), pe~'iodica, di 

pe~'iodo 2~, vispet to a ciascuna delle due variabi l i  x e y, integvabile e a 
var iaz ione  l imitata.  Se nel punto  (x, y) valgono le qztaltro ugz,aglianze 

(7) 

lim 
u - . . ~  + 0  
v - - -*  0 

lint 
u ~ + 0  

lim 
u ~ O  
v ~ + 0  

lira 
u ~ 0  
v ~ - | - 0  

I vi~)(x + u, y + v) - -  v , . / x  + 0, y + ,,) } - -  o, 

I T % , ( x  - -  u,  y + v) - -  v ( . , ( x  - -  O, y + v) 1 = o, 

t V(v)(x + u, y + v) - -  V,v)(x + u, y + O) f = o, 

1 Lv , (  x + ~, Y - -  v ) - -  l~v , (x  + u, y - -  0) I - -  O, 

la serie doppia  di Four ier  della f (x ,  y) converge, in tale punto,  ~e~'so 

1 
(s) ~t 1 / i x  + o, y + o) + / ( x  - -  o, y + o) + f ( x  - -  o, y - -  o) + f ( x  + o, y - -  o) !. 

Se I~ ffmzione f ix,  y) ~ contintm nel punto (x, y), il valore (8) coincide 
ev iden temente  con f(x,  y). 

7. Senza ledere la generalit '£ del teorema ehe vogliamo dimostrare,  pos- 
siamo supporre,  per semplici tg di scrit tura,  che il punto (x, /t) considerato 

sia (0, 0). 
Decompouiamo l ' in tegra le  che espr ime I~ smnmn s~.v(O, O) in tre patti,  

corr ispondenti  ai tre rettangoli  di vertici opposti (0, O) e (8, ~); (8, O) e 
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2, 2 ; (0, ~) e ~, 2 ; dove supponiamo 0 < ~ < 2 "  Avremo cosi decomposto 

s~v(0, 0) in tre parti ,  t h e  ind icheremo con s (~) s (~') (a) 'lt, v~ ,t-t,v~ Sp,,v. 

Oecupiamoci  subito di sty, ,~. Abbiamo, ponendo 2 F A- t -= It, 2v 4- 1 - -  h, 

~:/2 ~/2 
t ~ s e n h u  _ r _ ,  s e n h v  

s(;'~"~ = ~ J se,,  u , a , J * ( 2 , , ,  e~) - - s e , ,  v 
0 

dr;  

e s iccome 6 

O(2u, 2v) = f~2u, 2~) + f( - 2u, 2v) + f( - 2~, - -  2v) + f~2u, - -  2v), 

s(z) possiamo scomporve '-~.v in quat t ro  parti ,  corr ispondent i  ai quat t ro  addendi  

t h e  formano (P(2~, 2~). Consider iamo la pr ima di queste  parti,  vale a dire 

u/2 ~/2 
~(~) 1 1" sen  hu u~f( 2v) sen  kv dr. 
' ~'" = ~ J ~ ( i ~  d 2u, ~' sen  v 

o 

Osserviamo qui the ,  essendo ta f(x,  y), come funzione della sola y, a 

var iaz ione l imita ta  su quasi tut te le paral lele  a l l ' asse  delle y (n. ° 1), esiste 

finito, per  quasi  tutti i valori di u, il l imite f~2u, -!-0), e questo l imite r isul ta  

una fimzione quas icont inua  (misurabile) , perch6 la fl2u, 2v) 6 quasi continua,  

r ispetto ad u per  q u a s i  tutti i valori di v, in forza del l ' ipotesi  t h e  la f (x ,  y) 

sin integrabi le .  Inoltre,  se 6 0 ~  V ~  2 e se ~ 6 un valore de l l ' in te rva l lo  

2, 7: , tale e h e l a  f(2u, 2v) risulti  in tegrabi le  rispetto ad u (~o), si ha  

t f(eu, 2v) - -  fleu, 2 v ) [ <  V~,)(2u, :~ )  

donde 

e s iccome i/(2~t, 2~)] 6 in tegrabi le  r ispetto ad ~ e tale 6 anche  la V(u~(2u, 2tO, 
per l ' ipotesi  c h e l a  f (x ,  y) sia a var iazione limitata) ne v ieue  che, se per  

(s0) In virg6 dell'integrabili~g suporfioiale della ,f@, y), qtmsta funzione risul~a linear- 
menge integrabile rispetto ad x per quasi tutti i wdori di y; per uu uoto teorema del FUBIlgI. 
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uno dei o considerati la f(2 G 2v) 6 quasi con t inua  rispetto ad ~t, essa 6 anche 

integrabile. Dall' ultima disuguaglianza scritta e da uu noto teorema di inte- 
/'(,-~, 4-0)  6 essa pure integrabile rispetto grazione pet" serie segue ancile cim '9 

ad ~e. hldicaudo con ~, un l iun lero  > 0 o < 2 '  che t'ra poco determineremo, 

possiamo duuque scr ivere 

(9) 

~l =/2 
,.(~) 1 I 'Se l l  hV v;f( Sell h ~  
. t~ ,~- -~a  ~-il '~ d 2~, + 0 ) - - - s e n  u 

o ~ 
dz.~ -+- 

~/2 61 
I ~' sen h~.~ ~" -b- J 

0 

- t -  0) l sC"-J~d dv + 
sell 0 

,:/2 =/:~ 
1 ['se. h.  ~f Se,l h~ d,~ + ~ . . . . . .  d ~ ,  f l '2a ,  2v) . . . . . . .  . 

ZC'd Sell If 8011 /) 

Pet" qualunque valore di v, 6 

s e n  ~- dvl  < 5 ; 
o 

e per h ~  6 

f sen h~c d u ~ O ,  
I(2t~, 4- 0) -sen-u- 

in virtfl di un uoto teorema di RIEMANN-LEBESGUE della teoria delle serie di 

FOURIZR per le funzioni di una sola variabile. Pertanto la prima parle del 

secondo membro di (9) tende a zero per h ~ .  
Per  vedere  come si comporta  il secondo termine del secondo membro 

di (9), osserviamo che, per quasi tutti i wdori  di u, V(u~12~, 2~) teride, per 
v ~ 4 - 0 ,  a! valore fiuito V(y)(2te, + 0 ) ;  perci6, preso ad arbitrio uu a > 0 ,  
possiamo supporre di aver  determinato ~, in modo che lo pseudointervallo 

dei valori di u di (0, 7 ) p e r  i quali non 6 V(u~(2u , 2 ~ ) - -  V(u)(2u, 4 - 0 ) ~  (~, 
\ / 

sia di misura (piccola quanto vuolsi e quindi) tale che l' integrale di V~u)(2u , 2re), 
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ad esso esteso, risulti < z (e'). Applieando a tlora la (5), avremo 

f ll:'e,,, +o)1 
t 
0 

¢ o 

e perci6 

l_!_, f se,, ,@ 2o) - ÷o) I 
] 7 ~ d  S e l l  t~ S e l l  V 

0 
< 2sen~ z ) + z  < s-end" 

Concludiamo dunque the,  fissato il ~, si puo scegliere ~ in mode da 

rendere  la seconda parte del secondo membro di (9) minore, in modulo, di 
un numero positive arbi t rar iamente prefissato, e ci6 indipendentemente d a h  e h. 

L'ult imo termine della (9) tende poi allo zero, per h l- h ~ '  in virtfi det 

t e o r e m a  di RIEMANN-LEBESGUE~ e s t e s o  a l l e  f u n z i o n i  d i  d u e  v a r i a b i l i .  

R i s u l t a  cos i  s ('~ - *  ~ I ~.v 0, p e r  v - ' ~ "  

In mode analogo si dimostra the  tendono a zero anche le altre tre parti 

di s (~) ~tv, q u a n d o  tx e v si f a c c i a n o  t e n d e p e  e n t r a m b i  e c o n t e m p o r a n e a m e n t e  

all'infinite. E dunque s (~)~,v~0, per v~li~ ~ " 

N e l l o  s t e s s o  m o d e  si p r o v a  a n c h e  la  (u) sp, v ~ O .  

8. V e n i a m o  e r a  a l lo  s t u d i o  di 

s , )  l ~ j '  2 ~ ) s e n h t ~ s e n h v d t ~ d v .  
g..~ ¢(2u, sen u sen v ~2 

0 0 

(si) Possiamo sempre supporre the V(u)(x , y) sia, per ogni y, quam continua (misurabile) 
tome fanziono del la  sola x. Cib 6 s ieuramtnte  veru se la .f(x, y) 6 continua rispet~o al ia  y, 
ed anche se 6, per quasi ttt~ti gli  x e per tufti gli y~ f(x~ y--O)~. f (x~ y)~. f (x ,  y + O ) .  [n 
case eongrario, nei punti di discontinuit/~ t i l t  mm soddisfano a questa condizione e che si 
trovano su quolle p~tralleie a l l ' asse  delle y sulle quail  ht f(x, y) 6 a variazione l imitata,  
come funzione del la  sola y, - -  punt.i the su ciaseuna delle parai tele indicate sono al mas- 
simo in un ' inf ini th numerabi le  - -  si eambieEt il  valore delia f(z~ y), the  figura nelP espres- 
siono di ~(2) in nmdo da verifi tare la doppia disuguaglianza scritta. Con cib~ invece di "~Xp V~ 

V(v)(x~ y), si avr/~ uua variazionc totale I?(y~(X, y) tale cite V~)(x, y ) ~  V(,j)(x~ y). Questa F(~) 
r isul ta  qm~si-cont.inua e in~egrabile sa ogni para l le la  a lFasse  delle x~ in virtfi delbt 
V(v)(x~ y ) ~  V(,j)(x~ 2r:) e pet' Pin~egrabili t~ della V(v)(x, 2r:). Ed allora basLer~r sostituir% 
nel ragionamdnto che andiamo fatend% la V~y) con I.t V~u). 

A ) m a l i  d i  M a t s m a t i v a )  ~rie I V )  T o m e  I V .  8 
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,(t)  Docon]l)oniamo al,O}lC ,~, v il~ qu~tttro pa, rti, corrispolldonti  M quat t ro  ad- 

(iendi di (Pt2u, 2~,), o consider i ;uuo ht l )r i lna di esse, vMe a dire 

6 5 

= f(_.2~t, " - t.t, v 
• S e l l  t~ S e l l  0 
0 o 

Osserv iamo,  pr ima di proseguire ,  the ,  dalie ipotesi (7), a m m e s s e  per  ii 

l)unto x ~--O, !1---0,  segue  1' esis tenz~ del limite f~+O,  + 0 ) .  Ed infatti, preso 

ad arbi t r io  uu a > 0, poss iamo d e t e r m i n a t e  un l posi t ivo ill modo the ,  dalla 

O < x ~ l ,  segtm [ Vc~;(l , l) - V(.~)(x, l) i < ~ ,  e dalle O < x ~ l ,  O < y ~ l ,  

segua  I V(v)(x, I) - -  V(u)(x, y)] < e. Per  gii stessi x e y, 6 allora, ] f(l, l) - - / I x ,  I) i < ~, 
] f(x,  l) - -  f(x,  y)] < e, e percib  [f(l, l) - -  f i x ,  y)[ < 2z. E ci6 p rova  1' es is teuza  
di / ( +  0, + 0), e la sua finitezz~k 

Poss iamo sc r ive re  al lora 

(lO) 

L /j" !! a,d' se,l h .  
~l:.J, - -  ~.: f ( +  o, + o s e .  ~ ~, - - - -~en  o + 

o o 

[ ~ Se l lh l t  s e i l h v  
-F -~-~ I ['(2u, 2e) - -  f ( +  O, + 0) 1 . . . . . . . . . . . . . . . . .  sen u sen v du(lv ,  

o o  

e il pr imo te rmine  

perch6 6 

di ques t~  s o m m a  tende 

lira {'sen_t~t du  
B 

h --*- o¢ d S e l l  "t~ 
0 

1 
. ~ / l + O ,  + 0 ) ,  per  v ~i  - 

, t ~ O ' D ,  

Vogl iamo d imos t ra re  the ,  scegl iendo 5 suff ic ientemente  piccolo, il secondo 

termine  delia s o m m a  (tO) pub renders i  minore,  ill modulo,  di un numero  

posit ivo t~rbitrariamente prefissato, COll temporaneamente  per  tutti gli h e k. 

(r ~l)~/h (s+l)r:/k 
Sell ho d r  

I,,, ,~ - - d [ ' s e l l h U d u j  " t / ( 2 u ' s e n  u 1 2v) - - / ' ( +  O, + 0 )  i - s ~ v  ' 

r~/h sn/l," 

Posto 

e indieati  con p e q i int~ssinli interi ta, ii t h e  sia p ~ / h  ~ ~, q7:/1¢ ~ ~, il se- 
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condo .t~muine del la  (10) si s t r i v e  

(11) 
1 p q '1 q P 

v Z 3 I,., 7: ~ ~ I,, .~ -t- ~ . , . ,  

r = O  ~¢z=r Tl:~ # ~ t )  r " g-.t-I 

in tendendo  che negli integral i  [p,.,.(s--O, i , . . .  q) e [,. q(r~-O, 1,... ~9) il c ampo  

di in tegraz ione  sia l imitato a quel la  par te  t h e  si t rova  nel quadra to  di vcrt ici  

opposti  (0, 0) e (8, 8). 
q 

Cominc iamo col p rende re  in e s a m e  la s o m m a  ~ It,  ... 

La  ftmzione f(x,  y), essendo ~ w~ria.zione l imitata in Q, 6~ su quasi  tutte 
le paral le le  a l l ' a s se  delle y, a var iaz ione  l imitata  come funzione della sola y. 

Percib,  se, per  ogni ptmto (% y) del quadra to  di vert ici  opposti  (0, 0) e (28, 28), 

indichiamo con P(u)(x, y) e N(u)(x , y) le variazioni  posi t ive e nega t ive  del la  

f (x ,  y), cons ide ra t a  come  funzione del la  sola y, ne l t ' in te rva l lo  (y, 28), ab- 
biamo, pet' quasi  tutti i valori  di x di (0, 28), 

(12) 
f ix ,  y) - - / I x ,  ~8) - -  p,u)(x, y) + N(~)(x, y), 

P,,~)(x, y ) +  N,~)(x, y ) =  V,~,(x, 2 8 ) -  V(u)(~ , y), 

e Pcv)(X, y) e Noun(x, y) sono funzioni non nega t ive  e non crescent i  col cre- 
scere  di y ne l l ' in te rva l lo  (0, 28). Abb iamo  perci6~ per  quasi  tutti  gli x 
di (0, 28) e pet' ogni y di (0, 28), 

(13) f ( x ,  y) - -  f ( +  O, ÷ O) - -  { f ( x ,  28) - - /~-I -  0, ÷ 0) 1 

- -  P,u,(x, y) + N(u,(x , y). 

Preso  ad arbi t r io  un numero  z > 0, poss iamo suppor re  8 suff ic ientemente  

piccolo in modo  da avere ,  per  ogni coppia  x ,  y di numeri  positivi e ~ 2 5 ,  

( 1 4 )  

ed anche,  per  le (7), 

I f (x ,  y)  - -  f(-t- O, -t- O) I < ~, 

V~y~(x, y )  - -  V(u)(x, + O) < ~. 

I~] allora, se 0 ~ x ~ 2~, 0 ~ y < 2~, 

V,u~(x , '28)--V~v~(x , y ) <  ~, 
e per  la (12) 

(15) P(u)(x, y) <. ~, 

(16) N(v)(x , y) < ~. 
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I i id icando coil [' [" e I '"  gli inLegrali che  si otteng:ono sos t i tuendo r , #  ) r , i  ) ' , ~  

)~ f(2u, 2~-D - f(-)- O, -{- 0), nell '  e spress ione  di / , .  ,., r i spe t t iwune l l t e  /(2*6 2~) - -  

- - f l - ) - O ,  + 0 ) ,  .]Xu)(2u, 2~,) e N(u)(2u, 2~.~)) abbiamo~ in virtfl del l# ({3) 

e perci6 

0 I'll, 6 

I,,, == I ~, - -  I "  - i -  l ' "  

q q q q 
V [~ = ~  I' "~ r" - - 'o  I,', 

8 r $ - r  # 

0"+ I'WD (s + 1)~/k 
q j~'{ f (  . . . . . . .  dtt" .aq CSOIll " 
~'a 1,i',# - • S e l l  It I ' - - ' ~ ' J  S e l l  # 

: 2~1, '~8) /i-i- O, -t-0)} selihl~ 

r~l h s~.tk 

rig 

e pe r  la (14) e per  il fa, tto t h e  i te rmini  del la  s o m m a  t h e  t igura  ai secondo  

m e m b r o  sono a segni  a l t e rna t i  e in modulo  dec re scen t i  (da cui segue  t h e  il 

modulo  della, s o m m a  6 non ma g g i o r e  del modulo  del pr imo termiue)  

e perci6 

e pe r  i' .~ O, essendo 

I~] poi 

t ) '+O~lh V)'+O~/k 
l i j  d u ' s e l i h " d "  t.vI' < ~  . . . . . . .  ] 

* = r  ~ ' , 8  ' "" Sell ~ 
)'~lh r~lk 

'0,, < E-4-, 
$ 

O'+ Z),:/h (r + i )r:ll~ 
I fse,, h,,. _ L _  fd,,  < 
! a ~ i ~  d.. } < ,'= a '2;.' 
,)'~th sen f f  r 'dh 

~Vl' I < 7 " ~ - -  
t s - r  r , s  4~,~" 

(r+O~/h (s el)~/# 

v I "  = P c u ) ( 2 u ,  zlD . . . . . .  a~, 
r, # g s e l l  '~ s e l l  v $- -?"  r 

,)'~Ih ,¢~/I' 

e s iceome P(u)(2u, 2~D:sen v ~ funzione non n e g a t i v a  e non c r e scen t e  a[ cre- 

scere  di v, i tcrmini  del la  s o m m a  che  f igura al secondo m e m b r o  sono 
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~mch'essi  a, segni a l te rna t i  e in modulo  non crescent i ,  e si ha, 

e pet" la (15) 

onde 

e pet' r > O ,  

A n a l o g a m e n t e  si ha  

e per  r > O ,  

E perci6 

(r+l)r:/h (r+l)~tk 
hv S@ll 

~: ~ _ du  P,v,(2~5 2v) . I " j  sen u ~en-v 
r=lh. r~Ik 

(r+l)=/h (r+g=/k 

I L ,,,I " a sT.~ a Te-~i 

q 7~ 4 

E [ "  < s -  1.=o o,, 4 '  

s----r ' # 4~'~ 

q 

I ~ % `  < s T i "  
S----- .O ' 

q ~ 

E I ' " <  

I q 
{ , ' 

d?~ 

e pet' r > O ,  

e quindi  

(17) 

q ~ 

{ p q I [ 
Ig E I,., .~ { < ~r# i~1 

I r 0 $=~' 

q P 
Resta  da esamint~re ia so mma  E E I, .  ~. 

8~0 r~---sq-1 

Pe r  essere  la f i x ,  y) a, va r i az ione  l imi ta ta  in 0, ta, le funzione 6 anche  a 

va r i az ione  lhni ta ta  r i s p e t t o  alla sola x ,  su quasi  tut te  le p~ral lele  ,~ll'asse 
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delle x.  [ndicaado perci6, per ogni punto (x, y) (lel quadrato di vertici op- 

posti (0, 0) e (2~, 2~), con P~x)(x, y) e N(x)(x, y) le variazioni positive e ne- 

gat ive (lella f(x, y), considerata come fimzione della sola x, nell ' intervallo 

(x, 2~), abbi~uno, per quasi tutti gli y di (0, 2~), 

/Ix, .q)= f12~, q ) -  [~,(x ,  y ) +  N,~,(x, y), 

IL~,(x, y ) +  N¢~(x, y)--V,~(2~,  y ) -  v,~,(x, y,; 

e ragionando come dianzi e supponendo ~ tale che, pet' ogni coppia x, y di 

humeri positivi e -~ 28, sia anche 

otteniamo 

v,..,(x, y) - -  V,.~,(+ o, y) < ~, 

# ~ 0  r : &  |. 

Coucludiamo che il secondo termine delia somma (I0), vale a dire 1' espres- 

sione (11), soddisfa alia disuguaglianza 

08) 
[1 ~'r  

o o 

f(2u, '2v) -- f (+  O, + O) f 
hu sen sen 

. 1 2 ¢ ~  l--~ (~ , 
s e n  t~ Sel l  V 

ed ~ perci6 piccolo a piacere, contemporaneamente  per tutti gli h e k. Resta 

cosi dimostrato che, preso ad arbitrio un ~ ~ 0, si pub scegliere $ in modo 

che, per  tutti i valori di l~ e v sufficientemente grandi, sia 

s ~ , ~ - 4 f ( + O ,  + 0 )  < ~ .  

Trattando hello stesso modo le altre tre parti di .r,,v~s°) otteniamo, infine, 

che, preso ad arbitrio ~ ) 0 ,  6. possibile scegliere ~ in modo che sia 

Is ~ ~fl+0, +0)+f ( - -  0, +0)+f ( - -o ,  ~, ~ 0~ ~ ~ O ~  ~ O) ~ 
• ~ , v  4 

per tutti i valori di [~ e v sufficientemente grandi. 

E siecome '(~ o(a) s~.~ e ~a,v tendono a zero, come gih abbiamo dimostrato nel 
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n. ° precedeute ,  ue r isul ta  

1 
li m sl~ , ~ ~ 4 1 f ( +  0 ,  -~- 0 )  -I-  {( -- 0, -t- 0) ~- f (  - 0 ,  - -  0 )  q - / ' (  -I- 0 ,  - -  0 ) } ,  

e il t~orema enu~aciato nel n. ° 6 6 compl~ tamente  dimostrato.  

9. Osservazione L Se, nella d imost raz ione  da ta  del t eo rema  del n. ° 6, 

invece  di sc indere  c iascuna  delle tre somme s (z) s <~) ('~) ~,v~ ~,v e sl~,v nelle quat t ro  

parti  corr ispoudent i  ai quet t ro  termini  di (P(2a, 2v), ragioniemo d i re t t amente  

sulle iu tere  somme,  o t teu iamo che il t eo rema  stabili to vale  anche  se le (7) 

si sosti tuiscono con le uguagl ianze  

lim I Wcx)(X -F- u, y -t- v) --- W(x~(x -4- O, y -+- v) l ----- O, 

V ~ q - O  

lira I W~u~(x q- u, y + v) --  W,~,(x + u, y + O) 1 ---- O, 
I$ ~ -4-0 

V ~.-1-0 

dove W,~(a,  ~) o W,u)(~ , v) rappresenta , ,o  le var iazioni  retail del la  ~ (x -{ -2u ,  

y--F- 2v) cons idera te  r i spe t t ivamente  come flmzione della sole u e della sole v. 

In questo case, la somme sl~.v tende, per  ~ al wtlore 4(I)(x-t-0,  y- t -0) ,  

vale  a dire, la somme del la  serie doppia di FOUI¢IEL¢ ~ da ta  da  

I 
lira [ f i x  ÷ u, y q- v) -+- I~x - -  u, y q- v) -+-fix - -  u, y - -  v) ÷ f ( x  4- u, y - -  v) I. 

v ~ - b O  

10. Osse~'vagione IL Della  d imostrazione da ta  del t eo rema  del u. ° 6, 

r isul ta  che tale t eo rema  conse rve  la sue  piene~ validit~ se, invece  di sup- 

por te  la / ( x ,  y) a var iaz ione  l imi ta ta  in tutto il quadra te  Q, si fa l ' ipotesi  

t h e  essa sia a var iaz ione  l imitata  soltanto nel campo costituito dei puuti (x', y') 

per i quail vale a lmeno uaa  delle due d isuguagl ianze  

dove ~ 6 ua numero  posit ive che pu6 essere fissato comunque  piccolo. 

| l .  Se le fu .z ioni  Vcx)(2r:, y) e V~u)(x, 2re) res tauo limitate,  ia tutto i! 
('~) ..(:~) 

quadra te  Q, la d imostrazione da ta  nel n. ° 7, della tendenza  a zero di sz,., e s~,v, 

per  ~ I - -*~,  pu6 essere sost i tui ta  da ml reg ionamento  aualogo a quello usato 

f l  [) uel n. ° 8, re ta t iw~mente al ia ..~,.,,. 
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"(~) decompotiiamola Ed inSttti, r ipresa l 'espressione .'l~.v, 

seguente modo 

,,°it, -~ Jgv ~ s e n l u ~ s e n k v  
. S e l l  tb S e l l  V 

l ~ sen h,t j ? (  sen hv d,.. 

0 

fit due patti, nel 

dudv -t- 

I~ I ~ ,  in virtft del teorema di La prima di queste parti tende a zero, per v 

RIEM.~_Nh~-LEBESGUE~ esteso alle fuuzioni di due variabili;  testa cost da studb~re 

soltanto 1~ secouda parte, ossia 

~:/2 
1 ~senh~ tdu l f (2u  2~)____sen hyde" 

(19) 7: ~ sen tt seu ~: 
0 

Dall ' ipotesi  qui fatta the  V(x)(2r:, y) e V(1~)(X , 2r 0 siauo limitate iu tutto Q, 

segue the  esiste un numero positivo M tale the  sit, .  V(~(2n, y ) <  M, 
Vw~(x , 2n) ~ M e ]f(x, y)] <~ M, in tutto Q. Allora, procedendo come abbiamo 

fatto al n. ° 8 per lo studio della seconda parte di (10), decomponiamo (19) 

in due patti aualoghe alle due the  tbrmmm l 'espressione (l l) del n. ° ricordato. 

Ciascuna di queste due parti ristflta (sostituendo al s del u. ° 8 il uumero M) 

miuore, in modulo, di 

M ~  -~--,.~ (-p + , r ) r  ' 

jg~ 
dove p 6 ancora il massimo iutero tale the  ~- < $. Duuque pel" h sufficien- 

temeute grande, in modo che sia 

1 4 _ ~  l 
(20) p ,.=~(p + r ) r  < ~' 

ciascuua di tali patti risulta in modulo minore di M~%. Si ba cost 

~/2. 
I I  ~senhttdu~['(2tt,  2~,)~e-~n hgdv[  < 2MrPs, 
I ~  sen u sen V 

0 

qualunque sia h e per tutti gli h maggiori di un certo )t tale the  per esso ri- 

sulti soddisfatta la (20). 
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12. II leo~'ema del n .  <' 6 sussisle anche se invece delle (7) si st~ppo~te 
cite, pe~" un ~ > O, h' quattpo f u n z i o n i  di  (it, ~) 

f i x  -t- u, y -t- v) --  f ( x  ~- u, y + O) - -  f i x  + O, y + ~,) t -  f i x  -t- O, y + O) 
t~O 

f(oc -- u, !! q- v) --  f t x  - -  u, y + O) --  ~ix -- O, y + t:) + / i x  - O, y + O) 

~ ix  - u, ! ! - -  v ) - - I ( x  - u, y - - O )  - f ( x  - - 0 ,  y - v ) - t - f ( x  - - 0 ,  y -- O) 
ttO 

It ,c-t-u, y - - v ) - - f x - l - u ,  y - - O ) - - f t x  +-0, y -  v ) + f t x - i - O ,  y - - O )  
tit) 

r isal t ino tul le  integJ.abili nel quads'ate eli verlici  opposli  (0, O) e (~, ~), e 
the  degli 8 integ~'ali 

J '~X +----lt,~ tJ ----- O)8011senhl_j~l~ dtt~ j ) ( x  ----- O ~ y  -1- ~)SO11Sell h/)~) do~ 
0 0 

tauto i p r i m i  quat tro  quanto gli  a l t r i  qttattro tendano, per  h ~ o ~  e h ~ ,  

rc f ( x  +--_. O, y 4" 0), supposl i  esistenti.  r i spe l l i vamen te  ai  valo~'i -2 

Per  provare l 'asserto,  basra dimostrare c h e l a  seconda parte della 

somma (I0), e cio~ tralasciando il |httore 

Sell U Sell /) 
o o  

pub reudersi, ill modulo, minore di un , prefissato, pet" tutti gli h e k sutIi- 
c ientemente grandi. L 'espressione ora scritta pus porsi nella forma 

f ~ sen htt sen kV dudc + 
, If(2u, 2v)-- f(2u,-- t-0)-- /(-+-0,  2v)- t - f -k-O,q-O)l  s e n u s e n v  
O0 

• sen h U d u f S e n  hv , £ ~ sen k ~ d v f s e n h u  
(22) + j / ( 2 u , + O )  sen  u _ o s e n v a V + J f ( + o ,  2~)sei  ~ .  __ose] iu -dU--  

0 0 0 0 

o){'se" hu a,,f  sen kv 
- 2 f ( + o , +  oseqi~7 o ~ d ~ d ~ '  

0 0 

At~nali d~ Matematlea, Serie IV, Tome IV, 7 
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il cut primo te rmine  ~, in modulo,  minove di 

-~,t' ,i /(~a, . . . . . . . . . . . . . .  ".,)~") [('..,)IG-t-O) ~,,~. 2~,--f(-t-O, 2,,)-+-/(--t-O,-F-O) i ,~.i.~ : ~oi~-~l" d~d/) < 

o o 

~o " "I t ' (2 . ,  2~) - I i ~ . ,  0 ) - -  l i + O ,  

l i  ( i  

espress ione  the, pet" l ' ipotesi  qui t, ttta, vesta, miuore  di 

e i en temen te  l)iceoli. S i ccome  pot 6 

2 '  per  tutti i ~ suffi- 

8 
F sen h,~ r: 

o 

la somma  degli ultimi tre tevmiui di (22) tcllde allo zero quando  h - * ~  

e k-~o,~. Dtmque,  se ~ ~ .~celto conven ien temen te ,  per  tutti gli h e /~ sui~i- 

c i en t emen te  grandi  it modulo di (21) 6 minore  di ~. 

13. [1 teorema, del n. ° 6 (anche con la wwian te  indicata  nel n. ° pvece- 

dente) conserw~ [a sua v~lidith se, invece  del l ' ipotes i  c h e l a  f(x,  y ) s i a  It 

w~riazioue limitata,  si suppone  che :  
1 °) i limiti f(x', y + O) e ['(x-~-O, y') esis tano finiti, i primi per  quas i  

tutti  gli x '  ed i secondi  per  quasi  tutti gli g', e t h e  essi siauo integrabil i ,  

r i spe t t i vameu te  come  fimzioni della x '  e della / / ;  
7: 

2") per ogni B / O  e ~ ,  si posse~ sempre  t rovare  un ~ > 0  tale che 

le fttnzJoni di (e~, v) 

f ( x  + u, !1 + ~) - -  f ( x - t -  u, y + O) 

f x +  ~, ff - ~) - f ( x +  u, ! j - - o )  
I) 

risult ino e n t m m b e  integrabil i  net due ret tangoli  

f x + u ,  i / + v ) - [ ( x  t-o, y+v/  

f x - . ,  y+~ / - f~x - -O ,  !!+v) 
~A 

[ ~ c ~ r ~  [ 
- -  - - 2 '  O ~ _ o ~  , 
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risult ino en t r ambe  integrabil i  nei ret tangoli  []0 _<L u _<; ¢t, ~ ~ v ~ nit 
t J 

O ~ u ~ ,  - - 2 < v . ~ -  ~ . 

Ed iufatti ,  r ipresa  l ' e spress ione  di :'(~ st~.~, da t a  dal la  (9), si osservi  t h e  il 

primo e l 'u l t imo te rmiue  di tale somma tendono a zero per  it e v teudenti  

a 0% e che il secondo termiue,  supposto ~ ~. ~, ~ iuferiore, in modulo, a 

n* sell ~ 2v dv  
0 

hi2 ¢~ 
1 j '  u ~ l f ( 2 u  , 2v) - - f l2U,  + 0 ) } d v ,  

~- sen~ d 2v 
0 

espress ione che ~ piceola come vuolsi c.on ~,. Dunque s(t~.)~ si pus rendere  

minore di un ~ prefissato, per  tutti i valori  di 9 e '~ suff icientemente grandi .  

III. L a  c o n v e r g e n z a  u n l f o r m e .  

14. Di remo che in uu puuto (x,  y) ~ ver i f lcata  la condizioue ~ ) s e  ta 

I~x)(x, y) ~, per  tutti  gli y, un i fo rmemente  cont inua  come funzione della 

sola x ,  nel punto x - - x  (~), e la V~v~(x , y) ~, per  tutti gli x, uni formemente  

cont inua  come funzione delia sola y, nel punto y-----y. 

Diremo,  invece,  che  b. ver i f icata  ovunque  la condizione [~)se l~" i~x}(2n, y), 

l~v)(x , 2n) sono l imitate  in tutto il quadra to  Q. 

15. Dimos t r iamo In seguente  proposizione:  

Se /a fungione  f ix ,  y), data in. Ddto il piano (x, !/), b peviodiea, di 
pe~.iodo 2n, r ispel to  a ciascuna delle due vaviabil i  x e !l, intey~'abile e a 
wtvia.zione l imi ta ta  ; 

se, nell" in torno di  ciascun pun  lo di  un inMeme chiu.~o E, 1,: V(.,~(x, y) 
e Vcv)(x, y) sono f u n z i o n i  uni for~;wnwnle continue,  r i spet t i , ,a~wnte  della 
sola x e della sola y ;  

(~*) Vale a dire, preao at] arbitrio un s > 0, si pu6 determln:lre, un ~. > 0~ tale che, per 
ogni z aoddiafaeent~, alia ~ x ~ 2 ~ ~., e per tt~lli !Ill y aia I Vt.~.,(x, y) ~ V,~)(.~, y) ! <~ ~. Ntd 
easo in e, ui sia 2~-=--0 (opp. 2 ~-~-2k~:) ai intender~ cite si abbi:~, p!.r O <~ x ~ 2<:  ;~, 
Vcx)(x, y ) , ~ ,  e per O ~ > x - - ~ . - - ~ ,  ~ ~x)(x, y ) -  ~ ( 2 g ,  y) ! <~. 
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se, infine, in tut t i  i pttnti  di E ~ ve,rific(tta la condi~ione ~), oppure 
/, ovunqtte ~'erificata la condizio~e ~); 

atlora la serie doppia di Fo~crier della f(x, y) converge t tni forme- 
mente, su tutto E, verso f(x, y). 

Osserviam% in primo luogo, che, dalla supposta uuif0rme contihuitt't, nel- 

t ' intorno di ciascun punto d i E ,  delle~x>(X, y) e V(u)ix ~ y)~ considerate come 

fimzioni r ispet t ivamente della, sola x e delia sola y, segue che nei punti d i e  

la f ix ,  y) 6 flmzione continua di (x, y). Pertanto,~ preso ad arbitrio un ~, si 
pub determinare il numero 8, richiesto per la validith della (18), iu modo 

che esso valga per tutti i punti di E. Inoltre, poich4 la f(x,  y) risulta 

limitata su E~ il primo termine della somma (10) tende al ~uo limite tllliiOl'- 

memente  su tutto E, al tendere di i~ e v all'iufinito. Dunque, preso ad 

arbitrio un ~ ~ 0 ,  ~ possibile scegliere 8 in modo the  sia 

I .~l~>, -- f ( x ,  y) I  < ~, 

per tutti i valori di ~ e v sufl]cientemente grandi~ e per tutti i punti (x, y) di E. 

Per  dimostrare la colivergenza uniforme allo zero di .'i~,v e sl~,~, bisogna 

fare appello ad uua delle condizioni a) o ~t). 
Se 6 verificata la a), il numero 8~, determinato nel n. ° 7, si pub prendere 

ill modo che valga per  tutti i punti di ]~, e perci6 i[ secondo termine deila 

somma (9) pub farsi piccolo a piacere indipendeli temente da h e h, contem- 

poraneamente  per tutti i punti di E. Il primo termine del secondo membro 

di (9) 6 poi il prodotto di l~jsen~'~t~- [che resta in modulo illf'eriore ad LI1] 

0 

numero fisso, qualunque s i ah] ,  per l ' integl'ale 

,2u, -t- O) sen htt du. 
sen u 

Se (x, y) 6 un punto di E, e (x, y) ~ un altro punto qualsiasi, si ha 

(2.'-}) 
8 8 

~/2 , ;  + ;e i {~  I f ( x  + 2 u ,  y -t- o) - f~x + 2u, :~ + o) 1 ,'h~. 
8 

I -t- 
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Ora, per  h--* ~ ,  l' in tegra le  

~f(x  + 2~,, y + O) seJ~ l ~  du 
.qen u 

t e , d e  a zero tmi formemente  per  tutti gli x, come ~ note dal la  teoria delle 

serie di FOURmR di una sola var iabi le ;  e l 'u l t imo t e r m i , e  di ( 23 ) t ende  a 

zero, per  y - . y ,  perch6, dal la  condizioue a), segue t h e  f(x,  y ) ~  funzione 

cont inua  di y, per  y - - y ,  un i fo rmemente  rispetto a tutti gli x.  Si ha, dunque,  

che  preso un ~ : ) 0 ,  si possono de te rmina re  due uumeri  positivi ). e h, tall  

(.he, per  tutti i punti (x, y) soddisfacenti  alia ] y - - . y l ~  )" e per  tutti gli 

h > h, sia 

_ sen hu 
[~f(x + 2u, y -~-o)sen  u 

Da ci6 segue che t ' i n tegra le  qui scri t to tende, per  h ~ o ¢ ,  un i formemente  

allo zero su tut to l ' i n s i eme  chiuso E. Al t re t tauto  pub quindi asserirsi  del 

primo te rmine  del secondo membro  della (9). 

Questo stesso fatto si presenta,  infine, per il terzo termine  del secondo 

membro  della (9), i ,  virtft de l l ' e s tens ione  a due variabili  di una nota pro- 

posizione. 

Con ci6 res ta  d imost ra to  che s (~') ~(a) ~,~ e cosi a . c h e  .a.v, t e , d o , o  uniforme- 

mente  a zero su tutto E, per  p e v teadent i  a l l ' i u f i ,  ito. 

Se, invece  del la  ~) ~ ver i f icata  la condizione ~), ques ta  conclusione 

conseguenza  immed ia t a  della d imost raz ione  da ta  nel n. ° 11 della conve rgenza  

allo zero d i s  ('z) p t ~,v p e r  v ~-~°~" 

16. Dal t eo rema  del n. ° precedente  segue, in par t ico la re :  

Se la fix,  y) ~ una funzhme ovunque continua, periodica, di pe~'iodo 2% 
rispetto ad ambedue le va~'iabili x e y, e a va~'iazione limitata, e se le 
l~x~(a~, y) e V~w(x , y) sono ovunque ~miformemente continue (0.3) come f~n- 
z.ioni rispettivamente della sola x e della sola y, la serie doppia di Fourier 
della f(x, y) converge ovunque unifo~'memente verso ht f(~, y) stessa. 

(..,3) Nel sense indiea~ in (~), per quanto riguarda i lmnti the si trovano sulle rette 
x--:2k~,  per la prima, e y----~2kz, per la seeonda. 
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Si ha  pu re :  

Se la f(x,  y) h una f~nzione pe~'iodica, di pe~'iodo 27:, ~'ispetto ad am.  
bed~e le vaJ.iabiti x e y, integ~'abite, a va~'iazione l imitata ; se le V~(x ,  y) 
e V(u)(x, y) sono li~J~itate in t~tto il quad~'ato Q, ed, inolt~'e, esse sono, in 
ogni campo chiuso inteF~to a Q, f~n~ioni  uni/b~'memente continue, ~'ispet- 
tiva~nente della sola x (, della sola y ;  la serie doppia di Fourier' della 
f(x,  y) con~e~'ge unifo~'meme~te ve~'so la f (x ,  y), in ogni campo chiuso in- 
te~'no a Q. 

Altre condizioni di conve rgenza  uuifbrme possono poi dedursi  dai r isultati  
dei n.i 12 e 13. 

IV. C r l t e r !  p t t r t l c o l a r i  d l  c o n v e r g e n z a .  

17. Ci p r o p o n i a m o  or~ di dedurre ,  dai r isultati  general i  dei n. i precedenti ,  

dei cr i ter i  di conve rgenza  part icolari ,  che ci sembrano  notevoli per  la loro 

facile e la rga  appl icaz iene .  

P reme t t i amo  che, avendo  ch iamato  Q il quadl~.to [ 0 ~ x _ < 2 r c ,  O_~_y~2rc], 
ch iameremo Q' il campo defiuito dalle d isuguagl ianze  0 < x  <2~: ,  0 ~  y . t  2~. 

P r e m e t t e r e m o  anche  Ia segueute  definizione. Diremo che una funzione 

f(x,  y) 6 monoto~a nel campo C i n  cui viene eonsiderata ,  se, in tale campo,  

essa 6 sempre  monotona,  e hello stesso senso, come funzione della sola .T 

(intendel~do che, per tutti gli y ammessi~ essa sia sempre  nott c rescente  op- 

pure sempre  non decrescente)  e pure monotona  e hello stesso senso (non ne- 

cessa r i amente  uguale  al precedente)  come funzione della sola y. Si hanno 

cosl quat t ro  classi di fimzioni f(x, y) monotone :  

l ~) per ogni coppia (x t ,  y) (x~, y), di punti appar tenent i  a C, con 

x~ ~__ x., 6 sempre  f i x , ,  y)_~_f/x;, y), e per ogni coppia (x, y~), (x, y.,) di 

punti pure  di C con y,  < yz 6 sempre  f (x,  y ~ ) ~  f(x, y~); 
2 ~) valgolm sempre  le d isuguagl ianze  contrar ie  di quelle ora scr i t te ;  

3 ~) per  tut te le copl)ie di punti indicate~ 6 sempre  f(x~, y)_~_ fix.,, y), 

f(x, y,)_> f(x,  Y2); 
4 ") valgono sempre  le disug'uagliallze cont rar ie  di queste  ultime. 

Le funzioni della 1 ~ e 2 ~ classe le d i remo ~onolone coneordi; quelle 

della 3 ~ e 4 ~ classe, ~nonotone disco~'di (~4). 

(~4~ Avvertiamo elm alcuni Autori (V. pet. ca. Honsos, Ioe. ci't. (t.~), vol. I, p. 322) 
chiamano mo~,otoue soltanto quelle flmzionf f(x, y) the noi chiamiamo monotone eoneordi. 
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In t ende remo  poi che le flmzioui f (x ,  y), t h e  cous idereremo nel presente  §, 

siano sempre  defiuite i'n tutto il piano e semi)re periodiche,  di periodo 2r:, 

r ispetto ad ambedue  le variabili  x e y. 

18. (:e~;' la /'~x,, y) b l imi ta ta  e monotona nel campo O' e se nel p~otto 
(.v, y) e~istono i q~attro l imi t i  f(x-4-O, y-4-0), let se'pie doppia  eli Fourie;' 

della f i x ,  y) converge in (x, y), eel ha per  somma 

1 
(24) 4 l f i x  + o, y + o) + f i x  - -  o, y + o) + f i x  - -  o, y - -  o) + / l x  ~- o, y - o) 1. 

In particola:'e, doe~e la f (x ,  y) b cont imta,  questa somma d data dalla 
/(x,  y) stessa. 

Ed infatti,  la f(x,  y), per essere l imi ta ta  e monotona  in Q', 5 integrabi te  

e a var iaz ionc l imita ta ;  inoltre, per  l~ monotonia  e per l ' e s i s tenza  dei limiti 

f (x  4 -0 ,  y~---O), r isal tano verif icate in (x, y) le uguagl ianze  (7). Le condizioni 

del teorema del n." 6 souo per tanto  tut te soddisfatte.  

Umt condizione sufficiente affinch6 la f (x ,  y), supposta l imitata  e mono- 

tona in Q', a m m e t l a  sempre  i quatt~'o l imi t i  f ( x ~ O ,  ~j+O), b che essa come 
funz ione  della sola x (opp. delht sola y) sia in O' un i fo rmemen te  co~ttinlta 
o, pih res t r i t t iwunente ,  a rappor to  inc~'ementale l imi tato  (~). 

19. Se la f(x, y) b l imi ta ta ,  conlintea e monotona nel campo 0 < x ~ 2T:, 
0 < y  < 2~, la sua ~e~'ie doppia  di Fourier  converge un i fo rmemen te  in 
ogni campo chi~zso inter'no al campo indicato.  

Ci6 6 umt conseguenza  immedia t a  della seconda proposizione del n. ° 16. 

(~:') E d~mque un ease par t ieolare  del er i ter io  qui date  quel lo d imost ra to  da Hoaso~  
(lee. cir. (,x)) e eio6 ehe, se la  f (x ,  y) 6 in Q' l imi ta ta  e monotona o a rapporto  ine rementa le  
r ispet to  a l ia  x l imita to ,  la sua aerie doppia  di Fouttl~m converge  verso il valore  (2~t). Va 
gtt~tavia osservato e h e l a  d imos t raz ione  de l l 'HoBsoN,  fondata  sulla sosgituzione de lP iu te -  

gra le  f(xy) sen mxsen  try dxdy con xy) sen m x  sen "u!l dxdy. non ~ eorretta,  perch/;, 
s e n x s e n y  xy " • 

con t ra r i amen te  a quanto l'HoBsot,~ afferma (h e ,  p. 700), la funzione 1 1 . . . . . . . . . . . . .  non 
s e n  x s e l l  y X~I 

l imitat . t  e in tegrab i le  neWin to rno  di (0~ 0). 12HOBSON enunei:~ anehe la seguente  proposi-  
z ione:  • se la f(x~ y), supposta  in tegrabi le ,  6 a va r iaz ione  l imi ta t a  seeondo la definizione 
dl ARZm,X, 0 pifi gene ra lmen te  se ~ la differenza di due funzioni  monotone eoneordi~ e ae 
di pih ~ a rappor to  inerementa le ,  rispc~to a l ia  x, l imita t% alh)ra la slta aerie doppia  di 
FouR/sin converge  verso (24) *. Per  al~ro le eonsiderazionl  sve l te  daWHoBsor¢ non sono 
sumeient i  a dimos~rare ta le  proposizione.  
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20. [l c r i t e r io  del n. ° 18 si e s tende  s e n z ' a l t r o  al case  del la  so mma  di un 

mlmero  qmfisiasi (finite) di fimziolfi soddis tacent i  tutte alle condizioni  ivi in- 

d ica te  per  la / (x ,  y). Al t re t t an to  dicasi  per  la proposiz ioue  del n. ° 19. Si ha 

inol t re  : 

Se la f~x, y) h la somma di un n~tmero qaal~ia.~i (finite) di / )o tz ioni  

cont inue e monolone in ltttlo Q ("~), la su~t serie doppia  di Fottrier con- 

oe~'ge oerso di essa o ~ n q t t e  ~miformemente .  

(Ji6 si deduce  dat la  p r ima  doIle duo proposiz ioni  del  n. ° 16, t enendo  pre- 

sellte t he ,  pet" l ' ipo tes i  e r a  t'~ttt% la [(x, !1) t.isult~ a w~ri~.~Aone limitatt~ e le 

sue var iaz ioni  T~.v~(x, y), V(v)(:~v , y) sono u u i i b r m e m e n t e  cont4nue, r ispet t iwt-  

monte  come f'tmzioni del la  sola x e del la  sola !/, per  esse re  tall le w~t.iazioni 

com'i:~pondeuti dei termini  del la  so mma  t h e  cost i tu isce  la / (x ,  y). 

21. Se la f(x,  y) i~ in Q' l imi ta ta  ed ha ioi il rappor to  incrementa le  

relalivo alla :r, l imitalo in tot sense, ed ha p t , ' e  l imitalo in an sense (non 

necessar iamente  lo stesso del precedente)  il rappor to  i~zeJ'eme,lale relative 

alla y, la s~ta se,rie doppia  di Fou~'ier converge verso il valore (24 ) in  ogui 

pzo~to (x, y) in ctti esistono t~ttli e q~taltro i l imi l i  f(,~:+---O, y +---0). 

Ed infatti ,  se per  es. il r~ppor to  i n c r e m e n t a l e  t.elativo alia x 6 s empre  

minore  di un n u m e r o  posi t ive  A e qttelio r e l a t i v e  ~flla y 6 s e m p r e  magg io re  

di un numet.o nega t i ve  - - B ,  posto 

(25) f(x,  y) = I f(x,  y) - -  A x  + l~y I -t- t A x  - -  By I, 

ta f lmzione /'(.c, y ) - - A . c - t - B y  r i su l ta  monotona  in O' (dec re scen te  r ispet to  

alla x e c r e scen t e  r ispet to  alia y) e pure  mono tona  t.isulta la A x  --  By (cre- 

scente  r i spet to  alia x, d e c r e s c e n t e  t.ispetto al ia  y);  e c iasc tma di tali flmzioni 

a m m e t t e  i qua t t ro  limiti cor r i spondent i  a f ( x  +~0, y +---0), in ogni punto  (x, y) 

in cui quest i  ttltimi esistono. Non vi 6 d tmque  che sfl 'ut tare qua nto si 6 det to  

nel n. ° 20. 
Nello stesso mode  si ha  the ,  se la [(x, y), e l i te  alle condiz ioni  q,~i poste. 

cont inua in ogni punto  in terne  a Q, la convergenza  della sua serie doppia 

di Four ier  0 u n i f o r m e  in ogni campo chiuso in t e rne  al quadra te  Q. 

22. Dal la  (24) e sf i 'ut tando a n c o r a  quanto  si 6 det to  nel  n. ° 20, si ha  pu ro :  

Se la ~Ix, y) d, in t~tto il qetadrato Q, cont inua,  con vappor to  incre- 

menta te  ~'elativo ad x l imitato in ttn sense, e con rappor to  incrementate  

(~s) N o n  n e c e s s a r i a m e n t e  p e r i o d i c h e ,  per iod iea  i n v e c e  d e v e  e s sere  la .f(x, y) (eft'. n. ° 19). 
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~'elativo ad y pu~'e l imitato in un seaso (non necessariamente lo stesso del 
p~'ecedente), la sua se~'ie doppia di Fou~.ie,~" converge ovunque unifo~'me. 

mente. 
Da questa proposizione e dall' ultima del n. ° precedente si ha, come caso 

particolare, il criterio del CER~I (~,7): se la f(x, y) ha nell'inte~'no di O (opp. 
in Q) i ~'appo~'ti incremental i ,  ~.ispetto a x e ~'ispetto a y, l imitati ,  la sua 

se~'ie doppia di Fou~'ie~' conve~'ge unifo~'memente in ogni eampo chiuso in- 
te~'no a Q (opp. in tutlo Q). 

23. Se la f(x,  y) ~ l imitata e inlegvabile in Q, e se, esiste un numero N 

tale cite per  ciascun y interno a (0, 2u), l'inte~'vallo (0, 2~) (considerato 
eventualmente apeJ'to) pub esse~'e diviso in ~tn nume~'o non supe~'iore ad N 

di intevvall i  pa~'ziali in ciascuno dei quaii la f(x, y) come funzione della 
sola X ~'isttlti monotona, e se alt~'ettanto avviene pe~' ogni x inter'no a 

(0, 27:), ~'elativa~ente alla funzione,  delht sola y, f(x,  y), la se~'ie doppia 

di Fourier' della f(x,  y) conve~'ge vex'so il valo~'e (24), in ogni punto (x, y) 
in cui esistono i quatt~'o l imit i  f(x-4-O, y-4-0). 

La t'uuzione qui considerata risulta immediatamente  a variazione limitata; 
inoltre, osservando c h e l a  variazione totale della funzione della sola x, f(x,  y) 

in un intervallo (a, ~) di (0, 2u) 6 al pill uguale alla oscillazione della f x ,  y) 
in tale intervallo, moltiplicata per N, ne viene, per la supposta esistenza dei 

limiti f(x +---0, g-4-0), che valgono anche le (7). l~ dunque applicabi]e il teo- 
rema del n. ° 6. 

Se, alle condizioni del c~'iterio ora dimost~'ato, si aggiunge l ' ipotesi  

che la f(x, y) sia continua in tut t i  i pun t i  di Q (opp. in tut t i  i punt i  in- 
terni  a Q), allo~a la convergenza della se~'ie di Fou'~'ie~" della f ix ,  y) d 
unifo~'me ovunque (opp. in ogni campo chiuso inter'no a Q). 

Ci6 segue immediatamente  dal n. ° 16. 

24. Se la f(x,  y), come funz ione  della sola x ,  0 semp~'e assolutamente 
continua, e pure  .tale ~ come funz ione  della sola y, e se esistono due  nu- 
me~'i N e a maggiori  di ze~'o, tali che sia, pet" ogni y di (0, 2u), 

j'l G'I < N, 
o 

(.7) Loc.  cir. (7). 

Annali di .K~tcmatictt, Scri¢ IV,  Tomo IV,  
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~', peJ" ogni  ,r" di  (0, 2i:), 

he se~'ie d o p p i a  eli 

verso /~x, y). 

~E 

ft fd 
e 
(i 

l l-~:~ty < N ("~), 

to~t~'te~' de lh t  f ( x ,  y) can~erge  o w m q u e  t t n i / b r m e m e u t e  

Si osservi che, per ogni intervallo (~, ~) illterno a (0, 2~), 6 

v;~>(~, g )  - i <~,(~, g ) - j i  f :  idx, 

e, per h~ distlguaglianza di SctiwAi~z generalizzata, 

6 dunque 

2 =  1 

7 1 j'l f~' l<¢x ~ [ i:: t'-,-:<t,~ '+°(~ - ~)'~-~; 
¢% 

| 

V (r~ _ ~ : ¢ ) 1 ÷ : ,  

e la Vc~.)(x , y)  risulta cosi tmiibrmemente continua rispetto ad x; iu O. Aua- 

logamente, si ha l 'uniforme coutinuith della V(u)(x , y) rispetto ad y. Da ci6 

segue anche che la f ( x ,  y) 6 funzione continua di (x ,  y), in tutto Q. I~ quindi 

applicabile il primo teorema d~l n. ° 16. 
Se la ['(x, y) tbsse priva della periodicita rispetto a(l x e ad y, ma, 

considerata soltauto in Q, soddisfacesse alle condizioni del criterio qui dimo- 
strato, la convergeuz~ tmitbrme della sua serie doppia di FOURIER avve r rebbe  

soltanto in ogui campo chiuso iuteruo a Q. Nei punti del contorno di Q la 

serie sarebbe convergente  verso il limite (24). 

2~. Diremo the  la fuuzione f ( x ,  g) O a varia~, ione d o p p i a  f in i ta  se, per 

qualsiasi suddivisioue del l ' in terwdlo (0, 2u) del l 'asse  delle x ,  in parti, me- 

Ces] Iuveco di questa ~ delh~ disuguagli'tnza preeedente~ si possono porro le 

2g 2g 

f jr f~.~ ~ log ; ! 4- .f~' : : dx < N, i. , I log 
0 O 

i i +  f , / l l d y ~ N .  
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diante  i punti  x,, ~ 0 / .  x t I". x.; - / . . . .  t". ;era --= 27:, e per  qualsiasi  suddivis ione  

dew intevval lo  (0 r 2~) dell '  asse delle ~/ med ian te  i punti Y0 ---= 0 < Yt < Y,., < ... 

... < ~1~ ~ 2re, la somma  

i f (x, . ,  y~) - -  f i x , . _ , ,  y.,) - -  f(x, . ,  y ,_ ,)  + f (x , ._ , ,  g~_,) 1, 

es tesa  a tutti i valori  ~'-----l, 2,. . ,  7~t, e s ~  I, 2, .... n, t e s t a  sempve infer iore  

ad tm n u m e r o  tisso, i nd ipenden te  dal la  suddivis ione cons ide ra t a  (.2~). 

I~] facile most rave  (30) the ,  se ia. f (x ,  y) ~ a wwi~lzione doppia  finita iu Q, 
si pus sc r ive re ,  in tutto Q, 

(26) f ( x ,  y) -~ -- f(O, O) + f (x ,  O) + f(O, y) + P(x, y) - -  N(x,  y), 

con P(x, y) e N(x, y) non negat ive ,  non decvescent i ,  si~ come  fimzioni della 

sola x ,  sia come  fimzioni del la  sola y, e tali~ inoltve~ che  per  x o ~ -x~ ,  y.o 5>yt ,  

sia. s e m p r e  

P(x~,  y O - - P ( x , ,  y ~ ) - - P ( x ~ ,  y , ) +  P(x , ,  y , ) ~ O ,  

N(x,~, y.~).-- N ( x , ,  y.~) - -  N(x.~, y,) + N(x , ,  y,)~_O, 

P e r  le funzioni P(x ,  y) e N ( x ,  y) esistono sempre  (a~) tutti  i limiti 

P(x+~O, y+-~-O), N(,);-I-0, y+---0). Se pet'ci6 supponiamo che  f (x ,  0) e f(0, y) 

siano f'unzioni, r i spe t t i vamen te  della, x e della y, a va r i az ione  limitat,% 

per  la funzione a w~.riazione doppia  finita f(x~ y) esistono sempre  i limiti 

f(x+__O, y+__o). 
E s iccome ogni funzione di una var iabi le  a var iaz ione  l imi ta ta  si pub 

sempre  s compor re  nella d i f ferenza di due fimzioni non decrescent i ,  dalla (.96) 

si deduce ,  app l icando  quanto  si 6 det to  nel n. ° 20, c h e :  

Se la f (x ,  y) 0 a va~'iazione doppi(t f ini ta in Q, e se f (x ,  O) e f(O~ y) 
sono funz ion i ,  ~qspett ivamente della x e della y, ~ va~'iagione l imi tata ,  
la se~'ie doppia eli Fou~'ie~" della f(x,  y) converge owtnque ve~'so il li- 
mi te  (24) ("~). 

(.29) Le funzioni  a variaziotte doppia f i t t i ta non sono al~ro the  le funzioni  a variaz~o~e 
l imitala del Vitali .  

(~o) Vedi I. c. (9) od anehe 1. e. (l~), vol. I~ p. 325. 
(3,) R. C. YOUNG, L ~ Enseig~eme~t il[~th., 1925, pp. 79-84. 
(ae) Questo teot 'ema fu da le  da tI,tl~o~t" in 1. c. (~3. L'HaRD'z ,~uppone cite la .f(x, y) sia 

• ~nche ~t var iaz ione  l lm i t a t a  su ogni  pa ra l l e l a  a l l ' a s se  del le  x e su ogni para l le la  aWasse  
del le  y; ma, come ha osservato  W. H. YouNe,~ e come del resto r isult~ immedia t amen te  
da l la  (26)~ eib ~ una conseguenza del le  ipotesi  da noi fatl~e. 
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Se alle ipotesi ora ammesse aggiungiamo quella della continuit~ della 

f(x, y), i claque termini del secoudo membro di (26) risultano tutti funzioni 

continue (~3); pcrci5 abbiamo, sempre per quanto dimostrammo nel n. ° 20: 

~'e, oltl'e alle condizioni della proposizione pi'ec'edente, supponi~mo la 
f(.c, y) ovu~Tque contin~ea, lee serie doppia di Fourier" di tale funzione con- 
ve~'ge verso di essa owo~que uni/b~'memente. 

Nel caso in cui le condizioni poste helle due proposizioni qui stabilite 

valgano per la f(x,  y) considerata soltanto in Q e senza la periodicith, la 

prima proposizione continua ance r a  ~ sussistere, purch5 sul contorno di Q si 

dia ai limiti f (x  ~--~0, y : ~  0) lo stesso significato che essi hanno quando si 

ammette  la periodicith, mentre la seconda si riduce ad affermare la conver- 

genza uniforme in ogni c~mpo chiuso interno a Q. 

26. Se esistono due humeri  maggio~'i di zero, K e a, tall che, per ogni 
coppia di punti  di Q, (x~, y~) e (x~, y~), sia 

(27) J f(x, ,  y~)--  f(x~, Y : ) I ~  K { [ x ,  - -  x: [ ~ + [ y ,  - -  y~ [~ I, 

la serie doppia di Fourier" della f(x, y) converge verso questa funzione in 
ogni punto (xo, Yo) per il quale si possano dete~*minare un intorno e due 
numeri  positivi H e ~, in modo eta aversi~ in tutto l" intorno, 

(28) If(x,  y ) - -  f(x,  Yo)--f(Xo,  Y ) ÷  f(x,,, y , ) l _ ~ H [ x - - x  0 1 ~ [ y - y o ] [  ~. 

Cib segue immediatamente,  pe~" rose note dalla teoria delle serie di 

FOURIER delle funzioni di una sola variabile,  da quanto si ~ provato nei 

n. i 12 e 13. 

Se poi la (28) ~ verificata pe~" ogni coppia di punti  di Q, (xo, yo) 
e (x, y) (H e ~ restando sempre gli stessi), e sempre supponendo verificata 
la (27), la convergenza della serie doppia di Fourier' verso ia f(x,  y) 
ovunque uniforme. 

Questo risulta faciimente dalte dimostrazioni dei n. ~ 12 e 13. 

(33) 0i5 si dimostr.'L f,tcilmente utilizzando un lemma dato d,~ W. H. YOUNG in 1. c. (*~-), 
p. 143. 
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(29) 

ed anche 

V. S o m m a b l l l t a  p e r  l i n e e  e p e r  c o l o n n e .  

27. Posto 

Am, ,~ ~ ~,~, .~a,., ,~ cos ma~ cos n y  + b . , ,  ~ sen m x  cos n y  + 

- t -  Cm, ,~ cos mX sen n y  + d . , ,  ~ sen m x  sen n y ] ,  

la serie doppia di F o u R m a  della f(x,  y) si scr iver~ nella tbrma 

A m ,  n 7 

m i ~ - o  

Ao, o q - A i ,  o d - A , ,  o d - . . .  " 4 - A m ,  o - t - . . .  

d -  A o , , - t -  A i , I - t -  A , , , - t -  . . . d -  A m , ~ - t -  . . . 

• • , . • • • • . , . • . . • • • . , . . , • 

- t -  Ao,  . -t ~ A t ,  . --!- A2, ~, - t -  ... d -  A m ,  n - l -  ... 

• , , . , ~ , . . ° . . . . . . . . . . . .  ° 

Diremo c h e l a  serie doppia (29) (} s o m m a b i l e  p e r  l i n e e ,  in un punto (x, y), 

se, in tale punto, tut te  le serie ~ A , . , .  ( n = 0 ,  1, 2,...) sono convergent i  e 

se, inoltre, r isul ta  convergen te  anche  la serie ff  ~ A.~ , . .  I1 valore di ques ta  

serie si dir~ al lora s o m m a  p e r  l i n e e  delia serie doppia (29). 

Ana logamen te  si definin~ la s o m m a b i l i t g ~  p e r  c o l o n n e .  

E noto che una  serie doppia pus essere convergen te  senza essere som- 
mabile  per  linee o per  colonne (~). I~ anche  noto che una serie doppia pub 

(3,) Per es. la serie  dopp ia  

1 ~ I + 1 - - 1 + 1 ~ 1 +  .... 
- - 1 + 1 - - 1 + 1 - - 1 + 1 - - . . . .  

1 1 I 1 1 - ~ + ~ - - ~ + ~ - ~ +  .... 

1 1 1 l 

1 1 1 1 1 - - 1 + ~ - - 5 + ~ - - g +  .... 

- - 1 + 1 - -  -~2--3+=-- . . . .  

convergen te  ed htt per  somma O~ ment re  nessuntt del le  sue l inee e del le  sue colonne 
convergen te .  
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e s s e r e  s o m n i a b i l e  t a n t o  p e r  l inee  q u a n t o  p e r  co lonne ,  ed a v e r e  le due  s o m m e  

ugua l i ,  s e n z a  e s s e r e  c o n v e r g e n t e  (:~:'). Si sa  poi che ,  se la  s e r i e  d o p p i a  (29) 6 
o o  

c o n v e r g e n t e ,  e se  la  s e r i e - , v  k,,~,, , ,  6 c o n v e r g e n t e  p e r  tu t t i  i v a lo r i  di n ,  
m,-'O 

a l l o r a  la  (29) 6 soinln~Ibile  p e r  l inee ,  ed  5 

A,n, n ~ " A (3~,) 

E a n a l o g a m e n t e ,  s c a m b i a n d o  le l inee  con  le c o l o m m .  

L a  (29) si dir 'h uni/b~'n~,emente sommabile pe~" linee su ,tin [ n s i e m e  E di 
o o  

pun t i  (x, y), se, p e r  c ias ' cun  v a l o r e  di n (n---=-0, l~ 2,...), ht s e r i e  N At,,,n 6 
m -0 

u n i f o r m e m e n t e  c o n v e r g ' e n t e  su E, e so, inol t ro ,  5 u n i f o r n i e n i e n t e  c o n v e r g ' e n t e  
o o  ¢ ~  

a.nche la  s e r i e  E E Am,,,. 
~ t - : O  i r t ~ O  

A n a l o g a  de f in iz ione ,  pet" l ' u n i / b r m e  som~,abilil~t per  coto~me. 

t3~) Per es. la aerie doppia 

I 

- - . I  

1 1 
2 2 
1 1 

1 1 
3 3 
1 1 

- , - 3 ÷ 3  

l l 1 1 
- - l + ~ - ~ + 3 - i +  .... 

1 I 1 1 
+ 1 - 2 + ~ - - 3 + ~ - . . . .  

1 1 
+ 1 - - 1 + 2 - - ~ +  .... 

1 1 
- I  ~ i -  ~ + ~ - . . . .  

1 1 
. . . .  + ~ - 2 ÷ 1 - 1 ÷  .... 

1 1 

• . ° ° ° . . . . . . . .  ° . . . .  

,~onlnlabile  pe r  |inee,~ oon somml~ O~ ~ s o m m a b i l e  per co |onne~  con s o m m a  O~ nla  non  ~'~ 

e o n v e r g e n t e .  
(a6) Ed infat~l;i, 8e 8 6 la smnma delia (29~ preso un ~ > 07 ad "u'bitrio~ si possano 

determinate  due humeri positivi I~ c '6 tati che~ per I~ > iq e v > v,, sia semi)re 

" 11 
! S - -  v, :~ A ..... I < ~ .  

P a s s a n d o  al  l i m i t e ,  p e r  l ~ z ¢ ,  si ha. 

3# o o  

I S -  Y~ Ig A . . . .  1<% 
n=0 m=O 

o o  o o  

p e r  ogn i  v > v t .  Di q a i  8egll% per  eftsore • arbitwario~ (;lie la ,~erie X X A,.,  ,, 6 e o n v e r -  
l i  -':':0 l l t~O 

goI l i ' ,e e O]lt ' |fl, t t l la  t o n l l n l l  t~i ~ ,  
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28. Vogl iamo dimostra~'e c h e :  
Se la f(x,  y), data iu tutto il piano (x, y), e periodica, di periodo 2r~, 

~'ispetto ad ambedue le variabili x e y, ~ integrabile e a variazione limi. 

tara, indicata con Y~ Am,,, la sua serie doppia di Fourier, tutte le serie 
~ ! = 0  

O 0  

Am. (u - - 0 ,  l, ,, 2,...), ~ A,,,, ,, ( m - - 0 ,  1, 2,..), 

sono co~zvevgenti in ogni punto (x, y) (le prime convevgendo, in ciascun 
punto (x, y), uni/bvmemente vispetto ad n, e le seconde vispetto ad ~0, ed 

(30) Z A,,, , ,  2~.,,,, f ( x - t - 0 ,  ~ ) - t - f ( x ~ 0 ,  ~) n(~ y)d~, 
m = 0  - - -  g 2 CO8 - -  

o 

2 n  

(3 ~) "~ Am, 2~.,, o l-l'(~, y + 0) + f(~, ,j - -  0) , ,  - -  c o s  m ( : t  - -  x)d~'. 
2 d 

Consider iamo,  infatti, la funzione di x 

(3:~) 

2~ 

l jr(x, 
0 

e mos t r iamo che essa 6 a wtr iazione l imitata ill tutto l ' i n t e rwd lo  (0, 2~). Diviso 
tale in terval lo  in parti, median te  i punti x o - -  0 ~ x t  < x~ ~ . . .  < x a - -  27:, 
abbiamo 

2~ 2r: 

o o 

Duuque  la var iaz ione  totale di ,~b,,(x) in (0, 2~) 4 infer iore  ad un numero  
fisso ( indipendente  da n), vale a dire ~ , (x )  6 a var iaz ione  l imita ta  ill (0, 27:). 
Ne segue  c h e l a  ser ie  di FoulemR della d?,,(x) 6 conve rgen t e  ill ogni punto, 
ed ha s empre  per  s o m m a  

2T: 
~bn(x t - 0 ) - t - ~ b , , ( x - - 0 ) . _  1_ lira ['f(x+~e, ~ ) - t - f ( x - - u ,  ~) tt~d~. 

2 7: u.--~ +og 2 cos 
0 
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Ma 6, per  quasi tutti i valori di ~, di (0, 27:), 

lira l'(x + u, ~) 4- f ( x  - - u ,  ~) __ f ( x  + O, ~) + f ( x  - -  O, ~) 
~-,-+o 2 - -  2 ' 

e siccome, per  un 'o s se rvaz ione  gih fat ta  (~), le funzioni di ~, f ( x  + u ,  [~) 
e f ( x - - u ,  ~) resmno,  in modulo, inferiori  ad una flmzione integrabile ,  indi- 

pendente  da u, si ha, secondo un noto teorema di in tegraz ione  per  serie, 

2 v :  2 r e  

,~__+ot; 2 2 
o 

cos ni~d~. 

Ora la serie di FOUR~E,¢ della + . i x )  6 

1 j'j', 2~" /1% 13)cosnl3d~d~-~-~ I c o s m x  rf ' , .  i V J,Y eos + 
Q Q 

sen m x ?  r ~ 

Q 

vale  a dire 
o o  

v . ,,((~m, COS ~}~X "4- bin,,, sen })~x). . . . . . . .  , ,4 ]" ~ 1 ,  '1~ 

2)'0, n .~=o 

Dunque  ques ta  serie 6 sempre  convergente ,  ed 6 

(33) 
2)~o ~ f / ( x + 0 ,  

.." )~.,, ,,(ct,., ,, cos m x +  bin, ,, sen rex)  = ~ " - - ~  ~)-t-/(x--0,2 ~) 
m =0 0 

cos , @ ~ .  

Amdog~unente,  ragionando sulla funzione 

(34) 

ai ha 

(35) 

f ( x ,  ~) sen n~d~, 
0 

"~ 2),° ,,ff(x+O, ~)+f(:~-o, ~) X.,, ,,(c.,, ,, cos m x +  d,~, ,, sen rex) = ~' 2 
o 

sen n~d~. 

~7) Oft,  n. ° 7. 
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oo 

Da (33) e (35) si deduce the  6 sempre  convergente  la serie " Am. , , ,  
m .-0 

t h e  vale la (30). 
oo 

Proviamo t h e  la convergenza della serie Z Am,,~ 6 uuiforme rispetto 

ad n. A tale scopo riprendiamo a eonsiderare la serie di FOURIER della '~,,(x) 

e illdichiamo con ~ , n  la sua somma parziale, cio6 polliamo 

g~, ,~ ~--- Z X.,, . ( a . , , .  cos m x  -t- bin, ,, sen rex). 

Abbiamo, come 6 noto, 

~./2 

0 

e perci6 

+ :~z) ÷ %,(x  - -  2z) t sen (2~ + l)z d z  
se l l  g 

~ . , , _  ~:i ~ f (x  ÷ o, ~) +2 f (x  -- o, ~) cos ~,~dt3 - -  ~ .  ,, _ ~p,,(x+0) +%,(~2 - 0) _ 

0 

~:/2 
=  j'l + + I +1 )"  

Sell Z' 
0 

~/2 
+ ) .  t qJn(x - -  2z) - -  q~,,(x - 0) l sen  (2~ + 1)z dz .  

s e n  $ 
0 

Iudicando con Wn(x) la variazione totale di ~,(x),  nell ' intervallo (0, x), e 
con 8 un numero positivo < rq2, abbiamo, per le disuguaglianze (5) e (6), 

~/2 ~ 7:/2 

0 

" Co w, , (x + r:)-- W,,(x + o) I. t V . ( x  + 2 3 ) - -  W.(x  +0)1 + 2(~ + 1) t 

Ma ripetendo per l ' intervallo ( x - t - a i ,  x-t-28),  con 0 ~ ai ~ a, il ragiona- 
meuto fatto in priucipio di questo n. ° per l ' i lltervallo (0, 2n), abbiamo 

2 ~  

1 j'l 
w,,(x + 2~) - w , , ( x  + a,) <_ ~ v , . , (x  + 2~, ~) - -  v , . , (x  + a, ~)I d~ 

0 

An~ul i  dl ,tlat~fngtic~, Serie IV.  Tou)e~ IV 9 
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e quindi 
2n 

w,,(~ + 2 ~ ) -  ~I",,(.~ + o)_~ ~,[1 v~,(~ ~- ~, ~)- v,~,(~ +o,  ~)t d~. 
0 

E, analogamente,  
2n 

o 
Se ne deduce 

j'l ~,(x 
0 

St~ll 13z 
+ "2z) G~(x + 0)} do i 

S e l l  i 

2re 

o 
(37) ~. 

C~ 
-l'l v,=,(J: + ~, ~) --  v,=,(x + o, ~) f d~ <_ --I 2(p. + 1)n, 

o 
2n 2= 

,, f 0 - t - l )  0 

5[a per ~ ~ q-O, V(~)(w+ 23, l~) converge,  per quasi tutti i ~ di (0, 2n), 
verso V(x;(x + O, l~), sempre non crescendo, e pertanto, in virtfl di un teorema 

di integrazione per serie di B. LEvr, G per 3 - *  + 0, 

2n 2n 

j + ~ ,  ~)d~-- w,~,(x + o, ~)d~. 
0 0 

Se dunqtte sceglinmo ~ convenientemente piccolo e poi p, sufficientemente 

grallde, la (57) mostra the  l ' integrale  del suo primo membro resta, per 

ogni I x>  p. e per tutti gli n, minore, in modulo, di un numero positivo ~, 

prefissato ad arbitrio. E siccome altrettanto pu6 dirsi dell 'ul t imo integrnle 

della (36), se ne conclude, per la (36) stessa, che % , .  tende al suo limite 

uniformemente rispetto a n .  
1~ cosi provato c h e l a  serie (33) converge  uuiformemente rispetto ad n;  

e poich6 lo stesso nvviene per in (35), resta provata  anche la convergeuza 
o ~  

uniforme di v A,n,. . . J  , 

t ~ t : O  
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In modo analogo si dimostra la eonvergenza uaiforme, risl~etto ad m, 
o o  

di ~ Am.n- 
n 0 

c~Q 

Ossev~rzione. Per la dimo.utrazione della convergenza della serie E A,,.,, 

non si 6 fatto uso, in quanto precede, de l l ' in te ra  ipotesi che la f(x,  y) 
sia a variazione limitata; si 6 soltauto utilizzato il fatto che [ ' integrale 
2u 

f I~)(27:, 6 fiuito. y)dy 
0 

29. Dalla proposizione dimostrata nel n. ° precedente e da quanto si 5 

rammentato  nel n. ° 27, risulta che:  
Ne la funz ione  f(J',, y), peviodica, di periodo 2::, rispetto ad x e ad y. 

~. inleg~'abile e a variazione l imitata,  la sua serie doppia di Fourier,  i~ 
ogni punto in cui ~ co nvevgente, ~ anche sommabile per  linee e per  colonne, 
e le somme eosi ottenute coincidono con la somma della sevie stessa. 

Come corollario si ha:  
Nelle condizioni  del teorema del n. ° 6, la serie doppia di  Fourier  

della f(.,,  y) b, nel punto (x, y), sommabile tanto per  linee quanto per  eo- 
lonne, con so~me  ent,~aqnbe uguali alla s o ~ n a  della serie stessa. 

30. Le uguaglianze (30) e (31) valgono anche se la f (x ,  y), invece di 
essere a variazione limitata, soddisfa alia condizione espressa dalla (27). Ed 
inS~tti, in tale ipotesi, la funzione ~,,(x) definita dalla (3'_)) verifica, per ogni 
coppia x , ,  x 2 di ptmti di (0, 2~), la disuguaglianza 

(as) o 

vale a dire soddisfa alia condizione di LIPSCHITZ di ordine a, ed 6 perci6 
sviluppabile in serie di Fourlm¢ ovunque convergente.  Ripetendo allora 
le considerazioni svolte nel n. ° 28, si ha, anche qui, la validit/~ delle (30) 
e (31). 

Possiamo, dopo di ci6, affermare che, helle vondizioni  di uno qualunque 
dei c~iteri  di eonvergenza dat i  nel § IV, la sevie doppia di  Fom'iev della 
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f (x ,  y) ~, nel punto  (x, y), sommabile  tanto pe+" linee quan to  pe~" colonne, 
fo~'m'ado semp~'e so~/~me uguali  alia somn~a della se~'ie stessa. 

31. Se alle ipotesi del leo~'ema del n." 28  si aggiange la cont inui td  
della f (x ,  y) r ispet to ad x ed anche +'ispetto ad y, la convevgen~a delle 

oo 

seJ'ie ~v Am., ~ e ~ A~,, ,  ~'isulta uni/'o~'me ~'ispello a tu t t i  i pun t i  <tel piano 
~ 0  ~ 0  

(x, !/)(e cib ind ipenden lcmen te  da n, pe~" la p~'ima, da m, peJ" la seconda). 
Nel easo at tuale ,  V(~,)(w, //), come fimzione della sola x,  6 sempre  con- 

t inua e l ' i n tegra le  jV(.+)(x, //)dy 6 pure flmzione contimm, della x,  in virtfl 

0 
del t eorema d ' i n t eg raz ione  per serie del LEVL Per tanto  l ' in tegra le  

27~ 

'l T%,(x 
0 

+ 2~, ~) - V, g x  + o, ~)1 d~, 

che figura nella (37) e t h e  ora pub scr iversi  

2~ 

j'l v<~,(x 
0 

+ 2~, ~) - -  v,.)(,~, ~)l d3, 

pub reudersi  minore  di un s prefissato, per tutti i ~ suff ic ientemente  piccoti, 

e ci6 ind ipenden temen te  da  x .  [! r ag ionameuto  fatto alia flue del n. ° 28 mostra  

perci6 che, preso ad arbi t r io un ~ positivo, si pu6 de te rminare  un ~ tale che, 

per  og'ni p~ > p,, sia 
~t 

I~A. . , , , - -ZA . , , . [<~ ,  
~ 0  ~ 0  

per tutti i punti (x, y) e per tutti gli n. 

Ana logamen te  pet" ~ A . , , . .  
tl:" 0 

32. Se la f (x ,  y) - - s e m p ~ ' e  supposta p e ~ ' i o d i c a -  invece di esse~'e a 
vto ' iazione l iut i tata,  soddisfa aUa condiz ione (27), ta conve~'genza delte 

o~ oG 

se~'ie ~2 Am,,, e E A,n.,, /." anco~'a unifo~'me ~'i.~petlo a tu t t i  i p~tnti del 
ttt--O tt=:O 
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piano (x, y). Ci6 risulta dal fatto che, in tbrza della (38), la convergenza 
della serie di FOURIER della ~b,(x) 6 uniforme ovunque. 

33. Alle condizioni di sommabilit~ per linee e per colonne gih date 
nei n. i 29 e 30, possiamo aggiungerne qualche altra.  

Osserviamo, in primo luogo, che, se alle ipotesi del teorema del n. ° 28 
aggiungiamo t 'a l t ra  che per un punto (x~ iq) esista un ~ > 0 tale che, in 

quasi tutto l' intervallo (y -- ~, y A- ~), la / '(x A- 0, y) 4- f (x  - -  0, y) coincida 
2 

con una funzione ¢~(y) a variazione limitata, allora la serie doppia ~ Am,,  
m ~ =  0 n t 

,~ommabile per linee nel punto (x, y), e la sua somma per linee 6 data 

da + 0) + 0) 2 ' -  - - .  Ed infatti la serie Z ~ A, , , ,  6, per la (30), l a s e r i e  
n~O m-~O 

f ( x  + O, y) + f ( x  --  O, y) 
di Foultlmt della funzioue, di y, 2 , e tale serie con- 

verge, uel punto y = y, in virtfi della, condizione era aggiunta~ verso la 
somma della serie di Folntimt della, ~(y). 

La condizione era  aggiunta 6 verificata se, per ogni y di ( y ~  8, y A-~), 

la f ( x ,  y) 6 funzione continua di x nel punto x - - x ,  e se, in (y --  ~, y-4- 8), 

la, f(x, y) 6 a variazione limitata. La somma per linee della serie doppia 

Y~ A,,, ,, 6, in questo case, f (x ,  y - t -O)A-I f (x ,  y ~ O) 

La stessa condizione 6 anche verificata se, per ogni x di (x  ~ 8, .~A-8), 
la funzione, della sola y, f (x ,  y) ha, nell ' intervallo ( y - - 8 ,  ~]A-~), una yaria- 
zione totale inferiore ad un numero fisso indipendente da x ,  e se i llmiti 

f ( x A - 0 ,  y) e f ( x - - 0 ,  y) esistono per ogni y di (~)---8, .~-4-~f). La somma 

per linee della serie doppia ~ A, , . ,  6, in questo case, 
m l ~ 0  

4 lim ] f ( x + O ,  : .q -F~)- t - f (x- -0 ,  y 4 - 8 ) A - f ( x  +O, y - - 8 )  t - f i x  --0, y - - 8 ) } .  

Da quanto precede deduciamo la seguente proposizione: 
Se la f (x ,  y), peviodica,  di  pel'iodo 27:, ~'ispelto ad x e ad y, ~ integ~'a. 

bile ; se le va~'iazioni lotali  V(x)(2rc , y) e Vcv~(x , 2~) sono lin~ilate in Q ; la 

sevie doppia di  Fourier" della f (x ,  y), E A m , , ,  k o~unque sommabil~ pe~" 
n 
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linee ed anehe per  eolonne ; la somma per  linee b 

(39) lira {f(x-I-O, y + 8 ) + f ( w - - O ,  y- l -8)q- f (x4-O,  y - 8 ) q - f ( x - - O ,  y-8)~,, 

e la somma pe~' colonne 

1 lira l f ( x + ~ ,  y + O ) - t - f ( x + 8 ,  y - - O ) + / ' ( x - - 8 ,  y + O ) + f l x - - 8 ,  y--O)l ,  (40) 74" ~ + o  

Se, di pi'h, te V(x)(x, y) e V(u)(x , y) sono ovunque u n i / b r m e m e n t e  con- 

t inue,  come f u ~ z i o n i  rispeltioa~)~ente della sola x e della sola y (~), la 

serie doppia  ?, ovunq~¢e u~Hformemenle sommabile  per  linee e per  colonne, 

e le due somme (39) e (40) sono en t rambe  ugual i  a f i x ,  y), 

La prima parte di questo enunciato 6 conseguenza immediata di quanto 

si 6 detto pifl sopra e del teorema del n. ° 28. Per dimostraro la seconda parte, 

osserviamo, in primo luogo, che dalla ammessa continuith di I']x)(X, y)r ispet to  

ad 9 G segue c h e l a  f ix ,  y) 6 anch 'essa  continua rispetto ad x ;  e per ragione 

analoga tale funzione 6 continua anche rispetto ad y. I! teorema del n. ° 3l assi- 

cura allora che le serie ~ Am. ,, e ~ Am,.  convergono tmiformemente, owmque. 
1)1 : 0 ) | :  0 

OQ OO 

Osserviamo poi che, per la (30), la ~v Y' Am,,, 6 la serie di FOUJ~ER delht 

funzione, delia sola y, f i x ,  !/~ Oceorre p ro ra te  the  questa serie 6 ovunque 

uniformemente convergente.  Posto 

2= 
v 2).0. 

" t 7 ( ~  [~) cos n(~ --  y)d~, ~=~ ~A,~ , .=~  ~ o ~ '  
0 

basta ragionare su ~, come abbiamo fatto sulla ~I~,, nel n. ° 28. 

Un corollario della proposizione ora dimostrata 6 il seguente risultato, 

dovuto a G. ASCOLI (a~): 

Se la f (x ,  .9), periodica,  di periodo 2% rispetto ad ambedue le va,riabili, 

owtnque cont inua e tale ehe il nume~'o delle oscil lazioni da essa eompi'ute 

nel quadrato  Q su ciaseuna paral le la  al l 'asse  delle x e su ciaset~na paral .  

leIa all" asse delle y. rest i  sempre  in fer iore  ad ttno stesso n m n e r o  ~,  Ia sua 

serie doppia  di  Fore'let b oottnque ¢tniforme~nente sommabile per  linee e 

per  colonne, con somme sempre  uguali  a f ( x ,  y). 

(3s~ Si tenga presento quanto si b detto in (~-'), 
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34. Abbiamo auche  fac i lme , te ,  dopo qua~to 6 gi~t stato de t to :  

,','c la f ( x ,  y), pe~'iodic~, di  pe~'iodo 2~, ~'ispetto (~lla x ed al ia y. soddis fa  

pe~" qua ls ias i  coppi~ (x~, y~), (x.~, y.~) d i  p ~ n t i  eli Q, al ia 

I~f(x,, y,)  - -  f(x.~, Y.,.)I -~- I(I1 x ,  - -  x~ t ~ -{-IY~ - -  Y~ I~l, 

co~ K e :¢ nun~e~'i pos i t i v i  fissi, la sua se~'ie d o p p i a  di  l o~z~.ze~ . b o~unque  

unifo;'~ne~)~ente so)n~;~abile pe#" l inee e pe;" colonne,  con so};~;}e s~'~mp~'e 

ugua t i  a f ( x ,  y). 

35. Si posso~lo dare  t 'acihnente esempi di fuuzioni f ( x ,  y ) c o n  serie doppia 

di FOURIER ~omnlabile per  l inee e per colonne~ in un ptmto~ ma non con- 

vergente .  

(0 Sia f~x,  y) - -  0 nel campo [--  u ~ x ~ n, y~ ~ x ~] e f(x, y)--  1 

ill [-- ~ ~ X ~ ~, .C ~ ~. y.2 ~ ~:~]. Si defil~isca poi a l t rove  la f ( x ,  y) mediante  

la periodici th r ispetto ad x e a d  y, di periodo 2~:. Per  questa  funzione, sono 

verif icate le condizioni della pr ima parle del teorem~t del ~.° 33, e perci5 la 

sua  serie doppia di IFouIcWEI¢ ~ sempre  sommabi le  tanto per linee quanto per  

colomle. Nel punto (0, 0) la somma per  liuee ~ 1 e quel la  per  colonne 6 0. 

Ci6 b~sta ~4o) per  poter  asser i re  c h e l a  serie doppia di FOURrZR delia f ( x ,  y) 
non converge  uel puuto (0, 0). 

Nei vert ici  del quadra to  ~2 -~ Ii-- r: ~ x ~_ % -- u ~ y ~ u], la serie con- 

s idera ta  ha  come somma per  linee 0 e come somma per  colonne 1. Quindi 
a~che in tall ptmti la serie non converge .  

Ill tutti  gli altri pullti di ~2, soddisfaceuti  al ia y ~ <  x s, la serie doppia 6 

cozlvergente (per il t eorema del u." 23) ed ha per somma 0;  in quelli soddi- 

sfacent i  alla y ~  x s la serie doppia col lverge verso 1; nei punti delle due 

diagol}ali di ~2, distiuti dal centro  e dai vertici,  la serie 6 convergen te  per 
l ' o s se rvaz ione  del n. ° 9, ed ha per  somma 1:2. 

b) Sia f ( x ,  y) ~ 0 in tutti  i puuti di ~ eccet tua t i  quelli soddisfacenti  alle 

d i suguagl ianze  tg 30" < ~ < tg 60 °, ove sia inveee  f (x ,  y) = 1. La  serie doppi~ 

di FOU~EI~ di ques ta  funzio~e ~ ovunque  sommabi le  per linee e per  colonne 

(~.° 33). Nel punto (0, 0), le somme per  li~lee e per  eolonne sono ambedue  

uguali  a 0;  ma  la serie doppia non ~ eonvergen te .  

(~o) Cfr. n. ° 27. 
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Ed infatti, se essa {bsse convergen te ,  dovrebbe  a v e r e  per  somma 0, 

ment re  1~ s(m somma pa rz i a l e  sl~.~(0 , 0), qtumdo si facciano tendere  l~ e ,/ 

a l [ ' ~  in modo che ~ V3,  tende ~ (~') 
V 

1 

7 '  
/~/3 

che e :~=0. Nei punti w--=-----+7:, y : _ _ +  u \/.--~, la serie doppia di Fou~Izi¢ ha,, 

come somm~ per  linee, 1:2, e come somm~ pot  colonne, i ;  ta serie non 5 

percib convergen te .  Ana logamente ,  nei punti  y--~_~_r:, x = ~ V 3 '  la somm~t 

per  linee ~ 1, e quella per  colonne 1:2, e la serie non couverge .  In tutti gli 

altri punti di ~Q la somnm per  linee 4 sempre  uguale  ~ quella per  cotonne, e 

y I !/i V3 (n'° 23~" la serie ~ conve rgen te  con somm~ o, se ~ < - ~  oppure x :~ ~' 

couvergen te  con somma 1, se ~ 1 < y \-~.~ i x <: V3 (n. ° 23); ~ convergen te  con 

1 y] 1 ~y 
somma 2, se ~ ~ - - - ~  oppure - x i i = V 3  (n. ° 9). 

(*i) 0i6 si ved~ subito ,q~plicando una formula stabillta da E. O. 'I'n'CHUAnSH (The 
Double Four, t ier  Series o f  a Discontint~ou, s Pu.~'.etioJ~, Pn)c. R.yal So,clef.y, Series A. vol. I06 
(1924), (pp. 299-314), p. 30~:) 


