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L'objet de cet article est d'6tendre les r6sultats obtenus dans [2] sur l'existence et 
la caract6risation de temps d'arr6ts optimaux. 

Dans [2], on utilisait un r6sultat de Rost [13], qui permet de caract6riser 
trSs simplement les mesures d'arrOt associ6es/~ un processus de Markov. 

Dans cet article, nous nous plagons directement dans le cadre de la th6orie 
g6n6rale des processus. On utilise alors les r6sultats de Mertens ([11] et [12]) 
pour d6montrer l'existence d'un temps d'arrSt optimal. Les temps d'arr6t opti- 
maux sont ensuite compl~tement caract6ris6s. Les r6sultats sont appliqu6s aux 
processus de Ray, aux processus droits et aux processus de Hunt. On 
red6montre alors certains r6sultats de [2]. On se r6f6rera /~ [2] pour un 
d6veloppement complet des r6sultats de la partie III. 

On retrouve en particulier le r6sultat d'existence de Fakeev [8], qui est un 
cas particulier des r6sultats d6montr6s ici. Pour une 6tude probabilistc des 
probl6mes d'arrSt optimal, on se rdf6rera aussi fl Engelbert [6,7] et fl 
Grigelionis-Shiryaev [10]. 

I. Le probl~mc de temps d'arr6t optimal dans ie cadre 
de la th6orie g6n6rale des processus 

(f2, ~ ,  P) d6signe un espace de probabilit6 complet, muni d'une suite croissante 
et continue fl droite {~} ,eo  de sous a-alg~bres compl6tes de Y.  Y est 
l'ensemble des temps d'arrSts fl valeurs dans [0, + oo]. 

On adjoindra, chaque fois que c'est ndcessaire, un deuxi6me infini oo +>  
+ o% isol6 de [0, + oo], off les temps d'arr~t s'6vanouissent (i.e. oo + joue le r61e 
de + oo dans l'application des th6or6mes de section [4, 5]). 

X t est un processus mesurable born6, ddfini pour t �9 [0, + oo] (il suffit en fait 
que X soit de la classe (D)). 

D~finition 1.1. On appelle problSme d'arrat optimal (A) la recherche de T ~ Y  
maximisant E(Xr,) pour T' e Y--. 
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On peut naturellement remplacer X t par sa projection optionnelle. On 
suppose donc d6sormais que Xt est un processus optionnel bomb et >0  (en 
remplagant 6ventuellement X par X + a). 

On fait alors l'hypoth6se suivante sur X. 

Hypoth6se 1. Pour route suite monotone - croissante ou ddcroissante - de temps 
d' arrdt T~ e ~- convergeant vers Te ~-, alors E (Xr~) ~ E(Xr). 

On peut caract6riser compl6tement les processus X t v6rifiant l'hypoth6se 1. 

Th6or6me 1.1. Pour qu'un processus optionnel born4 X t ddfini pour t E [0, + oo 1 
v~rifie l'hypoth~se 1, il faut et il suffit qu'il soit cad sur [0, + m [, , lag sur] O, 
+ oo] et tel que sa projection pr~visible SX t soit dgaIe gt X~ pour t ~ 10, + oe]. 

Preuve. Par [,4-1, IV, T 28, on sait que si X v~rifie l'hypoth~se 1, X est cad sur [0, 
+ oo[- et lag sur ]0, + ~1. De plus, par [41, IV, T24, 3X est lag sur ]0, + oo] et 
(X t4X; - )  est 5. coupes d6nombrables dans 10, + oo]. Enfin, par [4], V, T19, 
(X t4SXt )  est ~t coupes d6nombrables dans ]0, +oo].  On a donc bien aXe=X2 
pour re]0,  +oo].  

Inversement, supposons les hypothSses du Th6or~me v6rifi6es. Soit alors T, 
une suite croissante de temps d'arrSt e J" convergeant vers TeJ .  Si A = ('](T~ < T), 

n 

le temps T A (qui est 6gal ~t oo § sur CA) est pr6visible. En effet, il est annonc6 par 
T,(r,< r) (le fait que sur (T= oo+), T, puisse atre 6gal ~t Tne pose pas de difficult6s). 
Or  o n  a: 

lim E(Xr~ ) = E (X  r lea ) + E(I(rA < ~ .~ Xr~). 

Comme 3 X = X - ,  on d6duit de (1.1): 

l imE(Xr~)=E(Xr) .  

(1.l) 

(1.2) 

Les suites d6croissantes de temps d'arrSt ne posent 6videmment pas de 
difficult6s. 

Soit alors Z la surmartingale optionnelle introduite par Mertens dans [111, 
Th6or6me 4, sous le nom d'enveloppe de Snell de X, d6finie sur [0, + ~ ] .  On 
prendra ici encore garde au fait que Z e s t  la plus petite surmartingale forte 
optionnelle forte majorant X sur [0, + oo] (pour se ramener aux hypoth6ses de 
Mertens [ i i ] ,  il suffit d'identifier [0, + oo1 et [0, 11). 

On a alors imm6diatement: 

Th~or~me 1.2. Z e s t  continue ~ droite sur [0, + oo[. 

Preuve. Par le Th6or6me 2 de [11-1, Z e s t  ~t trajectoires r6gl6es et semi-continues 
sup6rieurement/t droite. Si Z + est la r6gularis6e fi droite de Z sur [0, + ~ [ ,  avec 
Z + ~ - Z + ~ ,  comme X est ~ trajectoires continues ~t droite, on a: Z + > X .  
Or Z est la plus petite surmartingale forte majorant X sur [,0, + oo]. Comme 
Z § est une surmartingale forte majorant X, on a n6cessairement Z = Z  +. Z est 
bien continue ~t droite. 

Soit A l e  ferm6 droit optionnel (Xt=Zt)  dans [0, + oo1 x ~2. A contient 
{ + oo } x f2. Le d6but D~ de A est donc dans 3"]. On a alors le r6sultat essentiel 
suivant: 
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Th~or~me 1.3. D~ est un temps d'arrdt optimal. 

Preuve. Par [11-], Th6or6me 4, on a: 

E(Zo) = sup E(Xr). (1.3) 
T c ~  

I1 suffit donc de d6montrer que E(Zo)=E(ZDg ). 
Supposons que E(Zo)- E(ZDg ) = e > 0. Soit E l 'ensemble des temps d'arr& de 

3- tels que E ( X r ) -  E(ZDA ) > ~/2. 
E est n6cessairement non vide par  (1.3). Si T~E, TA DAEE. En effet: 

E(XT,,,Do A) =E(1T>DA XDA + 1T <Do A XT). 

O r ,  o n  a :  

1T>DoA XDA = 1T>=D ~ ZDoA >= 1 ~'DA r>ogE oZr>--_lr>DgE~DgXr. 

(1.4) 

(1.5) 

Donc: 

E (X r ̂  Dg) >= E (X r) > E (Zo~) + e/2. (1.6) 

L'ensemble E' d6fini par: 

E'= {TEE; T<=D A} (1.7) 

est donc non vide. 
Montrons  qu'il est inductif pour l 'ordre naturel des temps d'arret. Soit en 

effet F une partie totalement ordonn6e de E', et ~ le temps d'arret: 

=ess  sup ~'. (1.8) 
~'EF 

Alors, F 6tant filtrant, il existe une suite croissante v, d'616ments de F tels que 
~=limv~ p.s. Comme E(X~)=limE(X~,), et comme n6cessairement ~<D~, la 
partie F poss6de bien un majorant  ~ dans E'. E' est bien inductif. 

Par  le Th6or6me de Zorn, on peut trouver un 616ment z' maximal dans E'. 
Comme Do a 6 E', r ' <  D A avec in6galit6 stricte sur un non-n6gligeable. Or, Do A est 
le d6but de (X t =Zt). 

Donc, E(Z,:,)>E(X~,). Par le Th6or6me 4 de [11], on a: 

E(Z~,) = sup E(Xr). (1.9) 
T ~ -  
T>~' 

I1 existe donc T > z '  tel que E(Xr)>E(X~,). Alors, par la premi6re partie de (1.6) 
on a n6cessairement" 

E(Xr A D~) >= E(XT). 

Si ~" est le temps d'arr6t TA Do A, on a donc: 

E ( X < ) > E ( X &  

(1.10) 

(1.11) 
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Donc, z"eE' ,  et par (1.11) majore strictement z' au sens de l'ordre dans E'. -c' 
n'est donc pas maximal dans E'. I1 y a contradiction. 

Do A est donc bien un temps d'arrSt optimal. 
On pose: 

D~=inf{s>t;  X~=Z~}, (1.12) 

Le processus Dt a est croissant. On a alors imm6diatement: 

Th6or6me 1.4. Z t est la projection optionnelle du processus mesurable XDt~ sur [0, 
+oo]. 

Preuve. Le processus D~ est mesurable. En effet, pour ~>0.  Soit R ~ la variable 
al6atoire sup {s<a ;  X~--Z~}. On vhrifie que 1'ensemble {DA(co)<~} est 6gal h 
[0, R~(o3)[~ {R~(co)cA} qui est mesurable dans s x [0, + oo]. I1 reste/t  v6rifier 
que pour tout temps d'arr~t T, Z T =E ~ X D ~ .  En se ramenant au temps d'arr6t 
T =  0, le Th6or6me rhsulte imm6diatement du Thhorhme 1,3. 

On va maintenant montrer que Z e s t  une surmartingale rOguliOre. 

Th~orbme 1.5. Z e s t  une surmartingale r~guliOre sur [-0, + ~ ] .  

Preuve. I1 suffit de montrer que si Tn~T alors E(ZT,),~E(Zr). Or, par le 
Th6orSme 1.4, E(ZT,)=E(XD~ ). La suite de temps d'arrat DAT, est croissante et 
converge vers un temps d'a~rat T', qui est n6cessairement >=T. Or E(XT, ) 
= lira E(XD~ ). Donc lim E(ZT, ) = E(XT, ). Or, par d6finition, E(ZT) > E(XT, ). On 
en d6duit imm6diatement le r6sultat. 

Soit Z - - M -  B la d6composition de Meyer de la surmartingale Z. Bes t  alors 
n6cessairement un processus continu sur [0, + oo]. 

On pose, pour t e [0, + oo] 

D;=inf {s> t; Bs -B ,>O } /x (+ oo). (1.13) 

D', est un processus croissant et continu /~ droite sur [0, +oo[.  L'ensemble 
C=(D't=t ) est alors progressivement mesurable par [4], VI, T2d)  et T35. On 
a alors le r6sultat ~16mentaire suivant: 

Proposition 1.1. C ~ A (~ un evanescent pros). 

Preuve. Tout temps d'arr~t TE3-- section de C est section de A. En effet, on a 
n6cessairement: Z T -  ~" - E  ZD~, ce qui implique que DAT = T, et doric, comme A 
est un ferm6 droit ,  que T est section de A. Or C est l 'adh6rence/t droite des 
graphes des temps d'arrSt D' t ( t ~ Q u  { + oo}). Comme ces graphes sont inclus 
dans A et comme A est ferm6/t droite, la Proposition est bien d6montr6e. 

On a enfin le r6sultat fondamental: 

Th6or6me 1.6. Soit T o un temps d'arrOt e Y .  Pour que T >= T o maximise E()(T,  ) sur 
{ T ' ~ J ;  T'>=To} , il faut et il suffit que T soit section de A et que T<D'To. En 
particulier D~o et D' ro sont optimaux. 
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Preuve. Montrons tout d 'abord que D' To est bien un temps d'arr6t optimal. D' To 
6tant un temps d'arr~t section de C est n6cessairement section de A. Comme B 
est un processus continu, on a alors: 

(Zro)=E(Zv, o)=E(X~, o) 

ce qui implique bien l 'optimalit6 de D~- o. 
Inversement, pour qu'un temps 

n6cessairement avoir: 

(1.14) 

d'arr~t T soit optimal, on doit 

E( ZTo) = E (ZT) = ~ ( XT). (1.15) 

Ceci implique bien que Test  une section de A. De plus, la premi6re 6galit6 dans 
(1.15) implique n6cessairement que T < Dr~ 

II. Extensions 

On suppose maintenant que X t est un processus optionnel > 0 born6 d6fini pour 
t ~ [0, + oo], tel que pour  toute suite monotone de temps d'arr~t T n ~ Y conver- 
geant vers T~J - ,  on a: 

E(Xr)  > lim sup E(Xr~ ). (2.1) 

On a alors" 

Th6or6me ILl .  Pour que X optionnel born~ v&ifie l'hypothdse (2.1), il faut  et il 
suffit que X soit d trajectoires s.c.s, d droite sur [0, + oo[ et que si Yt est le 
processus prdvisible 

Y~=limsupX t pour t~]0 ,  + o r ]  
st 1, (2.2) 

on air: 

3Xt~ gt pour t~]0,  + oo]. (2.3) 

Preuve. Par [51, IV, T 90 (p. 225), Yt est prdvisible. 

Les conditions sont suffisantes par un raisonnement d6j& utilis6 au 
Th6or6me 1.1. Montrons  qu'elles sont n6cessaires. 

Soit Yt' le processus d6fini pour t~ [0, + ~ [  

Yt' = lim sup X s. (2.4) 
sl,;~ 

Par [51 IV, T90 (p. 225), Y' est progressif. On va montrer  successivement que 
X~>IY/  et que 1 y / > y / ,  ce qui entrainera bien que X est s.c.s. ~t droite. 
Supposons en effet que (X < 1 y,) soit non 6vanescent dans ~ x [0, + oo [. I1 existe 
donc r z Q tel que (X < r < 1 y,) soit non 6vanescent dans O x [0, + oo [. Par [51, 
IV, T 84 on peut trouver un temps d'arrat T fi valeurs dans [0, + oo[w {oo +} 
section de (X < r <  1 y,) et tel que P ( T =  oo +)< 1. 
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a :  
Sur ( T < o o + ) ,  on a donc:  Xr<r<lY~. et c o m m e  sur ( T <  oo+), y~=iy~., on 

s u r ( r < o o + ) ,  X r < r < Y  ~. 

Or, sur ( T <  oo+), on a: T <  + oo. De  plus, + oo est un temps d 'a r r& pr6visible. 
Enfin, sur ( T < o o + ) ,  T e s t  adh6rent  ~t l ' ensemble  opt ionnel  A=]T, 

+ oo [ c~ (X > r). Donc,  par  [4],  IV, T 11, il existe une suite d6croissante de temps 
d 'arr6ts  T, convergeant  vers T ~t valeurs dans [0, + oo [ to { oo + } dont  les graphes  
sont inclus dans A. 

Soit alors m e  [0, + oo[ assez grand pour  que P(T<m)>O. 
On a: 

l im infE (Xr. ̂  m) = lira infE (Xr,  1 r .  < ,, + X~ 1 r ,  >_-,,) 

>liminf(rP(T, <m)+E(X,,lr >m) 

=rP(r<rn)+E(X,, lr>_~ ). 

Or, c o m m e  P(T<m)>O et c o m m e  sur ( T < m )  on a: r > X r ,  il vient 

(2.5) 

l im inf E (Xr ,  ^ m) > E ( X r  1 r < m) + E (X,, 1 r => =) (2.6) 

ou encore:  

l im inf E ( X r ,  ^ m) > E ( X r  ^ m)" (2.7) 

La  suite de temps  d'arrSts T" = T,/x m d6croit  vers T'--TA met la relat ion (2.7) 
contredi t  (2.1). 

Mon t rons  main tenan t  que 1y,> y,. Si (1y,< y,) est non  evanescent  dans /2 
x [0, + oo[, il existe reQ tel que ( iY'<r< Y') soit non  evanescent  dans O x [0, 
+oo[. 

L'ensemble  progressif  A r = ( Y ' > r )  est un ferm6 droit  puisque Y' est s.c.s. / t  
droite. Sa project ion optionnelle  est 6gale & (1Y'>r). On va mont re r  que 
A r c  iA,. 

On utilise pour  cela un a rgument  communiqu6  par  Az6ma.  En effet, on sait 
par  [4], VI, T 2 que l 'adh6rence ~r de A r est optionnelle.  Or  c o m m e  A'  est ferm6 
/t droite, Ar/A~ est mince. Par  [5], IV, T 88, l(Ar/Ar) est contenu dans Ar/AL Par  
diff6rence, on en d6duit bien que A r c  1At. 

I1 est donc  impossible  que (1y,__< y,) soit non  6vanescent d a n s / 2  x [0, + az[. 
On a alors X >  Y'. X est bien ~t trajectoires p.s.s.c.s. ~t droite. 

Supposons  main tenan t  que (3X < Y) est non  6vanescent darts ~2 x ]0, + oo]. I1 
existe donc reQ tel que ( 3 X < r <  Y)est  non  6vanescent dans f2 x ]0, + oo]. 

Soit T u n  temps pr6visible ~ valeurs dans ]0, + o o J t o { o o  § section de 
(3X < r < Y) tel que P(T= { oo § }) < 1. On a donc:  

s u r ( r < o o + ) ,  3Xr<r<Y r. 

De plus T > 0 .  Enfin sur ( T < o o + ) ,  T est adh6rent  gt l 'ensemble opt ionnel  
B = ]O, T[ c~ (X > r). 
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Par  [4], IV, T 11, il existe une suite croissante de temps d 'arrats  T, conver-  
geant  vers T,/i valeurs dans ]0, + oo] u {oo+}, dont  les graphes sont inclus dans 
B. 

On pose:  

T;=LA +oo, 

T ' = T A  +oo. 

Alors:  

lira inf E(Xr~) = lira inf E(X r .  l r .  =< + • + X+ = l r . =  ~ +) 

> l iminfrP(T,< + oo)+ E ( X  +~ l r . = ~ +  ) 

= r P ( T <  + oo) + E ( X  + ~ l r =  ~ +) (2.8) 

( rappelons que oo § est isol6 de [0, + oo]). 
Or, sur T <  +0% S X r < r .  Enfin, P ( T <  + 0 o ) > 0 .  
Donc :  

l im inf E(Xr~ ) > E (SXr  1 r =< + co + X+ ~ l r=  oo +). (2.9) 

Or, par  d6finition, T <  + oo est @r -measurable.  
C o m m e  T est pr6visible, on a ([4], V, T15):  

l (r  =< + ~) SX r = E ~  (X r l t r  __< + 0o)). (2.10) 

Donc :  

E (  3 X r l(r <= + 0o)) = E( Xr  l ( r  =< + ~)). (2.11) 

De (2.9) et (2.11), on tire: 

l im inf E(Xrh ) > E(Xr,  ). (2.12) 

I1 y a encore  contradict ion.  
Z d6signe l 'enveloppe de Snell au sens de Mer tens  de X, sur [0, + oo] et Z + 

sa regularis6e ~ droite sur [0, + oo[ (avec Z+~+ --Z+oo). 
Pa r  [11] - Th6or6me 4 et sa d6monstra t ion,  on a: 

Z = X v Z  +. (2,13) 

Soit A l 'ensemble opt ionnel  (Z t = Xt). A est un ferm6 droit, car il peut  s'6crire: 

A = ( Z  + < X,) (2.14) 

On a alors imm6dia tement :  

Th~er~me II.2. D~ est un temps d'arr~t optimal. 

Preuve. La  preuve est identique ~ la preuve du Th6or6me 1.3. La  condi t ion /~ 
laquelle satisfait X pe rmet  encore de mon t r e r  que E'  reste inductif  dans les 
mames  conditions.  
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Les Th6orhmes 1.4 et 1.5 restent 4galement  vrais. 
Par  les Th6orhmes 3 et 4 de [11], il existe un processus pr6visible B unique 

engendrant  la surmar t ingale  forte Z, et B e s t  cont inu g gauche sur ]0, + oo]. 
Necessairement ,  on a ( Z = Z + ) = ( B = B + ) .  D o n c  ( B + > B ) = ( Z + < Z ) .  Or 

( z  + < z ) : ( z  + < x ) .  
Donc:  

(B + > B ) = ( Z  + < X ) .  (2.15) 

De  plus, l 'ensemble (B + >B)  est optionnel.  
Soi t /~  la part ie  cont inue de B. On pose: 

/ ) , = i n f { s  > t , /~s- /~ t  > 0} A ( +  ~ ) .  (2.16) 

L 'ensemble  C = (b,  = t) est progress ivement  mesurable.  
On a alors: 

Proposition IL l .  C w (B + > B) c A ( d u n  evanescent pros). (2.17) 

Preuve. Par  (2.15), ( B + > B ) c ( Z = X ) .  I1 suffit donc  de ra isonner  sur C. La 
d6monst ra t ion  est alors ident ique/ t  la dSmonst ra t ion  de la Propos i t ion  1.1. 

On pose: 

D; = b t A inf{s > t; B~ + > Bs} = inf{s >= t; Bs - B t > 0} A ( + oo). (2.18) 

Alors  

(D', = t) = Cvo(S + >B).  (2.19) 

Th~or~me II.3. Soit T o un temps d'arr~t. Pour que T>= T o maximise E(XT,  ) sur 
< , { T ' e J ; T ' >  To} , il faut  et il suffit que T soit section de A et que T=DTo. En 

particulier Dawo et D' To sont optimaux. 

Preuve. La  d6monst ra t ion  est la m6me que la d6monst ra t ion  du Th6or6me 1.6. 

IIL Application aux processus de Markov 

On va appl iquer  les r6sultats pr6c6dents aux processus de Ray,  aux processus 
droits et aux processus de Hunt .  

1. Processus de Ray  

x d6signe un processus de R a y  ([9], (3.1)) & valeurs dans un espace compac t  
m6trisable E, contenant  un cimetiSre & On suppose que x est ~t dur6e de vie 
finie. 

g d6signe une fonction cont inue born6e sur E. On suppose que si P~ est le 
semi-groupe associ6 ~t x, on a: P0g=g .  

)0 est une mesure  de probabi l i t6  sur E. P~ est le processus de mesure  d'entr6e 
2. 
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Dffinition III.1. On appelle probl6me (A~) la recherche d'un temps d'arr6t T e J  
maximisant Ex g(xr, ) off T' est un temps d'arret T e J .  

Comme pr6c6demment, on peut supposer que g est positive. On a alors le 
r6sultat suivant: 

PropositionllI.1. II existe une fonction q > g excessive rOgulidre born& qui est la 
plus petite fonction fortement surmOdiane presque-bor~lienne >g. Pour toute 
mesure de probabilitd 2 sur E, on a: 

(2, q) = sup e~ g(xr). (3.1) 
T e J  

Enfin q(xt) est l'enveloppe de Snell de g(x,) pour Pa. 

Preuve. Soit D l'ensemble E - B ,  off B e s t  le bor61ien form6 des points de 
branchement ([9], (3.6)). Alors pour toute mesure d'entr6e # concentr6e sur D, x 
se comporte comme un processus droit /t valeurs dans D, dont les fonctions 
excessives sont presque-bor61iennes ([9], Thdor6me (5.8)). On peut doric par [12] 
d6finir l'enveloppe de Snell de la fonction g sur D: c'est la plus petite fonction 
fortement surm6diane presque-bordlienne > g  sur D, qu'on note q; q est elle- 
meme fortement surm6diane presque-bordlienne. On prolonge q sur B par 
q = Po q (le noyau Pone charge que D). q est alors universellement mesurable et 
presque-bor61ienne sur E. 

Alors, comme q est > g hors des points de branchement, et comme P0 g = g, 
on a bien q>g partout. De plus, pour toute mesure de probabilit6 # ne 
chargeant pas les points de branchement, on a par [12]: 

<#, q) = sup E, g(xr). (3.2) 
T e F  

Si 2 est une mesure de probabilit6 quelconque, on a: 

(2 ,q)=(2 ,Poq)=(2Po,q>.  (3.3) 

Alors 2Po ne charge pas les points de branchement. Donc: 

(2, q) = sup E;.eo g(Xr). (3.4) 
T o @  

Mais, par d6finition, E~p ~ =Ex s u r ~  (x u l u > 0). On en d6duit: 

(2, q) = sup Ex g(xr). (3.5) 
T E J  

La fonction q a donc toutes les propri6t6s classiques des enveloppes de Snell. En 
particulier c'est la plus petite fonction fortement surm6diane > g. De plus, par le 
Th6or6me (5.11) de [9], Pog(x t -  ) est la projection pr6visible de g(x,). Comme 
Po g= g, g(xt)_ est la projection pr6visible de g(xt). Enfin, comme x est/t dur6e de 
vie finie, g(xt) est lag sur ]0, + oe]. 

Le processus g(x,) vdrifie donc toutes les hypoth6ses de la partie I. On 
applique alors les Th6or6mes 1.2 et 1.5: q est bien excessive et r6guli6re. 
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Par le Th6or6me de [31, IV (3.13), il existe une fonctionnelle additive 
continue B dont q est le potentiel. Soit C son support fin, qui est finement ferm6, 
presque bor61ien et finement r6gulier. C est inclus dans D. 

Soit A l 'ensemble presque bor61ien 

A = {x; q(x) =g(x)}. (3.6) 

A c~ D est finement ferm6 dans D. 
On a alors: 

Th6or6melII.1. Pour qu'un temps d'arrdt T soit solution du problOme (A z), il faut 
et il suffit que XT~A p.s. et que T < Dc .1 En particulier D a e t  D c sont optimaux. 

Preuve. I1 suffit d 'appliquer le Th6or~me 1.6. 
On suppose maintenant que g est une fonction s.c.s, born6e telle que Po g > g. 

On d6finit un nouveau probl~me d'arr6t optimal (Az), comme ~ la d6finition 
III.1. 

On a alors: 

Proposition III.2. I1 existe une fonction q>g fortement surm~diane rkgulikre 
presque bor~lienne bornde q'ui est la plus petite fonction fortement surmkdiane 
presque-borklienne >=g. Pour toute mesure 2, on a: 

(2, q) = sup E~ g(xr). (3.7) 
Ts3"  

Enfin q(xt) est l' enveloppe de Snell de g(xt) pour P~. 

Preuve. Pour construire l 'enveloppe de Snell q de g sur l 'ensemble D, on proc6de 
comme ~t la Proposit ionIII .1.  On prolonge q /t B par q=Poq. Alors, comme 
Po q > Po g > g, on a bien q > g partout. 

Le processus g(xt) est s.c.s./t droite. De plus la projection pr6visible de g(xt) 
est 6gale/t Pog(xt-). Comme g est s.c.s., on a: 

g(x r - )  > limsup g(xs). (3.8) 
s'~ tt 

Comme Po g > g, les conditions du Th6or~me II.1 sont bien v&ifi6es. 
On applique alors le Th6or6me 1.5 qui est aussi vrai pour II. 
Soit g la r6gularis6e p-excessive de q. Par  la Proposition 1 de [12] on sait que 

q = ~ v g  sur D. 
Par un r6sultat de [11, il existe une fontionnelle additive gauche C engen- 

drant q2. De plus, l 'ensemble B'-=-(~<q)c~D est semi-polaire. Enfin, on a 
n6cessairement: 

B' = (g< g) c~ D. (3.9) 

Soit B" le support  fin de la partie continue de la fonctionnelle additive gauche 

1 Dn=inf{t>=O;xt~H}A(+o~ ) 
2 Nous suivons la terminologie de Meyer. Ces fonctionnelles sont appell6es fonctionnelles droites 
par Az6ma [1] 
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engendrant q (voir [1]), avec B " c D .  Soit B le presque bor61ien B'wB" .  Alors 
B c D .  

A est l'ensemble presque bor61ien 

A = {x;q(x) = g(x)}. (3.10) 

Alors A c~D est finement ferm6 dans D, car: 

A c~ O = {x ~D; c~(x) < g(x)}. 

On a imm6diatement: 

Th6or~me III.2. Pour qu'un temps d'arrdt T soit solution du problOme (Ax), iI faut 
et il suffit que sur (T< + oo), x r ~ A  p.s. et que T< D B. En particulier D A et D B sont 
optimaux. 

Preuve. La preuve r6sulte du Th6or6me II.3. 

2. Processus droits 

x d6signe un processus droit [9], 9,/t valeurs dans un espace E hom6omorphe/ t  
une partie universellement mesurable d'un espace m6trique compact/~. Soit P~ le 
semi-groupe associ& On suppose encore que E contient un cimeti6re 3, et que x 
est/t dur6e de vie finie. 

g est une fonction bor61ienne born6e sur E. On pose de nouveau un probl6me 
(Aa), off 2 est une mesure de probabilit6 sur E. 

Nous donnons tousles  616ments qui permettent de construire l'enveloppe de 
Snell de g e t  de caract6riser les temps d'arr~t optimaux, quand ils existent. 

On supposera ici encore que g est positive. 

a) Construction de l'enveloppe de Snell 

Soit E un compactifi6 de Ray-Knight de E ([9].10). Alors on peut transformer x 
en un processus de Ray/ t  valeurs dans E. Par [9], (11.3), g est une fonction Ray- 
bor61ienne. I1 existe donc ~ Ray-bor61ienne d6finie sur /~qui  coincide avec g 
sur E. 

Par la d6monstration de la Proposition III.1, il existe une fonction ~ d6finie 
sur l'ensemble Ray-bor61ien D, compl6mentaire de l'ensemble des points de 
branchement de x darts E, qui est fortement p-surm6diane Ray presque- 
bor61ienne, et qui est la plus petite fonction fortement surm6diane Ray presque- 
bor61ienne > ~ sur D. 

Or par [12], pour tout x de D, on 

~(x) = sup E x g(xr). (3.11) 
Tc~- 

Comme E c D  ([9], (10.9)), si x~E,  on a aussi (3.11). 
Or si x~E,  pour tout T, xr~E.  Donc si xEE,  

c](x) = sup E x g(xr). (3.12) 
T~5 
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Ainsi la restriction de g/t  E n e  d~pend que de g, et pas de la compactification 
particuli~re choisie, ou du prolongement de g hors de E. Soit q cette restriction. 

Pour toute mesure de probabilit6 2 sur E, q(xt) est donc l'enveloppe de Snell 
de g(xt) pour le processus x~ de mesure d'entr~e 4. On a donc: 

Proposition lII.3. II existe une fonction q Ray presque-bor~lienne et fortement 
surm~diane > g, qui est la plus petite fonction Ray presque-bor~lienne fortement 
surmddiane >g. De plus, pour toute mesure de probabilit~ 2 sur E, q(xt) est 
l'enveloppe de Snell de g(xt). 

b) Existence de temps d'arrat optimaux: le cas continu 

Nous donnerons uniquement des r6sultats canoniques, i.e. ne d6pendant pas de 
la compactification de Ray-Knight choisie. 

Soit donc R l'espace de Ray associ~/t x ([9], (15.5)) muni de la topologie de 
Ray. 

On suppose que g poss~de un prolongement ~ ~t R, qui est born6, continu sur 
R pour la topologie de Ray, et tel que soit/3 o 1Eg=~, soit ~ = ~  (15 o est d6fini 
en [9], (10.8) et (15.6)). On a alors: 

Th6or6meIII.3. La fonction q est excessive rdguli~re. Soit A I e  Ray presque- 
bor~lien finement ferm~ {xeE; q(x)=g(x)} et F c E  Ie support f in Ray presque- 
bor~lien finement ferm~ de la fonctionnelle additive continue engendrant q. Pour 
que T soit solution du probl~me (Ax), il faut et il suffit que x r ~ A  p.s. et que 
T< D F. En particulier D~ et D F sont des temps d'arrdt optimaux. 

Preuve. Par [9], (15.4), x test continu g droite fi valeurs dans E et/~ limites 5. gauche 
dans R. Le processus ~(x~) est donc cad sur [0, + oo[, lag sur ]0, + c~], et est 
indistinguable de g(x~). De plus, g &ant bor61ienne sur E par [9], (11.15), 
(/~ l~g)(xt - )  est la projection pr6visible de g(xt). Donc si /~ l~g=~,  ~(x~-) est 
la projection pr6visible de g(xt), ce qui implique que g(xt)_ est la projection 
pr~visible de g(xt). 

De m6me ~ 6tant Ray-bor~lienne sur R, il existe ~' Ray-bor~lienne sur un 
compactifi~ de Ray-Knight /~ de E contenant R dont la restriction ~t R est ~. 
Alors, par [9], (11.15),/~'(x;-), est la projection pr6visible de g(x~). De plus, par 
[9], (15.6), si xeR ,  e~Po est port6e par R. Doric /5o~(x~) est la projection 
pr6visible de g(x~). Si P0 g=g,  g(x~)_ est la projection pr~visible de g(x~). 

Dans les deux cas, on peut appliquer les r6sultats de la pattie I. 

c) Existence de temps d'arrat optimaux: le cas s.c.s. 

On suppose maintenant que g poss~de un prolongement ~ 5_ R, qui est born6, 
s.c.s, sur R et tel que s o i t / ~ l ~ g > ~ ,  soit /~ ~>~. 

On a alors grftce aux r6sultats de II et /t la d~monstration des 
Th6or~mes III.2 et III.3 l'~quivalent de la Proposition III.2 et du Th6or~me III.2. 

3. Processus de Hunt 

C'est le cas le plus agr~able 5. traiter, x d~signe en effet un processus de Hunt ~t 
valeurs dans E, contenant un cimeti~re ~. On suppose x 5. dur~e de vie finie. Si g 
est une fonction borfilienne born~e sur E, g(x~-) est projection prdvisible de g(xt). 
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On vdrifie alors que si g est continue ou s.c.s., le problhme (Ax) a u n e  solution. 
~ r  !"1 Les rhsultats s enos_cent dans les m4mes termes que pour les processus de Ray. 

R6f6rences 

1. Azema, J.: Le retournement du temps. Ann. Sci. t~cole Norm. Sup., 4 ~ s6rie, 6, 439-519 (1973) 
2. Bismut, J.M.: Dualit6 convexe, temps d'arrat optimal et contr61e stochastique. Z. Wahrsehein- 

lichkeitstheorie verw. Gebiete 38, 169-198 (1977) 
3. Blumenthal, R.M., Getoor, R.K.: Markov processes and potential theory. New York: Academic 

Press 1968 
4. Dellacherie, C.: Capacit6s et processus stochastiques. Ergebnisse der Mathematik und ihrer 

Grenzgebiete. Band 67. Berlin-Heidelberg-New York: Springer 1972 
5. Dellacherie, C., Meyer, P.A.: Probabilit6s et Potentiels. 2nd 6dition. Paris: Hermann 1975 
6. Engelbert, H.J.: On the Theory of Optimal Stopping Rules for Markov Processes. Theor. 

Probab. Appl. 18, n~ 304-311 (1973) 
7. Engelbert, H.J.: On optimal stopping rules for Markov Processes with continuous time. Theor. 

Probab. Appl. 19, n~ 278-296 (1974) 
8. Fakeev, A.G.: Optimal Stopping Rules for stochastic processes with continuous parameters. 

Theor. Probab. AppI. 15, n~ 324-331 (1970) 
9. Getoor, R.K.: Markov processes: Ray processes and Right processes. Lecture notes in 

Mathematics n~ Berlin-Heidelberg-New York: Springer 1975 
10. Grigelionis, B.I., Shiryaev, A.N.: On Stefan's problem and optimal stopping rules for Markov 

Processes. Theor. Probab. Appl. 11, n ~ 4, 541-  558 (1966) 
11. Mertens, J.F.: Th~orie des processus stochastiques g6n6raux. Application aux Surmartingales. Z. 

Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Gebiete 22, 4 5 - 6 8  (1972) 
12. Mertens, J.F.: Strongly supermedian functions and optimal stopping. Z. 

Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Gebiete 26, 119 - 139 (1973) 
13. Rost, H.: The stopping distribution of a Markov process. Invent. Math., 14, 1 - 1 6  (1971) 

Rdfdrences suppldmentaires 

Bismut, J.M.: Temps d'arr6t optimal, quasi-temps d'arr~t et retournement du temps. A paraitre. 
Mainguenean, M.A.: Th6orie g6n6rale des processus et probl6mes d'optimalit6. Th6se de 3 ~ cycle. 
Universit6 Paris VI (Mai 1977) 

ReFu le 25.5. 76; en forme rdvis~e le 7. 3.77 


