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1. Fragestellung und Pr~izisierung der Voraussetzungen 

a) Fragestellung 

Dieser  Teil der  Arbe i t  ist im wesent l ichen unabh~ingig yon Teil I ([5]) lesbar. 
Sei ~ f / d e r  R a u m  der  R a d o n s c h e n  Z~thlmage auf  IR ~, d.h. der  R a u m  der R a d o n -  
Mal3e a au f lR  ~, die nur  Wer te  in N u  {oc} annehmen.  Jr sei mit  der  vagen T o p o -  
logie versehen,  ~3 die davon  erzeugte a -Algebra .  Zu a ~ g  gibt  es abz~ihlbar 
viele n icht  no twend ig  vone inande r  verschiedene Punkte  a i e lR  ~ ( , ,Part ikeln") so, 
dal3 fiir jede  Bore lmenge  K c I R  v gilt:  a ( K ) =  ~ {i:aieK}, Schreibweise:  a =  
{a~,a 2,...}; ~ a  bedeu te :  es gibt  ein i e N  mit  ~ = a l ;  fiir ai=~a sei a \ ~ =  
{aj:j+i}. A u f  d ( * . ' =  {(~, a ) e l R * x . M :  ~ea}  sei eine F u n k t i o n  c mit  Wer ten  in 
IR v gegeben.  F i i r  jedes  i E N  sei f2 i der  R a u m  der  stetigen F u n k t i o n e n  coi: 
[0, oe) --, IR ~, versehen mit  der  t ibl ichen a - A l g e b r a  ~ ,  Q~ das S tandard-Wienermal3  

oo 

auf  (~2~, ~i), (~2, 5 ,  Q)" = @ ( ~ ,  ~ i ,  Qi), die Elemente  von Q werden mit  co = (coi);~ N 
bezeichnet ,  i=1 
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Sei eine Anfangskonfiguration aEJr die Partikeln a~ea m6gen sich 
nach folgenden Gleichungen (G c) bewegen (der in a~ beginnende Pfad werde mit 
x~(t; a, co) bezeichnet (t >0), x(t; a, co)." = {xi(t; a, co): ieN}):  

1 t 
xi(t; a, co) = a i + =  ~ ds c(xi(s; a, co), x(s; a, co)) + co~(t) 

20 

( a ~ ' ,  coe f2, t>0 ,  ieN).  

In Teil Iist  die Frage nach der LSsbarkeit der Gleichungen (G r behandelt worden: 
Wenn ~ ein superstabiles (gentigend glattes) Paarpotential auf IR ~ ist (vgl. [8-1) 
und c (~, a).'= - ~, grad ~b ( ~ -  t/), dann gilt fiJr jedes Gibbs-Mar5 # zum Potential 

rlea\~ 
~: fiir #| alle (a, co)eo///x I2 existiert eine ,,#-LiSsung" (s. Definition 5 in 
Abschnitt 1 b) x(t; a, co) von (G~); sie ist #-reversibel, d.h. 

# |162 C}=/z| C,x(t)~B} ftir alle B, C e ~ ,  t>_0. 

In diesem Teil werden folgende Fragen priizisiert und beantwortet (vgl. Satz 1 
(I)): 

(1) Sei c : J / / * ~ l R  ~ eine (geniigend glatte) Funktion, (G c) das zugeh6rige 
Gleichungssystem. Es existiere eine reversible #-L6sung von (G c) far ein W-MaI3 
# auf (J/{, ~). Ist c dann notwendigerweise der Gradient eines Potentials? 

(2) Sei c durch ein gentigend glattes Paarpotential 7 j gegeben, d.h. c(~, a) 
= - ~ grad ~ (~- t / )  ftir (~, a )eJ /* .  Wie sehen die W-Mage # auf (J//, ~3) aus, 

~tea\~ 
ftir die gilt: (G ~) besitzt eine reversible #-L6sung? 

b) Bezeichnungen und Definitionen 

G: cr-Algebra der Borelmengen auf IR ", 

G o .'= {KEG: K ist beschr~inkt}, 
Y//~." = {KE Go:K ist ein Wiirfel mit Mittelpunkt in 0}, 

]K]: Seitenliinge von KE~CK, 
OK: Rand von KeY.K, 

K(d, r): Kugel um delR ~ mit Radius r, 
K,: = K(0, r), 
( , ) : Skalarprodukt auf IR "v (heN), 
d (A, B).'= inf ] a - b  I: Abstand zweier Mengen A, B e Eo, 

a~A 
beB  

2: Lebesgue-Mag auf IR v, 

log+ !d):-max{log(Ld]), 1} fiir delR v. 

Far die folgenden Bezeichnungen sei K e E, a = {a 1 , az . . . .  } eJ~,  # sei ein W-MaB 
auf (J~, ~3), K n x ~r (nEN) sei mit der Produkttopologie versehen. 
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XK : ~# ~ d/{ sei definiert durch X K ( a) : = { ai : aie K } , 

N(K) :  ~ - - + N w  {oe} sei definiert durch N ( K ) ( a ) : =  # {i: azEK}, 

N~: = N(A~), wobei A~ der Wtirfel mit Seitenl~inge 1 und Mit te lpunkt  ~elR * ist, 

aK = = X K (a), 
~ :  a-Algebra, die erzeugt wird yon den Ereignissen {N(L)=  n} mit L~ if, L o K ,  
hEN,  

15K: a-Algebra,  die erzeugt wird yon den Ereignissen B c~ {N(K)=  n} mit Be  23K~, 
n~]N, 

.-/~* -" = {(~, a)E IR ~ x . ~ :  ( e  a}, versehen mit der yon IR ~ x JOg induzierten Topologie,  
~g{**:= {((, t/, a)~ IR ~ x 1R ~ x J~:  (E a, t/~ a \ (}, versehen mit der von IR ~ • 1R ~ x J~ 
induzierten Topologie,  

,/r ." = {((, a)~ ~ *  : ae~/~K}, 

J~** ." = {((, t/, a)e d/ '** : aeJCK}, 
/~(K): Einschr~inkung yon # auf ~3K. 

Vereinbarung. Eine Zahl R mit 0 < R < o o  sei fest gegeben; wenn Funkt ionen  
(Potentiale, Drif t -Funkt ionen)  von endlicher Reichweite vorausgesetzt werden, 
ist als Reichweite immer  R zu nehmen. 

Definition I (stabiles Paarpotential) :  Eine Funk t ion  t/,: IR ~ __+ IR heil3t S-Funktion,  
wenn gilt: 

(S 1) ~U( -x )=  7~(x) ffir xelR~; 7' hat Reichweite R, d.h. 7-'(x)=0 

ffir ]xl> R. 

(S 2) g i s t  zweimal stetig differenzierbar. 

($3) Es gibt eine Kons tan te  const, so, dab ftir alle nc1N und xl ,  . . . ,  x , e lR  ~ gilt: 

~I ' (x , -x j )> - c o n s t .  n. 
l<i<j<=n 

Definition2 (kanonische Gibbs-MaBe, s. [23): Sei 7* eine S-Funktion,  K e ~ 0 ;  
a, b e d r  

UK(b) ==1 2 t / , ((_~),  

W K (b I a).' = ~ k~ (( - r/), 
~ebK 

EK(bIa):= Ut;(b) + WK(bla), 

�9 - e - ; ' ( ~ )  1 Z~,,;aK~.-- .7 ( .~  dxl ... dx ,  e x p ( - E K ( x l a ) )  mit x = { x l , . . . , x , } e d / l ~ ,  

fK,, (b I a)-' = Z~)n, a,,o lrN(r)(b) =nl (b) exp ( - EK(b ] a)). 

A(K): Poissonprozel3 auf K mit Intensit~itsmaB 21K (allgemeiner sei A~ ~) der Poisson- 
prozeB auf K mit Intensit~itsmaB P lK, wenn p ein Radon-MaB auf IR ~ ist). 
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Ein W-Mai3 # auf (d{, ~)  heiBt kanonisches Gibbs-Marl zu 7 j, wenn ftir alle 
K e Go gilt: 

#(fl(SK)(a)=~ACr)(db)fr, N(r)(,)(bla) #-f.s. ftiralle Fe~K.  

Bemerkung 1. Hinreichend daftir, dab # kanonisches Gibbs-Mal3 ist, ist (s. z.B. 
[7]): es gibt eine Folge K.~G omit  K, t lR ~ und ftir alle n~N gilt: 

#(FltSa,)(a)= ~ A (~) (db) fr..~,.,~.~ (bla) #-f.s. fiir alle Fe~3K . 
r 

Definition 3 (Differenzierbarkeit yon Funktionen auf d{). Sei f :  d{ ~ IR, ((, a) ~d{*, 
x~ IR~; die Funktion x~--*f ((a'-. ~)~ x) werde mit f~, ;  bezeichnet (fiir ein Z~ihlmag 
bed{  und xelR v sei das ZiihlmaB b ~ x  definiert durch (b u x)(K)=b(K)+ 1K(X ) 
fiir Ke  Go); f heiBt stetig differenzierbar, wenn gilt: 

(a) fiir alle ((, a)ed{* ist die Funktion f,. .;:  lit ~ -* IR an der Stelle ( differenzier 2 
bar; Schreibweise: 

(b) (if, a)~---~Dr f(a) ist stetig auf d{*. 
Entsprechend werde ftir eine Funktion e :d{* - . lR  v bzw. c : d { * ~ l R  ~ die 

Ableitung D; c((, a) erkliirt (((, a)Ed{* bzw. ((, a)Ed{~). Sei ((, t/, a)ed{**, 
(x, y)dR~xlRV; die Funktion (x, y)~--~f((a'-.(\~l)wxwy ) werde mit f , \ ; . ,  be- 
zeichnet; f heiBt zweimal stetig differenzierbar, wenn gilt: 

(a) fiir alle ((i a)~d{* bzw. ((, t/, a)Ed{** ist die Funktion f ~  bzw. f ~ . . ~  
an der Stelle ( bzw. ((, r/) zweimal differenzierbar; Schreibweise: 

D{~ f ( a ) : =  \Sx(k)8X(U (0 l<k,l<v 

D{. f(a): = \SX(k) 8y<U (~i r#))l~k ' l<_v" 

(b) ((i a)~-~D~; f(a) ist auf d{* bzw. ((, ~/, a)~-~D~ f(a) ist auf d{** stetig. 
Sei f : d { ~ ] R  zweimal stetig differenzierbar, c :d{*~]RL Schreibweise: 

d~ f(a),=Spur(D~ f(a)) fi.ir ((, a )~J /* ,  

1 

Beispiell. Seien p, a: I R ~ I R  zweimal stetig differenzierbar, p und 1 - a  habe 
kompakten Tr~iger; mit D bzw. O 2 werde der Operator des ein- bzw. zweimaligen 
Differenzierens auf IW bezeichnet, alk sei die k. partielle Ableitung yon o-. 
f ,g :  d{-~lR seien definiert durch 

f ( a ) , = ~  P(O, g (a ) :=F[~(0 .  
r gea 
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Dann gilt fiir ((, a)EJg*, ((, r/, a ) e J * * '  

D~f(a)=(Dp)((), D~Ef(a)=(D2p)((), D~nf(a)=O, 

DEg(a)= l~ a(r/)-(Do')(~), D~Eg(a)= ~I 0"(/I)'( D20")(~)' 

D{ng(a)= I-[ a(~)(G/k(()'a/l(q))l<=k,l<-_v" 
~ a " . ~  ".~l 

Bemerkung 2. Sei f :  J / l ~  IR zweimal stetig differenzierbar; es gebe ein Ke~/# so, 
dab f = f o X r ;  sei a~Jg  gegeben, zu jedem ( c a  gebe es h~E1R ~ mit lira I(I-1lh~[=0, 

IEI-*~ 
b :={(+hE:  (ca}.  L sei die kleinste Kugel, die alle die (~a  enth/ilt, fiir die gilt" 
die Verbindungsstrecke zwischen ( und ( +  h~ trifft K. Dann gilt folgende Taylor- 
entwicklung: 

t 

f ( b )= f (a )+  ~, (D E f(a), hE) +2 ~ (D~, f (a) .  h E, h,) +R,  
E~a Eea 

t / c a  

wobei [RI <�89 max {ID~n f(a) - D~, f({~ + k~: ~ e a})[: kee 1R ~ fiir ~e a mit 

Ikel<lhe[; ( , t /eaL}. 2 [(h~,h,)] 
EffaL 
q~aL 

(D~n f({~+k~:  ~ea}) steht far D a E+k,,,+k, f({~ + k~: ~ea})). 

Definition 4. Eine Funktion c: JCI*--,IR ~ heiBt D-Funktion, wenn gilt: 
(D 1) c ist einmal stetig differenzierbar, 
(D2) ftir alle ((, a)eJr ist c((, a )=c( ( ,  aK(~,R)), d.h. c((, a) h~ingt nur van ( und 
den Partikeln qea  ab, die van ( h6chstens die Entfernung R haben (vgl. die Ver- 
einbarung). 
(D 3) Es gibt eine Konstante D <  oo so, dab Jc((, a ) l<D.  N(K(( ,  R))(a) fiir alle 
((, a)s ~{*. 

Beispiel2. Sei 7 ~ eine S-Funktion, dann wird durch c((, a) := - ~ grad ~ ( ( - t / )  
eine D-Funktion definiert. ,~"'~ 

Definition5. Sei c eine D-Funktion, (G ~) das zugeh6rige Gleichungssystem; 
~t (t > 0) sei die kleinste a-Algebra in ~, beziiglich der alle co~ (s) (s __< t, i eN)  meB- 
bar sind. 

(i) Sei # ein W-MaI3 auf (~',  23). Eine kt-L6sung x(t) des Gleichungssystems 
(G ~) ist eine Folge van stochastischen Prozessen x~(t), i=1,  2, ... ; t>0 ,  auf dem 
Wahrscheinlichkeitsraum (~//x f2, 23 | ~, # |  Q) mit Werten in IR ~, so dab folgende 
Eigenschaften erfiillt sind: 

(a) xi(t ) ist mel3bar bezgl. 2 3 |  ( t>0,  i eN)  
(b) #| gilt: ftir alle t > 0  haben die Folgen {xi(t): i~N} keinen endlichen 

H~iufungspunkt 
(c) #| gilt ftir x(t; a, co): = {x i (t; a, co): i~N}:  

xi(t; a, co)= a i +~_f6 ds c(xi(s; a, co), x(s; a, co))+ coi(t), i~N, t>0 .  
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(ii) Eine #-L6sung x(t) des Gleichungssystems (G ~) heiBt reversibel, wenn gilt: 
# |  {x(0)EB, x(t)e C} =#| {x(0)E C, x(t)eB} fiir alle B, Ce~3 und t>0 .  

c) Voraussetzungen 

Zur Beantwortung der Fragen (1) und (2) werden nur solche W-Mage # auf (Jg, ~B) 
betrachtet, die gewisse Temperiertheitsbedingungen erfiillen: 

Definition 6. 3- sei die Menge aller W-Mage # auf ( ~ ,  ~3) mit folgenden Eigen- 
schaften: 

(Y- 1) Bedingungen an die Hiiufigkeit der Partikeln: 

(3-1 a) Fiir aEJr 

]al:= sup r -~ N(K~)(a), 
r ~ l  

1 N(K(j, R +I/v))(a). C (a)." = sup 
]~e~ log+ (j) 

(J- 1 b) 

(Y- 1 c) 

(~-- 2) 

(@ 2 a) 

(J-2b)  

(Y- 2c) 

Ftir alle p ~ N ist dann 

S#(da)lalp<oo, I#(da) Cp(a)<~. 

Ffir alle K e ~  o und alle Zahlen 2 mit 0 < 2 <  oo gilt 

# (da) 2 mr) ca) < oo. 

sup ~ #(da) U~(a) < oo. 
~E2[v 

Lokale Absolutstetigkeit beztiglich des Poissonprozesses A: 

Fiir alle K e ~r gilt: 

#~K) ~ A(K), die zu #(K) geh6rige Dichte sei rc(~); rc (~) (x)> 0 ftir alle x~ J~K. 

n(K) ist einmal stetig differenzierbar auf J /~.  

Es gibt eine Konstante CK < 0% so daB ftir alle (~, x ) e ~  gilt: 

rc(~)(x)< C~(K)(~), IDr ~(~)(x)l < cN(K)(~). 

Beispiel 3. Sei # ein W-MaB auf (~g/l, ~), es gebe 7, c5 mit 0 < 7 < c~, c5 < o% so dab 
fiir alle K e ~o mit Durchmesser D (K) > 1 gilt: 

(R) #{g(K)>=n}<exp I-Y" n N. 
n 2 

Eine solche Absch~itzung gilt z.B. ftir alle Gibbs-Mage # zu superstabilem Paar- 
potential (vgl. [-8], [-5] Bemerkung 1). Dann erftillt # die Bedingungen ( J  1). 

Beispiel 4. Sei �9 eine S-Funktion, die superstabil ist ([-8]), V(dz) sei ein auf einem 
endlichen Intervall (0, Zo] konzentriertes W-MaB; fiir ze(0, Zo] sei /~ ein Gibbs- 
MaB zum Potential �9 und zur Aktivit~it z ([-5], Definition 2). Dann ist 
#: V(dz) 
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Beweis. Aus [8], Formel (2.35) auf Seite 141 und Corollary 2.8 auf S. 142 folgt, 
dab es Konstanten 7, 6 > 0 gibt, so dab gleichm~igig fiir alle z < z 0 die Absch~itzung 
(R) in Beispiel 3 fiir #~ gilt, so dab/~ nach Beispiel 3 die Bedingungen (~-1) er- 
ftillt. Sei Ke~# ,  UK, WK wie in Definition 2. 

Dann gilt: 

rc (K) (x) = ~ V(dz) ~ #z (da) Z-1 z N(~ ~) exp [ - U K (x) - l/V K (x ]aK~)] , K, z; aKc 

wobei Z/~,z;~ ein Normierungsfaktor ~ e  -;4K) und x e ~ r  ist. Mit ($3) folgt 
dann fiir ((, x ) ~ * "  

IDr 7r (K) (x)l 

<e~(K) ~ V(dz) ~ #~(da)z N(K)(~). ( 2 [grad ~( ( -~)1  + ~ Igrad ~((-~)1)" 
~x'-.~ r/~age 

�9 exp [const. (N(K) (x) + N(L) (a))], 

wobei L e ~ der Wiirfel mit Seitenl~inge I KI + 2 R ist. Es gibt also (Vist konzentriert 
auf (0, Zo] ) eine Konstante AK<oe So, dab flit alle ((, x)~r gilt: 

ID~ n (K) (x)l < e ~(K) A~ (I~)(~) ~ V(dz) ~ #~ (da) exp (AK N(L)(a)); 

weil (R) gleichm~iBig fiir alle z =< z o gilt, folgt 

V(dz) ~ #~{exp(AKN(L))>n} 
n > l  

(log n) 2 c] log n ] 
< ~  exp - y . A ~ D ( L )  ~ ~- "A~-~  J <~ n>l  

Bemerkung 3 (Bedeutung der Bedingungen (3-1)). Bedingung ( J - l b )  garantiert, 
dab Gragen wie ~ #(da) exp [ -  ~ ~ ( ( - t / ) ]  existieren (7 ~ sei eine S-Funktion, 

Ke~o). Der Beweis yon L e m m a l  beruht auf Lemma3(I)  (vgl. Bemerkung4 
(I)), zu dessen Beweis (Y  1 a) und (J-1 c) benutzt wird; zum Beweis yon Lemma 2 
wiirde es gentigen, in Lemma 1 anstelle einer Fluktuation von logarithmischer 
Gr6genordnung eine Fluktuation etwa der Ordnung ~ zu haben. Deshalb 
kann man die Bedingung ( J  1 a) abschw~ichen zu 

(~- ' la) :  Sei C'(a)=sup(] j[+l)- l /ZN(K(j ,R+l/v)) (a) .  Fiir alle p e N  ist 
jeZ ~ 

/~(da) laJV < c~ und ~ #(da)l C'(a)lV< c~. 

Wie der Beweis yon Lemma 3 (I) zeigt, kann man (zmn Beweis yon Fluktuationen 
der Gr6Benordnung ] ~ ,  entsprechend der Aussage yon Lemma 1) Bedingung 
( J 1  c) abschw~ichen zu 

( J '  1 c): Es gibt eme Zahl 2 mit 0 < 2 < ~ ,  so dab sup 2-Iil ~ # (da) Nj(a) < ~ .  

Bemerkung4 (Bedeutung der Bedingungen (J-2)). Bei der Untersuchung yon 
Gleichgewichtszust~nden # erscheint es natiirlich, die lokale Absolutstetigkeit 
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von # beziiglich des Poissonprozesses A vorauszusetzen; in [3] geht man z.B. 
yon vornherein yon der Klasse der Gibbs-Mage (zu unbekanntem Potential, 
das noch zu bestimmen ist) aus, denn es gibt allgemeine hinreichende Kriterien 
daftir, wann ein Mag # Gibbssch ist (s. E3], S. 70). Die Stabilit~itsbedingung ( J 2 c )  
sorgt unter anderem dafiir, dab Gr66en wie max [D~ rc (K) (x)l (U sei eine offene 

Cex, ~eU 

Teilmenge von K) integrierbar sind beztiglich A (/~ (vgl. Bedingung ($3) in Defini- 
tion 1 ftir Energie-Funktionen U K: exp ( - UK(x)) < exp (const. N (K) (x))). 

Definition 7. Sei c eine D-Funktion. N(c) sei die Menge aller MaBe #e J-, fiir die 
gilt: es gibt eine reversible #-LSsung x (t) von (G~). 

Beispiel5. Sei T ein superstabiles Paarpotential von endlicher Reichweite, 
dreimal stetig differenzierbar, c(~, a) := - ~ grad T(~- t / )  fiJr (~, a)eJr 

~/ea'-. ~ 

# : =  ~ V(dz)#~ wie in Beispiel4. Dann gilt #e~ (c ) :  
(0, zo] 

Well (R) in Beispiel 3 gleichm~iBig fiir alle z~(0, Zol gilt, folgt aus dem Beweis 
yon Lemma2(I)  (die Konstante A dort kann gleichm~igig fiir alle z~(O, zo] 
gewghlt werden) und yon Satz 2(I), dab es eine reversible #-L6sung x(t) von (G ~) 
gibt. Mit Beispiel 4 folgt die Behauptung. 

Bemerkung 5. Sei #e ~(c)  mit # {a: sup sup r-~ N (K(d, r)) (a) < oo } = 1. Wegen 
de~. v r > l o g +  (d) 

#e ~-- kann man Lemma 3 (I) auf eine reversible #-L6sung x (t) yon (G ~) anwenden. 
Wenn e durch eine S-Funktion T gegeben ist ( c ( ~ , a ) = -  ~ grad T(~-t/)), 

qea\~ 
kann man daraus wie im Beweis yon Satz 3(I) und Satz4(I) schliel3en: Eine 
reversible #-LSsung x(t) ist #| eindeutig bestimmt, sie ist ein reversibler 
MarkovprozeB auf ( ~  x O, ~3| #| 

2. Ergebnis, Erl~iuterung am Spezialfall konstanter Drift 

Nach diesen Vorbereitungen kann eine genaue Antwort auf die eingangs ge- 
stellten Fragen gegeben werden: 

Satz. Sei c eine D-Funktion, T eine S-Funktion. Dann gilt: 

(1) Notwendig ffir ~(c):4=~ ist: Zu jedem Wfirfel K ~ / f  gibt es eine Funktion 
UK : J//K --' IR, SO daft ffir alle (~, x ) e ~ *  mit d (~, K c) > R  gilt: c (~,x) = - D e UK (X ). 

(2) Sei c gegeben durch c ( ~ , a ) = -  ~ grad T(~-~7). Dann ist jedes Mar  

#E~(c)  ein kanonisches Gibbs-Marl zum Potential T. 

Im folgenden sollen die Grundgedanken des Beweises dieses Satzes erl~iutert 
werden durch eine Gegeniiberstellung yon Bewegungen ohne Wechselwirkung 
(c(~,x)--cEIR ~) und Bewegungen mit Wechselwirkung (c(~,x)~const.). Sei 
c -: (c m .. . .  , c(~)) e IR ~, c(~, x) = c ftir alle (~, a)~ ~ * .  Dann beschreibt das Gleichungs- 
system (G c) eine Bewegung x(t), bei der sich das i. Partikel - unabh~ingig von 
den tibrigen Partikeln - jeweils nach der Obergangshalbgruppe Pt(x, dy) 

( y - ( x + � 8 9  ct)) 2 
=(2rot) -v/z exp / 

] 
/ 2(dy) bewegt (x, yelR~). 

k 2t .1 
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Folgendes Resultat ist bekannt ([1], Theorem 1, S. 136): Sei I:={~z:rc ist 
Radon-MaB auf IR ~ mit rcPt=rc fiir alle t>0},  .3:={/~:# ist W-MaB auf J~; es 
gibt ein ~ I ,  so dab # ein Intensit/itsmaB < n  hat}. Ffir ~z~I sei A~ der Poisson- 
prozeg auf ~ mit Intensit~itsmaB ~. Ein MaB #~,3 ist genau dann invariant unter 
x(t), wenn # eine Mischung von Prozessen aus der Menge {A~: ~eI} ist. Man 
rechnet nach, dab far rceI gilt: A~ ist genau dann reversibles MaB zu x(t), wenn ~z 
reversibles MaB zur Obergangshalbgruppe Pt(x, dy) ist. In unserem Beispiel folgt 
aus einem Satz yon Choquet-Deny, dab die Extremalstrahlen des Kegels I gerade 
die positiven Vielfachen der MaBe aus der Menge 

{o,a: = e<a, x> 2 (dx): ae IR ~, (2 7z)--v/2 f /~ (dx) e-  (a, x) exp [ -  ( x -  c/2)2/2] = 1} 

sind. Man rechnet nach: unter den MaBen o- a ist genau das MaB p (dx): = e <c' x> 2(dx) 
reversibles MaB zur {3bergangshalbgruppe Pt (x, dy), so dab folgt: ein W-MaB # 
auf (~#, ~3), dessen Intensit~itsmaB =< const. (2 + p) ist, ist genau dann reversibel 
unter x(t), wenn es eine Mischung yon MaBen der Form a rp ( r>0  ) ist. Dieses 
Ergebnis folgt nicht aus obigem Satz, weil Ap nicht die Bedingungen (Y-1) in 
Definition 6 erfiillL Diese sorgen im allgemeinen Fall mit Wechselwirkung dafiir, 
dab man [7(a, co):= 4~{j: es gibt ein te l0 ,  iI so, dab die Verbindungsstrecke 
yon aj und xj(t.; a, co) K trifft} (vgl. Bemerkung 2) gut absch~itzen kann. Im Sonder- 
fall ohne Wechselwirkung erhNt man Absch~itzungen yon U auch unter schw~iche- 
ren Bedingungen: 

Behauptung. Sei ceR ~, ~(c) die Menge aller W-Marie auf (JC[, fB), die folgende 
Bedingungen erffillen : 

(~1) ftir die L6sung x(t;a, co) von (G c) gilt: x(t) ist ein reversibler Markov- 
prozel3 auf (-~ x s ~ |  #| 

(~2) Zu jedem p e n  gibt es eine Konstante My< o9, so dab 

#(da) Np(a)__<MIj I fiir alle j E g  ~. 

(~  3)= (J-2) wie in Definition 6. 

Dann gilt: Ein Marl #e~(c)  ist eine Mischung yon Marien der Form A,p(r>O). 

Beweis. Der Beweis des Satzes (ftir allgemeine D-Funktionen c) l~iuft in vier 
Schritten, die hier fiir den Sonderfall #e~(c) ,  celR ~ (mit (a) bezeichnet) ange- 
deutet werden; bei jedem Schritt wird angegeben, was im allgemeinen Fall 
(mit (b) bezeichnet) noch zu tun ist. 

Schritt 1. Sei K ~ U  ein fester Wiirfel. 

(a) Behauptung. U(a, co) ist yon beliebig hoher Ordnung integrierbar beziiglich 
#| 

Beweis. Sei Bi:={(a, co): max [coi(t)]>�89 i~N. Es gibt L e ~  so, dab 
o__<t<l 

U(a, co)<=N(L)(a)+ ~ 1B,(a, co). Es gentigt also, fiir alle p e n  zu zeigen: 
i=>1 

] #(da)Q(dco) ~ 1Bi~ (a, CO ) ... 1Bip(a, co)<O�9 ; 
l <=it < . . . < i p <  oo 
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dies kann abgeschiitzt werden durch 

25 #(da) ~ exp[-~(la,il2+...+la,~12)] 
l < i l < . . . < i v < o o  

=<2I #(da) 2 ~ 1% (ah)-'" 1Anp(aip)" 
n l  . . . .  , npeT ' lv  l <=il < . . .  < ip  < OO 

�9 exp [-~(lai~ ]2 +. . .  + 1%12)], 

wenn mit Ajder  Wtirfel um je  7Z" mit Seitenliinge 1 bezeichnet werde. Dies kann 
weiter abgescNitzt werden: 

__<2 ~ #(da) ~ N,~(a) ... N,~(a)exp[-~((nZ+1)+...+(@+l))], 
h i ,  . . . ,  l ip ~71v 

woraus die Behauptung wegen (~2) folgt. 

(b) Die Abschiitzungen im allgemeinen Fall (Lemma 1, Lemma 2) beruhen 
auf der Aussage von Lemma 3(1) fiber die logarithmische Fluktuafion einer 
stationiiren #-L/Ssung yon (GO), die mit Hilfe einer Idee von Lanford [4] bewiesen 
wird. 

Schritt 2. Die folgenden {)berlegungen (ira einzelnen: Lemma 3), die auf Ab- 
sch~itzungen tiber den ,,Einzugsbereich" eines Wtirfels im Lauf der Zeit [0, 1] 
beruhen (Schritt 1), werden gemeinsam ftir (a) und (b) durchgefiihrt: Sei KeCK 
fest; f ,  g seien (genfigend glatte) Funktionen auf d//, deren Werte nur von den 
Partikeln in K abh~ingen (d.h.: f = f o X K ,  g=goXK). Dann gilt (G wie in Defini- 
tion 3): 

#(da) f (a) G g(a)=~ ll(da) g(a) G f (a). 

Zum Beweis wird 

1 
lim ~- ~/l (da) Q (dco) f (a) [g (x (t; a, co)) - g (a)] = ~ # (da) f (a) G g (a) 
tJ, o t 

gezeigt, indem man g nach Bemerkung 2 in eine Taylorreihe entwickelt; die Anzahl 
der Partikeln, fiber die dabei summiert wird, ist nach oben beschr~inkt durch 
(7(a, co). Die Behauptung folgt aus Absch~itzungen, die auf der Aussage yon 
Schritt 1 beruhen, und mit Hitfe des Lebesgueschen Konvergenzsatzes. 

Schritt 3 (vgl. den Beweis des Satzes 1 (I)). Durch geeignete Wahl yon f u n d  g 
wird aus dem in Schritt 2 Gezeigten gefolgert: ~(~)(x)c(~, x)--Dcrt(K)(x)=O ffir 
alle (~, x )eJ /~  mit d((, KC)>R. Beweisskizze im allgemeinen Fall ((a) ist nicht 
einfacher): Angenommen, es gibt einen Punkt (~, z)e J/Z* mit d(~, K C) > R, so dab 
rc (m (z) c(~, z ) -  Dr ~(r~) (z)=t=O. U i sei eine offene Kugel um ~ so, dab d(U1, KC)> R 
ist. Die Funktionen f,  g k~Snnen in Abh~ingigkeit yon (4, z) folgendermagen 
gewiihlt werden: 
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(i) Aus Schritt 2 kann gefolgert werden: 

g(da) f (a)  1 ~ [(c((,  a), D~ g(a)) +A~ g(a)] 
{ea 

=~ #(da) g(a)�89 ~,, [<c((, a), D~ f ( a ) )  +A c f(a)] .  
~ea 

(eU~ 

(ii) Aus der Reichweitenbedingung (D2) und d(U1,K~)>R folgt: die 
granden in (i) h~ingen nur von % ab; aus (r und (i) ergibt sich: 

Inte- 

A (k) (dx) z(r~)(x) f ( x )  �89 ~ [(c((,  x), Dr g(x)) + A~ g(x)] 
{sx 
~U~ 

= ~ A (K' (dx) ~z 'K' (x) g(x) 1 ~ [<c ((, x), D; f ( x ) )  + A~ f(x)].  
~ x  

~_sU1 

(iii) Durch partielle Integration in (ii) kann ein Widerspruch gefolgert werden; 
dazu sind f, g so konstruiert, dab fiir f ( x )  ~= 0 genau ein ausgezeichnetes Partikel 
( e x  mit ( e  U 1 existiert und dab die Integration in (ii) im wesentlichen nur fiber 
die Konfigurationen x ~  K erstreckt zu werden braucht, die die gleiche Partikel- 
anzahl wie z haben (bis auf einen kleinen Fehler, den die Partikeln verursachen, 
die nahe am Rand von K liegen); dieser Schlul3 ist durch den indirekten Ansatz 
mbglich. 

Schritt 4. Seien K, Leaf/~, [L[ >[KI +2R.  Man kann nachrechnen, dab ffir alle 
B e f ~  K g-f.s, gilt: 

g (BIXL-K, N(K)) (a) = {g({x: N(K) (x) = N(K)  (a)}]X L_ K)} - 1 

�9 ~ A (~ (dx) 1 (x) ~(~ (x ai._~) 
B {N(K) (x)= N(K) (a)} g ( L -  K) (a  L -  K)" 

(a) Wenn c konstant ist, erh~ilt man mit Schritt 3 ffir alle (~, x)eJr ae Jd :  

(1) c =D; (log rc (L) (x aL_g)), also 

~(L~ (x  a~_,~)  - 
--ZK, L;N(~)(~),a~ K .exp (~,~ (c, ())  TO(L-K) (aL_i,) 

mit einem Normierungsfaktor "~K, L; N(K) (x), aL - K" 

In Abschnit t4c wird gezeigt, dab ftir g-fast alle a ~  der Grenzwert lira 
L'[IR ~ 

ZK, L;N(~)(x) . . . .  i, existiert, also nur yon K, N(K)(x),  a~ abh~ingt. Daraus kann 
dann gefolgert werden (ira einzelnen s. Abschnitt 4 c): es gibt einen Normierungs- 
faktor ZK, 2V(I~ (~), a~,o, SO dab fiir alle Be ~3/r gilt: 

g (Bl(SK} (a)= ~ A(K) rdx~ Z -1 1 (x) �9 1, p k ] K, N(K) (a), aKe 
B (N(K) (x) = N(K) (a)} 

woraus mit Definition 2 und Bemerkung 1 folgt, dab p ein kanonisches Gibbs- 
MaB zum Potential 0 ist (beztiglich Ap). Es ist bekannt (siehe z.B. [2] oder [6]), 
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dab # dann eine Mischung von Prozessen A~o (r > 0) ist; damit ist die Behauptung 
gezeigt. 

(b) Anstelle (1) in (a) erhNt man im allgemeinen Fall aus Schritt 3: 

De (log n (K) (x a L _ K))  = C (~ ,  X a L _  K) 

= D ~ [ - � 8 9  ~ 7~(r]-~) - ~ 7J(t/-r 
tt, ~ sx  ~ex  
t l e x \ ~  ~ e a L -  K 

fiir alle (~, x)e Jr und ae/r 
Wie in (a) skizziert, folgt die zweite Aussage des Satzes. 

3. Ein Hilfssatz iiber den infinitesimalen Generator 

a) Absch&zungen fiber den Einzugsbereich einer kompakten Menge 

In Teil I is t  gezeigt worden (Lemma 3 (I), Bemerkung 5): 

Lemma 1. Sei c eine D-Funktion, #~N(c), x(t) eine #-LSsung yon (GO). Dann exi- 
stieren alle Moment e (bezfiglich #| der Variablen 

1 
S(a, co).'=sup max - - I x i ( t ;  a, co)-a~[, 

i o__<t~l log+(ai) 

Ico~(t)l 
T(a, co)." = sup max 

i o=<t~l log+(ai)" 

Definition 7. Sei c eine D-Funktion, #eN(c), x(t) eine #-LSsung von (GO). Seien 
LEEo, aEJ[, coef2. E(a, co) sei die kleinste Kugel, die alle die aj~a enth~ilt, ftir 
die gilt: es gibt ein aieL so, dab inf ]xi(t;a, co)-xj(t;a,~o)l<R , d.h. dab das 

o_<t_<l 
in a~eL startende Partikel mit dem in aj startenden Partikel im Lauf der Zeit 
tE[0, 1] in Wechselwirkung treten kann. E(a, co) ist also der ,Einzugsbereich" 
der Menge L im Zeitintervall [0, 1]. 

Lemma 2. Sei c eine D-Funktion, #~t(c) ,  Ks~#/'; x(t) sei eine fest gewiihhe 
reversible #-LSsung, der Einzugsbereich einer Menge werde bezfiglich x(t) be- 
trachtet (Definition 7): dann gilt; Zu (a, co)c/C/x O gibt es Kugeln K (a, co) bzw. 
F2(a, co) mit Mittelpunkt 0 und Radius CS(a, co) bzw. S(a, co) mit folgenden Eigen- 
schaften ; 

(i) Ffir ai~I~(a, co) und alle te[0,  1] gilt; die Verbindungsstrecke zwischen 
a iund xi(t; a, o9) trifft K nicht 

(ii) /(' (a, co) c 1~ (a, co) 

(iii) Alle Momente (bezfiglich #| der folgenden Variablen existieren: 
V(a), = N(K) (a), 
IV(a, co): -- N(I((a, co)) (a), V(a, co): = N(K (a, co)) (a), 

S(a, co), S(a, co) 
((a, c o ) e ~  x ~?). 
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Beweis. Es wird eine Variable S(a, co) angegeben, so dab S yon beliebig hoher 
Ordnung bezfiglich # |  integrierbar ist und (i) und K'(a, co)cKs(a, o,) gelten; 
eine ganz 5hnliche Rechnung (die weggelassen wird) liefert eine von beliebig 
hoher Ordnung integrierbare Variable S mit K ) c  K~. 

Nach Lemma 1 gibt es eine Konstante 2 so, dab alle Partikeln a~eazJC/, 
die in K starten, im Zeitintervall [0, 1] innerhalb der Kugel mit Radius 2S(a, co) 
bleiben (ohne Einschr~inkung kann S > 1 angenommen werden). Setze 

S(a, co): =max  {relR: r -  S(a, co)]/r<)oS(a, co)+ R}, 

also 

- 1  sV s +R, 

g~['(/].S-t-�88 CfP(#@Q ) fiir alle p ~ N  nach Lemma 1. 

Aus a~ r K s folgt: 

max [xi(t; a, co) - all >[ai[- S(a, co) log+ (ai) rain [xi(t; a, co)l>lail-oxt<<_ 1 
O-<t~l _ - -  

=> la l-S(a, co)+R 

nach Definition yon S(a, co); daraus ergeben sich Behauptung (J) und die Be- 
ziehung K'(a, co)~K~(a,o~), (iii) folgt aus F<la l  S ~, V<[al VS~ und ( J l a ) .  

b) Eine notwendige Bedingung fiir ReversibilitSt 

Definition 8. Sei Ke~o ;  @K sei die Menge aller Funktionen f :  ~'[---, IR rnit folgen- 
den Eigenschaften: 

(i) f = f o XK, 

(ii) f i s t  zweimal stetig differenzierbar. 

(iii) ]lfll < o% wobei llfH definiert ist als die kleinste Zahl mit [f(0)l < Irfll 
(r sei die Konfiguration, die keine Partikeln enth/ilt), max{tf(a)l ,  ]DJ(a)[, 
[D~f(a)l, IDa, f (a)[} <= jrfll N(K)(") fiir alle (if, a)ed//* und (~, q, a)eJA ~**. 

Lemma 3. Sei c eine D-Funktion, #EN(c), KeCK, G wie in Definition3. 
Dann gilt fiir aIle f ,  ge~K: 

#(da) f(a) G g(a)=~ #(da)g(a) G f(a). 

Beweis. Mit E, bzw. Ee werde der Erwartungswert beztiglich # bzw. Q bezeichnet; 
x(t) sei eine reversible #-L6sung; die Bezeichnungen aus Definition 7, Lemma 1 
und Lemma 2 (K',/s etc.) werden tibernommen. Es gentigt, zu zeigen: 

(a) lira 1 ,~o t lEe f (x( t ;  a))- f(a)] = Gf(a) #-f.s., 

(b) es gibt eine Funktion heS~ 1 (#) mit 

1 
Ig(a)l max - - [ E n  f (x( t ;  a))-f(a)l<h(a) #-f.s. 

O--<t--<l t 
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Ffir a = {al, a2,. . .} und ~ = al werde definiert: 

~(t; a, co),=xi(t; a, co); co~(t), =coi(t), 

h~(t;a, co):= dsc(~(s;a, co),x(s;a, co)), 0 < t _ l .  

Wenn bei festem t, a, co gearbeitet wird, werden im folgenden (ebenso wie bei 
co~(t) die Variable t) die Argumente weggelassen. Seien a e ~  und eine Funktion 
p : I R ~ I R  gegeben; wenn der Zusammenhang klar ist, wird einfach ~ P ( 0  
anstelle ~ p(~) geschrieben. 

{~a 

Nach Bemerkung 2 gilt folgende Taylorentwicklung: 

f (x (r; a, co)) = f (a) + S 1 + S 2 + R (t) 

mit 

S ~ : :  ~ {�89 f(a),c(~,a))+�89 (D~ S(a),i ds[c(~(s),x(s))-c(~,a)-]) 
( eK  0 

+ (Dr f(a), cor 

Sz, = ~ {�89 ( D~, f (a) h~, h.) + ( D~n f (a) hr co,) +�89 ( D{. f (a) co~, co.)} 
~ , .~K  

und [R(t)l ~ R  1 + R 2 + e3, wobei die R i folgendermaBen definiert sind: 

M(t): =max  {IDa. f(b)-D~, f(a)1: if, t/~/s co); be Jr' ist vonder  Form 

{~+k~:~aag(a,m)} mit ]kel<lhe[+]coel ftiralle CEag(o,o)}, 

Rl(t): =M(t)  ~ [(h~, h.)l, 
~, . eg (a ,  o) 

g2(t  ) : =M(t)  2 [(h~, co.) [, 
(, rta g (a, o) 

R 3 (t): = M(t) ~ I(o)~, c~,)l. 
~, t i e r  (a, co) 

Die Anzahl der Summanden in S 1 bzw. $2 ist gleich V(a) bzw. V2(a), weil f(a) 
nur von den Punkten (eaK abh~ingt; weil V(a) nicht von co abh~ingt, kann man 
$!, S 2 wie iiblich behandeln. M und die Summen in den Restgliedern hgngen yon 
K(a, co) ab, so dab man hier genauer mit Hilfe von Lemma 2 absch~itzen muB: 

Setze M(t): =g(a)M(t);/~i(t) sei analog zu Ri(t ) definiert, indem man M(t) durch 
M (t) ersetzt (1 < i <__ 3). 

Vorbemerkung. Es ist max M(t)e~P(#| ftir alle p e n  (woraus mit dem Satz 
o<t_<l  

yon Lebesgue auch lim E a max M(s)=O #-f.s. folgt), well fiir f c ~  K gilt: 
t$O O<s<t  

[D~n f(a)] < I]f[I N(K)(") bzw. ID~ f(a)l < Ilfll N(~)(a) 
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fiir alle ((, t/, a)eJ[** bzw. ((, a)e JiZ*, also 

max IM(t)l ~2  Itgll N(~)(~)+~ Nfll N(I~)(a) 17Z(a, co), 
0_<t_<l 

so dab aus (3-- 1 b) und Lemma 2 die Behauptung folgt. 
Es ist zu zeigen: 

(a) E, \o __< t max ~lt EQ/~l(t))<oo , 

(b) E, \0__<t__<l(max 1 EQ/~2(t)) <oo ' 

(e) E, ,0__<t__<1(max 1 Eo/~3(t)) <oo" 

Die weiteren erforderlichen Absch~itzungen k6nnen dann analog zu den folgenden 
Absch~itzungen (a), (b), (c) durchgeftihrt werden: 

(a) I(hr h.)l ~ t 2 ( m a x  I c(((s), x(s))l) ( m a x  I c (t#(s), x(s))l); 

fiir ~ e / (  folgt wegen Lemma 2 (ii) (K' ~ K) und Definition 4, (D 3): ffir alle s _-< 1 
ist Ic(C(s),x(s))l<=D.P(a, co). Daraus folgt: ~ [(hc, h,) l< 

t 2 172(a, co)- D 2- P2(a, co), so dab zusammen mit der Vorbemerkung aus Lemma 2 
die Behauptung (a) folgt. 

(b) I (h~, co.)[ _-< t.  (om_< ax I c (~ (s), x (s))l) (om_<ax l co. (s) l) 

__<t. DV(a, co) max Ico.(t)l ((eax) 
O - t _ l  

<= t. D ~'(a, co). T(a, co) log+ (~) (Lemma 1) 

< t. D V(a, co). T(a, co). S(a, o9), 

well r/~/( und mit den Bezeichnungen von Lemma2 S der Radius v o n / (  ist. 
Also ist ~ I(h~, con) l <t"  172. D V. r .  S, so dab wie in (a) die Behauptung 

(b) folgt. ~' " ~  

(e) E. ~'max 1EQ{_M(t ) ~, I(codt),c%(t))]}} 
~" [ 0 < / < 1  ~, r/s/i(a, o) 

< E, ~(EQ( max M(t)2)) 1/;. 
( O<t<l  

Man kann nicht sofort schliel3en, dab 

max {Eo Xo-, 

von t unabh/ingig ist, well der Summationsbereich (~, r/~/((a, co)) von o) abh~ingt; 
es sind weitere Absch~itzungen erforderlich. Es gentigt (Cauchy-Schwarzsche 
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Ungleichung), zu zeigen: 

o, \ / t  Vt l / 3 

Dazu kann abgesch~itzt werden: 

N E e (  I7z (a' c~ ~,,~.~ le(.,.)(~)1~,., o,)(t/)\l/t/e)~(t)' en(t)~l//~/2) 

< 2 {S Q(do) lx~~ 1~o,o~)(~) ~7~(a, co)}~/~. 
~,l/ea 

�9 max ({Ee I (co 1 (1), ool (1))14} 1/2, {Ee I ((o 1 (1), c~ 2 (1))14}1/2), 

wobei der letzte Faktor unabh~ingig yon t, a, ( und r/ist. 
Es bleibt zu zeigen: 

~#(da) Z { ~ Q_.(do~) 174(a, co)}~/4<oo. 
K(a, og)~r I 

Zu jedem i eN  gibt es eine mel3bare Abbildung ti:Jg--.IR~w{~ } so, dab fiir 
alle KE~ o und aeJr 

N(K)(a)=#-{i:ti(a)eK} (numeriere die Partikeln in a z.B. nach Polar- 
koordinaten durch und setze t~(a)= o% falls N(IR v) (a)< i). 

Es ist zu zeigen: 

~#(da) { ~ Q(de))174(a,(o)It/2<oo; 
i, j >>_l K_ (a, oo)~ ti (a) 

K(a, ~o)3tj (a) 

mit zweimaliger Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung: 

~, ~ #(da) { ~ Q(dco) I74(a,(o)} ~/2 
i, j >= 1 1,7 (a, o~) ~ t~ (a) 

F, (a, o~)~ t j (a) 

<2 2 { [.[. #(da)Q(dco) 174(a, co)}1/2 
i = 1  j = l  K_(a,m)~ti(a) 

K(a, o))gtj (a) 

<2 2 n{ ~ #(da) Q(&o)174(a,(o)}l/2 
n > l  V ( a , m ) > n  

<2 • n(#| {I7>n}) 1/4 �9 (~ #(da) Q(doo) 178 (a, (o))'/4; 
n>_l 

nach Lemma2 ist ~ # |176  weil (#@Q{J,  Yl~ 2 .... eine 
n_>-i 

fallende Folge ist, gilt lira n #|176 insbesondere #|  {I71~ >n} 
? 1 ~ o O  

< - -  fiir fast alle n, also auch 
n 
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_ < 1 
# |  {17>n} = # |  {171o >nlO} = n  ~ far fast alle n. 

Deshalb folgt aus 

( 1  ~1/4 1 
E n(#@Q{I7>n}) ~/4<c~ E n. \~y~] --const. E ~ < ~  

n>l n>l  n>l  

die Behauptung. Damit ist Lemma 3 gezeigt. 
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4. B e w e i s  des  S a t z e s  

Es soll gezeigt werden: Sei c eine D-Funktion, #~ N (c). Dann gilt ffir alle K e ~/U, 
((, x )~J /*  mit d((, KC)>R: 

(1) c((,x) rc(K)(x)--Dr ~(K)(x)=0. 

Wegen der Stetigkeit von c, rc (K) und ((, x)--,Dr ~(r~)(x) geniigt es, (1) far alle 
((, x)e~#* zu zeigen, fiir die gilt: N(c3K)(x)=O; wenn (Ex, t / e x \ ( ,  dann ist t/=t= (. 

Sei (4, z) e ~ *  ein fester Punkt mit d(4, K ~) > R, N(0K) (z) = 0, z = {z,, ..., z,} 
mit z i # zj fiir i#:j, z~ = 4- Sei l eine feste nattirliche Zahl mit 1 _<l< v, F: ~ *  ~ 1R 
sei die l. Komponente der Funktion ((,x)~--~c((,x)n(r~162 Die 
Annahme F({, z) > e > 0 wird zu einem Widerspruch gefiihrt: 

a) Definition yon f u n d  g 

Funktionen von IR ~ --+IR bzw. 1R ~ --+IR werden mit p, a bzw. z, fi bezeichnet, 
daraus werden Funktionen auf ~/~ konstruiert, die mit f ,  g, h bezeichnet werden. 

U 1 sei eine offene Kugel um ~ mit 

(2) d(G, KO>R, 
(3) ~r wenn ( e z \ ~ .  

Eine Umgebung von z (in der vagen Topologie auf ~#r~) werde definiert durch 

(4) U . ' = { x ~ K :  N(K)(x)=n, max F ( ( , x ) > @  
~ x u  a 

Es gibt zweimal stetig differenzierbare Funktionen p~ . . . . .  G und Pl . . . .  , ~. auf 
]R ~ mit folgenden Eigenschaften (1 =< i, j =< n): 

(5a) O<=pi<l, 0 < ~ i < 1 ,  pi(zi)=l, 

(5b) wenn &(x)>0,  d a n n i s t ~ i ( x ) = l  (xelR~), 

(5c) s u p p ~ c / s  s u p p ~ l c U l , s u p p p l c ~  UI= { 

(5d) supp ~i c~ supp ~ j = ~  (i=l=j), 

far i#:l,  
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/R 

[ I ] -~R v 
z 1 Z2 z n 

I.. K =I 

Abb. 1 

Sei fl: IR 1 -+ IR eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit 

(6a) 0 < f l < l ,  

(6b) /?(x) = 0 

Siehe Abb. 2. 

fiir I x -  II >�89 und fi(x)= 1 fiir I x -  11 <�88 

/R 

11 / 
1 

Abb. 2 

i =/R 
2 

Definiere h: dr --+ IR durch 

(7) h(a).'= I~I [(fl(~, pi(0)). ( ~  pi(0)]; dann gilt: 
i=1 ~Ea ~ea 

(Sa) h(a)=0, wennN(supp&)(a)#l f i i r e in i  mit l<_i<n 

(Sb) Ih(a)[<l fiiralle aeJ~ ,  

(8c) auf {a: h(a)>0} gibt es genau einen Punkt v(a)sa, der den kleinsten Ab- 
stand zu ~ hat 

(8d) fiir alle xEd / r  mit N(K)(x)=n und h(x)>0 gilt F(v(x),x)>e (Folgerung 
aus (5 e), v(x) wie in (8 c)). 

Definition von ~: 

(9) 6.'= S A(K)(dx) max F(~,x)h2(x) . FI (~  pi(O) 2. 
N (K) (x)  = n { e x ,  (eUt 
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Aus (8 c), (8 d) und (7) folgt: 

(10) 5 =  ~ A(K)(dx)F(v(x),x)h2(x)" FI (~  pi(()) 2 
N(K)(x)=n i = 1  ~ x  

>=e, ~. A(r)(dx)h2(x) f i  (E pi(~)) 2>0. 
N(K)(x)=n i = 1  ~ex 

Definition von L: 
Aus Definition 4 (D3) und ( J 2 c )  folgt 

[F(~, x)[ <D. N(K)(x). C~(K)(:')+ C~ (K)(~) fiir alle ((, x)e Jd~, 

also ~ A(K)(dx) naaxIF((,x)l<oo. Deshalb kann man einen Wtirfel L ~  mit 

folgenden Eigenschaften finden: 

( l l a )  

( l lb )  

@ s u p p  ~cL=LcI~, 
i = 1  

[. A (~:) (dx) max r F((, x)l < g. 
~Ex N(K-L) (x)> 0 

Es gibt eine zweimal stetig differenzierbare Funkt ion a auf IR * mit folgenden 
Eigenschaften (s. Abb. 3): 

(12a) 0 < a < l ,  

(12b) {x:a(x)=O}cI(,  a ( x ) = l  

(12c) a(x)= ~ pi(x) fiir x~L. 
i = l  

far xCK, 

R 

K 

/ /9~  

, ,I ] ~/R ~" 
_1 r l  

Abb. 3 

Es gibt eine zweimal stetig differenzierbare Funkt ion v: IR ~ --+ IR, so daB gilt 

(13) / (, falls [(I~[L[ 
z(()= +constant ,  falls ( ~rKI 

[ -cons tan t ,  falls ( ~ - IK[ .  
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Definition yon f, g: ~( ~ IR: 

(14) f(a):=h(a), l-[ a(~), 
{ea 

(15) g(a):=f(a),  z(p(~ ~. fia(~))), 
Koordinate ist. ~ 

wobei p ' I R ~ I R  die Projektion in die l. 

Die Funktionen f u n d  g haben folgende Eigenschaften: 

(16) Mit v wie in (8 c) folgt 

(17) 

(18) 

(19) 
mit dem oberen Index (k) bezeichnet. Dann gilt mit (13a) und (16): 

~f(a). p(v(a)), falls f (a)>  0 
g (a) = (0, sonst 

f, gE~K 

D~.f(a)=Dr fiiralle (~,a)eJr mit {eaK. 

S ei (~, x)~ Jg*, f(x)> 0; die k. Komponente eines Vektors (1 < k <__ v) werde 

(19a) 

(19b) 

(20) 

(21) 
(12c) und (14)) 

D(k),tx~_J(D~k)f(x)).p(v(x)), falls {*v(x) oder k~=l 
st ,-).(D~Of(x)).p(v(x))+f(x) ' falls {=v(x) und k=l. 

Ac g(x)=(Ar f (x)) . p(v(x)), falls ~=t= v(x), 

f ( a )=0  ftir N(L)(a)>n (aedg) (Folgerung aus (8a), (12c) und (14)). 

Fiir xed/Z K mit N(K)(x)=n ist f2(x)=h2(x) [I (~ pi({))2 (folgt aus (8a), 
i=1 ~Ex 

(22) [f(a)l < 1 fiir aeJr 

b) Ein Widerspruch zur Annahme F({, z)> 0 

Nach Lemma 3 gilt: 

(23) j" #(da) f(a) �89 ~ [(c(~, a), D~ g(a)) + Ar g(a)] 
{ea 

=~ #(da) g(a)�89 ~ [(e({, a), D~ f(a)) + A~ f(a)]. 
{sa 

Aus (16), (19a) und (19b) folgt: 

(24) #(da) f(a) �89 ~ [(c(~, a), D; g(a)) + A~ g(a)] 
~ a  

=f #(da) g(a) �89 2 [(c(~, a), D; f(a)) + A; f(a)J. 
r162 
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(23) und (24) ergeben 

(25) At(da) f(a) ~ [<c(~, a), Dc g(a)> + zl~ g(a)] 
#ea 

=[. #(da) g(a) ~ [(c((, a), D~ f (a))  + A~ f(a)]. 
{ca 

~eU~ 

Wegen (2) und Definition 4 (D2) ist die Funktion a~--~ 
23K-me13bar. Aus (25) und (J-2 a) folgt deshalb ;ca reua 

(c(~, a), D; f (a))  

(26) [. A ~) (dx) rc (K) (x) f (x)  ~. [(c((, x), De g(x)) +Ar g(x)] 
~ex 

~'eU~ 

=[. A (K) (dx)~z (m (x)g(x) ~, [(c(~, x), D; f ( x ) >  + Ar f(x)J. 
{~x 

~U1 

Sei msN gegeben, x=(x  1 . . . .  , Xm)EK"~; f ,  g werden als Funktionen auf K ~ auf- 
gefal3t verm6ge f (x 1, ..., x~): = f {x 1, ..., xm}, entsprechend sei 

c(xl, x):=c(x i, {x 1, ..., xm}), D~ f(x):=Dx~ f {x~, ..., xm}; 

dxl sei das Lebesgue-MaB aufK (1 < i <  m). Wie beim Beweis von (25) aus (23) und 
(24) folgt: 

(27) dxl . . ,  dx,, ~c (m (x) {f(x) ~ [(c(xi, x), D~, g(x)) +A~, g(x)] 
K m i: xi~Ut 

-g (x )  ~ [(c(xi, x), D~, f ( x ) )+Ax ,  f(x)]} 
i: xi~U1 

= ~ ,  [. d X l . . ,  d x  m E(K)(X)  { f ( x )  [ ( C ( X i ,  X), D ~  g ( x ) )  + A ~ ,  g ( x ) ]  
i=1 K m 

- g(x) [ (c(x~, x), D~ f (x) ) + Ax, f(x)]}. 

Die letzte Zeile kann mit (18), (19a) und partieller Integration (vgl. den Beweis 
von Satz 1 (I)) umgeformt werden zu 

(28) [. dxl ... dxm (~(g) (X) C(X i, x)-- Dxi ~(g) (X), f (x) Dx~ g(x)--g(x) Dx, f (x ) )  
i= i  K m 

= S dx l . . ,  dx,~ F(v(x), x) f z  (x). 
K m ~ (f(x) > O} 

Aus (26), (27), (28) folgt: 

(29) 0=~ A (K) (dx) F(v(x), x) f2(x). 

Aus (20), (21), (29) ergibt sich 
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(30) 0 =  S A(r)(dx)F(v(x) ,x)h2(x)  ~1 ( ~  p,(0)2+ 
(N(K)=n} i=1 {ex 

+ ~ A (K) (dx) e(v(x), x) f 2  (x)= 
( N (K) > n} 

= ~ A(~)(dx)Ir~axF(r ~I ( E  p,(~))2+ 
{N(K)=n} ~eUt i=1 ~ex 

+ I A (m (dx) F(v(x), x) fa(x) .  
(N (K) > n} 

{ N ( K - L ) >  O} 

Nach (9) ist der erste Summand gleich 6, der Betrag des zweiten nach (22) und 
(~b) 

N ~ A(K)(dx)n~ax[F(~,x)[<(5. 
{N(K-L)>.O} 

Dies ist ein Widerspruch, also F(~, z)= 0 gezeigt. 

c) Beweis des Satzes 

Sei Ke~/r definiere UK:///K---,IR durch U~(x)=-logn(~)(x) .  Nach Abschnitt 
4b gilt fiir alle (~, x) e dr mit d(~, K~)>R: 

c((, x) n (t() (x)-D~ ~t (K) (x)= 0, 

also 

c((, x) = - D~( - log rc (r) (x)) = - D~ U~: (x), 

womit Aussage (1) des Satzes bewiesen ist. 
Sei c durch eine S-Funktion g' definiert, # e ~ (c); seien K, Lo, L ~r K c L o ~ L 

mit I Lo[ > [KI + 2 R; ftir disjunkte Mengen A, B e E, x e JP/A, Y e ~r bezeichne x y 
die Konfiguration, die genau die Partikeln von x und von y enth~ilt. Nach (Y--2 a) 
gilt fiir alle Be~3r( und g-fast alle a ~ :  

(1) #(B [XL_r,  N(K))(a)= {#({x: N(K)(x)=N(K)(a)}IXL_K)(a)}  -1. 

S A (r) (dx) re(L) (x a L_ ~) 
B m ~N (K) (x) = r~ (r) (,)~ re(L- K) (a L- ~0" 

Seien (~,x)~J/* und acid/ gegeben; aus d(~,/5)>R folgt D~(Iog~(L)(XaL_K)) 
=C(~,XaL_K)= --D;[�89 }-' gJ(~--~)+ ~ ~(~--t/)]; also gibt es einen Faktor 

~ x  ~ex 
rlex~. ~ tleaL - K 

ZIc.c.N(K)(~); . . . . .  der yon K, L, N(K)(x )  und aL_ K abhgngt, mit 

rc (L) (x a L_ K) = ZK. L. N(r)(,); . . . .  exp [ - U~ (x) - W~ (x [ a L_ r)], 

demnach gilt mit einem Normierungsfaktor Z~, L. N(K)(*); aL-~, 

~c (L) (x aL- K) 
(2) 7.~(L-- K) ( a  L _ K )  ~- Z K "  L, N(K)(x);  aL - K exp [ - Uz((x) - WI( (xLaL_ ~()] ; 
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zur Berechnung von ZK, r., N(K) (~); aL- K : sei n ~ N gegeben; 

(K) ~(L) (x a L_ K) 
# ( { N ( K ) = n }  I X L _ ~ : ) ( a ) =  ~ A ( d x )  ~ f - _ - ~ ( a ~ _ K )  

{N (K) = n} 

= ~ A(~I(dX) ZK, L,N(r)(x); . . . .  exp[--UK(X)--WK(xIaL-K)] 
{N (K) = n} 

Z - 1  
~- K,L,n, aL -K  " AK,  n;aLo_K 

mit 

A - 1  
K,n;aLo-K " ~" 

{N (K) = n} 

so dab folgt: 

A (K) (dx) exp [ -  Ur - WK(xiaL_K)], 

(3) ZK, L,,;,~_K=AK,,;a~o_~, g({N(K)=n}IXL_K)(a ). 

Aus (1), (2), (3) und lim kt({N(K)=n}IXL_K)(a)=p({N(K)=n}l~3KO(a ) #-f.s. 
L t~Y 

folgt nach Bemerkung 1:#  ist kanonisches Gibbs-Ma$ zum Potential 7/. Damit  
ist alles gezeigt. 
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Eingegangen am 8. August1976 

Nachtrag bei der Korrektur 

l. Die Konstante A in der Aussage von Lemma 2 (Teil I, S. 63) h/ingt yon t o ab. 
2. Die Frage in Bemerkung 3 (Teil I, S. 62) kann positiv beantwortet werdcn (Mitteilung von Prof. 

H. Rost). 


