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Summary. We show that a Banach space valued random variable X such 
that lim t 2 lP{llXll>t}=0 satisfies the central limit theorem if and only 

t ~ a O  

if the following criterion on small balls is fulfilled: 

foreach e>0 ,  l iminf lP{  ~nn < @ > 0 .  

Along the line of ideas used in the proof  of this characterization, we 
present in addition a result obtained with J. Zinn on an almost sure random- 
ized central limit theorem: if (and only if) IE[]XH2< o0, in order that X 
satisfy the central limit theorem, it is necessary and sufficient that for almost 

eve ryco thesequence (~ i=  giXi(c~ c~176 
(g~)~ denotes an orthogaussian sequence independent of (Xi)i~. 

1. Introduction et r6sultats pr@liminaircs 

Soit B un espace de Banach (r6el). Par variable al6atoire fi valeurs dans B, 
nous entendons une application mesurable X d'un certain espace probabilis6 
(f2, ~ ,  IP) fi valeurs dans B muni de sa tribu bor61ienne N, telle que l'image 
de P par X d6finisse une mesure de Radon sur ~ ;  de fa~on 6quivalente, X 
prend presque sfirement ses valeurs dans un sous-espace s6parable de B. Pour 
tout entier n > 1, on pose Sn = X1 + . . .  + Xn off (X31~N d6signe une suite de copies 
ind6pendantes de X. La variable al6atoire X est dite v6rifier le th6or6me limite 

central (TLC) si la suite (S,/]/-s converge pour  la topologie 6troite sur (B, 
N) vers une mesure de Radon  gaussienne. Une variable al6atoire r6elle X v6rifie 
le TLC si et seulement si EAr= 0 et IEX2< Go. D'apr6s le crit6re de Prohorov,  
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pour qu'une variable al6atoire X fi valeurs dans B vbrifie le TLC, il faut et 
il suffit que pour tout e > 0 il existe un compact K de B tel que l'on ait 

l im inf  s" >__ 

Comme il est bien connu, ce crit6re s'interpr6te de fagon 6quivalente de diverses 
mani6res; par exemple, si (et seulement si) pour tout e > 0, il existe un ensemble 
fini A c B tel que l'on ait 

(1) l i m i n f ~  {d S. 1 -  

off d(x, A)= in f{ l l x -y l l ;  y~A}, alors X v~rifie le TLC. La marne propri6t~ 
(1) lorsque A est un sous-espace de dimension finie de B caract6rise 6galement 
la propri6t6 de limite centrale, si du moins la variable X la v~rifie scalairement 
ou, autrement dit en vertu du TLC sur la droite, si X est faiblement centr~e 
et faiblement de carr~ int6grable (i.e. pour tout f du dual de B, N f ( X ) = 0  
et IE f 2  (X)< oo). (Pour ces propri6t~s, ainsi qu'une description g~n6rale du TLC, 
cf. par exemple lAG].) 

L'esprit g~n~ral de ces diverses conditions caract6rise le TLC fi partir de 
propri6t6s sur les grandes boules de l'espace. Le propos de ce travail va 8tre 
de d~crire une caract~risation du TLC fi partir d'un crit~re portant sur les 
petites boules, en pr6sence d'une condition n6cessaire sur la loi de la norme 
de la variable consid6r6e. I1 est ais6 de constater que si X v6rifie le TLC, pour 
tout e > 0, 

(2) l i m i n f l P { ~ n n  < @ > 0 " . ~ o o  

En effet, si G d6signe la variable al6atoire gaussienne centr6e limite de la suite 

(S./]/n).~, par d6finition, 

l i m i n f P {  ~nn <~}>IP{HGI,<~}.  

Or, il est bien connu que pour une mesure de Radon gaussienne centr6e, toute 
boule centr6e fi l'origine a une masse positive [DHJS].  Pour la commodit6 
du lecteur, nous indiquons une rapide d6monstration de ce fait. Notons  tout 
d 'abord que pour tout ~ > 0 et tout x de B, 

(3) (F { II G -  x II < ~})2 < ~, { II G 11 < ] ~  e} ; 

en effet, si G' d6signe une copie ind6pendante de G, par sym6trie et ind6pendance, 

(IP{ H a - x H  <e})2--IP{ [I G - x H  <5} IP{II G'+xll <~} 

<IP{ II(G-x)+(G' + x)H <2~} 

=IP{II GII <]f12 ~} 
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car G + G' suit la loi de 1/2 G. Supposons alors l'existence d'un r6el e o > 0 pour 
lequel IP{IIGI] < % } = 0 .  G &ant de Radon, il existe une suite (x,) dans B telle 
que 

P ? n : l l G - x n H <  =1. 

Mais alors, par (3), 

11 8 }  I<~IP G-x.II < = 0  

fournissant ainsi une contradiction. I1 est fi noter que cette propri&6, pour une 
mesure gaussienne centr6e raisonnable, de charger toute boule centr6e fi l'origine 
est en fait essentiellement 6quivalente fi ~tre de Radon comme le montrent, 
par exemple, certains des arguments cit6s fi la fin de cette introduction. 

Ainsi, si X v6rifie le TLC, l'6v6nement {llS,/]/nll <~} se r6alise avec une 
probabilitb sup6rieure fi c~>0, ~ pouvant cependant 6tre tr6s petit. I1 est d'un 
int6r~t th6orique de savoir si la condition a priori tr6s faible (2) entralne r6cipro- 
quement le TLC. Le r6sultat quelque peu surprenant de cet article est une 
r6ponse positive /t cette question, en pr6sence de la condition limt 2 lP{llXl[ 

t - -+  oo 

> t} = 0, n6cessaire pour que X v6rifie le TLC. Ceci avait 6t6 6tabli pr6c6demment 
par le second auteur, qui a introduit le probl6me l-T], pour des variables X 
satisfaisant IE IIXl[2< or, une condition d'int6grabilit6 qui n'est toutefois pas 
n6cessaire en g6n6ral pour le TLC. Dans [L], le r6sultat est obtenu dans certains 
espaces de Banach. Le th6or6me s'6nonce: 

Thbor+me 1. Soit X une variable al~atoire gt valeurs dans un espace de Banach 
B; pour que X vdrifie le TLC, il faut  et il suffit que les deux conditions suivantes 
soient remplies : 

(i) lim t21p{llX][ > t } = 0 ;  
t + c O  

(ii) pour tou te>O,  c t ( e ) = l i m i n f ~ { ;  < @ > 0 .  

La condition sur les petites boules (ii) est fi comparer fi certaine caract6risa- 
tion du TLC bas6e sur des in6galit6s de concentration que d6crit la proposition 
suivante. La premi6re partie de celle-ci nous sera pr6cieuse par la suite. La 

suite (Sn/]/-s est born6e en probabilit6 si pour tout ~>0  il existe un r6el 
A tel que l'on ait 

l iminfIP~ S ,  < A ; _ > I - ~ .  
"-~ ~.lr]/nll J -  

Proposition 2. Soit X une variable al~atoire gt valeurs dans B. 

(i) Pour que la suite ( S , / ~ ) , ~ N  soit bornOe en probabilitd, il faut  et il suffit 
qu'il existe un rOel A tel que l'on air 

(4) liminflP{,~oo S~n < A } > 0 .  
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(ii) Pour que X vdrifie le TLC, il faut et il suffit qu'il existe un compact 
K de B tel que l'on air 

DOmonstration. Comme nous l'avons annonc6, la preuve repose sur une in6galit6 
de concentration pour sommes de variables al6atoires ind6pendantes; nous rai- 
sons usage de l'in6galit6 semble-t-il la plus pr6cise due / t  M. Kanter [K], mais 
d'autres moins pr6cises comme celle de L. Le Cam [LC] font 6galement l'affaire 
pour ce qui nous concerne. Nous nous contentons de la preuve de la partie 
(i); en remplagant la norme par la jauge du compact suppos6 convexe K, (ii) 
s'6tablit de la m~me fagon. Supposons tout d'abord X sym6trique. Fixons un 
entier n__> 1 et notons que si Y, Y1 . . . .  , Y,, d6signent des copies ind6pendantes 

de S,/]/~, ~, YJ]/~ a m~me loi que S , , , / ] / ~ .  En vertu de (4.1)de [K], 
i = 1  

< g  1+ IP{ II Y~II >Al fm} 
i = 1  

3 (1 +mIP{ IL Nil >A]fm})  -a/2 
2 

Si c~>0 v6rifie P{ Ilsk/l/klt <A} >~ pour tout k > k  o assez grand, il s'ensuit que 
pour tout m > ko, 

m ]P{ [[ YI[ > A~/m} <_- 4 - -~ -  1. 

Cette borne est obtenue ind6pendamment de n; ainsi, pour tout m > k0, 

sup ,{. 
I1 s'ensuit imm6diatement que la suite (S, /] /n) ,~ est born6e en probabilit6. 
I1 est ais6 de v6rifier fi partir de cette estimation que l'on a aussi 

(6) M = s u p l E  ; <oe.  

Si X v6rifiant (4) n'est pas sym&rique, d6signons par X' une copie ind6pendante 
de X; alors, la variable al6atoire sym6trique X - X '  v6rifie 6galement (4), avec 
peut-~tre 2A au lieu de A. On d6duit alors en particulier de (6) que 
E [ [ X - X ' I [ < ~ ,  et donc IEIIX[] <o9. En vertu de la loi des grands nombres, 
S,/n ~ E X  presque sfirement et n6cessairement IEX = 0  par comparaison avec 
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(4). L'in6galit6 de Jensen sur la propri6t6 (6) montre alors que la suite (S,/~/n),~N 
est born6e dans L1, donc aussi en probabilit6. Ceci 6tablit (i) et conclut la 
d6monstration de la proposition 2. 

Au vu de la proposition pr6c6dente, l'effort consenti pour 6tablir le th6orame 
1 va paraltre important;  il est possible qu'une d6monstration plus directe existe. 
I1 appert cependant que le r61e jou6 par la condition (i) est crucial; si, comme 
le montre la d6monstration de la proposition 2, (4), et donc 6galement la condi- 
tion plus forte des petites boules (ii), entralne que sup t 2 IP{ H X I[ > t} < 0% nous 

t>0 
donnons un exemple en fin d'article montrant  que (i) ne peut atre 61imin6e 
en g6n6ral. Cette condition (i) est en fait li6e au comportement de la fonction 

e ( e ) = l i m i n f P {  ~nn <e}  

Pour les grandes valeurs de e. Ceci est illustr6 dans le lemme 616mentaire suivant 
duquel nous d6duirons plus loin une d6monstration directe de la n6cessit6 de 
(i) pour que X v6rifie le TLC (&ablie en [AAG, PZ]). Ce lemme peut aussi 
atre d6montr6/L partir d'une version des in6galit6s de Kanter;  nous pr6f6rons 
suivre [J] et utiliser les in6galit6s de Borel-Cantelli et de L6vy. 

Lemme 3. Supposons X sym4trique et telle que ~(e0)>3/4 pour un Co>0. Alors, 
pour tout e > Co, 

lim sup t 2 IP { [[ X [I > t} < 12 e2 (1 - a (e)). 
t~oO 

D~monstration. Soit e>eo;  notons que d'apr6s le TLC en dimension finie (et 
la proposition 2), a(e)< 1 (si du moins X n'est pas d6g6n6r6e). I1 existe un entier 
no=no(e) tel que, pour tout n>no, 

p {  S~n n } 3  1 <e  >gc~(e) 2" 

D'apr6s les in6galit6s de L6vy pour variables sym6triques, 

P{max IIX, H > el/n} <21P{ II & I[ >qfs  < 3 - 3 c~(e), 
i<n 

et donc, par ind6pendance, 

1-(1-1P{IIX[I > e[/n))" < 3 -  3~(e). 

Comme Log(i-x)__< - x  pour tout r6el x <  1, on a 

n B?{ [IX I[ > e ]~}  < -- Log(3 c~(e)-- 2) = - Log [ 1 - 3 ( 1  - c((e))]. 

De plus, L o g ( i - x ) > - 2 x  lorsque 0 < x < 3 / 4 ,  et donc, pour tout n>no, nous 
avons obtenu 

nlP{[IXH > el/n} <__ 6(1-~(e)). 
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I1 existe un r6el to(e) tel que s i t  >= to(e) on puisse trouver un entier n > n o v6rifiant 

e ~ < t < e n ~  1 ; d'apr6s ce qui pr6c6de, 

t 2 ]P{ IJXH > t} <e2(n+ 1) IP{ IIX [I > e ~ }  __< 12e2(1 - e(e)) 

ce qui d6montre le lemme. 
Si nous suivons un argument de G. Pisier [P1], d6jfi employ6 lors de la 

d6monstration de la proposition 2, consistant /t remplacer X par S,/] fn pour 
chaque n dans l 'argument pr6c6dent, celui-ci fournit une autre d6monstration, 

plus simple, du fait, 6tabli dans la proposition 2, que si la suite (S,/~n),~N 
est born6e en probabilit6, elle l'est aussi dans Lp pour tout p < 2. 

Comme nous l'avons annonc6, il d6coule imm6diatement de ce lemme que 
si X v6rifie le TLC, alors lim t 2 P { l l X l l > t } = 0 .  En effet, dans ce cas ~(e) 

t---~ oO 

-->P{ I[ Gll <e} off G d6signe la gaussienne limite, et donc, pour e suffisament 
grand, 

lim sup t 2 �9 { II X U > t} __< 12 ~z p { II a [I > e}. 
t ---~ oO 

En vertu des propri6t6s d'int6grabilit6 des vecteurs gaussiens IF], lim e 2 
~---~ co  

P{ n G 11 >e} =0 ;  l'affirmation pr6c6dente est ainsi 6tablie, au moins dans le cas 
sym6trique, le cas g6n6ral s'en d6duisant par sym6trisation. 

La d6monstration du th6or~me 1 repose sur les r6centes id6es d6velopp6es 
darts le cadre du calcul des probabilit6s dans les espaces de Banach: randomisa- 
tion, in6galit6s de concentration gaussiennes ou d6riv6es d'origine isop6rim6tri- 
que, arguments de martingales. Leur utilisation dans cette 6tude du crit6re des 
petites boules dans le TLC est similaire /t celle faite r6cemment pour la loi 
du logarithme it6r6 [LT2] et fournit ainsi une illustration suppl6mentaire des 
divers progr6s. Le th6or6me 1 n'est pas le seul exemple d'application de ces 
m6thodes au TLC: une discussion avec J. Zinn a permis d'6tablir le r6sultat 
suivant dont le cadre de d6monstration s'int6gre fi cet article; nous remercions 
J. Zinn de nous avoir permis d'inclure ce r6sultat fi cette r6daction; (gi)i~ Y 
d6signe une suite de variables normales centr6es r6duites ind6pendantes d6finie 
sur un espace probabilis6 ind6pendant de celui supportant les Xi. 

Th~or~me 4. Soit X une variable aldatoire gt valeurs dans un espace de Banach 
B; les assertions suivantes sont dquivaIentes : 

(i) IE rl X II 2< oo et X satisfait au TLC; 

(ii) pour presque tout co, la suite gi Xi(c~ converge ~troitement 
i n ~ N  

dans B (vers une m~me limite, celle de la gaussienne limite de la suite (S, /]/ /n) ,~).  

Ce th6or6me affirme donc que pour les variables al6atoires de carr6 int6grable 
en norme, la propri6t6 de limite centrale est 6quivalente/t la convergence d'une 
familles de suites de lois gaussiennes. Sa d6monstration est 6vidente sur la droite 



Petites boules dans le th~orSme limite central 35 

en vertu de la loi des grands nombres pour  les carr6s, et, comme nous le verrons, 
s'6tablit de fagon analogue dans ce cadre g6n6ral par l'interm6diaire d'une ver- 
sion adapt6e de cette marne loi des grands nombres. I1 est / t  noter que l'6quiva- 
lence pr6c6dente se g6n6ralise /t d'autres suites que la suite orthogaussienne 
(saul peut-atre pour  l'identification des limites), plus pr6cis6ment les suites (~i)i~ 
de variables r6elles ind6pendantes de mSme loi telles que I P { I ~ I > 0 } > 0  et ~i 
appartient fi l'espace de Lorentz L2,1. Ceci rSsulte imm6diatement de la d6mons- 
tration produite jointe fi quelques arguments cit6s par ailleurs dans l'article; 
nous nous contentons de l'~nonc6 gaussien qui est probablement le plus naturel. 

Avant de passer aux d6monstrations, il nous faut mentionner que la condition 
des petites boules contient le caractSre pr6gaussien de la variable consid~r~e. 
On dit que X est pr6gaussienne si elle est faiblement centr6e et faiblement de 
carr~ int~grable et s'il existe une variable gaussienne de mSme structure de 
covariance (comme c'est le cas par exemple si elle v6rifie le TLC). I1 est clair 

tout d'abord, en raison du TLC en dimension finie, que si la suite (Sn/l/n),~ 
est born~e en probabilit6, 1Ef (X)=0  et E f 2 ( X ) < o o  pour tout ~l~ment f du 
dual B' de B. Cette bornitude en probabilit6 entralne en fait que l'ensemble 
de L2 form6 des f(X) off f parcourt  la boule unit~ B'~ de B' est un GB ensemble 
au sens de I-D], et donc en particulier relativement compact. En effet, le TLC 
en dimension finie d6finit un processus gaussien (G/) /~I  de m~me covariance 
que X qui, par (6), v~rifie 

lEsups~,~lail<supE S~n n <o0. 

X est pr6gaussienne si l'ensemble pr~c6dent est GC et c'est d'ores et d~jfi le 

cas lorsque la suite (S,/]~),~ est born6e en probabilit6 dans les espaces de 
Banach ne contenant pas de copie isomorphe de co [PZ]. Mais c'est toujours 
le cas sous la condition plus forte des petites boules (ii) du th~orSme 1. En 
effet, dans le cadre off nous sommes et pour lequel nous pouvons supposer 
en particulier B s6parable puisque X est de Radon, le processus gaussien (Gy)y~B~ 
n'admet que des discontinuit6s non al~atoires [ IN];  comme il v6rifie 
P{sup  I a i l < e } > 0  pour tout e > 0  d'aprSs (ii) et le TLC en dimension finie, 

f e B "  I 

il ne peut en avoir et il est ainsi fi trajectoires continues. Or, ce processus a 
mSme structure de covariance que (~ gi f(lE(Xhi)))/~m off (hi) est une base 

i 

orthonormale de LE(Q , o'(X), IP); comme limite des sommes partielles, il d6finit 
donc un vecteur albatoire ~t valeurs dans B et il s'ensuit que X est pr6gaussienne. 

I1 nous reste fi signaler, avant de passer enfin aux d6monstrations des th6orS- 
mes, qu'il existe des variables al6atoires pr6gaussiennes born6es presque sore- 

ment telles que ( S , / ~ / ~  soit born6e en probabilit6 mais ne v6rifiant pas le 
TLC IMP].  Joint fi la proposition 2 et aux observations pr6c6dentes, ceci situe 
exactement la nature de la caract6risation que nous obtenons dans le th6orSme 
1. Notons  6galement que les thborSmes pr6c6dents s'Stendent sans peine au 
cadre plus g6n6ral des processus empiriques tel que celui d6crit par exemple 
en [GZ].  
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2. Drmonstration du rrsultat principal 

Ce paragraphe est consacr6 ~ la drmonstration du throrrme 1. La nrcessit6 
a 6t6 6tablie au cours de la discussion prrcrdente. Nous drmontrons la suffisance 
en rappelant pour commencer que X vrrifiant (ii) est nrcessairement faiblement 
centrre et faiblement de carr6 intrgrable; en outre, l'ensemble des f(X) off f 
parcourt B'I est relativement compact dans L 2. Nous retenons 6galement, de 
la proposition 2, que la condition des petites boules entralne la bornitude en 

probabilit6 de la suite (S,/Vn),~r~ et que celle-ci est 6quivalente/t une bornitude 
dans L,  (i.e. (6) est satisfaite). En procrdant comme lors de la drmonstration 
de la proposition 2, il est ais6 de constater qu'il suffit de traiter le cas d'une 
variable X symrtrique, ce que nous supposons dans la suite. En particulier 
eX a m~me loi que X off e est une variable de Rademacher ind~pendante 
de X. Soient (e~)i~ et (P i )~  respectivement des suites de variables indrpendantes 
de Rademacher et uniformes sur [ - 1 ,  + 1], supposres indrpendantes des X~. 
On drsignera par 1E x et IEa les intrgrations partielles respectivement par rapport 
/t la suite (Xi) et par rapport aux suites (e~) et (P0. 

Soit e>0,  arbitraire mais fixr. Pour tout entier n e t  tout i = l  . . . . .  n, on 
pose 

Xi 
ui = ui (n) = ~nn I{11 x, II _-< cVa} 

off C = c(e)>0 est fi pr~ciser ultrrieurement. Pour tout sous-espace F de dimen- 
sion finie de B, on drsigne par T l'application quotient B--+ B/F et on note, 
sans risque de confusion, la norme de B/F comme celle de B; donc ]l T(x)II =d(x,  
F) pour tout x de B. Nous nous proposons de montrer qu'il existe T drpendant 
uniquement de e > 0 tel que l'on ait 

(7) l i m i n f P { E  i~_ 1 i]lvi ___<4e}>l 

off vi=vi(n)= T(ui), i= 1, ..., n. En effet, IF T[[ _-< 1, (i) et la condition des petites 
boules (ii) entra~nent que 

n 

- -  n ~ o o  U I  . ,  n - - ,  o o  - -  

> lim inflP { ~nn < e)-lim_+supnP{llX[l>c I/n} 

Par intersection entre (7) et cette estimation, on constate alors que 

n Vi lim sup IE ~ < 5 e; 
n ~ c O  i --1 
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par  une nouvelle  appl ica t ion  de la propri~t6 (i) similaire /t la pr6c6dente,  il 
s 'ensuit  que 

T S, ' m:up  t 
C o m m e  il est dbcrit dans  l ' in t roduct ion,  une telle propri6t6 d ' a p p r o x i m a t i o n  
uni forme par  un sous-espace de d imens ion  finie assure que X vbrifie le TLC.  

I1 nous  faut  pa r  cons6quent  6tablir  l 'asser t ion (7). A cet effet, il suffit de 
m o n t r e r  que: 

(8) p o u r  t o u t T ,  l i m s u p P  IE e~ eiv~ > e  = 0 ;  
n ~  i i -  

ilexiste --'   te'q esup f   
La d6mons t ra t ion  de (8) repose sur l ' a rgument  de V. Yurinski i  [-Y] tel qu'il  
a 6t6 utilis6 dans  [LT2] .  Pou r  tout  n, on peut  6crire 

n ~i Vi ~=1 6i Vi ]E2 ~=1 --]~ = di 
i i i=1 

off dl = (IE~ i - I E ~  1) lE A ej v i , i =  1 . . . . .  n, ~ d6signant  la t r ibu engendr6e 
J 

par  les var iables  X1,  . . . ,  X~ (~o la t r ibu triviale) et IE~ l 'esp6rance condi t ionnel le  
suivant  cette tribu. L ' obse rva t ion  de Yurinskii ,  qui d6coule ais6ment  de l 'ind6- 
pendance,  indique que 

off 
d , = ( ~ x  ~-E~x i-1)(f~), i =  1, . . . ,  n, 

n /)j - -  ]E), j--~l uj , 
fi=]E 2 ~=IEj g,j i = 1  . . . .  ,n.  

J 

Bien en tendu  0 <  f / <  ]1 vi][~ i =  1 . . . . .  n. L 'obse rva t ion  essentielle que nous  rete- 
nons  de [LT2] ,  L e m m a  3.5, assure que 

l E f / =  < ej vj , i = 1 . . . . .  n. 
J 

Par  la p ropos i t ion  2, M in t rodui t  en (6) est fini. D u  principe de con t rac t ion  
(cf. e.g., [-HJ]), nous  d6duisons 

M 
lEf~ =<- - ,  i = 1  . . . .  , n. 

g/ 

Les diverses es t imat ions  pr6c6dentes peuvent  alors atre utilis6es de la fagon 
suivante:  p o u r  tout  i =  1, . . . ,  n, 
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a} _< ~__< E(II vi II 3/~ f y )  

__< (IE ii vi ii 3)~/2 (iEf3,/a __<(M ~ ii ui ii 3)~/~. 

On conclut  alors a is6ment  la d6mons t r a t ion  de (8) pa r  une simple uti l isat ion 
de l 'in6galit6 de Tchebi tcheff  et de l 'o r thogonal i t6  des diff6rences de mar t ingales  
di: 

n n 

l 

i = i  

<~'n(  M lEts5/2 I{,IxN<=cV~}J] 

<= 3M f nt21p{llXl[>t d 
o 

et cette derni6re quant i t6  tend vers 0 q u a n d  n tend vers l 'infini d 'apr~s (i) et 
le th6or6me de convergence  domin6e.  

I1 reste fi m o n t r e r  (9). L'id6e principale  va  cons is ter / t  appl iquer  condi t ionnel-  
lement  une in6galit6 de concen t ra t ion  d 'or igine isop6rim6trique.  Malheureuse-  
ment ,  une telle in6galit6 n 'est  pas  connue  fi ce j ou r  p o u r  les moyennes  de Rade -  
m a c h e r *  et il nous  faut  tout  d ' a b o r d  r6gulariser ces derni6res afin d 'atre en 
mesure  d 'ut i l iser  une obse rva t ion  de G. Pisier [P2].  Pou r  a e ]0 ,  1 [ fi fixer ensuite 
en fonct ion de e > 0 ,  d6finissons la suite de var iables  al6atoires (r/i) en posan t  
pou r  tout  i: 

t e i avec probabi l i t6  1 - a, 
r / i =  

p~ avec probabi l i t6  a. 

Les probabi l i t~s  

et 
tl n 

v~ -- ~ r/; 

sont  toutes  deux major6es  en ver tu  de l 'in6galit6 du triangle, de l'in6galit6 II TII _-< 1 
et du pr incipe de con t rac t ion  pa r  

1 n 1 n 

--]~C, i~-i (gi-r/i) Ui ~ ] g  i~=l(s 

* Ceci vient d'etre 6tabli par le second auteur; la d6monstrat ion qui suit s'en trouve donc simplifi6e. 
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D'apr6s [GZ],  Lemma 2.9, (cf., 6galement [-LT1]), la randomisation par les 
e~-q~ est contr616e pour  tout n fi partir de M par 

n 

]E i~=l(~i--~i)Xi < 2 l l ~ l - t h l l 2 , 1 M  

off ]l' !12,1 d6signe la "no rme"  de l'espace de Lorentz L z , t ,  i.e., 

oo 

Ilgl-tllll2,1 = S (]P{lea-rlll>t}) 1~2dr" 
0 

I1 est clair que l'on peut choisir a=a(e)>O suffisament petit de sorte que lie1 
-t/1112.1<ee(e)/SM. Ainsi, pour  v6rifier (9), il suffit de prouver l'existence de 
T v6rifiant 

n n 

Z (10)  suplP{IE~ i~=1t~i i=11~il)i >~}< 

L'observation de G. Pisier [P2], pp. 181-182, peut / t  pr6sent ~tre appliqu6e aux 
q~, conditionnellement aux v~; en effet, la loi des t h peut atre r6alis6e comme 
l'image de la loi gausienne standard par l 'application lipschitzienne de constante 

de Lipschitz proportionnelle fi 1/ad6finieparlla(2dP(x)-l)Allv(--1), ~b d6si- 

gnant la fonction de r6partition de la loi gaussienne standard. Comme d6crit 
en [P2], les in6galit6s gaussiennes entralnent alors l'existence d'une constante 
num6rique C > 0 telle que l'on ait, pour  tout entier n, 

(11) IP x t/i t/i e v i -  2 > < "~- sup f2(vi) 
[[fi[ =<1 i=1 

Off les f parcourent la boule unit6 du dual de B/F pour un F ~i choisir. En 
n 

int6grant par rapport  /t lPx, il nous faut donc contr61er IE sup ~ f2(vi). 
Or, en recentrant, il vient, pour tout n, IEfll __<1 i=1 

]E sup f2(vi) =< sup ]EfZ(T(X))+2]E sup gif2(vi) . 
\llfll<l i=l Ilftl<l \llfll<l i 

D'apr6s le th6or6me de comparaison pour  les sommes de Rademacher [LT3],  
Theorem 5, et la troncation d6finissant les v~, le second terme du membre de 
droite de l'in6galit6 pr6c6dente est major6 par 12cM; on choisit c=c(e)>O de 
sorte que 

12cM<a 2 ~2 0~(~)/4 C.  

Par ailleurs, la relative compacit6 des f(X) dans L 2 lorsque f parcourt  B'~, 
qui d6coule de (ii) comme nous l'avons vu darts le paragraphe pr6c6dent, permet 
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de choisir un sous-espace F de dimension finie de B tel que si Test l'application 
quotient associ6e, on ait 

sup E f 2 ( T ( X ) ) < a  2 e a c~(e)/4C. 
IIf[I < 1 

Ces deux choix appliqu6s ~ (11) fournissent alors (10) et donc la conclusion. 
Le th6or6me 1 est dhmontr6. 

3. D 6 m o n s t r a t i o n  du t h 6 o r 6 m e  4 

Nous conservons les notations prhchdentes, en 6tendant le symbole lEx/t l'inth- 
gration partielle par rapport ~ la suite orthogaussienne (gl) indhpendante de 
(X~) (P~ pour la probabilit6). I1 est clair que (ii) implique le TLC. Cette condition 

ent a .e puisq e suit  
i = n o n  

converge en loi, en particulier, d'apr6s les proprihtSs d'inthgrabilit6 des variables 
gaussiennes et l'inhgalit8 de Jensen 

~ n  1 lEz i~ giXi(m) < ~176 sup lEx IIg, X,(@ll < s u p :  
. . ] / n  

Ainsi 
xn(~o) 

< oo~ = IP {co~f2: sup ] ~  1 
) 

ce qui 6quivaut fi dire que IE dl X2 ]l < OO d'aprhs le lemme de Borel-Cantelli. 
L'implication (i)~(ii) est bien entendu la partie dhlicate de la d4monstration. 

Elle se dhcompose en deux 6tapes, la premi6re formhe du lemme suivant qui 
exprime une extension vectorielle d'une loi des grands nombres pour des carr6s. 

Lemme 5. Pour toute variable al~atoire X d valeurs dans un espace de Banach 
B telle que ]E ][X[[ 2 < oo, presque s~rement, 

lim sup ~ IE z gi < 4 lim sup gi X i  �9 
n--+ oo V ~  i n~oo 

DOmonstration. Soit 4M le membre de droite de l'in6galit6 que l'on se propose 
d'6tablir, suppos6 fini. En vertu du lemme de Borel-Cantelli, il suffit de montrer 
que pour tout e > 0 

(12) 
{ 1 } 
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D'apr6s  les in6galit6s de L6vy, pou r  tout  entier n, 

, } 

Soit, pou r  tout  n e t  i =  1, . . . ,  2", 

Xi 
u~ = u~ (n) = ~ I~ II x, It _< ~ v-~} �9 

g ~  

C o m m e  IE q[ X [j z < 0% 

~ p 3 i = l , . . . , 2 n : u i = t  = Xi 

Ainsi, (12) sera v~rifi6e d6s que 

2 ~ 

En ver tu  de l 'in6galit6 de J. Hof fmann- Jo rgensen  [HJ ] ,  pp. 164-165, plus pr6cisb- 
men t  sa d6mons t ra t ion ,  nous  cons ta tons  que 

2 n 2 n 

off il est utilis6 que [[u~]l <a ,  i =  i, . . . ,  2". Pa r  la d6finition de M et le pr incipe 
de cont rac t ion ,  il suffit f inalement  de m o n t r e r  que 

2 n  2 

Or, ceci s '6tablit  en suivant  exac tement  le r a i sonnemen t  conduisant /~  (8): cette 
s o m m e  est major6e,  fi une cons tan te  pr6s, pa r  

M E 1 

qui est finie sous IE I] X I[ z < oo. Le l emme est ainsi d6montr& 
N o u s  concluons  ma in t enan t  la d6mons t ra t ion  du th6or~me. Si G d6signe 

la var iable  gaussienne limite de la suite (S,/~/n),~N, il existe, pou r  tou t  entier  
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k > 1, un sous-espace de dimension f inie/~ de B tel que si T k est l'application 
quotient B --+ B/G , on air 

1 
IE II rk(a)I[ <~; 

comme EII X II 2 < oo, F k peut ~tre choisi pour satisfaire ~galement 

1 
(13) lie I] Tk(X)1] 2 < ~ .  

Pour tout k, Tk(X) %rifle le TLC dans B/Fk de gaussienne limite Tk(G); d'apr6s 

[GZ], Lemma 2.9, la suite gi Tk(Xi)/ converge 6galement 6troitement 
i nEN 

vers cette limite Tk(G ). Ces suites &ant born6es dans tousles  Lp, p <2 (d'apr6s 
la d6monstration de la proposition 2 ou le commentaire faisant suite fi celle 
du lemme 3), il y a convergence des moments et nous avons donc 

(14) ,}ira 1 IE , ~  Yk(X,) = 1 

pour tout k, ainsi que le r6sultat homologue pour X. Pour tout k > 1, d6signons 
alors par n~ l'6v6nement presque stir du lemme 5 appliqu6 fi Tk(X )dans  B/F k, 
et n~ celui correspondant fi X elle-m~me. Posons en outre 

Q2={coen :  lim 1 ~ I'Tk(Xi(co))]I;=IEHTk(X)[]2}. 
n--*oo H i = 1  

Soit no=no~c~ (-] (n~ nn2) ;  bien entendu lP(no)= 1, et n o est ind6pendant de 
k > l  

de la suite gaussienne (gi)i~. Nous montrons que pour tout co de no, la suite 

r gl Xi(co)/ converge &roitement. Comme elle est d6jfi born6e en proba- 
i neN 

bilit6 puisque coen~, il nous suffit de montrer (cf. e.g., [AG], p. 23) qu'il existe, 
pour tout e > 0, un sous-espace F de dimension finie de B d'application quotient 
associ6e T et un entier n o tels que pour tout n > n o, on ait 

On peut bien entendu supposer e de la forme 2/k off k est un entier => 1. Choisis- 
sant alors T= Tk, Co~n~ et (14) d&erminent un entier n' i tel que pour tout 
n ~ Y l  I 

P~ i~1 g~ Tk (X~ (co)) > 2 
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I1 ne reste plus qu'fi appliquer/~ cette derni6re probabilit6 l'in6galit6 de concentra- 
tion gaussienne d'origine isop6rim6trique ([B], [P2], p. 176); elle permet de majo- 
rer cette probabilit6 par 

exp _2 ~ ilT~(Xt(co))ll ~ 
r / ,  t = l  

Comme e)ef2~, par (13), pour n>n 2 >n~ assez grand, cette quantit6 est estim6e 
par 

k -2 k 2 

La conclusion s'ensuit. (A noter qu'il n'est pas n6cessaire d'invoquer l'in6galit6 
de concentration isop6rim6trique lors du dernier argument: la technique de 
martingale de Yurinskii d6jfi utilis6e ant6rieurement fait aussi l'affaire ici.) 

P~176 g~Xi(~ , ~  p~ ~ 1 7 6  c~ 

toutes vers la m6me loi limite, supposons pour simplifier B s6parable (ce qui 
nous est permis car X est de Radon). D6signons par ( f i ) j~  une suite dense 
dans B'I pour la topologie faible. Si G d6signe la loi gaussienne limite de la 

suite (Sn/~),~, le th6or6me sur IR, dont la preuve est ~vidente, indique que 
pour tout j, il existe un 6v6nement f2j de probabilit6 1 et ind6pendant de (gi) 
tel que pour tout co de f2j 

1 ggf~(X~(~))~JV(O, IEf~(X))=fj(G) en loi. 
~ i = l  

Si l'on remplace alors f2 o par f2 o c~ ~ f2j, toujours de probabilit6 pleine, et si 
J 

G~ d 6 s i g n e l a l i m i t e d e l a s u i t e ( ~  giXi(co)/V~ ) , i l e s t  c l a i rpa rdens i t6  
i = new 

que toutes les Go pour 0)~2 o suivent la marne loi que G. L'assertion est 6tablie 
et le th6or6me d6montr6. 

4. Un exemplc 

Nous construisons dans ce paragraphe un exemple montrant  que la condition 
(i) sur la fonction de r6partition de la norme de la variable X ne peut atre 
supprim6e dans le th6or~me 1 en g6n6ral; autrement dit, nous construisons 
une variable al6atoire X, / t  valeurs dans l'espace de Banach c o des suites r6elles 
tendant vers 0, v6rifiant le crit6re des petites boules mais telle que lim sup t 2 
]P{]lXl[ > t} > 0 .  t-*oo 

Sur l'intervalle [0, 1], soit, pour tout entier l=> 1, une partition sJt de [2 -~, 
2-(z-1)[ en qz ensembles de m~me mesure (Al, q)q<=qc On d~finit une variable 
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al6atoire X sur [0, 1] x { - i ,  + 1}, muni de sa probabilit6 produit  naturelle 
den x (�89 6_,  +�89 6+ 1), fi valeurs dans co en posant: si coeAl,q 

X ( o 3 , - } - l ) :  ~ _ _ ~ e q l + . . . + q  z 1+ q 

off (e.),~N d6signe la base canonique de Co. I1 est clair que 

pour  tout entier 1 de sorte que l imsup t 2 nc~{llXll > t } > 0  et X ne v&ifie pas 
t-+a) 

le TLC. Nous nous proposons de montrer  que X v6rifie cependant le crit6re 
des petites boules. Une r6alisation d'une suite de copies ind6pendantes de X 
peut &re obtenue en consid6rant ,2 =([0, 1] x { -  1, + 1}) N muni de la probabilit6 
produit  et en d6finissant les Xi comme les applications coordonn6es: si co =((coi) , 
(ei))~'~ , X i (o . ) )=X(( .o i ,  ,9,i). Le probl6me est de trouver une suite (ql), croissant 
suffisament rite, telle que pour  tout E > 0 et tout n > no (e) assez grand on ait 

Comme nous allons le voir, le choix de ql > 12 pour  tout 1 (par exemple) r6pond 
/t notre attente. Soit n u n  entier fix6, plus grand que no(e)= 2go 2 off nous avons 
pos~ go .=- 10-2g pour soulager les notations. D6signons par k >  1 le plus grand 
entier tel que l'on ait 2k< g2 n. Posons 

B={(oo,): V i < n, coi> ~ } .  

Clairement 

lp(B)=/l~ 1 n 1 \~-2.2k+1 - ~ )  =exp(-4eo2)=fi(e) >0. 

Posons en outre 

C= (ooi):Vl<k, VAed~, Card{i<n: ooieA} <4max\ 2 ' ~ f ~ J J  

off K(e)=> 1 est /t d6terminer en fonction de e. Nous montrons d 'abord que 
�9 '(Bc~C)>7(e)>O ind6pendamment de n. A cet effet, nous faisons usage de 
l'in6galit6 binomiale usuelle, telle que d6crite par exemple dans le paragraphe 
4.7 de [GZ],  pour obtenir: 

�9 < <  r 
,=ka~*~, ",=* 2 t ~ j j  

( )  =<Z e 4 1 < 2  
, 4 K ~  q,= 
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La constante K(0  peut ainsi ~tre choisie pour que IP(C c)<fi(e)/2 de sorte que 
IP (B c~ C) > fl (e)/2. 

L'observation de base est alors la suivante: si (ot)EBc~C, pour que 

n S,/~fn I[ < e il faut et il suffit que 

Vl<k, V A ~ d l ,  I ~  ~tl<eV~, 
i~lA 

( K(~)n I 06 IA={i<=n:ot~A} a un cardinal plus petit que 4max  1, 2q/~a,]" En vertu 

du point prOcOdent et du thOorOme de Fubini, il va suffire de montrer que, 
conditionnellement en (ot)~B c~ C, 

]P {V l<=k, V Aed,: [t~a ~tl < ~ > 6(e)>O, 

c'est&-dire par ind6pendance 

Un  616ment (coi) de B c~ C est donc fix& Comme [ ~ ell < Card I a ete  I/n/]/21 > 4, 
iEIA 

il suffit de considOrer dans les produits prOcOdents les A de sur t, l<k, pour 
lesquels 

(15) qfs ~F2~ < Card Ia < 42K (e)l/~zn. 

D'aprOs l'inOgalit6 de Berry-Esseen (cf. par exemple [HI, p. 6), pour tout A 
de sgz, l<k, 

f ~/A ~ t  a du 2 ~,1< >=2j e-u2/2 

off a = e ~ / n / ~ ~ .  Si a > l ,  la partie gauche de (15) et le choix de e0 
montrent imm6diatement que la probabilit6 pr6c6dente est plus grande que 1/4, 
alors que pour a < 1, 

e l / n )  2a 2 

> 1 { 2 ~: ]//n ) 

> g ] ~  > g __ ,~1/4 



46 M. Ledoux et M. Talagrand 

off cette fois nous  avons  employ6 la par t ie  droite  de (15). Ainsi, dans  tous 
les cas, p o u r  tou t  A de d ~ ,  I<k, 

N o u s  allons utiliser cette m i n o r a t i o n  lorsque I EL = {m < k: qm < 102 g (e )  z ~-4}. 
Le choix de L e s t  mot iv6 pa r  l ' es t imat ion  sous-gauss ienne usuelle qui m o n t r e  
que, sur K, 

l P { l i ~  ~ ] < ~ > l - 2 e x p  ( 

> 1 - 2 exp ( 

> e x p  [ - - 4  exp ( - - -  

~2n ) 
2~+ 1 Ca rd  [A 

8 g (e) 

8K(~) 

car  1 - x > e x p ( - 2 x )  si 0 < x < 3 / 4  et 

2 exp { - - -  \ SK(~) <~ 

quand  l eL  c. I1 r6sulte de ces calculs que nous  avons  ob tenu  la minora t ion :  

H > I ]  [ m i n (  1 e - q ~ / 4 ] ] q ' I ~ e x p l - 4 q l e x p (  e2 
gel '6]/~) ] J l ~ L c  k k 8 K ( 8 ) / j "  

Pour  cons ta te r  que H > c ~ ( e ) > 0 ,  il suffit de noter  que si q~>l 2 pour  tou t  l, 

~ q l  exp - 8K(8-~ < oo ; 
l 

ceci borne  inf6rieurement  le second p rodu i t  dans  l 'in6galit6 pr6c6dente;  le pre-  
mier  ne fait pas  p rob l6me  puisque fini. La  conclusion s'ensuit. 

Remerciements. Nous remercions vivement J. Zinn de nous avoir propos6 et incite d'inclure dans 
cette r6daction le th+or~me 4 obtenu lors du s6jour du premier auteur fi l'Universit6 Texas A & M 
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