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1. Einleitung 

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die H~ufigkeit oder Seltenheit yon 
misehenden Transformationen in topologisehen Mal3r~nmen nnendliehen MaiZes, 
wie sie in [5] definiert wurden. Diesem Mischungsbegriff entsprieht im Fall eines 
Ranms mit endliehem MaB der Begriff der starken Mischung. Als Analogon zum 
Satz yon Roc~Ln~ [1, S. 77], der sich auf umkehrbare Transformationen in 
Raumen endliehen MaBes bezieht, beweisen wir zun~ehst den Satz 3, wonaeh aueh 
fiber R~umen unendliehen MaBes die Menge der misehenden Transformationen 
yon erster Kategorie hinsiehtlich der sehwachen Topologie im Raum aller mal~- 
trenen Transformationen ist. Zur Konstruktion yon Misehnngen ziehen wit sodann 
die Theorie der Markoffsehen Ketten heran: Von der Versehiebungstransformation 
im Raum der Trajektorien einer Markoffschen Kette mit beiderseits unendliehem 
diskreten Zeitbereieh ansgehend, gelangen wir, vermSge geeigneter Isomorphismen, 
zu Mischungen in allgemeineren topologisehen Mal~r~umen. Das so bewiesene 
Theorem besagt, da$ es sowohl hinreichend viele sehr langsam misehende Auto- 
morphismen mit unendliehem ergodisehem Index, als aueh hinreiehend viele 
mischende Automorphismen mit vorgeschriebenem endiiehem ergodisehem Index, 
als auch hinreiehend vie]e sehr sehnell mischende Automorphismen (die darm nieht 
ergodiseh sein kSnnen) gibt. Eine genauere Interpretation des Theorems finder 
sieh vor seiner Formulierung und nach seinem Beweis. Wesentlieh sehw~ehere 
S~tze dieser Art waren in [5] angekfindigt women. 

Es sei bemerkt, da$ das yon HALMOS herriihrende Analogon unseres Theorems 
im Fall umkehrbarer Transformationen eines Raums endlichen Ma~es gewShnlieh 
so formuliert wird [1, S. 78]: Die Menge der sehwaeh misehenden Transforma- 
tionen ist hinsiehtlieh der sehwaehen Topo]ogie ein diehtes G~ und damit yon 
zweiter Kategorie. ItAL~OS beweist jedoeh sogar, da~ die Menge der stark misehen- 
den Transformationen dieht liegt. DaB die sehwaeh misehenden Transformationen 
auBerdem ein G~ darstellen, ergibt sieh ans ihrer Charakterisierung im Itflbert- 
schen Raum La mittels eines Sehlusses, den OxTo]3r und ULA~ [8] vorher auf 
ergodische Transformationen angewandt hatten. 

2. Seltenheit misehender Transformationen 

Die folgenden Definitionen sind in [5] n~her erl~utert worden. Ein topologlscher 
Maflraum (X, ~,/~) besteht aus einem vollst~ndig regul~ren topologisehen Raum 
X, dem sigma-Ring ~ der Borelsehen Mengen yon X und einem sigma-endliehen 
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straiten 1Vial] # auf ~. Wie fiblich bezeichnen ~1 (/Z) den Raum der/z-in~egrierbaren 
reellen Funktionen auf X und [I/][ = ] I/I d# die Norm in ~1 (/Z)- Insbesondere 

x 
ist ][1A - -  1B[I = / Z ( A  -~ B), wobei 1a die Ind ika tof funkt ion  yon  A und  + die 
Bfldung der symmetrischen Differenz bedeutet. Eine Teilmenge A yon X wird 
last randlos genannt, wenn ihre Begrenzung das MaB 0 hat, d.h. ihre Indikator- 
funktion fast fiberall stetig ist. Eine fast randlose Menge gehSrt dem Definitions- 
bereich der Vervollst~ndigung yon/Z an, hat also in diesem Sinne ein Mal~. 

Ein Homomorphlsmus S des topologisehen MaBraums (X, ~,/Z) in einen ande- 
ten, (X', ~',/Z'), ist eiae maB~reue und fast iiberall stetige Abbildung yon X in X'. 
Ein solcher Homomorphismus heiBt ein Isomorlghismus des ersten auf den zweiten 
MaBraum, wenn es einen Homomorphismns S' yon (X', ~',/Z') in (X, ~, #) gibt, 
so dab S'(S(x)) = x fiir/z-fast alle x aus X mad S(S'(x')) = x' fiir/z'-fast alle 
x' aus X'. Wir nennen S' dann fast invers zu S. 

Sodalm sei T ein Endomorphismus des topologischen MaBraums (X, ~,/z), 
also eine fast iiberall stetige und maBtreue Transformation yon X. Wir sagen, 
T mlsche, welm es eine Mengenfolge (Hk) und eine Zahlenfolge (On) mit den 
folgenden Eigenschaften gibt: Hk ist fast randlos, 0 </z(H~) < oo fiir jedes k, 
and/z  (X -- ( J  H~) = 0; 0 < ~n und 

(1) lira en#(A ~ T-nB)  =/z(A) /z(B)  

fiir alle fast randlosen Mengen A und B, die in wenigstens einem H~ enthalten 
sind. Diese Mischungseigenschaft yon T ist natfirlich invariant gegeniiber Iso- 
morphismen. Ferner gilt lira ~n = /z  (X). 

Die Folge (~n) ist asymptotisch eindeutig bestimmt, 4.h. erfiillt T die Mi- 
t t 

sehungsdefinition auch mit einem anderen Paar yon ~olgen (H~) und (~n), so 
wird hm ~/~n = 1. Ist jedoeh T mischend in bezug auf die Mengenfolge (H~) 

un4 bildet (HE) irgendeine andere Folge fast randloser Mengen endlichen und 
s 

positiven MaiZes mit/z (X -- ~J Hk) = 0, so braucht T nicht misehen4 in bezug 

auf (HE) zu sein, wie ein Beispiel yon K~NGEL [3] zeigt. Durch Kompaktifikation 
mittels eines Punktes vom MaSe 0 ergibt sieh dabei aueh, dal3 die Mischungs- 
gleiehung (1) nicht auf alle kompakten fast randlosen Mengen A un4 B zuzutreffen 
braueht. Bei den spiiter auftretenden speziellen topologischen Mal~ri~umen warden 
wit meist ganz bestimmte Folgen (Hk) verwenden. 

Es sei 2~ der Raum aller ma~treuen Transformationen yon (X, ~,/z). Die 
Elemente yon ~ sind also im allgemeinen nicht fast iiberall stetig. Wir versehen 

mit der schwachen Topologie im iibliehen Sinne : Ein Netz (Ta) in ~: konvergiert 
sehwaeh gegen eineTransforma~ion T aus ~, wenn flit jede ~unktion ] ans~l (#) gilt 

(2) lim I l l  o - -  l o TII = 0 .  

Dies ist also die sogenannte starke Operatortopologie, wenn wir anstelle der Trans- 
formationen T yon X die entspreehenden linearen Operatoren ] - ->/o  T in 
s (#) betraehten. Da diese Operatoren die Norm in s (/Z) erhalten, d.h. 

]1/o T][ ---- [I/ll, 
so genfigt es, die Gfiltigkeit der Relation (2) nur bei allen Elementen ] einer Menge, 
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deren Linearkombinationen dicht in ~1 (#) liegen, zu fordern. Insbesondere reicht 
es aus zu verlangen, dag 

(3) lim ff(T~ID ~- T-1D) = 0 

ist ffir alle Mengen D eines Systems ~) Borelscher Mengen, das die folgenden Eigen- 
schaften hat:  ~ ist ein Boolescher Mengenring; jede Menge aus ~) hat  ein endliehes 
MaB; zu jedem A e ~ mit #(A) < ~ und jedem s > 0 gibt es eine Menge D E ~) 
mit ff (A ~- D) < ~, d .h .  ~ ist dicht in ~ im Sinne der Toloologie der stoehasti- 
schen Konvergenz [4, S. 473]. 

Wit  erhalten eine mit der sehwachen Topologie vertrggliche uniforme Struktur 
in 3~, indem wir als Basis des Nachbarschaftsfilters alle Mengen der Form 

{ (s ,  T ) :  Jl I~ o ,S' - -  h o T II < e, i = 1 . . . . .  ~} 

mit II ~ ~1(#) und e > 0 nehmen. Auch hier wieder reicht es, nur spezielle l~ wie 
oben zu betraehten. Wir legen allem folgendem diese uniforme Struktur zugrunde. 

Im Rest des Kapitels setzen Mr voraus, dab X entweder, im Fall # (X) = r 
die Halbgerade [0, ~ ] ,  oder, im Fall # (X) < c~, das halboffene Intervall [0, # (X)] 
sei, versehen mit der natfirlichen Topologie, und fl das eindimensionale Lebesgue- 
sche MaB. Zur Vereinfaehung der Bezeichnungen und Formulierungen nehmen 
wir sogar an, dab ff (X) = 1, falls # (X) < c~. Unter  einem dyadisehen Intervall 
verstehen wir eine in X enthaltene Menge der Form E/~ = [(i --  1) 2 -~, i 2-~], 
k = 0, 1, 2, ... ; i ----- 1, 2 . . . .  Wir bezeichnen durch ~) das System aller Teilmengen 
yon X, die sich als Vereinigung endlich vieler dyadischer Intervalle darstellen 
lassen. Offenbar hat ~ die oben postulierten Eigenschaften. 

Satz 1. Der Raum ~ ist vollsti~ndig, und seine uni/orme Struktur liifit sich dutch 
eine Metrilc erzeugen. 

Beweis. Der lineare Raum ~1 (#) ist separabel. Um eine Metrik der gewfinschten 
Art zu erhalten, geniigt es, eine in ~1 (if) diehte Folge (/d zu nehmen, in der kein 
Element fast sicher verschwindet, und 

d(S, T) = ~ II/iO~n--/toTII 
ZU s e t z e n .  

Es sei nun (Tn) eine Cauchysohe Folge in 5g, d. h. lim #(TT~IA q- TglA) = 0 
n,~n--->oo 

ffir j ede Borelsohe Teilmenge A yon X endliehen MaBes. Wegen der Vollstgndigkeit 
yon ~1(#) gibt es zu jedem solchen A eine Borelsehe Menge UA, so dab 

(4) l im f f (UA + T ~ A )  = O. 
~---> 00 

Aus der MaBtreue yon Tn folgt unmittelbar, dab 

(5) f f (UA)  = i f (A) ,  

und hieraus und aus den entspreehenden Eigenschaften yon Tn I ergibt sich 

(6) U A~ = UA~ fast iiberall, 
i = 1  

17 '  
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wenn 

(7) 

and 

(s) 

wenn A2 __C A 1. 

< oo sowie 

U A i  = UA~ 
i = 1  

fast fiberall 

U(A1 - -  A2) = U A 1  - -  U A 2  fast fiberall, 

Mit Hilfe gel/~nfiger Schliisse, die bier der Bequemlichkeit halber kurz dar- 
gestellt werden m6gen, zeigen ~_r, dab U dureh eine Transformation T aus ~; 
erzeugt wird in dem Sinne, dab 

(9) U A -= T - 1 A  fast fiberall 

ffir jedes A aus ~ endliehen NaBes. IIierzu zerlegen Mr X ftir jedes natiirliche k 
in die dyadischen Intervalle E~. Die GMchnng (6)--(8) benutzend, w/~hlen wir 
sodann sukzessive far k ---- 1, 2 . . . .  Mengen B~ mit den folgenden Eigenschaften: 

B i ~--- (10) ~ UE~ fast iiberall; 

die B~, i ---- 1, 2 . . . .  sind paarweise fremd mit der Vereinigung X; die (k -b 1)-te 
Zerlegung rB k+l~ entsteht ausder  k-ten Zerlegung (B~)i_ 1 2 durehUnter- i ] i = 1 , 2  . . . .  - -  . . . . .  

teilung. Aus (5) and (10) resultiert 

(11) /, (B~) = # (E~). 

Wit definieren zll jedem k eine Abbildung S~ yon X in sich, indem wir S,~x ffir 
x E B/~ als linken Endpunkt yon E~ erkl/iren. Aus k < 1 folgt dann S i x  ~ A~,  
w e n .  also [Z x - -  =< somi t  l im  - -  S x[ = 0 Da-  

k,1-->~ 
her existiert der Grenzwert T x  = lim S ~ x  und stellt eine Bairesche Funktion 

]g- - -~oo  

mit Werten in der abgesehlossenen ttiille yon X dar. 
Bei festem i und k betrachten wir einen Punkt  x, ffir den T x  e Eki. Ist T x  

veto linken Endpunkt yon E~ versehieden, so gilt x e B~. Ist  T x  jedoch der linke 
Endpunkt yon E~ und bezeichnet il ffir k < 1 den gr6Bten Index ?" mit E} C E~, 

so wird x ~ B~. Wegen (11) ist aber # B}, = 0, d.h.  x ~ B~ tritft auf fast alle 

Punkte x mit der Eigensehaft T x  ~ E~ zu. Ebenso ergibt sich, dab T x  im Fall 
#(X) =-- 1 fast iiberall Werte annimmt, die kleiner als 1, d. h. in X gelegen sind. 
Hiernaeh trod naeh (10) stellt T, evtl. naeh Abgnderung in einer Menge vom 
Mage Null, eine Abbildung yon X in sieh dar, und T-1E~ -= UE~ fast fiberall. 
Auf Grand der Wahl der A t impliziert dies die Behauptung (9) bei beliebigem A 
aus ~ endliehen MaBes. Aus (5) folgt dan_n, dab T maBtreu ist, also T ~ %, trod 
(4) und (9) sehliegen die sehwaehe Konvergenz yon (Tn) gegen T in sigh, womit 
die Vollst~ndigkeit yon % bewiesen ist. 

Das folgende Lemma ist ein Analogon zu einem Satz yon IIALMOS [1, S. 67], 
der sieh atlf den Fall # (X) = i bezieht. 

Lemma 1. Es  s e l i  t (X) ---- c~, es seien A1 . . . . .  A n  Taarweise /remde Borelsche 
Mengen endlichen Ma[3es, e > 0 und "~1 . . . .  , ~n Tositive dyadische Zahlen derart, 
daft ]/t(A~) --T~[ < s, i = 1, . . . ,  n. Dann  gibt es paarweise ]remde Mengen 

D1 . . . . .  Dn aus ~) mi t  tt  (Dd -~ v~ und l a (A~ + D~) < s, i = 1 . . . . .  n. 
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Beweis. Wir setzen ~ -- max [/t (Ai) --  Ti ] und w~hlen y so, dab 0 < 2 (2 n ~- 1) ? 
H / =  1 ' " " n i l  

< s --  6. Es seien D 1 . . . . .  D n Mengen aus ~), so da$ # (Ai -~ D~') < ~. Wit 
i ip  

setzen welter D i ~ D~" ( X -  (DI 'U . . .  u Di_l ) ) ,  i = 1 . . . . .  n. Diese Mengen ge- 
h6ren wieder zu ~,  sie sind paarweise fremd, und wegen/ t  (D~' (~ D~') < 2 y fiir 
i 4= ?" ist # (D~ + D~') < 2 n r ,  also 

(12) # ( A ~ + D ~ ) < ( 2 n ~ - l ) r ,  i = l , . . . , n ,  

woraus 
(13) ] ~(D'~) --  ~ [  < ~ + (2n + 1) 
folgt. 

Wir betrachten zun/ichst die D~ mit ~t (D~) > ~l. Da die T~ dyadische Zahlen 
sind, gibt es dazu Mengen D t e  ~), so da]~ D~ C D~ and # (D~) ---- T~. Nach (13) wird 

#(D~ + Di) ---- #(D~ --  Dl) ----- tt (D~) --  ~t < ~ �9 (2n ~- 1) ~, 

also nach (12): 
(14) /~ (A~ -~ D~) < ~ ~- 2 (2 n + 1) y < e.  

' U D~ und E, eine Sodann betrachten wit ein D i mit # (D~) < ~ .  Es sei D =1 

Menge aus ~), so da$ Ei __CX -- D und/~ (E~) = ~ -- # (D~). Wir setzen D~ = D~ uE~.  
Dannwird  D~e~) ,  ~u(Di) = ~ and naeh (13): 

#(D~ ~- D~) ----/t(D~ --  D~) ---- #(E~) ---- ~ --  #(D~) < ~ -~ (2n -{- 1) ~,  

was nach (12) wieder (14) impliziert. Ferner sind D1 . . . . .  Dn paarweise fremd. 
Sincl E und D zwei clyadische Intervalle gleieher Li~nge, so bezeichne TE,D 

die monoton wachsende lineare Abbildung yon D auf E. 
Eine Transformation P yon X heil~t eine Permutation,  wenn es paarweise 

fremde dyadische Intervalle E1 . . . .  ,Em gleicher L~nge and eine Permutation 
yon {1, . . . ,  m} gibt, so dal~ P innerhalb yon El mit TE,(1),~j fibereinstimmt and 
auSerhalb yon E1 u ... ~J Em gleich der identischen Abbildung ist. Hiernach ist 
eine Permutat ion mal~treu, bijektiv und nebst ihrer Umkehrung fast fiberall 
stetig, also ein Automorphismus yon X. 

Satz 2, Die Permutat ionen liegen sehwach dicht in  ~,. 

Beweis.  Wir betrachten zun~chst den Fal l / t  (X) = co. Es geniigt, die Existenz 
einer Permutation P in einer beliebigen Umgebung einer Transformation T aus 
der Form 1I ~- {S: S e ~, tt (S -1 ~t  ~- T -1 Fi) < e, i ~ 1 . . . . .  n} nachzuweisen, 
wobei die /7/paarweise fremde Mengen aus ~ bilden. Die Mengen A~ = T - 1 F I  
sind paarweise fremd mit ~i = # (Ai) = / t  (F~) < co. Nach dem Lemma gibt es 
daher disjunkte Mengen D1 . . . . .  Dn ~ ~ m i t  

# ( A , + D i ) < e ,  # ( D i ) = # ( F I ) ,  i = l  . . . . .  n .  

Es seien E l , . . . ,  Em paarweise fremde dyadische Intervalle gleieher Li~nge 
derart, dal] jedes F,  and jedes Di die Vereinigung gewisser E~- wird, and es sei 
E = E1 ~ ""  ~ E m .  Wegen/ t  (Di) -----/, (Fi) ist bei festem i die Anzahl der in Di 
enthaltenen El gleich der der in Fl  enthaltenen, nnd wir definieren eine Trans- 
formation P innerhalb yon Dt, indem wit jedes in Di enthaltene E~ verm6ge eines 
T~ ,~ ,  auf ein in Ft  enthaltenes E~ so abbilden, daI3 die Bilder verschiedener E1 
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verschieden sind. Die Anzahl der in keinem D~ enthaltenen Ej ist gleich der der in 
n 

keinem Fi enthaltenen, und wit erkli~ren P in E --  ~J  Di, indem wit jedes E j d e r  
i ~ 1  

ersten Art auf ein E~ der zweiten Art vermSge Tg,,E ~ so abbflden, dab P auch 
bier injektiv wird. Definieren wit schlieBlich P auBerhalb yon E als die identisehe 
Abbildung, so ist P eine Permutation. Ferner grit P-1F~ = Di, also 

#(P-1F~-k  T-1F~)----#(D~-kA~)<e,  i = l , . . . , n ,  d.h .  P e l I .  

Im Fall/~ (X) = 1 schlieBen wir ganz analog, indem ~ den schon erw/ihnten 
Satz yon I t ~ M o s  anstelle des Lemmas benutzen. Es sei erw/ihnt, dab das Weak 
Approximation Theorem in [1, S. 65] insofern schw~cher als der gegenw~rtige 
Satz 2, mi t /z  (X) ---- 1, ist, als HALMOS den Raum der umkehrbaren Transforma- 
tionen zugrunde ]egt, ws ~ auch alle nicht umkehrbaren maBtreuen Trans- 
formationen enth/flt. In  der Tat  folgt aus Satz 2, dab die Automorphismen, also 
erst recht die umkehrbaren maBtreuen Transformationen, schwach dich~ in 
]iegen. Welter haben wir unmittelbar das 

Korollar 1. Der Raum ~ ist schwach separabel. 

Es gibt n/~mlich nut  abzs viele Permutationen. 
Eine Transformation T aus ~ heiBt 19eriodisch, wenn es einen Index n > 0 

gibt, so dab T n = I, der identischen Abbildung, wird. Eine solche Transformation 
ist notwendig bijektiv mit T -n = I. Da eine mit Hilfe der dyadischen Intervalle 
E1 . . . . .  Em definierte Permutation P die Gleichung pml = I erfiillt, so hat  der 
Satz 2 das 

Korollar 2. Die periodischen Trans/ormationen liegen schwach dicht in ~. 

l~ach Satz 1 gilt ffir ~ der Bairesche Satz [7, S. 320--321], und Mengen erster 
Kategorie haben die fibliche Interpretation als ,,kleine" Mengen. Wir beweisen den 

Satz 3. Es sei (H~) eine Mengen/olge mit den in der De/inition einer mischenden 
Trans/ormation /ormulierten Eigenscha/ten. Dann ist die Menge der bezi~gllch (H~) 
mischenden Trans/ormationen yon erster Kategorie in ~. 

Beweis. Wieder betrachten wir zuerst den Fall/z (X) ---- oo. Es sei ~ die Menge 
der periodischen Transformationen; P ist also schwach dicht in ~ nach dem 
Korollar 2. Auf Grund der Eigenschaften der Folge (Hk) gibt es einen Index/~ 
derart, dab 0 < # (Hk) < # (H~+l) < oo ; zur Abkfirzung setzen wir A = H~ und 
B = H~+I. Wir w/~hlen eine Zahl 7 so, dab 

~(A) 
0 < ~' < #(B) 

und setzen 

~ = { T :  T e ~ ,  #((T-ZB) n B ) > O ,  

/~(A)~ 
#(B) 2 

I ~((T-~A) (~ A) 
i~((T-Z B) n B) 

~(A)2 
#(B)2 ] ~Y }  " 

oo 

Weiter sei ~n = ~J~z und ~ = (_J ~n -- lira inf !}Xl. Naeh Definition einer be- 
t = n  n =  l t--+oo 

zfiglieh (H~) misehenden Transformation geh6r~ jede solehe Transformation zu ~. 
Um den Satz zu beweisen, genfigt es daher zu zeigen, daft jedes ~n nirgends dicht 
in ~ ist. Es sei ~n die schwaeh abgeschlossene Hiille yon ~n.  Wit behaupten, dab 
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(~ ~n ---- 0. In  der Tat :  ist T e ~n und n ~ l, so gilt nach Definition yon ~n 
entweder # ( ( T -1B)  n B) -~ 0 ocler gleichzeitig # ( ( T-~ B) ~ B) :> 0 uncl 

# ( ( T - l A ) ~ A )  #(A) 2 
#((T-ZB) n B) #(B)U : }'" 

I s t  aber T e ~,  so gibt es ein l mit  n ~ 1 und T-~ ---- I ,  also t t ( (T-~B)  n B) = 
= # (B) > 0 uncl 

#((T-tA)  ~ A) ~(A) 2 I~(A) #(A) 2 
/,((T-ZB) n B) ~ -- #(B) iz(B) 2 ~ 7" 

t t ieraus folgt ~ n ~n = 0. Da ~ dicht in ~ und ~n abgeschlossen ist, so liegt 
daher ~n un4 erst recht ~n nirgends dicht in ~:. 

Zum Fall # (X) = 1 bemerken wir, dab dort ein Endomorphismus T nach [5] 
dann und nur dann mischend in bezug auf irgend eine Folge (Hk) ist, wenn er im 
klassischen Sinne eine stark misehendo Transformation clarstellt. Nach dem 
Muster des Beweises des Satzes yon ROCHLr~ [1, S. 77] l~Bt sich sehr leicht zeigen, 
dab sogar die Menge aller s tark mischenden Transformationen, nicht nut  die der 
stark misehenden Endomorphismen, d. h. s tark mischenden fast fiberall stetigen 
Transformationen, yon erster Kategorie in ~: ist. Man beachte, dab im Rochlhl- 
schen Satz selbst anstelle yon ~ der Raum ~0 der umkehrbaren maBtreuen Trans- 
formationen zugrunde gelegt wird. 

Andererseits k6nnten wir aueh in den gegenw~rtigen S/itzen 1--3 mit/~ (X) ~ o o  
leicht ~ dutch ~0 ersetzen. Die uniforme Struktur  yon ~0 ws diejenige, die als 
Basis des Nachbarschaftsfilters das System der Mengen der Form 

{(S, T): I[ [~ o S - -  It o T[I < e,  ]]/i o S -1 - - / ,  o T -1[] < e,  i : 1 . . . .  , k} 
h~tte. 

3. II~iuflgkeit misehender Trans/ormationen 

Wir betrachten zuni~chst wieder einen beliebigen topologischen MaBraum 
(X, ~, #), setzen jedoch yon nun an voraus, dad # (X) : oo. 

Lemma 2. Es sel T ein mischender Automorphismus in bezug au] eine Mengen- 
/olge (H~), B eine ]ast randlose Teilmenge eines H k  m i t t  z (B) ~ 0 und 1 eine nati~r- 
liche Zahl. Dann  gibt es eine in B enthaltene /ast randlose Menge A positiven Mafies, 
so daft die Mengen A,  T - 1 A ,  . . . ,  T-~+I A paarweise /remd sind. 

Beweis. Wir setzen 
(15) C -~ B u T B u .. .  w T~-2 B 

und behaupten, dab 

(16) l i m #(C  n T - n C )  = O . 
n - - - > c ~  

Sind n~mlich 11 un4 12 feste positive Indizes, so folgt aus (1), aus lim ~n ---- oo 

und aus /~ (T  ~ B (~ T -n T ~ B) = /~ (T  ~ (B  ~ T -n+~-~ B)) ---- /~ (B (~ T -n+~*-l~ B), 
dal~ l i m / z ( T ~ B  ~ T -n T~ B) ---- 0 uncl damit  (16). 

n - - - > ~  

Als ns beweisen wir, dab die Inklusion 
l - 1  

(17) B C [ J T - *  B 
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unmSglich ist; dabei sei (17}, ebenso wio die folgenden Mengenrelationen, bis auf  
Nullmengen zu verstehen. Hierzu zeigen wir, dab aus (17) folgt 

(18) CC T-1C, 

wobei G die dureh (15) definierge Menge sei. I s t  ngm]ieh x ~ TJB,  ?" = 0 . . . . .  1 - -  3, 
so wir4 T x  e TJ+IB C C. I s t  jedoch x e TI-UB, so kSnnen wir x = T~-2y mit 
y e B schreiben. Wegen (17) gibt es ein i mi t  1 --~ i --~ l - -  1, so dab y e T-~B. 
I m F a l l i < l - - 1  w i r d d a n n x - - - -  T ~ - 2 y ~ T ~ - 2 - i B m i t O ~ l - - 2 - - i g l - - 3 ,  
also T x  ~ C, wie gerade vorher bemerkt.  I m  Fall i = l -  1 hingegen wird 
x = T~-2y e T -1B ,  also T x  e B C C. Hiernaeh ist T x  ~ C fiir jedes x e C, und 
das bedeutet  (18). Daraus wieder folgt C C T-1C C T-~C C . . .  C T - n C  bei be- 
liebigem n, d. h. C n T - n C  = C im Widersprueh zu (16) and/~(C) > 0. 

1--1 

Setzen wir sehlieBlich A ---- B n (X --  ~ T-~ B), so ist A fast randlos, 0 < # (A) 

u n d A  C B. Ferner gilt A n T-~B -= O, i = 1, . . . ,  1 -- 1, also erst recht A n T-~A 
= 0, i -~ 1 . . . . .  l - -  1, woraus bei beliebigem i und j mi~ 0 g i < ] ~ l - -  1 folgt 
T - i A  (n T - J A  = T-~(A (n T-(J-O A)  = O. 

Bis auf  weiteres sei nun wieder X = [0, oo[ und /~ das Lebesguesehe MaB. 
Auch ~D habe die frfihere Bedeutung. Eine Transformation Q werde eine zyldlsehe 
Permutation genannt, wenn folgendes der Fall ist: es gibt paarweise ffemde 
dyadisehe Intervalle G1, - ,  Gz gleicher Ls und eine zyldische Permutat ion 
yon {1 . . . .  ,1}, so dab Q innerhalb yon G~ mit  Ta~(k),~ fibereinstimlnt und 
auBerhalb yon G1 D ... u Gz gleich der identischen Abbfldung is~. 

Lemma 3. Es seien E1 . . . . .  Era paarweise ]remde dyadische IntervaUe gleicher 
LSnge, P eine Permutation, die die E 1 permutiert, d. h. mit Hilfe einer Permutation a 
yon {1 . . . .  , m} und der Transformationen TE,(j),Ej wie oben erIclSrt ist, und e > O. 
Sind dann G1, . . . ,  Gz gleichlange dis]unlcte dyadisehe Intervalle einer Lgnge kleiner 

m l 

als ~/2, so daft ]edes Ej  die Vereinigung gewisser G~ darstellt und ~ J  E 1 = [ J  Gk, 
so gilt bei passender Numerierung der G~ ]olgendes: die Abbildung i=1 ~=1 

I Tek,~k+lx , wenn xeGk+l ,  b = 1 . . . . .  l - -  1, 

(19) Q x :  ~ Taz,~l, wenn x e G 1 ,  
(x sonst 

ist eine zyblische Permutation mit 

(20) # (Q-1 E~ + p-1E1) < e, ] = 1 . . . . .  m .  

Beweis (naeh I-IAL~OS [1, S. 65]). Wir gehen aus yon irgend einer Numerienlng 
der G~. AUe E 1 enthalten natiirlich dieselbe Anzahl yon Intervallen G~; bei festem 
] werden wit yon einem ersten, zweiten usw. in E 1 gelegenen G~ sprechen gems 
ihrer gegebenen Numeriertmg. 

Wir betraehten zuniiehst den mit  ]1 = 1 beginnenden Zyklus der Permutat ion 
a. Is~ a(1) ----- 1, d. h. ffihrt P das Intervall  E1 in sieh fiber, so mSge Q das erste 
in E1 en%haltene Intervall  G~ auf das zweite abbilden, dieses auf  das dritte usw., 
bis Q das vorletzte in E1 enthaltene Intervall  G~ in das letzte transformiert.  I s t  
hingegen a (1) 4: 1, d. h. besteht tier mit  I beginnende Zyklus yon a aus mindestens 
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zwei Zahlen, so mSge Q das erste in E1 enthaltene Intervall G~ auf das erste in 
E~(1) enthaltene G~ abbilden. Ist  aueh o 2 (1) =~ 1, d. h. transformiert P das Inter- 
vall Ea(1) nieht zuriick naeh E l ,  so mSge Q das erste in Ea(1) gelegene Gk in das 
erste in Ea2(1 ) gelegene weiterbringen. In dieser Weise fahren wir fort bis zum 
ersten Index q mit ~q(1) ---- 1; dann mSge Q das erste in E~q-l(1) enthaltene G~ 
auf das zweite in E l  enthaltene abbflden. Dieses wieder werde dureh Q in das 
zweite Teilintervall G~ yon E~(1) iiberffihrt usw., bis wir sehliei~lieh das ]etzte 
in Eaq-~(i) gelegene G~ auf das letzte in Eaq-l(1) gelegene Gk ~bgebiidet haben. 

Damit ist der erste Zyklus in den beiden F~llen a(1) ~ 1 und a(1) :~ 1 er- 
seh6pft. Gibt es keinen weiteren, d. h. ist a selbst sehon zyklisch, so ffihren wit 
durch Q das letzte Teilintervall G~ y o n  Eaq-x(1 ) in das erste Teilintervall Gk yon E1 
fiber. Existiert hingegen ein zweiter, etwa mit j2 beginnender Zyklus, so werde 
das letzte Teilintervall G~ y o n  Eaq-l(1) auf das erste in El2 enthaltene abgebfldet, 
und yon dort gehen wir weiter wie beim ersten Zyklus. Ist  endlich r das letzte 
Element des letzten Zyklus yon o, so werde das ]etzte in Er enthaltene G~ in das 
erste in E1 transformiert. 

Nach Konstruktion unterseheiden sieh P-1Ej  und Q-1E i hSehstens um zwei 
der Intervalle G~, womit (20) bewiesen ist. Eine passende Numerierung der G~ 
ergibt schliel~lieh das Lemma. 

Bedeutet  y eine positive ZahI, so werden wir der Einfachheit halber die 
Homothetie x --> y x yon X ebenfalls durch 7 bezeiehnen. 

Satz 4. Es sei To ein mischender Automorphismus. Dann liegt die Menge der 
Automorlohismen der Form T1 ~ y-1 o V' o To o V o y, wobei ~ alle positiven 
Zahlen und V die Menge aller Automorphismen yon X durchlSu/t und V' eine Fast- 

t 

inverse zu V bildet, schwach dicht in ~,. _Fi~hren To und eine t'astinverse T o be- 
schriinlcte Mengen in beschriinlcte i~ber, abgesehen yon Nullmengen, so genCtgt es, 
nut  Automorphismen Y und V' mit denselben Eigenscha/ten zuzulassen. 

Beweis. Es ist klar, dab jede Abbildung T1 der angegebenen Form einen 
Automorphismus darstellt. Wir betraehten nun eine Transformation T aus % und 
eine Umgebung yon T der Form 1I ---- {TI :  tt ( T[12'~ q- T-1F~) < s, i = 1 . . . .  , n} 
mit paarweise fremden Mengen F~ e ~.  Wie im Beweis des Satzes 2 gezeigt, gibt 
es p~arweise fremde dyadisehe Intervalle E1 . . . . .  Em gleieher Liinge und eine 
Permutat ion P,  die die E 1 permutiert,  so dab jedes/~l die Vereinigung gewisser 
E t bildet und 

(21) / t (P-1F~ -~ T-1Ft)  < 4 '  i = 1 . . . . .  n .  

Nach Lemma 3 k6nnen wir disjunkte dyadische Intervalle G1 . . . .  , Gt finden, 
so dab folgendes zutrifft: alle G~ haben dieselbe Li~nge, die kleiner als s/8 mi s t ;  

m 
jedes E~ ]~Bt sieh als Vereinigung gewisser Gk schreiben; [ J  EI ---= ~.J G~; die Ab- 

~=l k=l  
bildung (19) ist eine zyk]isehe Permutation mit ]~(Q-1Ej _~ p-1E~) < e/4m, 

~ l . . . . .  m. IIieraus ~olgt zunaehst ~(Q-~F~ ~- P-IF~) < ~/4, Mso wegen (21): 
6 (22) /~(Q-XFI + T-~F~) < ~ ,  i :  I . . . . .  n. 

Iqaeh dem Lemma 2 existier~ eine fast randlose Menge A endliehen positiven 
MaBes, so dab die Mengen A,  Toga . . . .  , To~+~A paarweise fremd sind. Natfirlieh 
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haben sie alle dasselbe MaB; wir setzen 7 = / ~  (A)/# (Gi). Da Tok+iA fast randlos 
ist, so ls sieh naeh dem Isomorphiesatz in [6] das Intervall ~ Gg ---- {Tx: x e Gk} 
durch einen Isomorphismus V~ auf T~g+iA abbflden, wobei 7 Gk und T~+iA 
beide mit dem Lebesgueschen MaB versehen werden. Ferner gibt es einen Iso- 

l 1 

morphismus V0 yon X -  ~.J7 Gg auf X -  U To e+iA. Wir definieren einen 
k = l  k ~ l  

Automorphismus V yon X, indem wir V innerhalb yon ? G~ mit Vg und innerhalb 
l 

yon X - - ~ J  ? Gg mit V0 zasammenfallen lassen, und bflden damit den Auto- 
k = l  

morphismus T i  : 7 - i  o V' o To o V o ~. 
Naeh (19) wird nun ffir/r ---- 1 . . . . .  l -- 1, abgesehen yon Nullmengen, 

TiiGg : ?-i V' To i V ?Gk ---- ?-i  V' To i T~+i A 

..~ ~ -1  V' TogA -~ G~+i : Q-iG~. 

Stellt F( die Vereinigung yon Intervallen Gk mit k ~ l dar, so folgt hieraus 
T71 F( --  Q-1 F( und damit wegen (22) : 

/~(T71Fi + T-1F~) 

Aus/~ (T~ 1Gl) ~- # (Q-1Gl) = # (Gz) < e/8 m < s/4 ergibt sioh/~ ( T~ 1 G1 + Q-1 Gt) < 
e/2, also/z(T~I.F~ -[- Q-1F~) ~ ~/2 aueh dann, wenn F~ das Intervall Gz ent- 

h~lt, woraus wegen (22) wieder folgt #(T~I.F~ -~ T-1F~) ~ s. Somi~ ist T i e  11. 
Naeh dem Lemma 2 kSnnen wir ffir A eine beschr~nk~e Menge nehmen. 

Ffihren nun To und T o beschr~nkte Mengen bis auf Nullmengen in besehr~nkte 
fiber, so sind die Mengen A, T ~ A ,  ..., T~+~A bis auf Nullmengen besehr~nkt. 
Aus dem Beweis des Isomorphiesatzes in [6] is~ leieht zu ersehen, dab V0 als 
Isomorphismus gews werden kann, der einschlieBlich seiner Fastinversen be- 
schri~nkte Mengen bis auf Nullmengen auf besehr~nkte Mengen abbfldet. Dann 
haben V und V' dieselbe Eigenschaft, und damit ist der Satz bewiesen. 

Stellt (X, ~, #) irgend einen Mal~raum mit sigma-endiichem ~ dar u n d i s t  r 
eine natfirliche Zahl, so bezeichnen wit dureh X r ----- X •  • X das r-fache car- 
tesisehe Produkt  yon R~umen X, durch ~(r) den Produkt-sigma-Ring des sigma- 
Rings ~ in jedem Faktor  und dttrch #(r) das entsprechende ProduktmaB auf ~(r). 
Es sei T eine maBtreue Transformation yon X. Durch T(r)(xl, . . . ,xr) 
(Txl  . . . . .  Txr) wird dann eine maBtrene Transformation yon X r erkl/irt. Wir 
erinnern an die Definition des ergodischen Index yon T i m  Sin~e yon K~:KUrA~, 
gesehrieben ekT:  dies ist die grSBte Zahl r derart, dab T(r) ergodisch ist, und 
zwar ekT --~ 0, wenn T selbst nieht ergodiseh is~, und ekT ~ r wenn jedes T(r) 
eine ergodisehe Transformation bildet. Der ergodisehe Index bleibt offensichtlich 
invariant gegenfiber Isomorphismen. 

Ist  T eine Mischung eines topologisohen MaBraumes nnendliehen MaiZes, so 
bestehen Beziehungen zwischen ekT nnd der Wachstumsgeschwindigkeit der zu- 
gehSrigen Folge (~n) ; siehe [9]. Insbesondere folgt aus ~ ~ ~ r dal~ ekT ~ r, 

und bei einer groi~en Klasse yon mischenden Transformationen gilt die Umkeh- 
rung [5, w 4]. Demnaeh ist also, rage ausgedrfickt, ekT um so kleiner, je sehnel- 
ler (~n) w~chst, d. h. je sehneller gemiseht wird. 
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Wir kehren nun zum topologisehen Mal3raum X = [0, co[ mit dem Lebesgue- 
sehen Mal~ zuriick und beziehen den Begriff einer mischenden Transformation 
immer auf die spezielle Mengenfolge H~ = [0, k]. Mischung in bezug auf die 
Zahlenfolge (~n) bedeutet dann also, dal3 die Mischungsgleiehung (1) auf alle be- 
sehr/inkten und fast randlosen, d. h. auf alle im Sinne yon Peano-Jordan quadrier- 
baren Mengen A und B zutrifft. 

Theorem. Es gibt eine Zahlen/olge (Qn) mit den ]olgenden Eigenscha/ten: Zu jeder 
positiven Zahl ~ existiert eine Tositive Konstante fl, so daft 

(23) en <= fl na 

liar alle n; die Menge der in bezug au] eben diese Folge (~n) misehenden Automorphis. 
men, die den ergodisehen Index oo haben, ist schwaeh dicht in ~. 

Zu bdiebigem r : 1, 2 . . . .  und ]eder Zahl ~ mit 1/(1 ~- r) < ~ < 1/r gibt es eine 
Zahlen]o~ge (~ )  mit den ]o[genden Eigenseha/ten: Zu jeder positiven Zahl ~ existie- 
ren positive Konstanten ~ und fl, so daft 

(24) r162 "-~ <--_ ~n ~ flnV+a 

/iir alle n; die Menge der in bezug au/ eben diese Folge (~n) mischenden A utomorphis- 
men, die den ergodisehen Index r haben, ist schwach dieht in %. 

Zu ]eder Tositiven Zahl ~ gibt es eine Zahlen/olge (Qn) mit den/olgenden Eigen- 
scha]ten: 

(25) n ,  < en 

/iir alle n; die Menge der in bezug au] eben diese Folge (Qn) misehenden Automorphis. 
men ist schwach dicht in ~. 

Beweis. Itierzu konstruieren wir geeignete Markoffsche Ketten. Es bedeute Z 
die Menge aller ganzen Zahlen. Wir betrachten den Raum X* ---- Z z aller Folgen 
x = (Xn)neZ von ganzen Zahlen und versehen ihn mit der Produkttopologie, wobei 
Z als diskret angesehen werde. Die Menge der elementaren Zylinder 

(26) A = {x : Xnl --- il . . . . .  Xn~ = ik} 

mit nl < n2 < "'" < n~ und iz e Z ist eine Umgebungsbasis yon X*, die nur aus 
randlosen Mengen besteht. X* bildet einen Polnischen Raum, und daher ist jedes 
sigma-endliche, auf  dem sigma-Ring ~* der Borelschen Mengen yon X* definierte 
Mal~ straff. Wir setzen H*  = {x: [xo I < k}; jedes H~ ist also randlos, und 
U H t  = x * .  

Es sei ~ = (~(i, ]))i.i~z eine stochastische Matrix und ~n = (zn(i, ]))iS~z die 
zugehSrige Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten in n Schritten. Wir nehmen 
an, es existiere ein gegenfiber ~ invariantes, strikt positives und unendliches Mar3 ), 
auf Z, d .h .  eine Folge (2(}'))jez mit 

, ~ ( j ) = ~ ( i ) ~ ( i , j ) ,  ~ ( j ) > 0  und ~ ( j ) = r  

Wir fixieren ein solches MaB und erhalten ein Mal~ tt* auf ~*, indem wir bei einem 
Zylinder der Form (26) definieren 

#* (A ) = ~ (il) 7~ n ~ - n l  (il, i2 ) . . .  ~n~--n~- i  (ik_l, it:). 
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Dabei wird #*(X*)  = 0% wghrend jede Menge H~ ein endliches MaB hat. In 
diesem topologischen MaBraum stellt die Verschiebung T*((xn)n~z) = (Xn+l)~Ez 
einen Automorphismus, ja sogar einen maBtreuen Hom6omorphismus dar. 

Wir benutzen nun spezielle Matrizen ~ und MaBe 4. Wie in [2] gezeigt, lassen 
sich z und ~ so wghlen, dab zu jedem v~ > 0 eine Konstante fl > 0 existiert, 
mit der 
(27) fi-1 n-a g ~n (0, O) 

ffir alle n; dabei ist ekT* = oo. Ebenfalls naeh [2] kSnnen ~ und X bei gege- 
benem r = 1, 2 . . . .  und ~ mit 1/(1 + r) < U < 1/r so bestimmt werden, da$ zu 
jedem ~ > 0 positive Konstanten g und fl existieren mit 

(28) ~-1  n - , - ~  ~ ~ n  (0, 0) g 0C - l n  -~/+z~ 

ffir alle n; dabei ist ekT* --~ r. In [5, w wurde bewiesen, daB T* in beiden 
Fgllen misehend in bezug auf die Mengenfo]ge (H~) nnd die Zahlenfolge ~n 
__-- (gn (0, 0))-1 ist, wodurch (27) in (23) und (28) in (24) fibergeht. 

Als cartesisches Produkt  mit s Faktoren einer klassisehen Irrfahrt  wurden 
und 2 in [5, w 5 ] so konstnfiert, dab T* in bezug auf (H~) mischend mit ~n 
---- (~n)8/2 wird. Durch passende Wahl yon s zu gegebenem ~ > 0 erhalten wir 
(25). 

In  allen diesen Beispielen gilt bei festem i jede der Ungleiehungen ~(i, j) > 0 
und g(] ,  i) > 0 nur ffir endlieh viele ]. Nach Definition yon/z*  ftihren daher T* 
und T *-1 jede Menge H~ bis auf eine Nullmenge in eine Teilmenge einer geeig- 
neten Menge H~ fiber. Welter is~ #* atomfrei. 

Wie in [5] gezeigt, gibt es nun zu jeder Wahl yon ~ nnd 4, bei der #* keine 
Atome hat, einen Isomorphismns S yon (X*, ~*,/**) auf (X, ~,/z), so daB SH~ 
= [0, #* (H~)]. Wegen lira #* (H~) ---- oo ist also eine Teilmenge yon X dann und 

]a->co 
nnr dann beschrgnkt, d.h. in einem H~ enthalten, wenn sie in einer der Mengen 
SH~ enthalten ist. In  unseren drei Beispielen bildet daher To-----S o T o S' 
einen mischenden An~omorphismus yon (X, ~, #) in bezug auf (H~) yore selben 
ergodisehen Index und zur selben Folge (~n) gehSrig wie T*. AuBerdem ffihren 
To nnd T O besehrgnkte Mengen in beschrgnkte fiber, abgesehen yon Nullmengen. 

Es sd  schlieBlieh V irgendein Automorphismns yon X, der ebenso wie V' be- 
schrgnkte Mengen bis anf Nullmengen anf beschrgnkte abbildet, und y > 0. 
Dann stellt TI  = y-1 o V' o To o V o y einen in bezng auf (H~) misehenden 
Automorphismns yon X mit dem gleiehen ergodischen Index und der gleiehen 
Folge (~n) wie To dar. Das Theorem resultiert nun aus Satz 4. 

Wir bemerken, dab der erste Tell des Theorems offenbar hinreiehend vide sehr 
langsam mischende nn4 sein letzter Teil hinreiohend vide  sehr schnell mischende 
Automorphismen liefert. Aus (23) folgt ~ Q~ = oo ffir alle r. Aus (24) ergibt 

n 
sich ~ 0g r = oo und ~ eT~ r-1 < oo. Aus (25) resnltiert ~ eT~ 1 < o o ,  w e n D .  ~] ~> 1, 

gb ~b 
d.h. diese Automorphismen sind dann nicht ergodisch. 

Es ist klar, dab das Theorem ebenso wie auf den darin zugrunde gelegten 
speziellen MaBraum (X, ~, #) aueh anf jeden dazu isomorphen topologischen MaB- 
raum (X', ~', #') zutrifft. An die Stelle der Mengenfolge H~ = [0, k] t r i t t  dabei 
die l%lge (H~) der Bilder der H~ vermSge eines Isomorphismus S yon X auf X'. 
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Naeh [6] gilt das Theorem also ffir jeden Raum der folgenden Gestalt:  X '  ist ein 
topologischer Raum mit  abziihlbarer Basis, und j tder  Punkt  x' yon X '  besitzt 
eine abgesehlossene Umgebung, die einer geeigneten kompakten  Teflmenge eines, 
yon x'  abh~ngigen, endlichdimensionalen euklidisehen Raumes homSomorph ist; 
# '  ist t in atomfreies Radonsches Mal~ mit  # ' (X ' )  = oo. Wie der Beweis des Iso- 
morphiesatzes in [6] zeigt, li~$t sich S im Fall einer unberandeten Mannigfaltig- 
keit X'  so wi~hlen, da$ die H~ sieh yon kompakten  Mengen nur um Nullmengen 
unterscheiden und umgekehrt  jede kompakte  Menge in einem H~ enthalten ist, 
abgesehen hSehstens yon einer Nullmenge. Interpretier$ man fin Theorem die 

I 

Mischungseigensehaft im Sinne einer Mischung in bezug auf  eben diese Folge (Hk), 
so trifft dann bei den so mischenden Automorphismen die Gleiehung (1) wieder 
auf  alle quadrierbaren, d .h .  relativ kompakten  nnd fast randlosen Mengen A 
und B zu. 

Die eben beschriebenen topologischen Riiume X '  sind lokal kompakt  und in 
jedem Punkt  yon end]ieher Dimension. Andererseits benutz~en wir schon im Be- 
weis des Theorems, dal~ dem Raum (X, ~, #) aueh viele nicht lokal kompak t t  
und fiberall unendliehdimensionale tol0ologische MaBr~ume isomorph sind, niim- 
lich alle Riiume der dort zu Anfang beschriebenen Form (X*, ~*, #), soweit sit 
keine Atome enthalten. Das Theorem gilt also ffir alle solche Riiume, wobei 
Mischung zu interpretieren ist als Mischung in bezug auf die Folge (Hk*). 

Dieselben Bemerkungen treffen sinngem~l~ auf die Si~tze 1--4  und die beiden 
Corollare zu Satz 2 zu. 

Zusatz bei der Korrektur  (23.3. 1967): Einen vollst~ndigen ]~berblick fiber 
alle in Frage kommenden MaBr~ume enths die demn~chst erseheinende Arbeit 
yon W. BOGE, K. ]~RICKEBERG und F. PArA~O~LOV: ~Jber die dem Lebes- 
gueschen lVIal~ isomorphen topologisehen MaBe. 
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