
Z. W~hrscheinlichkeitstheorie 1, 159--173 (1962) 

E x t e n s i o n s  d'un thSor~me de D. D u g u 5  et M. Girault  

par 

Pxu~ L ~ w  

I. Introduction et th~or~mes d'analysc 

1. Introduction. Dans le chapitre I, nous d4montrerons quelques thdor~mes sur 
la classe Cn des fonctions ] (x), d4finies et borndes dans (0, oo), n fois d6rivables, les 
ddrivSes d'ordre ~ n 6rant continues, et ]a ddrivge d'ordre n ~tant monotone. On 
peut supposer n = 0; Co est simplement la classe des fonctions bornges et mono- 
tones. S'fl s'agit d'une fonction d~finie dans (--co,  ~-co), nous dirons qu'elle 
appartient s la elasse Cn si les conditions indiqu~es sont v6rifiges dans (0, c~). Si 
n ~ 0, nous d6signerons par C~ l'ensemble des d4rivges des fonetions / (x) ~ Cn. 

Nous d6montrerons que, si n ~ 0 ,  et si /(x) eCn,  les produits x~'/(~)(x) 
(v ~- 1, 2 . . . . .  n) tendent vers z~ro aux deux extr~mitds de l'intervalle (0, c~) 
[/(~) (x) dgsigne la d~rivde d'ordre v de / (x)]. Pour n -~ 1, et pour la limite infinie, 
on remarque l'analogie du rdsultat obtenu avec le c41~bre thdor~me d'EM~E BOn~L 
sur les sdries convergentes dont les termes forment une suite monotone. Nous 
montrerons aussi que, comme le thdor~me de Bony, L, notre rdsultat ne peut pas 
4tre am~lio% : quelle que soit la fonction # (x) positive et n 'admettant  pas de borne 
inf4rienre positive au voisinage de ta limite consid~%e (0 ou c~), / (x) e Cn n'entralne 
pas  x~/(~) (x) = o [# (x)]. 

Dans le chapitre II ,  nous 6tudierons la elasse/~n des fonctions carae%ristiques 
~(z) qui sont r~elles, donc paires, et appartiennent ~ Cn, et la classe F~ des 
densi%s de probabilit4 / (x) telles que ] (x) et [ (-- x) appartiennent s C~. La forme 
gdn~rale des fonetions F (z) e/~n est, pour n entier > 0, 

c ~  

(1.1) ~(z) = ]~on(uz)dH(u), 
--0 

H (u) dtant la fonetion de r6partition d'une variable al4atoire U ~ 0, et ~o (z) dg- 
signant 1 - -  ]z] si [zl ~ 1 ,  e t O s i  ]zl > 1. Alors~(z) est lafonct ioncaract~-  
ristique du produit U V, V d6signant une variable al6atoire ind6pendante de U dont 
la fonetion earac%ristique est ~o n (z). De m~me, gn (x) dgsignant la fonction 6gale 
(n ~- l) (1 -- x) n dans (0, 1) et nulle en dehors de cet intervalle, la forme g6n6rale 
des fonctions ] (x) ~ F~ est 

0 . 2 )  / ( z )  ~ I~I ' 

H (u) dgsignant iei une fonetion de rgpartition continue ~ l'origine ; n peut gtre nul. 
Cette fonction est la densi% de probabili% du produit U V', U ayant la densit4 de 
probabilit6 gn (x), V' ayant  la fonction de r6partition H (u), e tees  deux variables 
al6atoires 6rant ind6pendantes. 

11" 
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Pour  n = 0, on re t rouve un thdorbme  connu de A. KHINTOttl~E. Pour  n = 1, 
le th6or~me relat if  g la classe/ '1  se r6dui t  au thdor~me de D. DUGU~ et M. GI~ACLT 
[1] sur les fonctions caractdristiques de PdLYA, avee une diffgrenee p rovenan t  de 
ce que les fonctions caract6ristiques de PdLYA s ' annu l en t  h l ' infini,  tandis  que, 
pour  nos fonctions 9 (z), la constante  H ( +  0) = ~ (c~) peut  6tre > 0".  

Dans le chapitre I I I ,  nous eonsidgrerons des expressions de la forme 

(1.3) dEn[y(x)] = dy(n) .~ ~ a~y(n-~) dx, 
X~+I 

0 
et la condit ion 

(1.4) (-- x) n+~ den [y(x)] ~ 0 (x * O, dx > 0), 

qui signifie que, d 'une  par t  dans ( - -  ~ ,  0), d ' au t re  part ,  dans (0, oo) ] ' intdgrale de 
STIELTJES 

(1.5) f (--x)n+~dEn[y(x)] (xox~ > O) 
X, 9 

est une fonetion non  dderoissante de x~. D 'au t re  part ,  nous consid6rerons la 
fonetion g(x), nulle en dehors de (0, 1) et dgfinie s un  facteur constant  pros dans 
eet interval le  par  l 'dqnat ion  diffgrentielle d 'EuLE~ d 'ordre n ~- 1 

(1.6) dE~[g(x)] 
dx - -  0, 

et par  les conditions de CAUCHr 

(1.7) g(1)  = g' (1)  . . . . .  g (~-~(1)  - 0 .  

~ o u s  nous placerons ensuite suceessivement dans l c c a s  oh g (x) est une fouction 
caractdristique et dans celui off c 'est une  densitd de probabilitd, et nous montrerons  
que, en remplagant  , clans le premier cas, ~o n (z) par  g(] z I) dans la formule (!.1), et 
dans le second cas, gn (x) par g(x) dans (1.2), on obtient ,  dans le premier cas une  
fonction caract4ristique F(z) qui v6riiie l ' in6galitd (1.4), dans le second cas une 
densit~ de probabili t~ /(x) qui v6rifie aussi eette indgalit6. 

Ces r6sultats semblent  comporter  une  rdciproque: on aurai t  dans les deux cas 
l 'expression g~ndrale des fonetions v6rifiant les condit ions indiqu6es. On aura i t  

* Le sentiment de l'analogie entre le th~or~me de I~I:IINTCHINE et cehi de Duov~. et 
GIRAULT a ~t~ ~ l'origine du pr6sent travail. Je profite de Foccasion pour re'excuser d'avoir, 
dans [2], rappel6 le th~or~me de DvGv~, et GI~AULT sans en nommer les auteurs. Je savais par 
une confgrence entendue & l'Institut Henri Poinear~ que ce thgor~me n'gtait pas nouveau, 
mais je n'ai retrouv~ la r6f6rence que trop tard. 

Je signale aussi que, dans [2], j'ai 6tabli sur la fonetion d6finie par la formule (24) un 
r~sultat qui est s rapprocher de celui indiqug par Dvav l  et GIRAV~T s la page 8 de leur 
m~moire cit~. II y a d'ailleurs darts ]eur 6none6 une certaine ambiguit6; je crois utile de pr6eiser 
que quand ils parlent d'une fonction ~(t) convexe dans (0, h), il faut comprendre qu'il s'agit 
des va]eurs dans (0, h) d'une fonction earaet6ristique de PbLYA, ce qui implique de plus 

(0) = 1 et ~' (h -- 0) ~ 0. Leur raisonnement, identique ~ eelui que j'ai indiqu6 dans [1], 
n'utilise d'ailleurs pas la convexitY, mais seulement le fair, que la fonction paire ~gale h ~ (z) 
darts (0, h) et ~ ~(h) pour z ~ h soit une fonction caract~ristique. J'ai montr6 par des exemples 
vari6s qu'il peut en 8tre ainsi sans que ~ (z) soit convexe dans (0, h). Mon th~or~me apparalt 
done comme plus g6n~ral que celui de DuGu]~ et GI~AULT, ~ cela pros que j'avMs suppos6 

(h) ~ 0, restriction qui n'est 6videmment pas n6cessaire. 
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ainsi deux th6orgmes g6n~ralisant les th6or~mes fondamentaux  du chapitre I I .  La  
d6monstra t ion est m6me identique g eelle de ees thgor~mes du ehapitre I I ,  si on 
pent  6tablir un  lemme ggngralisant les th~or~mes du ehapitre I. I1 s 'agirait  de 
d6montrer  que, dans (--  c~, O) comme dans (0, c~), si y(x) est born6 et v6rifie la 
condition (1.4), les produits  x~y(~l (x) (v = 1, 2 . . . . .  n) s 'annulent  aux deux ex- 
tr6mit6s de l ' intervalle consider6, on du moins qu'i l  en est ainsi dans le cas off 
g (I x I ) et y (x) song ~ la fois, soit des fonetions d6finies positives, soit des fonctions 
sommables dans ( - -c~ ,  d-c~). Cela suffirait pour  les applications au Caleul des 
Probabilit6s en prenant ,  dans un e a s y  (z) = ~s (z), et dans l 'autre,  y '  (x) = / (x). Je  
trois ee lemme exact,  mais ne l 'ai pas d6montr6. 

2. I, emme - -  On a 

(2.1) C1~ C2~""  ~ Cn-1~ Cn. 

I1 suffit de mont re r  que /(x) z C~ entra~ne ] (x) z Cn-1. Si en effet /(x) z Cn, 
fin) (x) est monotone,  e t a  par  suite ~ l'infini une valeur limite, finie ou infinie. Si 
cette valeur n '6 ta i t  pas nulle, ] / (x) ] augmenterai t  ind6finiment avee x, ee qui est 
exelu par  la d6finition de Cn. Done/ (n)  (cr = 0. Done fin) (x), qui est monotone,  
a toujours le m6me signe, e'est-s que ](n-l) (X) est aussi monotone.  Les autres 
proprigt6s qu' implique la d6finition de Cn-1 sont contenues dans celles de Cn. 
Done [ (x) ~ Cn-1, C.Q.F.D. 

R e m a r q u e s :  La  d6rivge / '(x) est, eomme les autres, monotone  et t endant  
vers 0, done de signe constant .  La  fonction /(x) est done aussi monotone;  comme 
elle est born6e, [(c~) a u n e  valeur finie bien d6termin6e. 

I1 peut  arriver que ] (x) soit constant  pour  x assez grand;  dans ce cas le th6o- 
rbme que nous allons d6montrer  devient trivial. Nous pouvons done l 'exelure dans 
nos raisonnements sans que cela soit une restriction au thgorgme. Les d6riv6es 
suceessives de ](x), jusqu '~ fin)(x), song done al ternat ivement  positives et d6- 
eroissantes et ndgatives et croissantes. Pour  ne pas gtre ggn6 par  les signes, nous 
poserons 

( 2 . 2 )  If(x) - 1(~o) ] = ~(~), 
et ddsignerons par  (--1)vgv (x) (v = 1, 2 . . . . .  n) les d6rivdes sueeessives de cette fonc- 
tion. Les fonctions gn(x) sont donc positives et non croissantes et tendent  vers z6ro. 

3. Introduisons main tenan t  une fonction 2@) qui, dans un intervalle (a, cr 
soit positive, non croissante, et vdrifie une condition de la forme 

( 3 . 1 )  ~(x) >= lc ,~(cx) , 

c et k 6tant  des constantes > 0 et < 1. Telles sont par  exemple les fonetions x -~ et 
log-ax,  si ~ > 0, et x-~log~x, si ~ > 0, fi 6 tant  nn  nombre  r6el quelconque; le 
eas ~ (x) ----- 1 n 'es t  pas exclu. 

Si 20 (x) vdrifie ees conditions, il en est de m6me de x-~2 (x); il faut  seulement 
remp]aeer k par kc ~. 

Th~or~me 1. Si ](x) e Cn, et si g(x) = o[2(x)] (x -+ ~ ) ,  on a: 

(3.2) l ( n ) ( x )  ~-  o E x - n , ~ ( x ) ]  (x- ->-c~)  . 

Supposons d ' abord  n = 1. S i x ] '  (x) n'6tai t  pas o [~ (x)], il existerait des valeurs 
arbi t ra i rement  grandes de x pour  lesquelles on aurai t  

(3.3) xg~(x) >~ c' ~(x) ,  
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(4.1) 

alors les hypotheses 
pour que 

(4.2) 

c' 6 tant  une constante positive suffisamment petite. On uurait  donc 
co X 

g (c x) = f gl (u) gu > f gl (u) du 
CX ~g~ 

> (1 - c)xgl(X) >= (1 - c)c'~(x), 

d'ofi, compte tenu de (3.1) 

(3.4) g(cx) ~= kc ' (1  --  c),~(cx). 

Cette indgalit6 devrMt ~tre vdrifide pour des valeurs arbi trairement  grandes de cx, 
ce qui est en contradict ion avec l 'hypoth~sc g (x) --~ o [)~ (x)]. Le th6orSme est ainsi 
d6montrd pour n ---- 1. 

/qous pouvons mMntenant  rMsonner par  rdeurrenee. Supposons done la 
formule (3.2) d~montrde pour  une vMeur n. E t~n t  vraie si /(x) ~ C, ,  elle l 'est 
fortiori si / (x) ~ C,+1 c C , ,  et  dans ce cas fin) (x) e C1. Nous pouvons alors ap- 
pliquer s fin) (x) le r6sultat  dtabli d ' abord  pour  n = 1 ; il faut  seulement remplaeer 

(x) par  ~n (x) ~-- x - " ~  (x), ec qui, nous l 'avons vu, est ldgitime. On a Mnsi: 

/(,+1) (x) = o Ix-(-+1) ~ (x)], 

ce qui termine la d6monstrat ion du thdor~me 1. 
Si, en partieulier ~(x) = 1, comme g(x) ~-- o(1) est vdrifi4 pour  routes les 

fonctions /(x) ~ Cn, on volt  que: 

r Si  / (x)  e Cn, on a:  

(3.5) x~ /(~) (x) --~ O (x--> c~, v = 1,2 . . . . .  n). 

4. a) Nous Mlons montrer  que le thdor~me 1 est le meilleur possible, c%st-s 
que : 

Th~or~me 2. Si  /~ (x) est une /onction positive, continue, et telle que, au moins 
pour une suite de valeurs xn inddfiniment croissante, on ait 

~(xh)  = o [ ~ ( x h ) ]  ( h ~ r  

/(x) e C , ,  /(x) ~- o[~(x)] (x -> oo), ne sont pas su/fisantes 

/(")(x) =o[x-"#(x)] (x ~r 

Pour  le montrer ,  considdrons la fonction 

ap ~_x 

oh cp ~ / ~  (ap), les ap dtant  des nombres positffs, choisis parmi les x , ,  et  croissant 
assez rapidement  pour  que Cp+l ~ ep/2; cela est possible, puisque /~(Xn)= 
---- o [~ (xa)] --> 0. D4signons par  a (x) le premier ap ~ x, et par  c (x) ie coefficient cp 
qui lui correspond. On a: 

(4.a) c (x) = ~ [~ (x)] = o I~ [~ (x)] [ = o [~ (x)]. 

La  fonction /(x) appart ient  4videmment  ~ la classe C, ,  et de plus 

(4.5) 0 < / (x) < ~ c~ < 2 c (x) - -  o [~ (x)] ; 
ap  _>x  
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de sorte que ] (x) v6rifie les conditions indiqu6es dans l '6nonc6. Or on a 

(4.6) [ i<,,>(x) I -= n! ~ c ~ a ;  ~ > n! c ( x ) a ~ ( x ) ,  

d'ofi  

(4.7) I/<~ (% - o) I > ~ ~ - ~  �9 % ~(%), 

ce qui mon t re  que la condit ion (4.2) n ' e s t  pas  v6rifi~e; le th~or~me 2 en r~sulte. 
b) On ne peu t  pas  non plus amgIiorer Ie thgor~me 1 en r endan t  les hypothgses  

moins strictes. Si on rcmplaee la condition ~ (x) = o [2 (x)] par  ] (x) - -  o [/~1 (x)], 
,u.1 (x) 5 tan t  une fonct ion qui ne soit p a s o  D, (x)], la conclusion (3.2) ne subsiste pas. 
La  d6monst ra t ion  du thdorgme 2, dans laquelle la condition (3.1) imposde plus 
han t  s ~ (x) n ' in te rv ien t  pas, subsiste en effet si on remplace  2 (x) et  # (x) pa r  #1 (x) 
et ;~(x). 

On pourra i t  aussi se demander  si le th~or~me 1 subsiste quand on remplace  
la condit ion ((/(n)(x) monotone  ~ p a r , / ( n )  (x) s var ia t ion bornge ~. La  rdponse est 
encore n6gative,  comme le mon t re  l 'exemFle de la fonet ion solution de l 'dquat ion 
diff6rentielle. 

sin ~/x 
(4.8) I (~) (x) - -  0 + x)n (x > 0) 

d6fmie par  les conditions de CAUCHY 

(4.9)  / ( r  = .[' (c~) . . . . .  / (n - l )  (co) : 0 .  

I1 n 'es t  done pas  possible d'am61iorer le th6orbme 1, ce qui n ' exe lu t  pas la 
possibilit6 de g6ngrMisations dans lesqueltes Ia condit ion (3.1) pr6alablement  
impos6e s 2 (x) serai t  remplac6e pa r  une condition moins restrictive.  

5. Nous allons ma in t enan t  6tudier le compor t emen t  de/(n) (x) an voisinage de 
I 'origine, Iorsqu 'on suppose /(x) eont inu et  n lois ddrivable dans (0, 1), les n - -  1 
Fremi~rcs ddriv6es grant  continues e t / (n )  (x) 6,rant monotone.  Nous ddsignerons 
pa r  C~ l 'ensemble  des fonctions ] (x) v6rifiant ees conditions, qui n ' impl iquent  pas 
que ] (§  soit fmi. 

La d6rivde ](n) (x) 6tau t  monotone,  a au plus un changement  de signe. I1 existe 
done un intervMle (0, al)  c (0, 1) oh son signe est constant ,  et  o~ par  su i te / (n- l )  (x) 
es$ monotone .  On en d6duit  de m4me qu' i l  existe un intervMle (0, a~) c (0, al) oh 
/(n-2) (x) est monotone,  et  ainsi de suife. On vol t  Mnsi qu' i l  existe un intervalle 
(0, a) oh ehaeune des fonctions ](x), ]'(x) . . . . .  ](n)(x) est  monotone  et  de signe 
constant .  Quand  x t end  vers z6ro, elles ont  des timites, finies on infinies, mais  
j amais  ind6termin6es. 

In t roduisons  ma in tenan t ,  eomme an n~ une fonction 2@) positive, non 
croissante, el, qui v6ri~e dans  (0, 1) Ia condition (3.1). Comme ](0), 2(0) pen t  ~tre 
fini ou infini. 

Th6or~me 3. Si  /(x) ~ C~ et si /(x) = o[2(x)] (x ; 0), on ct 

(5.1) /(*) (x) = o [x-~ ~ (x)] (x ~ 0; ~ = 1, 2 . . . .  , n) .  

Comme pour  le thdorbme 1, nous eonsidgrerons d ' abo rd  le c a s n  --- 1. E n  supposan t  
/(x) monotone ,  il s 'agi t  de mon t r e r  que 

(5.2) xl'(x) =o[).(x)] (z$0). 
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Comme eela est @vident s i / '  (0) est fini, nous pouvons supposer [/ '  (0) [ iafini, 
done I/ '  (x)] non croissant. Alors, pour x s (0, a) on a: 

x 

(5.3) I!(x) - ! (~x) [  = S I/ ' (~)]  d~ > (1 - ~) x I / ' (~ ) ] .  
c x  

Si l'indgalit@ (5.2) n'@tait pas v@rifi@e, il existerait une constante positive c' et des 
valeurs arbitrairements petites x~ de x pour  lesquelles on aurai t  : 

(5.4) x [/' (z)[ > c' ~ (x).  

I1 s 'agit  de montrer  que cela est en contradict ion avee l 'hypothSse ] (x) = o [4 (x)]. 
Supposons d ' abord  ~ ( - f0 )  f in i ; / (x)  grant  monotone,  on a, pour x ---- x~, 

(5.5) Ii(x)l _>--II(x)-- /(cx)[  _>_-(1 --c) x]l'(x)] > ~ ' ( 1  - -  c)~(x),  

ce qui, ,~ (0) @tant ~ 0, est en contradiction avec l 'hypoth~se. 
Si ma in tenan t , / (0 )  est infini, compte tenu de (3.1), on a 

(5.6) I/(x) --/(cx)J > c'(1 - -  c)~(x) ~ /co'(1 - -  c),~(ox) 

de sorte que, ou bien /(x) ne serait p a s o  [)~ (x)], ou bien /(c x) ne serait pas o[)~ (c x)]. 
Dans tous le s  cas, nous arrivons s un r@sultat en contradiction avec l 'hypothBse. 

Le th@orBme est ainsi @tabli pour  n ---- 1. Comme les fonctions x - ~  (x) v@rifient 
routes des conditions de la forme (3.1), k @rant seulement chang@, on peut  raisonner 
par  r@currence, comme pour  le thdor~me 1. Le th@orBme 3 est ainsi @tabli dans tous 
les cas. 

Comme pour  le th@or~me 1, on dgmontre  ais@ment qu'il est le meilleur possible. 
I1 faut  seulement noter  qu'il reste vrai  si on remplaee l 'hypoth~se ((/(n) (x) mono- 
tone ~>, par (~](n)(x) ~ variat ion born~e ~>. En  effet cette hypoth~se implique que 
/(n) (x) sole, born@, donc o (x -n) ; mais ce n 'es t  pas une hypoth~se qu 'on  puisse con- 
sid@rer comme moins restrictive que celle de l'@nonc@, qui n ' implique pas que 
](n) (x) soit born@. 

I1 peut  d'ai]leurs arriver que /(x) et ses d@riv@es jusqu'~ un certain ordre p 
soient finis. Dans ce eas, l 'applieation du th@or~me en remplapant / (x)  par/(P) (x) 
e t n p a r  n - - p  donne, s i n ~ p :  

(5.7) /(~)(x) = o(x~-,)  (x ~ O), 

ce qui donne une borne supdrieure moins @lev@e que celle donn@e par  (5.1). 
Si nous revenons au eas de l 'ensemble Cn, dont  les @l@ments v@rifient toujours 

la condition ](x) - - / ( 0 )  ---- o(1) (pour x ~ 0), nous voyons  que 

Corollaire: Si ] (x) ~ Cn, on a: 

/(~) (x) = o ( x - O  (~ = 1, 2 . . . . .  n ) .  

lI. Application au calcul des probabilit@s 

6. La classe/~n- Nous d@signerons par/~n (n entier ~ 0) la classe des fonctions 
caract@ristiques r@elles (donc paires) qui sont des @l@ments de Cn. I"1 est alors la classe 
des fonctions caract@ristiques r@elles et convexes dans (0, co), donc aussi dans (--  co, 0). 
Les fonctions caract@ristiques de lPdzYA sont les fonctions ~ (z) ~ F1, qui v@rifient la 



Extensions d'un th6orgme de D. Dugug et M. Gir~uR 165 

condition ~v (cr = 0. Mais eette condition n 'est  pas n6cessaire pour que ~0 (z) soit 
une fonction caractdristique. Pour  qu 'une fonct ion ~0(z)e C1 soit une fonetion 
caractdristiquc, il faut  et il suffit que ~s (0) = 1, 0 ~ 6 = ~o (c~) ~ 1. Si en effet 
~v0(z) est une fonetion caract6ristique de PdLYA, et si o _< c~ ~ 1, ~0(z) = 6 d- 
d- (1 - -  6) ~s0 (z) est une fonetion earact6ristique ~F1, et ~o (oo) = 6. D 'au t re  par t  
la limite pour Z infini de sa moyenne  dans (--  Z, d- Z), qui est ici 6, est la probabilit6 
de la valeur 0; elle est done ~ 0 e~ ~ 1. 

Naturel lement ,  on a 

(6.1) ~ I D ~ 2 D ' ' ' D  fnD/Jn+l''', 

c'est&-dire que la condition ~v (z) c Fn est d ' a u t a n t  plus restrictive que n e s t  plus 
grand.  

Thgor~me 4. La /orme g~n~rale des ]onctions de la classe Fn est 

oo 
(6.2)  ~9 (Z) = f COn (U Z) dH (u),  

--0 

H (u) ~tant la/onction de r@artition d'une variable aldatoire U ~ O, et co (z) d6  
signant Max (0, 1 -- ] z I)" 

Naturel lement ,  la fonction co (z) 6tant  paire, on pourrai t  prendre pour  H (u) la 
fonction de rgpart i t ion de n ' impor te  quelle variable rdelle U; ~o (z) ne ddpendrait  
que de la loi de ] U[. L ' avan tage  de prendre V = [ U] => 0 est qu 'on  obtient  ainsi, 
pour  chaque ~s (z) ~ Fn ,  une repr6sentation unique. Remarquons  encore la pro- 
babilit6 6 de U = 0 est quelconque dans [0, 1], et que qo (c~) = 6. Pour  n = 1, 
et 6 = 0, ce th6orgme se r6duit a celui de D. D v e v g  et M. GmAVLT sur les fonc- 
t ions caract6ristiques de PdLYA. 

V6rifions d ' abord  que (6.2) entraine bien qo(z) ~ f n .  On peut  d ' abord  6crire 
cette formule sous la forme:  

lfz 
(6.3) q)(z) = y(1 - -  uz)ndH(u)  (z >=O) 

--0 

d'oh,  par  n d6rivations 

1/z 
(6A) (-- 1)n q)(n) (z) = n! .~ u n dH (u) (z > O) 

0 
et ensure  

(6.5) ( _  ~)n d~<n)(z) = ~"-dH (~-I z~ \ z /  (z) > 0 .  

La  fonction ~0(n) (z) est donc non eroissante dans (0, c~) s i n  est pair et non d6- 
eroissante s i n  est impair. Elle est en tou t  cas monotone.  On salt d'ailleurs que 
co (z) est une fonetion earaet6ristique. I1 en est de mgme de con (uz), et de ~ (z). I1 
en r6sulte bien que ~ (z) E Fn .  

Pour  d6montrer  la r6eiproque, par tons de qs (z) ~/~n et d6finissons dH (u) dans 
(d-0,  c~) par  la formule (6.5). I1 en r6sulte bien que H (u) est non d6croissant. I1 
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s'agit maintenant  de montrer  que H(u), ou, ce qni revient au mgme, H(1/z) est 
variation born6e dans ( + 0 ,  r c'est&-dire que 

[f z"dcP (")(~)1 < oo. 
0 

Or, d'aprSs ]es thdorbmes 1 et 3, zV~(v) (z) (v = 1, 2 . . . . .  n) s'annule pour z = 0 et 
pour z infini. Alors, n intdgrations par parties suecessives donnent 

o o  n c ~  

( -  1 ) -  f ~'~ ~(~)(z) = f d ~  (z) = e - -  1 [c = ~ (~)] ,  
./ n [  - -  
0 0 

et, compte tenu de (6.5): 

H ( ~ )  - H ( + o )  - -  1 - H ( + o ) .  

En prenant  H (--  0) = 0, H ( +  0) = c, et en ddfinissant dH (u) par la formule (6.5), 
on obtient bien une fonetion de rgpartition, tendant  vers 1 quand u -+ c~, et la 
fonction ~ (z) d6finie par (6.2), s'identifie avec eelle donnde, ce qui ach~ve la dd- 
monstration. 

7. Comme D. DvGvs et M. GIRAULT Font ddj~ signald dans le eas oh n = 1, et 
= 0, le thgor~me 4 est lid ~ la multiplication de deux variables al6atoires U et 

Vn. On peut prendre pour U n ' importe  queile variable al6atoire rgelle telle que la 
fonction de r6par~ition de I UI soit H (u); Vn sera la variable dour la fonetion 
earactdristique est co n (z). Si U et Vn sont inddpendants, le produit U Vn est dqni- 
valent en loi s [U 1 Vn, et sa fonction earactdristique est la fonction F (z) ddfinie 
par (6.2). 

8. La classe / ~ .  Nous dirons qu'une fonction /(x) d6finie dans (--oo,  c~) 
appart ient  s la elasse F~ si elle est une densitd de probabilitd et si /(x) e t / ( - - x )  
appartiennent ~ C~, c'est-s si elle est la ddriv6e d'une fonetion de r6parti- 
tion F (x) absolument continue et telle que F (x) et F (--  x) appartiennent ~ Cn ; il 
suffit iei que l 'entier n soit => 0; /(x) appart ient  en tout  cas s C1, e t e s t  done 
absolument continu. On a naturellement 

]-'0 6tant la classe des fonctions non ndgatives, unimodales, le maximum 6tant 
rdalis6 pour x = 0, et telles qne 

+ r 1 6 2  

( s .2 )  j ' / ( z )  d x  = 1 .  
- - o o  

Nlles s 'anuulent done ~ l'infmi, peuvent ~tre discontinues, et le maximum, qui est 
le plus grand des deux n o m b r e s /  ( +  0) et / ( - -0 ) ,  peut 6tre infini. Le produit x/(x) 
tend vers zgro aussi bien g l'origine qu'~ l ' infini et si [ (x) s F~,  il enes t  de mgme 
de x'+ZJ(~)(x) O' = 1, 2 . . . . .  n). 

Thgorgme 5: La /orme gdn~rale des/onctions ] (x) ~ 1~ est 

(s .a)  / ( x )  = f en l u I 
- - o o  
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H (u) d~signant une ]onction de r@artition continue ~ l'origine, et gn (x) la ]onction 
dgale clans (0, 1) 5 (n q- 1) (1 - -  x) n, et nulle en dehors de cet intervatle. 

Remarquons d 'abord  que ce th4or~me, comme le thdor~me 4, est li4 '~ la 
multiplication des variables al6atoires: gn (x) est la densit6 de probabilit4 d 'une 

, t 1 x 
variable al6atoire Vn; celle de u V~ est ~ -  gn u '  et si U d6signe toujours la 

variable al6ato~re dont F(u) est la fonction de r6parti$ion, et si U et V~ sont 
ind6pendants, /(x) est la densit6 de probabilit6 du produit U Vs On remarque 
aussi, que pour n = 0, et compte tenu de eette remarque, le th6or6me 5 se r6duit 

tin th6or6me connu de A. KHI~TCtt~-~. 
Pour te d6montrer, observons d 'abord que, quel que soit Ie signe de x, e d6- 

signant + 1 s i x  > 0 et - -  1 s i x  < 0, la. formule (8.3) peut #6tri te:  

(8.4) /(x) = (n + 1) y (1 - -  x/u) n dH(u) (x 4: O, ~ -~ sgn x). 
2 t  

Partons d 'abord de cette formule. La fonction ] (x) est 6videmment ~ 0, et 
+oo +co  0 +co  

(8.5) S l ( x ) d x  = SdH(~)~G(1 - -  ~/~)~+~ = S ~ H ( ~ )  = 1 .  
- - o o  - - c o  i t  - - o o  

D'autre  part ,  n d6rivations sueeessives donnent 

(8.6) fin) (x) = ( - -  1) n (n + 1)! ~co dH(u) 
J ~ ' 
f$ 

et par  suite 

(8.7) xn+ld/(n) (x) =~ (-- 1)n+l(n + 1)! dH (x), 

et, H(x)  6rant monotone,/(n)(x) l 'est aussi bien duns (--  0% 0) que duns (0, co). 
Done/(x)  e r~. 

Inversement,  partons de ] (x) ~ F~,  et d6finissons de dH (x) par la formule (8.7). 
La s H(x) ainsi d6fi~fie ~ une constante pros est bien non d6croissante. 
D'autre part 

+co _ _  l ) n +  1 0 c~ 
(8.8) f dH(x) ( -  [ f x~+: ~/(~) (x) + ] ~ + :  ~/(~)(x)]: 

_~  (u + 1)! L~ 0 

Par  n + 1 int6grations par parties, compte tenu de ee que x/(x),  x2fi(r) . . . . .  
xn+l](n) (x), sont nuls aux lhnites*, on trouve 

+oo +co  

(8.9) ~ d[t(~) = y/(~) d~ = 1 .  
- - o o  - - c O  

La Ibnetion H(x)  ainsi d6finie par (8.7) et par H ( - -  oo) = 0, est done bien une 
fonetion de r6partition continue ~ l'origine. La formule (8.3) ddfinit alors une 
fonetion qui v6rifie (8.7) et s 'annule pour x = =~ oo ainsi que ses n premi6res 
d6riv6es. E]le coincide done avee la fonction initialement donn6e, qui est ainsi 
repr6sentable par  la formule (8.7), C.Q.F.D. 

* Pour lu premiere int6grution par parties, les disconth~uit6s 6ventuelles de xn+lf(n)(x) 
ne n6cessitent ~ucun terme correctiL EHes interviennent en effet de ]a m6me muni@re duns 
l'int6grute de S~Z~:LTJES initiale et duns lu pur~ie int6gr6e. 
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IIL G6n6ralisation 

9. Nous nous bornerons d ' abo rd  au cas de fonctions y = ](x) ddfinies dans 
(0, c~). L '6quat ion  (8.7) sera remplac6e par  l '6quat ion 

~ a y(n-~) 
(9.1) dEn[y] = dy(n) + -~+~-ax  = dF(x), 

0 

off F(x) est g var ia t ion bornde dans t ou t  intervalle  s t r ic tement  int6rieur g (0, r 
y(n) et y(V) d6signent les d6riv6es de y d 'ordres  respectifs n et v. Cetge 6quagion esg 
une 6quation d 'EvLw~ d 'ordre  n q- 1, 6crite sous une for int  qui n ' impl ique pas 
] 'existence de la ddriv6e d 'ordre  n -~ 1. La  diff6rence y(n) _ F(x) & a n t  d6rivable, 
y(n) a ]es mgmes  diseontinui t& que F(x). 

On salt  que l '6quat ion sans second membre  

(9.2) den [y] 0 
d x  - -  

admet  des solutions de la forme xs, los exposants  s & a n t  les racines d 'une  6quation 
alg6brique de dcgr6 n q- 1, appe]6e ~quation caract&istique. Si une racine s esg 
mult iple  d 'ordre  h, les fonctions x s log~x (k -= 1, 2 . . . . .  h - -  1) song aussi solutions 
de l '6quation (9.2). On a ainsi dans t o u s l e s  c a s n  + 1 solutions distinctes, dont  
les combinaisons hndaires const i tuent  la solution g6n6rale. 

Nous d6signerons par  g (x) la fonction, nullc en dehors de (0, 1), ct  d6finie dans 
cot interval le  pa r  l '6quat ion (9.2) et  les donn6cs de Cavc~Y 

(9.3) g(1) = g'(1) . . . . .  g(n-1)(1) = 0 ,  ( - -1)ng(n)(1--O)=c'>O,  

off c' est un nombre  positif;  g(x) esg alors posit if  pour  1 - -  x > 0 et trgs pet i t .  
Cctte fonegion ne v6rifie, dans (0, 1), aucune 6quation d ' E v L ~  d 'ordre  < n eg sans 
second membre ;  en effet, pour  une solution d 'une  belle 6quation, les n premieres 
conditions (9.3) ent ra inent  g(x) ---- 0 ident iquement  ee qui n ' es t  pas  le cas. I1 en 
r&ul te  que, s i s  esg une racine d 'ordre  h de l '6quat ion earact6ristiquc, l 'expression 
de g(s) dans (0, 1) contient  effecgivcment un te rme en x s logg- lx ,  avee un co- 
efficient non nul. Pa r  suite, pour  que g (x) soit fini g l 'origine, il f au t  eg il suffit quc 
la solution g6n6rale de l '6quat ion (9.2) soit finie. De mgme,  pour  que g (x) = o (x a) 
(x ~ 0, ~ hombre  r6el quelconque), il f au t  et  fl suffig que la solution g6n6rale soit 
o(x~). 

Plagons-nous d ' abord  dans un intervalle  fini (0, a), de mani~re g 61iminer les 
difficult6s qui se pr6sentent  si g ( +  O) n 'es t  pas fini, eg posons 

~t a 

H(u) 6tang s var ia t ion bornde dans (x, a), quel que soit x e (0, a). Nous allons 
d6terminer  H(x) de mani~re que /(x) v6rifie l '6quagion (9.2). Compte  tenu  des 
conditions (9.3), les n premieres d6riv6es de /(x) song 

a 

x u ~  
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On a ensuite 

(9 .6)  = a x  _ ( _  

En substi tuant  ees valeurs dans l'expression de dEn [] (x)], on trouve 
~ 

(9.7) dEn[/(x)] = dx f E g  dH(u)  - -  ( - -1)  ~ ddH(x) 
8 8 n  

28 ~ 

Or g(x/u) est, comme g(x), solution de l '~quation (9.2). L%quation (9.1) se rgdui~ 
done ~.: 

(9.8) c' dH (x) = --  (--  x) n d F  (x) . 

La fonction H (x), ainsi dgfinie ~ une eonstante pros, est bien s variation born~e 
darts tout  in~ervalle Ix, a] ~ (o, a], e~ ]a tbnction ] (x), d6finie par la formule (9.4), 
est la solution de l '6quation (9.2) qui s 'annule pour x = a ainsi que ses d~riv6es 
jusqu's  l 'ordre n. 

I1 n '  y a rien d'essentiel ~ changer s i x  varie de - -  a ~ ~- a. I1 faudra seulement 
remplaeer xS log ex par Ix] s log ~[x[. Les formules (9.4)et  (9.8)deviendront: 

* * 0 ] ,  (9.9) [(x) = f g  u 

la partie utile de l ' intervalle d'int6gration 6rant ( - -  a, x) s i x  < 0 et (x, a) s i x  > 0, 
et 

(9.10) c' gH (x) = ( - -x )  n-~ I xl lgF(x)  

I l  en rdsulte que ta condition nOeessaire et suffisante pour que d F  (x) soit de signe 
constant, duns chacun des intervalles ( - -a ,  0) et (0, a) est que H (x) y soit mono- 
tone. D'une mani~re plus prgcise: 

Th~or~me 6. La solution gdndrale de l'dquation 

(9.11) ( - - x ) n - l d E n [ / ( x ) ] ~ O  [ x e ( - - a , - ~ a ) , x # O ,  d x > O ]  

,s'obtient en lzrenant pour H (x) une ]onction non ddcroissante dans chacun des inter- 
valtes ( - -  a, O) et (0, a) et finie pour x = :L a, et en ajoutant 5 la /onction [ (x) ddfinie 
par la /ormule (9.9) la solution g8ngrale de l'dquation (9.2). 

10. Demandons-nous maintenant  s ices  r6sultats subsistent pour a infini. La 
r6ponse ddpend de la convergence de l'int6grale 

+~ 
(lO.1) , fg( ,,ldH(u) (x +0), 

dans laquelle la partie utile de l'intervMIe d'int6gration se r6duit s (--  c~, x) si 
x < O  et (x, oo) si x > O .  Si cette intdgrale est divcrgente pour x > O  (par 
exemple), cela n'empSche pas les solutions de l '~quation (9.1) d'Stre prolongeables 
jusqu's  l'infini [H(x) et F(x)  dtant toujours liSs par  la relation (9.10)]. Mais il 
n ' y  a pas de solution s 'annulant  ~ l'infini ainsi que ses d6riv6es jusqu'~ l 'ordre 
n - -  1. Si au eontrah'e l'intdgrale a un sens, iI e n e s t  a fortiori de mgme de celles 
qui reprdsentent les ddrivdes de /(x) jusqu'~ l 'ordre n, et tous les calculs d u n  o 9 
subsistent: /(x) est la solution de l 'dquation (9.1) qui s 'annule ~ l'infini ainsi que 
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ses ddriv6es jusqu'~ l 'ordre n - -  1. Ces remarques peuvent s 'appliquer sdpar6ment 
la convergence s gauche et g la convergence ~ droite. 

On peut distinguer trois eas de convergence. Dans le premier, H (u) ne varie que 
dans un intervalle fini; alors la convergence est assur6e quelle que soit l 'dqnation 
d'Evv,~g eonsiddrde. Comme F(x) ne varie qu'en m6me temps qne H (x), /(x) est 
solution de l '6quation (9.2), en dehors de l 'intervalle off cette fonetion varie. Dans 
le second easg  (x) est bornd, et la convergence est assurde pourvu que H (u) soit 
variation bornge dans (a, c~) et dans (--  oo, a), quel que soit a > 0. Le troisigme 
eas est un eas mixte : g (x) n 'est  pas bornd au voisinage de l'origine; la convergence 
est tout  de m6me possible pourvu que H ( c ~ ) -  H(u) et H ( - - u ) -  H(- -oo)  
tendent vers z6ro assez rapidement, pour u infini. Naturellement, iei encore, on 
peut distinguer la convergence g gauche et la convergence ~ droite. 

Revenons sur le second eas, qui suppose g (x) born6. Nous avons vu qu'il est 
pour eela ngeessaire et suffisant que la solution g6ngrale de l '6quation (9.2) soit 
finie au voisinage de l'origine. I1 est done n6cessaire et suffisant que routes les 
racines de l '6quation earaet6ristique aient leur partie rdelle ~ 0, et que eelles dent  
la partie rdelle serait nulle soient des racines simples. Pour le moment,  rien n 'exclut  
les raeines complexes. 

11. Application aux fonetions caract6ristiques. Plagons-nous dans le eas o~, 
pour une valeur eonvenable de c', la fonction g (l z ] ) est la fonetion caract6ristiqne 
d'nne variable al6atoire V. C'est alors pour z => 0 la solution de l '6quation (9.2) 
ddterminde par les n premieres conditions (9.3), et la condition suppl6mentaire 

(0) = 1. Si U est une variable aldatoire ~ 0 et ind@endante de U, le produit 
X = U V a pour fonetion caraetdristique 

l/Izl 
(]1.1) of(z) = f g(u [zl)dH (u) = f g(u [z])dH (u), 

--0 0 

et~ o o m m e  a u  n o 6~ o n  & 

(11.2) P r { U : O } = P r { X = O } : c f ( c ~ ) = H ( - k O ) e [ O ,  1] 

Ce nombre sera toujours ddsign6 par c. 
Supposons d 'abord z > 0. On a alors 

1/z 
(11.3) ~0(')(z=) fung(n)(uz)dH(u) ( v =  1,2 . . . . .  n) ,  

(11.4) d~(~)  (z) = ( - -  1/z)~ c'dH(1/z), 
et par suite 

(11.5) (--z)n dEn [~ (z)] = c' dH (~)=< 0 (z > 0, dz > 0). 

La fonction q)(z), 6rant paire, v6rifie donc quel que soit z une dquation diff6rentielle 
de la forme 

(11.6) (--z) n-1 dEn[of(z)] = d.F(z) ~ 0 (z . O, dz > O) 

[~ (z) dtant pair, cette formule, vraie pour z > O, l 'est aussi pour z < O; il y a 
l'origine des discontinuit6s des d6riv6es qui la rendent ddpourvue de sens pour 
z = O]. 
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Compte tenu de ce que, si U est de signe queleonque, la loi du produit  U V ne 
d6pend que de eelle de [U I, le rgsulgat obtenu peut  s 'exprimer eomme suit :  

Th@or~me 7. Si, g (z) ~tant la solution de l'~quation (9.2) d~finie par les conditions 
(9.3), la /onction caractdristique q) (z) d'une variable aldatoire Vest  rdelle (done paire) 
et vdrifie l'~quation (9.2), et si U est une variable al~atoire ind@endante de V, la 
[onction caractdristique ~v (z) du produit U V v~rifie l'in~quation 

(11.7) (--z)n-ldEn[~v(z)] > 0  (z :~O, dz > O) 

On ue restreint pas la g6n6ralit6 des fonctions ~ (z) obtenues en supposang U > 0. 
Nous allons compl6ter ce th6or~me par  quelques remarques relatives, les unes 

ses condition d 'application,  les autres s la r6ciproque, que l 'analogie avec le 
th6orbme 4 rend tr~s vraisemblable, mais que nous n 'avons  pas d6montr6e. 

12. Remarques sur le th6or~me 7. a) Donnons d 'abord  quelques exemples de 
fonegions g([ z I) qui v6rifient les conditions de l'@nonc6 de ee th6or~me. Nous 
eonnaissons d6ja la fonction (o n (z) du th6or~me 4; mais il en faut  d 'aut res  pour 
montrer  que ]e th6orSme 7 g6n6ralise les r6sultats ant6rieuremeng eonnus. Les 
exemples les plus simples sont  donn6s par  les formules suivantes, valables pour z 
[0, 1] [cela suffit, g(z) 6tang nul pour  z >  1]: 

(12.1) g l ( Z ) = l - - z  ~ ( 0 < ~ = < 1 )  

(12.2) g 2 ( z ) = l - - ( a + l ) z c / ( a + l ) + a z c m  ( O < a < ~ c < ~ a @ l ) .  

Ces fonetions song manifesgemeng solutions d '6quat ions d ' E v L ~  sans seconds 
membres  d 'ordres respectifs 2 et 3, et ont, pour  z = 1, des raeines d 'ordres re- 
spectffs I et 2; ee song done bien les foncgions g (z) relatives ~ ces 6quations d 'EvL~m 
Ce song de plus des fonctions eonvexes au sens de PdLYA; ce song done bien des 
fonetions caract6ristiques. 

On remarque que, pour  e = 1, gl (1 z I) = ~o (z), et, pour a = 1, e = 2, g2 (z) = 
n z n ~  = 092 (z). De plus, g 1 ( ) ,  dans le eas g6n~ral, egg e ( ) dans le eas a = 1, song aussi 

des fonegions g (z) li6es s des 6quations d ' E v L ~  d 'ordres respectifs n + 1 eg 
2n  + 1. Mais, dans le eas g6n6ral, il n ' eu  esg pas de mgme de g~(z), qui n ' a  au 
point  z = 1 qu 'une  racine d 'ordre  2n, et qui, eomprenang plus de 2n  + 1 termes 
oh figurent des puissances de z d 'exposants  gous diff6rents, ne peut  pas @gre solution 
d 'une  6quation d ' E v L ] ~  sans second membre  d 'ordre  2n  + 1. Naturel lement,  
e 'est  toujours une fonetions caraet6ristique, solution d 'une  6quation d ' E u L ~ ,  
mais ce n 'es t  pas ]a fonegion g (z) li6e s cetge 6quation. 

Consid6rons encore la fonegion 

(12.3) go (z) = 1 - -  a 2 z a-1/a + (a ~ -- 1) z a cos log z. 

Pour  a --  1 positif et assez petit ,  elle esg convexe dans (0, 1); elle admet  la racine 
triple z = 1, et esg solution d 'une  6quation d 'EuLn~ d 'ordre 4. Cet exemple 
montre  que les conditions de l '6nonc6 peuvent  gtre v6rifi@es pour  une @quation 
d ' E v L ~  dont  l '6quagion caraet6ristique, qui est 

(12.4) ( s - - 1 ) ( s - - a  + l ) [ ( s - - a ) ~ +  X]=O, 

admet  des raeines imaginaires. Malgr6 les oscillations de cos log z, le multiplieateur 
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z a dderoit assez vite ]?our que le signe de la ddrivde seconde soit dgtermin4 ]?ar le 
premier terme non nul de eette ddrivde. 

b) Nous ne connaissons ]?as les conditions n4cessaircs et suffisantes pour que la 
fonction g(] z 1) relative s une 4quation d ' E u L ~  donnde soit une fonetion carae- 
t4ristique. Nous venons de voir qu'il  n 'es t  pas ndeessaire que les racines de 
l 'dquation caractdristique soient rdelles. D 'au t re  part,  g(0) = 1 implique que la 
solution ggn4rale de l 'dquation donnge soit f ine,  c'est-s que les raeines de 
l '4quation caraetdristique v4rifient les conditions 4nonc4es s la fin d u n  ~ 10. Ces 
conditions sont ainsi ndcessaires, mais ne sont manifestement  pas suffisantes ]?our 
que g ([ z I) soit unc fonction caraet4ristique. 

c) Examinons  main tenant  la rdeiproque du thdorSme 7. Pla~ons-nous s cot 
effet dans le cas off F(z) est une fonction caraetdristique, et consid4rons une 
fonction caraet4ristique /(z), qui v4rifie l'indgalit6 (11.7). Il s 'agit  de savoir si elle 
est de la for int  (11.1). 

Dgfinissons alors H (u) - -  H(- t -0)  ]?ar la formule (11.6). C'est une fonetion non 
ddcroissante, et il s 'agit  de savoir si elle est bornde et ~ variat ion totale =< 1. Or 
o n  a 

o o  r  o o  

e" z n d E  [cfn (z)]. 
0 -t-O +co 

Si, par  analogie avce les th4or~mes 1 et 3, nous aflmettons que, pour  ~ ---- 1,2 . . . .  , n, 
le produit  z~(~)(z) s 'annule aux extrdmit6s de l ' intervalle d ' intdgration,  n in- 
t4grations par  parties successives donnent  

(12.6) I d a ( u )  = d~v(z) = ~7- �9 
o o 

Or, la constante  c' ne ddpend manifestement  que des coefficients de l 'dquation 
d 'E~Ln~,  et il suffit de part i r  d ' un  cas oh ~(z) est de la forme (11.1) pour s'asstu'er 
que c ' =  n!. On obtient  done bien une fonction de rd]?artition en prenant  
H ( - - 0 )  = 0, H( -~0 )  = ~(r ct en d4finissant ensuite la variat ion de H ( u )  dans 
(0, co) par  la formule (11.6). L' intdgrale (11.1) d4finit alors une fonction qui 
s'identifie ndcessairement avec celle donnde. La diff6rence entre ces deux fonctions 
est en effet solution de l '4quation (9.2), s 'annule pour  z = 0 et ses n ]?remigres 
d4rivdes s 'annulcnt  s l'infini. 

Ce raisonnement  nous paral t  rendre tr~s vraisemblable la r4ei]?roque du 
th4orgme 4. Mais nous n ' avons  ]?as d4montr6 les extensions des th4orbmes 1 et 3 
qui sont n4cessaires ]?our montrer  que, dans les intdgrations par  parties cffectu6cs, 
les termes int4gr6s s 'annulent  aux limites de l ' intervalle d ' intdgrat ion*.  

d) Mgme si la rdciproque du th4orgme 7 que nous venons de considdrer est 
exacte, cela ne rgsout pas d 'une  mani~re g4ndrale le probl~me de la recherche des 
fonctions caract4ristiques v4rifiant des 4quations de la forme (11.7). I1 faut  en 
outre se demander  si, darts le cas off g(] z I) n 'est  pas une fonctions caraet4ristique, 

�9 Remarquons simplement qu'on peut supposer que f (z) est n -~ 1 fois d6rivable, de 
sorte que le premier membre de l'in4quation (11.7) est celui d'une 6quation diff6rentielle 
d'EvLva. Un passage ~ la limite permettrait ensuite d'~tendre le r~sultat obtenu au eas oh 
~0(n) (z) est seulement suppos4 monotone. 
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il est tout  de m@me possible que, pour certaines d4terminutions de la fonction de 
r@purtition H(u), la fonetion ~(z) d4finie par la formule (11.1) soit une fonction 
caract4ristique. Par  eontre la condition que g (I z 1) soit une fonction caraet@ristique 
est 4videmment n@cessaire et suffisunte pour que ~ (z) soit une fonction curact4- 
ristique quelle que soit la fonction de r4partition H (u). 

Remurquons enfin qu'il peut arriver que lu formule (11.1) repr4sente role 
fonction earuct4ristique sans que ]u fonetion H (u) soit monotone. Ainsi, duns le 
cas oh g(Izl)----co(z), nous uvons signal@ duns [2] que c o ( 2 z ) -  co(z) est une 
fonction caruct4ristique, et que ce n 'es t  qu 'un exemple purmi beuucoup d'uutres. 
Mais 4videmment, duns les cus de ee genre, lu fonction caruct4ristique ~0(z) ne 
v4rifie pus la condition (11.7). 

13. Application aux densit6s de probabilit@. Le th4orbme 5 relatif ~ ces densit@s 
se g4n4rulise exuctement duns les mSmes conditions que le th4or~me 4 relatff uux 
fonctions curuct4ristiques. I1 runt ici supposer que g (x) soit lu densit4 de probubilit4 
d 'une vuriuble ul@utoire V' [@videmment ~ (0, 1), si on @carte une g4n@ralisution 
simple qui permettrui t  de donner une probabilit@ positive 5 lu vuleur z4ro, lu 
fonction de r4purtition restunt absolument continue duns (0, 1)]. Nous supposerons 
de plus que, duns (0, 1), g(x) est toujours < g ( ~ 0 ) .  Duns ces conditions, on u le 
th4or~me suivant : 

Th6or~me 8. H (u) d~signant une /onction de r~partition continue ~t l' origine, la 
/onction 

+~ [ x \ dH (u) 

(qui est toujours la densit~ de probabilitd d'un produit U V'), est maxima 5 l' origine, 
et vdrifie l'indquation 

(--x)n-ldEn[/(x)] ~ 0 (x :#0, dx > O) 

La v4rification est immddiate, comme pour le th4or~me 5. 
Pour la r4ciproque, 1'extension de la seconde partie du th4or~me 5 pr4sente la 

m~me difficult@ que pour le th4or~me 7. I1 faut  d4montrer ou admettre  que les 
produits x/(x),  x 2/' (x) . . . . .  xn+l /(n) (x) s 'annulent ~ l'infmi. 

Ensuite, lu r4ciproque du th4or~me 8 s'4tablit par le ruisonnement indiqu6 
propos des th@or~mes 5 et 7; il semble inutile de le r4p4ter. 
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