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Asymptotische Verteilungen der Zeit ersten Durchganges 
im periodischen Falle 

Von 

PETR ~ANDL 

Die vorliegende Arbeit beschiiftigt sich mit  homogenen Markowschen Pro- 
zessen auf dem Intervalle (A, r (der Fall A ~ - -  ~ wird nicht ausgeschlossen), 
deren Trajektorien stetig sind und deren Dichte der Obergangswahrscheinlichkeit 
den Kolmogorowschen Differentialgleichungen 

~(t) � 9  a2 ~(t) a "0 
~ I(x,y) ---- a (x) Ox e ](x,y) ~ b (x) ~xx ]Ix, y) 

a ~(t) a2 (t) 
~t I(=,y) = ~y2 a (y) /(:~,y) - -  ~ b (y) /~!y) 

geniigt, wo die Koeffizienten a (x) ~ 0 und b (x) in dem Intervalle (A, c~) stetige 
Funktionen yon x sind. 

Es wird vorausgesetzt, dal~ folgende Bedingungen erfiillt sind: 
1. Es existiert ein solches X ~ A und R ~ 0, dab 

a (x + R) ---- a (x), b (x ~- R) : b (x) 
fiir x ~ X ist. 

2. Von be]iebiger Lage x e (A, c~) ausgehend, erreicht der Prozc~ mit  Wahr- 
scheinlichkeit Eins jede Lage y ~ x. 

Es werden asymptotische Verteilungen fiir den Zeitpunkt, in welchem der Pro- 
zel~ zum erstenmal den Weft  Z annimmt, fiir Z -> c~ abgeleite~. 

Fiir 
x e ( X  + ( k -  1 ) R , X  + ( I t §  1 )R}  

und k 1, 2, bezeichne + . . . .  F~ (t, x) [F~(t, x)] die Wahrscheinlichkei~ des Er- 
eignisses, da~ ausgehend yon x die Lage X ~- (lc ~- 1)R [X ~- (Ic - -  1)R] friiher 
als die Lage X ~- (k - -  ] ) R  [X ~- (It ~ 1)R] erreicht und die dazu notwendige 
Zeit kiirzer als t sein wird. 

Ferner sei 
r  oo 

§ s , ] e~t d F ;  (t, ~) ~k ( , x) = .f eist d tz-~ (t, x) q~ (s, x) = 
0 0 

Es ist bekannt  [1], dal~ die Funktionen + ~v k (s, x), ~v~(s, x) die LSsungen der 
Gleichung 

(1) a ( x ) ~ "  ~- b(x) q~' -~ isq~ = 0 

sind und die Bedingungen 

~ ( Z  § (~ - -  1)R) = 0, ~ ( X  § (~ § 1)R) = 1, 

~ (X ~- (k - -  1)R) : 1, ?~ (X ~- (k -~ 1)R) -~ 0, erfiillen. 
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Aus der Voraussetzung 1. folgt, da$ 

~++~(s,x + R)=~~(~%x), ~+~(s,x + R)=~(~,x) 

ist. Wit bezeichnen fiir k = 1, 2 . . . .  mit p = ~ (0, X + k R) = 9~ (0, X + R) 
die Wahrscheinliehkeit, dab ausgehend yon X + k R  die Lage X + (k + 1)R 
friiher als die Lage X + (k --  1)R erreicht wird, q = ~ ( 0 ,  X + R) = 1 --~o. 

Ferner sei 

F+(t) = p-~F~(t ,  X + kR)  = p-~_F~(t, X -~- R) 

die Verteilungsfunktion der zum Ubergange yon der Lage X ~ k R in die Lage 
X ~- (]c @ 1)R notwendigen Zeit unter der Bedingung, dab die Lage X @  ( k +  1) R 
frfiher sis die Lage X ~ (]c -- 1)R erreicht wurde. Analog sei 

F-( t )  = q-lF~(t ,  X + kR)  -~ q-~F~(t, X -}- R) .  

F0(t) sei die Verteilungsfunktion der Zeit, welche zum l~bergange yon der 
Lage X in die Lage X @ R notwendig ist. 

Die charakteristischen Funktionen, welche diesen Verteilungss ent- 
sprechen, werden mit ~+ (s), (?-(s) und ~0 (s) bezeichnet. 

Es gilt 

~+(8) = ~9--1Q)~ (8, X @ 1~), ~--(8) = q--1~1(8, X @ R) .  

Man kann also aus der Gleichung (1) die Eigenschaften der Funktionen F+(s), 
~-(s) und die Ausdriicke ffir die im weiteren vorkomraenden Momente ableiten. 
Aus (1) ergibt sieh, dab ~0+ (s) mid ~0-(s) Ableitungen beliebiger Ordnung besitzen. 
Man kann auch die Wahrscheinlichkeit p berechnen. Es ist 

X§ 
1 mit fi = f b (s) a (s) -I  ds. (2) P - -  l + e - ~ '  x 

Es sei ffir k = 1, 2 . . . .  n ~p~(,s) die charakteristische Funktion der Wahrschein- 
lichkeitsverteilung der Zeit, in welcher der Prozeg, yon der Lage X -~ k R aus- 
gehend, zum erstenmal den %Vert Z : X ~ n R annimmt. Aus dem Markowschen 
Charakter des Prozesses folg% dab die ~u dieser Zeit, 
unter der Bedingung, dab der tYer~ X ~ (k --  1)R frfiher als der Weft  X 
@ (k -~ 1)R angenommen wurde, ffir k = 2, 3 . . . .  n --  1 die charakteristische 
Funktion c?-(s)yJ~_l(s ) und ftir k - - 1  c?-(s)cpO(s)~v~'(s) besitzt. Analog ist ftir 
k == 1, 2 . . . .  n --  1 die charakteristisehe Funktion der Verteilung unter der Be- 
dingung, dag friiher der Wert X - ~  (k ~ -1 )R  angenommen wurde, gleich 

+ 8 (n) ()F~+l(s) .  Daraus ergibt sich folgendes Gleichungssystem 

(3) 

~(8) = [q m- (8) mo (~)] ~f~ (8) + [:p ~+(8)] w~ (s), 

w~(s) = [q ~o-(s)] ~_~ (s) + [p q~+(s)] w~+~ (s) 
ffir k = 2 , . . . , n - - 1 ,  

V,~(s) --= 1. 
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Man sieht leicht, dab durch dieses Sys tem die Funkt ionen  ~v~ (s) fiir k =- 1,2, 
. . . .  n eindeutig be s t immt  sind. DiG L6sung des Systems (3) ist v o n d e r  F o r m  

~ ( 8 )  = c1(~)co1(8)~ + c2(s)co2(s)~. 

Hier  sind col (s), co2 (s) die Wurzel  der Gleichung 

[p~+(8)]co2 - co + [ q g - ( s ) ]  = O. 

Die Koeffizienten Cl (s) und  c2 (s) warden aus der ersten und  der le tz ten Gleiehung 
in (3) bes t immt .  

Es  ist 

o)1 ( s )  = 

~ ( 8 )  = 

Wenn wir zur  Abkfirzung 

P = pqD+(s) ,  

1 ~- [1 - -  4pq~+(s)~-(s)]  
2p~+(s) 

1 -- [1 -- 4pqq~+(s )c f - ( s ) l~  

2p~+(s) 

Q ~-  q q ~ - ( s ) ,  R = 1 - -  qc f - ( s )9~O(s  ) 

setzen, so b e k o m m e n  wir fiir ~v~ den Ausdruek 

(4) F~ = [(coW-1 __ Q co~-2)(Rco2 - -  P c o ~ )  - -  ( co~- i  _ Qco~-2) ( R  col - -  p c o ~ ) ] - l .  

�9 [P(Rco2 - -  Pco~)co~ - -  P ( R c o l  - -  Pco~) co~]. 

Beim Studium der asympto t i schen  Vertei lung warden wir v o n d e r  Formal  (4) aus- 
gehen und drei Fiflle t3 > 0, /~ < 0 und fi = 0 unterscheiden.  

1. fl > 0. Aus der l~elation (2) folgt, dab in diesem Falle p > �89 ist. Es ist 
fiir s--~ 0: 

P --> p , R --> p , Q -> q , 

col (s) -+ 1, co2 (s) -~ q- < 1. 

Des  Symbol  N zwischen zwei Gr6Ben sell bezeichnen, dab der Quotient  dieser 
GrSBen gegen Eins strebt .  

Wir  haben  f i i r n  --> oo 

~o~ e-~ ~ ~1~-1 _ Q ~ ~-2 ~ col e -  

l gga  2 n a  2 ~- o 

Daraus  sehenwir ,  daB fiir 

(5) i / ~ -  ~ ( o )  
~ ( 0 )  - -  

(6)  a 2 =  - - { 2  [~(o)]~(o) 

~ ( o ) ,  

~7 (o)[ _ ~2 = 
~ ( o ) j  o~" (o) - Icon' (o)2~, 
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gil t  i sV n ~ s ~ 
lim~0~l e ~ = e  2- 
n - - +  CO 

Also die Grenzvertei lung ist die Normalvertei lung.  
Wir  fiihren jetzt  einige Bezeichnungen ein, die auch im weiteren bcnu~zt 

werden. 
Es sei O0 cO 

#+ = ~ t d F +  (t) ~ t d F -  (t) 
0 0 

.P(t) = p F + ( t )  + q Y - ( t ) .  

(t) ist die Vertei lungsfunktion der Zeit, welche yon  der Ausgangslage X + k R 
zur Erreichung entweder der Lage X + (/c - -  1)R oder der Lage X + (k + 1)R 
notwendig ist. Die ~ o m e n t e  dieser Verteilung seien 

co  

e = . f td .~( t )  = p # +  + q/~_, 
0 

(7) 
oo 

0 

Wenn man  die Ablei tungen in (5) und (6) ~usrechnet, so bekommt  man  nach 
einigen Umformungen  

(8) /~ _ p _ q ,  

A~ (9) a2 = P~ p P q  . p - q + (p _ q)3 (/~+ + # - P  _ ( / ~ +  _ / ~ _ ) 2  

2. fi < O. I n  diesem Yalle ist p < -} und  f i i r s  -+ 0 col (s) -+ q- > 1, COs (s) -+ 1. 
oo 

t t ier  werden wit vorausse~zen, dab ~t 0 = ~ t dYo  (t) < oo ist. Wir  setzen 
0 

q 
--  ~, H(a) = R(s) --  P(a) co2(s). 

P 

Man ersieht leieht, dab man  schreiben kann  

(s) = H '  (O)s + o(s) = - -  i [ q--@p s + qlto] S + o ( 8 ) =  - -  i Hx  s + o(8).  H 

I-Iier wurde die Vorausse tzung/ to  < cr benutzt .  
F i i r n  --~ oo haben wir 

~fl~(~-n8) ,~ [co~-2p 2 ~(1 - -  ~) - -  (X - -  q) C0~-2 (R - -  P 0)2)] - 1 "  

[ , ,-o q'~ n-2, ,~ pco2)]  -1 �9 p 2 ~ ( 1 - - ~ ) = q ( q - - p )  co 2 " q ( q - - p ) + ~ - ( o l  t a - -  = 

q2 

denn es isg co2 (s "c-n) n-2 -+ 1. Da  auch 

( o~l(s z-n) )n-2__> 1 
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ist, so sehen wir, dab fiir 

(10) 

gilt 

K-- q-P § p 

lim y~ (K (~)ns) : (1 - -  i s ) -* .  

Die Grenzvert, eflung is~ in diesem Falle die Exponent ia lver te i lung.  
3. fl = 0. Un te r  dieser Bedingung ist p = ~-. Wir  werden voraussetzen,  dab  

, existiert ,  dab ein solches ~ > 

r  

(I1) f tedFo(t) < oo 
o 

ist. Es  ist nicht  schwer nachzuweisen, dab m a n  ha t  90 (s) = 1 + 0 ([ s]O), wenn 
(11) erfiillt ist. 

Wir  haben  fiir s ->  0 

c~1(8) = 1 - Vs,/2 + o([811/2 ) 

1 
wo 7 = ~ -  (1 --  i) V~+ -~ tt_, s 1/2 = }/; fiir s > o, s 11~ = i ~ ffir s < 0 ist. 

Unte r  der Voraussetzung (11) kanu  m a n  schreiben 

R -- Pco, =~ 

R -- Po~2 = -- 12 ~,8-2 + o([8[-2). 

Fiir n --> oo haben  wir, wo wit  die durch (7) eingeffihrte Bezeichnung benutzen:  

V~ ~-}V ~ [ ~  co~ ( R  - -  P a)2) - -  -2- P c ~  -1  

(�89 (R - -  P co2) - -  �89 (R - -  P co1)) = 

\2V~ ~ + o  - ~ V ~  - + ~  V~ - \ 2 V ~ ' ~  ~ 

r ~ \ ' ~  ( 1 -  ~ ~ " ] - *  

Es giI~ also 

t im~k  ~ = 2 e (1 - i )~?@ e - ( 1 - i )  
. . . . . . .  oo~ V ~  " 

Die char~kterist ische Funk t ion  auf  der rechten Seite bezeichnen wir mi t  q~ (s) und  
wir sucheu nun  die Wahrscheinl ichkei tsdichte  ] (t), welche dieser charakter is t ischen 
Funk~ion entspricht .  

Es  ist 

~(s) = 2 ~ ( - -  1)-,e-(2n+~) (~-i) I/~. 
n=0 

Die Reihe kann  m a n  Glied ffir Glied invertieren,  n~l~flich: e-(~n+~) (~-i)V~ is6 die 
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charakteristische Funktion der Verteilung der Zei~, welche ffir den Ubergang yon 
der Null nach (2 n -k 1) bei der freien Brownschen Bewegung not.wendig ist. Die 
entsprechende Wahrscheintichkeitsdichte ist gleich 

2n- -~  1 ( 2 n  + 1) 2 
l/2-~ t ~ exp  2 t 

Man bekommt also Far ] (t) den Ausdruck 

/ ( t ) =  t-a/2 ( - 1 p ( 2 ~ +  1)e 2t , 
~t~0 

das ist 

(121 v(t) = J'/(yldy = 4 ( - -  1 1 ~  
0 n = 0  

WO 
co y~ 

r  1 f e - ~ - 4 , .  

Dutch unmittelbare Berechnung ffir die Brownsche Bewegung mit einer ab- 
stoBenden Schranke bekommt man die Beziehung 

(13) V(t) = 1 -- 4 ~ (--1)~ [(2~+1)=]~t 2 k  -}- 1 e -  s 
k = 0  

Die bewiesenen Behauptu_ngen fassen wir spg.ter in einem Satz zusammen. 
Zuerst abet beseitigen wir einige Einschr~nkungen in den Voraussetzungen. Die 
Grenzbeziehungen bIeiben ftir beliebige Verteilung der Anfangslagen gtiltig. Um 
sich davon zu iiberzeugen, bezeichnen wir mit G (t; F, Z) die Verteilungsfunktion 
tier Zeit, in welcher zum erstenmal ein Wert grSl]er oder gleich Z angenommen 
wird, wenn die Anfangsverteilung durch die Verteilungsfunktion F (x) gegeben ist. 
Ferner sei far  x < X + R ~v0 (s, x) die charakteristische Funktion des Verteilung 
der Zeit, welche zum Ubergange aus der Lage x in die Lage X -? R notwendig ist. 
Wenn wit die am Anfang eingefiihrten Bezeichnungen ausnutzen, so sehen wir 
leicht, da$, z. B. fiir n ungerade, folgende Beziehung gilt 

X + R  
(14) j" eit. d~(t;  F0 x + ~  R) = 1 --  F ( X  + .. R) + V'~(~) j'~o (s, x) ~F(x) + 

0 --ao 

2 X-k (2k§ 
+ ~  y [~_~_~ (~) ~ (s, x) + ~§ (~) ~ (~, x)] ~F(x). 

~=1 x+mk-1)n 

Aus dieser Beziehung s d~J~ die bewiesenen asymptotischen Formeln, s 
beliebige Anfangsverteilung gelten. 

Jetzt  beseitigen wir auch die Einschr/~nkung, dal~ Z nut  die Werte X ~ n/~, 
w o n  eine ganze Zahl ist, durchl/~uft. Die Fs 1. und 3. bieten keine Schwierig- 
keiten. Es gilt fiir X + n R ~ Z ~ X ~- (n -k 1) R: 

G(t; F, X dr n R) > G(t; F,Z)  > G(t; t~, X ~- (n 4: 1)R) 
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und folglich, wenn wir z. B. den Fall 3. betrachten wollen, 

G(eZ2t;  F , X  ~ n R) >~ G(sZ~t;  F , Z )  >~ G(sZZt ;  F , X - ~  (n-~- 1) R). 

Daraus folg~, wie unter 3. bewiesen wurde, dab die ganz links und die ganz 
rechts in dieser Ungleichung stehende Funktion ffir Z --> oo gegen die durch (12) 
gegebene Verteilungsfunktion konvergiert. Also gilt dasselbe auch fiir die in der 
Mitre stehende Funktion. Eine ghnliche Uberlegung kann man auch ira Falle 1. 
machen. 

Aus der Tatsache, dab wir uns nicht auf  die Werte Z der Form Z = X ~- n R  
beschri~nken sollen, folgt, dab /~, a und ~ yon der Wahl des Anfangswertes X 
unabhgngig sind. 

Der Fall 2. kann folgendermaBen untersucht werden: Wir bezeichnen mit  [a] 
den ganzen und mit  {a} den gebrochenen Tell yon a und setzen 

Dann kann man sehreiben 

Z 

So haben wir Z in der yon uns schon behandelten Form ausgedriickt. Da die ab- 
geleiteten Grenzbeziehungen gleichm~Big fiir X (Z) ~ (X,  X ~- R)  gelten, so be- 
kommen wir leicht mit  Hilfe yon (14): 

z+co \ q /  - ~ - t ;  F ,Z )  

lira G (k (Z)-I  0 -z  t; F,  Z) = 1 - -  e -t  , 
Z---> co 

wo K ( Z )  dutch (10) gegeben ist. Die Abh~ngigkeit der GrSBe K yon Z ist durch 
die Abh~ngigkei~ der GrSBe X yon Z gegeben. Besonders gilt also 

Dabei haben wir gesetzt: 

(15) 

(16) 

K ( Z  q- R) : K ( Z ) .  

p X 

Der Inhal t  dieser Arbeit kann also folgendermal~en zusammengefaBt werden: 

Satz: Sind die Voraussetzungen 1., 2. erfi~llt, so gilt: 

X §  

1. Is t  fl = ~ b (s)a (s)-i d~ > O, so ist 
X 

l i m a  (Z ~ -~ t ~ VZ ; F, Z) - -  ~ / ~  e- ~ dT, 
Z - - > c o  - -  oo 

wo # und (~ dutch (8) und (9) bestimmt sind. 
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co 

2. Ist  t~ = 0 und existiert ein solches d > ~ , daft ~ t o d f  o (t) < c~ ist, so gilt 
o 

lira G (s Z 2 t; F ,  Z) = V (t), 
Z---> co 

wo V (t) dutch (12) res. (13) und s dutch (7) gegeben sin& 

O9 

3. Ist  ~ < 0 und ~tdFo(t)  < co, so ist 
0 

l im G(l~(Z)-l O-Z t; F , Z )  = 1 -- e - t ,  
Z'--> oo 

wo #(Z) eine dutch (i5) gegebene periodische Funlction mit der Periode R ist. 0 ist 
dutch (16) bestimmt. 

B e m e r k u  n g : Bfldet der P u n k t  A eine natiirliche (in der Fellersehen Termino- 
logie) Grenze des Prozesses, so ist die Voraussetzung 2. der Voraussetzung 

x x 
exp ] b (s) a (s) -1 ds dx = c~ 

A z 
cO 

und die Voranssetzung ~ t dFo (t) < ~ der Voraussetzung 
0 

x x 

S a(-~)x) exp - -  f b(s) a (s ) - ldsc tx  < co 
A 9: 

/~quivalent. 

I-Ierrn Prof. KIYOSI ITo danke ich fiir wertvolle Anregungen fiir die Behand- 
lung meiner Probleme. Er  ha t  vorgesehlagen, die Tatsaehe zu benutzen,  da6 die 
zur Erreiehung einer Grenze Z notwendige Zeit, fiir ver~nderliches Z, einen Diffe- 
rentialprozeg bildet. Diese Eigenschaft  gibt  die M6gliehkeit der Anwendung der 
Theorie der Grenzvertei lungen von Summen unabh~ngiger ZufallsgrSBen. 
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