
Z. Wahrscheinlichkeitstheorie 1, 109--115 (1962) 

Uberall trennscharfe Tests und monotone Dichtequotienten 
Von 

J .  PFANZA.GL "~ 

Gegeben sei ein Mal~raum (2, d ,  #), # ~-endlieh, sowie eine Klasse ~ yon Wahr- 
sehein]ichkeitsmaBen, die yon ~u dominiert wird (d. h. alle P ~ ~ sind #-stetig). 
Dann existiert naeh dem Theorem yon ]:~ADOIN-~IKODYM ZU jedem P s ~ eine 
Diehte beziiglieh/~, die wir mit  p bezeichnen wollen. 

In  [2] wurde gezeigt: Wenn es fiir eine t typothese P ~ Po zu jeder Irr tums- 
wahrseheinliehkeit c< einen iiberall trennseharfen Test gibt (d. h. einen Test, der 
trennscharf gegen alle Alternativen P e ~, P * Po ist), dann kann der Diehte- 
quotient p (x)/19o (x) Po - -  f.ii. als monotone Funktion einer yon der Alternative P 
unabhs Funktion T (x) dargestellt werden. 

Die folgenden Ausfiihrungen bringen eine Verallgemeinerung dieses Satzes fiir 
den Fall, dab der fibera]l trennseharfe Test yon der Hypothese nnabhangig ist. 
(Die gel~ufigen Beispiele iiberall trennscharfer Tests haben alle diese Eigensehaft.) 
Es liegt nahe, zu vermuten,  dal3 es in diesem Falle eine nieht nur yon der Alter- 
native, sondern aueh yon der t typothese unabh~ngige Funktion T (x) gibt, so dab 
die Diehtequotienten monotone Funktionen yon T (x) sind. Um diese Vermutung 
prgzise formulieren zu k6nnen, miissen wir aber zun/~ehst noch versehiedene Be- 
griffe einfiihren. 

Unter  einer Testfunktion ~b (x) verstehen wir eine ~r Funktion, deren 
Wertevorrat  in [0,1] liegt. Die Interpretat ion yon ~b als Wahrscheinlichkeit fiir die 
Verwerfung einer Hypothese legt folgende Definitionen nahe: Ep q5 (X) heiBt Irr- 
tumswahrscheinlichkeit yon ~5 beziiglich der t typothese P. Die Testfunktion r  
heil3t trennschar/fiir Po : P1 (d. h. trennscharf fiir die Hypothese Po gegen die 
Alternative P1), wenn fiir alle Testfunktionen r  E0 ~b ~ Eo ~5o und E1 q5 

E l r  gilt: E0~b = E0r  E l~  5 = El~bo **. 
Diese Definition der Trennschs weieht yon der iibliehen Jnsoferne ab, als 

eine Testfunktion r mit  El~D0 = 1 nur dann als trennseharf gilt, wenn der 
Wert  1 fiir P1 nicht auch mit  einer kleineren Irrtumswahrscheinliehkeit erreichbar 
ist, d. h. wenn es keine Testfunktion ~5 gibt, ftir die E l r  ~ 1 und Eo~5 < Eo~o.  
Dieser (strengere) Begriff der Trennsch~rfe liegt nieht nur intuitiv nahe; er be- 
seitigt auch eine gewisse Asymmetrie zwischen Po nnd P1 und erlaubt damit, ver- 
schiedene Formulierungen iibersichtlieher zu gestalten, so z. B. beim Fundamental-  
lemma yon NEr~IAN und P~A~SOX [vgl. [1], S. 65, Theorem 1 (iii)] oder bei Hilfs- 
satz 1 und 2. Die Symmetrie,  die bei dieser Definition zwischen P o u n d  P1 besteht, 
zeigt sieh aueh darin, dab nun q~o genau dann trennseharf fiir Po : P1 Jst, wenn 
1 - -  ~bo trennseharf ftir P1 : Po ist. 

�9 Der Verfasser d~nkt I-Ierrn R. BORGES fiir die griindliche Durchsicht des Manuskriptes. 
Seine kritischen Bemerkungen und die mit ihm gefiihrten Diskussionen haben wesentlich zur 
Vereinfachung der Beweise beigetragen. 

�9 * Zur Vereinfachung schreiben wir E~ start E p  v. 
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Es sei jedoeh naehdriieklieh darauf hingewiesen, dab diese strengere Fassung 
des Begriffes der Trennsehgrfe keine entseheidende Rolle fiir die Giiltigkeit der 
folgenden S/~tze spielt. Die strengere Fassung wurde lediglieh deshalb gew~hlt, 
weil sie, wie oben ausgefiihrt, gewisse Formulierungen iibersiehtlieher maeht und 
auBerdem intuitiv naheliegt. 

Im folgenden setzen wir voraus, dab die Klasse ~ total geordnet ist, derart, dab 
zwisehen zwei versehiedenen WahrscheinliehkeitsmaBen Po, P i e  ~ genau eine 
der I~elationen ,,P0 < P i "  und ,,Po > Pi" besteht. 

Wit nennen eine Testfunktion iiberall trennseharJ in ~, wenn sie trennseharf ftir 
alle P0:  Pi  mit Po < Pi ist, sobald EoO > 0 und E i ~  < 1; allenfalls kSnnte 
man noeh zusgtzlieh verlangen, dab ein iiberall trennseharfer Test fiir mindestens 
ein Paar P0, P i  ~ ~3 trennseharf sein soil Diese Modifikation spielt jedoeh in den 
folgenden Uberlegungen keine l~olle. 

Eine Familie r yon Testfunktionen nennen wir ~erJekt beziiglieh ~3, wenn alle 
Testfunktionen yon r tiberall trennscharf in ~ sind und wenn es zu jedem Po ~ 
und jeder Irrtumswahrscheinliehkeit ~ ~ [0,1] eine Testfunktion ~b e r gibt, so 
dab Eoq5 = e. Fiir ~ = {o miissen Mr noeh die Existenz eines ~b e ~ explizite 

Po : P mit  P > P0 da diese Fglle in der fordern, das trennseharf ist fiir alle P : Po P < Po' 

Definition yon iiberall trennscharf ausdriieklieh ausgenommen wurden. 
Wit sagen, die Klasse ~ besitzt monotone Dichtequotienten, wenn eine d -  

megbare reellwertige Funktion T(x) existiert, derart, dab fiir alle Po, Pi  ~ ~, 
Po < P i ,  der Diehtequotient ioi (x)/po (x) eine monoton steigende Funktion yon 
T ist, genauer: Wenn es eine monoton nieht fallende Funktion H gibt, so dab 

pi(x)/po(x) = H(T(x))  (Pi  ~- P0 --  f.ii.) (1) 

Dabei wollen wit fiir H auch den Funktionswert c~ zulassen. (Die Funktion H 
h/~ngt --  im Gegensatz zu T -- natiirlich yon den speziellen Wahrscheinlichkeits- 

maBen P0, P i  ab.) 

Satz: Zu einer total georclneten und dominierten Klasse ?~ von Wahrscheinlichkeits- 
ma[3en gibt es dann und nut dann eine per/ekte _Familie von Test/unktionen, wenn 
monotone Dichtequotienten besitzt. 

Bevor wit den Beweis fiihren, seien einige Bemerkungen vorweggesehickt. 
DaB die Monotonie der I)ichtequotienten hinreichend fiir die Existenz einer 

perfekten Familie yon Testfunktionen ~st, lieg$ auf der Hand und finder sieh im 
wesentlichen bereits bei LwIt~ANN ([1], S. 68, Theorem 2). Da aber die Formuhe- 
rung bei LEHMANN nicht ganz mit der unserigen identisch ist und auBerdem der 
Beweis bei L]m~ANN auf den Fall streng monotoner H abgestellt ist, wird weiter 
unten auch der Beweis fiir diesen Teil der Behauptung skizzierg. 

Die Betonung des Satzes liegg jedoch darauf, dab die Monotonie der Diehte- 
quotienten auch notwendig ffir die Existenz einer perfekten Familie yon Test- 
funktionen is$. 

Da ~ nach Voraussetzung dominiert ist, gibt es naeh einem bekannten Lemma 
yon HAT,MOS und L. J. SiVAGE (vgl. z. B. [1] S. 354, Theorem 2) aueh ein Mag 

Q = ~ a ~ Q ~ ,  ~ . a ~ = l ,  Q~e~3, (2) 
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das  die Klasse  ~ dominier t .  Aus  (2) folgt  aber  sofort ,  dag  die Dich ten  beziig]ieh 
Q alle die  Ges ta l t  ( X a i q ~  (x)/p (x)) -1 haben,  ira Fa l le  mono tone r  Diehte-  
quo t i en ten  also Q - f . i i .  F u n k t i o n e n  yon  T sin& W i r  k6nnen  daher  jede geord-  
ne te  und  dominie r te  Klasse  yon  Wahrsehein l iehkei t smaBen,  fiir  die es eine per-  
fek te  Fami l i e  yon  Tes t fnnk t ionen  gibt ,  du tch  geeignete W a h l  des MaBraumes 
zuri iekff ihren au f  eine geord.nete Klasse  yon Wahrsche in [ i ehke i t smagnahmen  fiber 
dem R1, wobei  der  D ieh t equo t i en t  P l  (t)/P0 (t) ffir P0 < P1 eine mono ton  nicht  fa l lende 
F u n k t i o n  yon  t ist .  Dies zeigt,  d a g  geordne te  u n d  dominier te  Klassen  yon W a h r -  
seheint iehkei tsmaBen,  ffir die es eine per fek te  Fami l i e  yon Tes t funk t ionen  gibt ,  
eine sehr  spezielle S t r u k t u r  haben.  

U m  die s t a t i s t i s c h e  Bedeu tung  obigen Satzes  zu diskut ieren,  ffihren wir  in 
~Malehnung an Theorem 2 (iv) bei  L E H M A ~  ([1] S. 68/9) den Begriff  der  optimalen 
Tes t funk t ion  ein. 

E ine  Tes t funk t ion  050 heiBt f i ir  P0 op t ima l  (in ~) ,  wenn ffir alte Tesf funkt ionen  
05 m i t  Eo fir) ~_ Eo 050 gri t :  

E 05 ~ E 05o, fi ir  alle P e ~ mi t  P > Po .  

Eine  ffir Po op t imale  Tes t funk t ion  max imis i e r t  n icht  nur  die Ablehnwahr-  
scheinl ichkei t  fi ir  alle P > Po;  sie max imis i e r t  gleichzeit ig aueh die Annahme-  
wahrsche in l i e t~e i t  f i ir  alle P < Po,  beides un te r  E inha l t ung  einer  vorgegebenen 
I r r tumswahrsehe in l i ehke i t  fi ir  Po .  ~Vie le ieht  einzusehen ist, folgt  daraus ,  dug eine 
f i ir  Po op t imale  Tes t funk t ion  05o t r ennseha r f  fi ir  alle P1 : P2 mi t  P1 =< P o u n d  
P2 ~ Po ist,  soferne E1 05o > 0 und  E~050 < 1. Sic l iefert  daher  im gewissen 
Sinne eine op t imale  L6sung der  Aufgabe ,  die (zusammengesetzte)  I t ypo the se  
P ~ Po gegen die (zusammengesetz te)  A l t e rna t i ve  P > Po zu  testen.  

Offenbar ist eine in ~ iiberall la'ermse~arfe Testfunk~ion ~o f/ir alte jene Po ~ ~ optimM 
(in ~), ffir die Eo~oe  (0,1) und umgekehrt: Ist  eine Testfunktion ~Po optimal (in ~) f/it 
alle Po ~ ~ mit EoOo ~ (0,1), so ist sie in ~ fiberall trennseharf. 

Bisher haben wit die Beziehung zwisehen optimalen und fiberall ~rermseharfen Testfunk- 
tionen untersucht. Nun untersuchen wir die Beziehung zwischen Familien yon optimalen und 
Familien yon/iberall trennscharfen Testfunktionen. Es is$ naheliegend, in Analogie zur per- 
fekten Familie yon Testfmlktionen eine :Famitie yon optimMen Testfunk~ionen zu betrachten, 
die zu ]edem P ~ ~ and zu ~eder Irrtumswabx'seheinlichkeit g ~ [0,1] eine ftir P optimale 
Testfunktion ~ mit der In'tumswahrscheinliehkeit E p ~  = ~ enth~lt. Offenbar hat eine per- 
fekte l~amilie yon Testfunktionen diese EigensehafL denn es gibt zu jedem Po ~ ~ und zu 
jedem e E (0,1) eine Testfunktion ~o mit Eo~o ~- a, welehe iiberMl trennscharf und daher 
entspreehend den obigen Ausfiihrungen auch optimal ffir a11e P e ~ mit E r  ~ (0,1), ins- 
besondere also auch optimal ffir Po ist. Fiir e = 0 und ~. ---- i gibt es nach Definition des 
Begriffes ,,perfekt" gteichfMIs optimale Testfunktionen. 

Man karm aber aueh zeigen, dab umgekehrt jede Famflie yon Testfm~ktionen, die zu 
jedem Po ~ ~ und zu jedem c~ ~ [0,1] eine optimale Testfunktion ~o mit EoqSo = c~ enth~lt, 
perfekt ist. Wie bereits oben betont wurde, ist klar, da~ r trennscharf ffir alle P1 : P2 mit 
P1 =< P o u n d  P2 ~ Po ist, so ferne Elq~O > 0 und EuOo< 1. Wir haben noch zu zeigen, 
dab ~o aueh trermscharf fiir alle P1 : P~ mit P1 < Ps < P0 oder Po < P1 < P2 ist. 0hne 
Besehrgnkung der Allgemeinheit kSnnen wir Po < P~ < P2 armehmen. Nach Voraussetzung 
existiert ftu" P t  eine optimale Testfunktion ~ mit der Irrtumswahrseheintiehkeit E~ q)o > 0. 
(Dabei k6nnen ~4r den Fall E l~o  = I als trivial yon vorneherein auBer acht lassen.) D~ 
sowohl Oo als auch ~I  optimal sind, folgt aus Elq~ = EI(PO, dab Eo~l  = Eoq~o. Nun ist 
aber wegen P2 > Po die Testfunktion Os unter der Voraussetzung E2 (Po < 1 trennscharf fiir 
Po : P2 und wegen Po < P1 < P2 aueh q~ trennseharf fiir Po : Pu, so dab Ee r = E2 ~ o. Da 
~ trennscharf fiir P1 : P2 ist, tblgt daraus aber, dag auch ~o trermsoharf ffir P~ : P~ ist, q. e. d. 

8* 
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Zusammen  mi t  dem oben behaupte ten  Satz folgt aus den bisherigen Ausfiih- 
rungen also, daI3 die Aufgabe,  die (zusammengesetzte)  Hypo these  P < Po gegen 
die (zusammengesetzte)  Al ternat ive  P > P0 zu testen,  bei dominier tem ~ dann  
und nur  dann  eine opt imale  L6sung hat,  wenn ~ monotone  Dichtequot ienten  
besitzt.  Die Voraussetzung,  daf] die L6sung o p t i m  a 1 sein soll, ist dabei  wesentlich. 
Verlangen wit  nur, dal~ es zu ]edem Po E ~ und  jeder I r r tumswahrscheinl ichkei t  

~ [0,1] eine Tes t funkt ion  q)o geben soll, die t rennscharf  fiir alle P 0 : P  mi t  
P > P0 ist und  fiir die E~b 0 __< ~ fiir a]le P __< Po (ohne zu verlangen, da~ fiir 
P ~ P0 gilt E~b0 ~ E~b fiir alle ~b mi t  E o r  = ~.), so ist die Voraussetzung 
monotoner  Dichtequot ienten  keineswegs notwendig ffir die Existenz einer L6sung. 
Dies zeigt folgendes Beispiel: 

Es sei c E (0,1) eine beliebige Kons tan te .  Wir  definieren die Famil ie  ~ durch 
ihre Dichten beziiglich des Lebesguesehen Mal3es in [0,1]: 

c ~ - ( 1 - - c ) / ~  fiir 0- -~x--~  
pa(x) 

I c fiir ~ < x ~ l  . 

Wi t  definieren nun die Tes t funkt ion  ~ba (x; a) : 

1 fiir v ~ = x ~ + ~ / c  
0 - - ~ g ~ - - c ( 1 - - ~ )  C a ( x ; ~ ) =  0 sonst 

1 fiir ~ x - - ~ l  
c ( 1 - - ~ ) < ~ < l  q ~ ( x ; ~ ) =  c §  - -  - -  

0 sonst 

Die Tes t funkt ion  ~bv o ist t rennsehar f  fiir alle P~o : Pa  mi t  v~ > v~o ; aul~erdem gilt: 
Ea~b~o(X; ~) ~ ~ ffir alle ~ ~ v~o. Es  gibt  also fiir die oben angegebene Klasse 
w n  Vertei lungsfunktionen zu jedem v~o und zu jeder I r r tumswahrsche inhchke i t  
einen Test  fiir die Hypo these  v ~ ~ v~o, der t rennseharf  gegen a l l e v  ~ > zgo ist. Diese 
Klasse von Vertei lungsfunkt ionen besi tzt  aber,  wie m a n  leieht nachpriif t ,  keine 
monotonen  Diehtequot ienten.  

~ u n  beweisen wir, da]~ die Monotonie der Diehtequot ienten  hinreichend ffir die 
Exis tenz einer perfekten Famil ie  yon Tes t funkt ionen  ist. 

Zu diesem Zwecke bilden wir die Funk t ion  ~ (c) = Q (T(X) > c) s - -  oo =~ c ~ oo. 
Die Funk t ion  A (c) ist monoton  nibht wachsend und rechtsseit ig stetig. Es gibt  also 
zu jedem W e r t ~ [ 0 , 1 ]  e i n c 0 e [ - - c ~ , - ~ ] ,  so dal3 2(c0) ~ A - - ~ ( c 0 - - 0 ) .  
Wir  definieren : j0 }, 

)0 - Z (c  o) < 
qix (x) ---- [ ~ (Co~ 0) -- Z (%) fiir Z (x) > co (3) 

N u n  zeigen wit, dab ~ = {qix : ~ ~ [0, 1]} eine perfekte  Famil ie  yon Test-  
funkt ionen ist. Es gilt: 

fqS~(x)dQ=Affiralle A e [ 0 , 1 J .  Da  qSx(x)-->qD~o(X ) ( Q - f . i i . )  fiir 2 - + A o  
und da P << Q fiir alle P E ~,  ist Ep ~ (x) eine stetige Funk t ion  yon ~, die die 

* Falls 2(co -- 0) = A(co) ist die Definition yon ~5~(x) fiir T(x) = co ohne Belong. 
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Werte 0 und 1 und daher aueh alle Zwisehenwerte annimmt. Es gibt also zu jedem 
P e ~3 und zu jeder Irrtumswahrscheinlichkeit g~[0,1]  eine Testfunktion 
EqS~, = ~. Diese Testfunkt, ionen (b~, sind tiberaI1 trennscharf in ~ :  Es seien 
Po, P1 ~ ~3 mit P0 ~ Pi gegeben, so dab 

E0@z > 0 und E l ~ z  < 1. (4) 

Wetter gilt naeh Voraussetzung die Relation (1). Wegen der ?r yon H folgt 
aus H ( T ( x ) )  < H(co), dab T(x )  < co. Daher ergibt sich aus (3): 

~Sa(x) = {o fiir H ( T ( x ) ) T H ( c o )  

Daraus folgt aber nach dem Fundamentallemma yon NEY~AN und PEA~SO~ 
(vgl. z.B. [1] S. 65, Theorem 1 (ii)) wegen (4) sofort, dab ~z trennscharf fiir P0 : P i  
ist. Es sei 2o = inf{2 : E0q)~ > 0}. Da kS zu jedem ~ e (0,1) ein qSz mit Eoq)z = 
gibe, folgt aus der Trennsehgrfe dieser q~z nnd der Stetigkeit yon qi~ in 2, dab 
Eo~ao ~ 0 ist und qiao t, rennseharf ffir Po : Pi  fiir alle P1 > Po ist. Ebenso zeigt 
man die Existenz eines 2i mit E i  ~ai  = 1, so dab qSa 1 trennseharf fiir P0 : P i  fiir 
alle Po < P1 ist. 

Nun beweisen wir, dab die Existenz einer perfekten Familie yon Testfunktionen 
hinreichend fiir die Monotonie der Dieh~equotienten ist. 

Jedem WahrseheinliehkeitsmaB P s ~ ordnen wit folgende Mengen zu: 

P* = {x :p(x) > O} 
p - = p ~ ,  ,Q*. ~.~ ~ (5) 

Q i < P  

P+ = P-- U Q; 
Q t >  P 

Wir bemerken, dab bei Existenz einer perfek~en Famihe yon Testfunktionen 
Po c P~- und P~ ~ P+ fiir P0 < P i  gilt. Wit verzichteri auf einen Beweis, da wit 
diese Relation nicht benStigen. 

Jeder Testfunktion ~ ordnen wir den Annahmebereieh Cr und den Ablehn- 
bereich C~ zu: 

= { . :  r  = o} ,  c ;  = { . :  = (6) 

Wir nennen einen Annahmebereich C trennseharf fiir Po : P1, wenn es in 
eine ftir P0 : P i  trennseharfe Testfunktion mit dem Annahmebereieh C gibe. 

a) Po : P mit  P > P o u n d  Eq5 < 1 Itilfssatz 1: Is t  q5 trennschar] ]i~r alle b) P : Po P < Po E CP > O' 

dann gilt Q - f. ft. : 

b) P o  c Co. 

Beweis : Unter Voraussetzung a) folg~ aus der Trennsehgrfe yon q5 fiir alle 
Qj > Po mit EQjq~ < 1 : 

--q, # / 
Po Qi c Cr (Q - f.ii.) 

Fiir EQj (b : I gilt diese Relation in trivialer Weise. Indem wit die Vereinigtmg 
fiber alle Q3' > Po bilden, erhalten wit daraus a). Der Beweis ftir b) verl~uft, analog, 
wobei hier die seh/irfere Definition der Trennseh//rfe wesentlieh isg. 
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Korollar  h Gelten sowohl Voraussetzung a) als auch b), so ist 

C~ ~- Po  w C ~ P  o (Q - f.ii.) 

Korollar  I I :  Is t  q5 iiberall trennschar/ in ?~, so gilt Q - -  f. ii. /iir beliebige P o e  ~ : 

a) C~ c Po  wenn Po (C~) = 0 

b) C ~  Po  U Po wenn P o ( C ~ ) =  I .  

Das letzte Korol lar  folgt aus Hilfssatz 1, indem m a n  die Giiltigkeit yon Voraus- 
setzung a) bzw. b) zeigt. 

Es sei ~ die Klasse aller Bereiche 

A ---- Po  u {x :p l (x )  ~ cpo(x)} Po (7) 

ffir beliebige P0,  P1 e ~ mi t  P0 < P1 und beliebiges c e [0, oo]. 
Jede  Menge A e c# ist Q - f.ii. mi t  dem Annahmebere ich  einer iiberall t renn- 

scharfen Tes t funkt ion  ~5 ~ ~ identisch. Nach  Definition yon ~ gibt  es n~mlich 
sicher eine Tes t funkt ion  ~5 ~ ~ mi t  der I r r tumswahrscheinl ichkei t  1 - -  P0 (A), 
die sowohl Voraussetzung a) als auch b) yon tI i l fssatz 1 erfiillt. (Ira Falle Po (A) 
= {o wird die Existenz emes das Voraussetzung erf llt, in De nition 
yon ~ explizit gefordert.)  Also gilt nach Korol lar  I :  

Cr ~- Po  w Cc~Po (Q - f.ii.) (8) 

Da  ~ t rennschar f  (ira schws d. h. fibliehen Sinne) fiir P0 : P1 mi t  der 
I r r tmnswahrschein l ichkei t  E0~5 = 1 - -  P0 (A) ist, folgt wegen 

A ~- { x : p l ( x )  ~=cpo(x)} ( P 0 - - f . i i . ) ,  (9) 

nach dem F u n d a m e n t a l l e m m a  yon NEYMA~ nnd PEARSON, dab A = C~ P0 - -  f. ii. 
Wegen (7) und  (8) gilt diese Gleichheit auch Q - f.ii. 

Hilfssatz 2: Die Klasse ~ ist Q - f.ii. geordnet, d. h. /iir zwei beliebige Mengen 
A ,  B e c~ gilt: 

A c B (Q - f.ii.) oder B ~ A (Q - f.ii.). 

Beweis:  Der Bereich A sei in der F o r m  (7) gegeben. Wie wir uns oben iiberlegt 
haben,  ist B der Annahmebere ich  einer iiberall t rennseharfen Testfunkt ion.  I s t  
P0 (B) ~ 0 oder 1, so ist die Ordnungsrelat ion zwisehen A und B im Hinbl ick auf  
Korol lar  I I  evident.  Fiir P0 (B) e (0~1) ist B t rennschar f  (im sehws Sinne) 
fiir P0 : P1.  Es gibt  also wegen (9) nach dem F u n d a m e n t a l l e m m a  yon N]~YMA~ 
und  PEARSON ein CB, SO dab 

{x: p l  (x) < cBp0 (x)} c B c {x : p l  (x) <= cBpo (x)} (Po - -  f. ft.). 

Daher  sind A und B P0 - -  f.ii. geordnet.  AuBerdem gilt in diesem Falle sowohl 
Voruussetzung a) als aueh b), so dab B nach Korol lar  I Q - f.fi. in der Fo rm 
B = Po w B P  o dargestel l t  werden kann.  Wegen (7) folgt daraus  aber,  dab die 
Ordnung, die bisher nur  P0 - -  f.ii. nachgewiesen war,  aueh Q - f. 4. gilt. 

Da  cg Q _ f.ii. geordnet  ist, gibt  es n~ch ([2] S. 171, Hilfssatz 1) eine Q - Lii.  
definierte reellwertige A-mel tbare  Funk t ion  T(x) ,  so dab fiir alle A ~ cd gilt: 

A = {x: T(x)  g Q(A)} (Q - f.ii.) (10) 
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Wir  be t rach ten  nun  fiir festes Po ,  P i e  ~ ,  Po < P i ,  die Schar: 

Ac == P~W {x :pi(x) ~ cpo(x)}Po. (11) 

Da, Q ~-addi t iv  ist, tblgt  aus Aco = ( ~  Ac sofort, daft Q(Ac) eine rechtsseit ig 
0>00 

stetige Funk t ion  yon e ist. AuBerdem isg Q(Ae) offenbar mono ton  nicht  fa]lend. 
Also ist 

f i n f{c  : Q(Ae) ~ y} fiir y ~ Q(A~)  
H (y) ~ [ + oo sonst  

(12) 

eine mono ton  nich~ fallende und linksseitig stetige Funkt ion ,  derart ,  dab fiir 
c < @ c ~  

y < Q(Ae) da~m und  nur  dann,  wenn II(y) < c. 

Daher  folgt  aus (10) Ffir c e [0, ~ )  : 

Ae=={x:H(T(*))~c} O--f.fi. (13) 

Durch  K o m b i n a t i o n  mi t  (11) erhal ten wir wegen Po == {x :po(x) > 0} ftir a]le 
ce[0,~): 

PoW{X:pi(x)/po(x) ~c}P; ={x:H(T(x)) <=c} ( Q -  f . t i . ) .  

Setzen wir 

{ 2  fiir x~Po 
pi(x)/po(x)= fiir x e P  +, 

so erhal ten wir:  
pi(x)/po(x) = H(T(x)) (Q - -  f . t i . ) .  
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