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Uberall trennscharfe Tests und monotone Dichtequotienten
Von

J. PFANZAGL*

Gegeben sei ein MaBraum (X, %7, u), 4 o-endlich, sowie eine Klasse § von Wahr-
scheinlichkeitsmafBen, die von x4 dominiert wird (d. h. alle P e ¥ sind u-stetig).
Dann existiert nach dem Theorem von RapoN-NiEoDYM zu jedem P e P eine
Dichte beziiglich u, die wir mit p bezeichnen wollen.

In [2] wurde gezeigt: Wenn es fiir eine Hypothese P = Py zu jeder Irrtums-
wahrscheinlichkeit « einen iiberall trennscharfen Test gibt (d. h. einen Test, der
trennscharf gegen alle Alternativen P e 3, P « Py ist), dann kann der Dichte-
quotient p{x)/po(x) Po — £.ii. als monotone Funktion einer von der Alternative P
unabhéngigen Funktion 7 (x) dargestellt werden.

Die folgenden Ausfiihrungen bringen eine Verallgemeinerung dieses Satzes fiir
den Fall, dafi der iiberall trennscharfe Test von der Hypothese unabhingig ist.
(Die geldufigen Beispiele itberall trennscharfer Tests haben alle diese Kigenschaft.)
Bs liegt nahe, zu vermuten, daf} es in diesem Falle eine nicht nur von der Alter-
native, sondern auch von der Hypothese unabhingige Funktion 7' (x) gibt, so daB3
die Dichtequotienten monotone Funktionen von 7' (x) sind. Um diese Vermutung
prizise formulieren zu kdnnen, miissen wir aber zunéchst noch verschiedene Be-
griffe einfithren.

Unter einer Testfunktion @ (x) verstehen wir eine .«7-mefbare Funktion, deren
Wertevorrat in [0, 1] liegt. Die Interpretation von @ als Wahrscheinlichkeit fiir die
Verwerfung einer Hypothese legt folgende Definitionen nahe: Ep@® (X) heilit Irr-
tumswahrscheinlichkeit von @ beziiglich der Hypothese P. Die Testfunktion @Pg
heifit trennscharf fiivr Py: Py (d. h. trennscharf fiir die Hypothese Py gegen die
Alternative Pi), wenn fiir alle Testfunktionen @ mit Eo® < EoDp und E1P =
= B @ gilt: By D = Ey Dy, 1D = E1Do**.

Diese Definition der Trennschirfe weicht von der iiblichen insoferne ab, als
eine Testfunktion @y mit @y =1 nur dann als trennscharf gilt, wenn der
Wert 1 fiir P; nicht auch mit einer kleineren Irrtumswahrscheinlichkeit erreichbar
ist, d. h. wenn es keine Testfunktion @ gibt, fiir die 1@ = 1 und E¢D < E¢Dy.
Dieser (strengere) Begriff der Trennschirfe liegt nicht nur intuitiv nahe; er be-
seitigt auch eine gewisse Asymmetrie zwischen Py und P; und erlaubt damit, ver-
schiedene Formulierungen iibersichtlicher zu gestalten, so z. B. beim Fundamental-
lemma von NeyMaN und Prarsox [vgl. [1], S. 65, Theorem 1 (iii)] oder bei Hilfs-
satz 1 und 2. Die Symmetrie, die bei dieser Definition zwischen Py und Py besteht,
zeigt sich auch darin, daBl nun @¢ genau dann trennscharf fir Py: P; ist, wenn
1 — @y trennscharf fiir P1: Py ist.

* Der Verfasser dankt Herrn R. Borexus fiir die griindliche Durchsicht des Manuskriptes.
Seine kritischen Bemerkungen und die mit ihm gefithrten Diskussionen haben wesentlich zur
Vereinfachung der Beweise beigetragen.

** Zur Vereinfachung schreiben wir B, statt Ep,.
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Es sei jedoch nachdriicklich darauf hingewiesen, dafl diese strengere Fassung
des Begriffes der Trennschirfe keine entscheidende Rolle fiir die Giiltigkeit der
folgenden Sétze spielt. Die strengere Fassung wurde lediglich deshalb gewéhlt,
weil sie, wie oben ausgefiihrt, gewisse Formulierungen ibersichtlicher macht und
auBerdem intuitiv naheliegt.

Im folgenden setzen wir voraus, dal die Klasse {8 total geordnet ist, derart, dal3
zwischen zwei verschiedenen WahrscheinlichkeitsmaBlen Py, P; € P genau eine
der Relationen ,,Py < Pi* und ,,Pp > P;* besteht.

Wir nennen eine Testfunktion #berall trennscharf in 3, wenn sie trennscharf fiir
alle Py: Py mit Py < Py ist, sobald Eo®@ > 0 und E;D < 1; allenfalls konnte
man noch zusétzlich verlangen, daB ein iiberall trennscharfer Test fiir mindestens
ein Paar Py, P; € P trennscharf sein soll. Diese Modifikation spielt jedoch in den
folgenden Uberlegungen keine Rolle.

Eine Familie & von Testfunktionen nennen wir perfekt beziiglich 5, wenn alle
Testfunktionen von & iiberall trennscharf in $§ sind und wenn es zu jedem Pye P
und jeder Irrtumswahrscheinlichkeit « €[0,1] eine Testfunktion @ e & gibt, so
daB Ey® = «. Fiir « = { miissen wir noch die Existenz eines @ € P explizite
fordern, das trennscharf ist fiir alle { Po: P mit bP>Do da diese Félle in der

’ P Py P < Py’
Definition von iiberall trennscharf ausdriicklich ausgenommen wurden.

Wir sagen, die Klasse 8 besitzt monotone Dichtequotienten, wenn eine .-
mefBbare reellwertige Funktion 7 (x) existiert, derart, daB fiir alle Py, P1e B,
Py < P1, der Dichtequotient p1(z)/po(x) eine monoton steigende Funktion von
T ist, genauer: Wenn es eine monoton nicht fallende Funktion H gibt, so daB

p1(@)[po() = H(T (x)) (P1+ Po—1f.1i.) (1)

Dabei wollen wir fiir H auch den Funktionswert oo zulassen. (Die Funktion H
hiingt — im Gegensatz zu 7' — natiirlich von den speziellen Wahrscheinlichkeits-
maBen Py, P; ab.)

Satz: Zu einer total geordneten und dominierten Klasse *f von Wahrscheinlichkeits-
mapen gibt es dann und nur dann eine perfekte Familie von Testfunktionen, wenn P
monotone Dichtequotienten besitzt.

Bevor wir den Beweis fithren, seien einige Bemerkungen vorweggeschickt.

DaB die Monotonie der Dichtequotienten hinreichend fiir die Existenz einer
perfekten Familie von Testfunktionen ist, liegt auf der Hand und findet sich im
wesentlichen bereits bei LEEMANN ([1], S. 68, Theorem 2). Da aber die Formulie-
rung bei LEEMANN nicht ganz mit der unserigen identisch ist und auflerdem der
Beweis bei Leamany auf den Fall streng monotoner H abgestellt ist, wird weiter
unten auch der Beweis fiir diesen Teil der Behauptung skizziert.

Die Betonung des Satzes liegt jedoch darauf, daB die Monotonie der Dichte-
quotienten auch notwendig fiir die Existenz einer perfekten Familie von Test-
funktionen ist.

Da B nach Voraussetzung dominiert ist, gibt es nach einem bekannten Lemma
von Harmos und L. J. Savacs (vgl. z. B. [1] S. 354, Theorem 2) auch ein Mafl

Q=>a0Q, >a=1, Qe®P, (2)
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das die Klasse B dominiert. Aus (2) folgt aber sofort, dall die Dichten beziiglich
@ alle die Gestalt (Z aiq; (x)fp (£))~% haben, im Falle monotoner Dichte-
quotienten also @ — £, Funktionen von 7' sind. Wir kénnen daher jede geord-
nete und dominierte Klasse von Wahrscheinlichkeitsmaflen, fiir die es eine per-
fekte Familie von Testfunktionen gibt, durch geeignete Wahl des Mafiraumes
zurtickfiihiren auf eine geordnete Klasse von Wahrscheinlichkeitsmafnahmen tiber
dem R, wobeider Dichtequotient p1 (t)/po () fiir Poy<< P eine monoton nicht fallende
Funktion von £ ist. Dies zeigt, daB geordnete und dominierte Klassen von Wahr-
scheinlichkeitsmafBen, fiir die es eine perfekte Familie von Testfunktionen gibt,
eine sehr spezielle Struktur haben.

Um die statistische Bedeutung obigen Satzes zu diskutieren, fithren wir in
Anlehnung an Theorem 2 (iv) bei LEaMaNy ([1] S. 68/9) den Begriff der optimalen
Testfunktion ein.

Eine Testfunktion Dy heilt fiir Py optimal (in PB), wenn fir alle Testfunktionen
D mit BEy® = EgDy gilt:

E® = Ed,, firalle Pe$ mit P32 Py.

VA

Eine fiir Py optimale Testfunktion maximisiert nicht nur die Ablehnwahr-
scheinlichkeit fiir alle P > Py; sie maximisiert gleichzeitig auch die Annahme-
wahrscheinlichkeit fiir alle P < Py, beides unter Einhaltung einer vorgegebenen
Irrtumswahrscheinlichkeit fiir Py. Wie leicht einzusehen ist, folgt daraus, daf eine
filr Py optimale Testfunktion @y trennscharf fir alle Py: Py mit Py < Py und
Py = Py ist, soferne 1By > 0 und Hy®y < 1. Sie liefert daher im gewissen
Sinne eine optimale Losung der Aufgabe, die (zusammengesetzte) Hypothese
P =< Py gegen die {(zusammengesetzte) Alternative P > Py zu testen,

Offenbar ist eine in B fiberall trennscharfe Testfunktion @y fiir alle jene Pye B optimal
(in B), fir die FoPpe (0,1) und umgekehrt: Ist eine Testfunktion @p optimal (in P) fir
alle Py & B mit Bo®Dg e (0,1), so ist sie in P iiberall trennscharf.

Bisher haben wir die Beziehung zwischen optimalen und iberall trennscharfen Testfunk-
tionen untersucht. Nun untersuchen wir die Bezichung zwischen Familien von optimalen und
Familien von tiberall trennscharfen Testfunktionen. Es ist naheliegend, in Analogie zur per-
fekten Familie von Testfunktionen eine Familie von optimalen Testfunktionen zu betrachten,
die zu jedem P ¢ P und zu jeder Irrtumswahrscheinlichkeit « € [0,1] eine fiir P optimale
Testfunktion @ mit der Irrtumswahrscheinlichkeit £p@ = o enthilt. Offenbar hat eine per-
fekte Familie von Testfunktionen diese Eigenschaft, denn es gibt zu jedem Poe § und zu
jedem « € (0,1) eine Testfunktion @y mit EoPp = o, welche iiberall trennscharf und daher
entsprechend den obigen Ausfithrungen auch optimal fiir alle P e 8 mit E®q < (0,1), ins-
besondere also auch optimal fiir Py ist. Fiir o == 0 und o = 1 gibt es nach Definition des
Begriffes ,,perfekt* gleichfalls optimale Testfunktionen.

Man kann aber auch zeigen, daB umgekehrt jede Familie von Testfunktionen, die zu
jedem P& P und zu jedem « € [0,1] eine optimale Testfunktion $y mit Be®@y = « enthils,
perfekt ist. Wie bereits oben betont wurde, ist klar, daB @y trennscharf fir alle Py : Py mit
Py = Po und Py = Py ist, so ferne 1Py > 0 und F2Po< 1. Wir haben noch zu zeigen,
daBl Py auch trennscharf fiir alle Py: Py mit Py << Pa<< Py oder Po<< Py < Ps ist. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir Py < P < Ps annehmen. Nach Voraussetzung
existiert fiir P; eine optimale Testfunktion @1 mit der Irrtumswahrscheinlichkeit &; ®g > 0.
(Dabei kénnen wir den Fall #;® = 1 als trivial von vorneherein aufler acht lassen.) Da
sowohl @y als auch @1 optimal sind, folgt ans B Py = B1 Dy, daB EyD; = By Py Nun ist
aber wegen Py > Py die Testfunktion @ unter der Voraussetzung Fy @y << 1 trennscharf fiir
Py : Pyund wegen Py << Py << Pz auch @ trennscharf fiir Py: Pg, so daB Es @y = Es Dy, Da
@ trennscharf fiir Py : Py ist, folgt daraus aber, da8 auch ®g trennscharf fiir Py : Ps ist, q.e.d.

8*
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Zusammen mit dem oben behaupteten Satz folgt aus den bisherigen Ausfiih-
rungen also, dall die Aufgabe, die (zusammengesetzte) Hypothese P < Py gegen
die (zusammengesetzte) Alternative P > Py zu testen, bei dominiertem § dann
und nur dann eine optimale Lésung hat, wenn 8 monotone Dichtequotienten
besitzt. Die Voraussetzung, dafl die Losung optimal sein soll, ist dabei wesentlich.
Verlangen wir nur, dafl es zu jedem Py e P und jeder Irrtumswahrscheinlichkeit
o €[0,1] eine Testfunktion @y geben soll, die trennscharf fiir alle Pg: P mit
P > Py ist und fiir die E@y < « fiir alle P < Py (ohne zu verlangen, da8 fiir
P < Py gilt EQy < ED fir alle @ mit Ey® = «), so ist die Voraussetzung
monotoner Dichtequotienten keineswegs notwendig fiir die Existenz einer Losung.
Dies zeigt folgendes Beispiel:

Es sei ¢ € (0,1) eine beliebige Konstante. Wir definieren die Familie 3 durch
ihre Dichten beziiglich des Lebesgueschen Mafles in [0,1]:

et —o)fd fir 0 sx=9
Po () = ¢ fir d<z<1 .

Wir definieren nun die Testfunktion @ (z; «):

0
0<a<cd—9) @Mx;“):{lfmr P =<9+ ajc

0 sonst
1—a
1fir———— <2<l
Q=) <a=<l Gya)=] Tet(l-op ==
0 sonst

Die Testfunktion @y, ist trennscharf fiir alle pg, : pyp mit & > G¢; auberdem gilt:
Ep®so(X;a) < o fur alle 9 < 9. Es gibt also fiir die oben angegebene Klasse
von Verteilungsfunktionen zu jedem ¢y und zu jeder Irrtumswahrscheinlichkeit
einen Test fiir die Hypothese & =< g, der trennscharf gegen alle & > ¥ ist. Diese
Klasse von Verteilungsfunktionen besitzt aber, wie man leicht nachpriift, keine
monotonen Dichtequotienten.

Nun beweisen wir, dal die Monotonie der Dichtequotienten hinreichend fiir die
Existenz einer perfekten Familie von Testfunktionen ist.

Zu diesem Zwecke bilden wir die Funktion A(c) = Q (7'(X) > ¢) fiir —co = ¢ = oo,
Die Funktion A (¢) ist monoton nicht wachsend und rechtsseitig stetig. Es gibt also
zu jedem Wert A€ [0, 1] ein cp€[— o0, + 0], so daB A{er) = 4 = Alco — 0).
Wir definieren: :

0 *
A—4 ..

@l (1’) = I(—OO——(L((;;T(CO) fiir T("L') ECO (3)
1

Nun zeigen wir, dal & = {@;: A€[0, 1]} eine perfekte Familie von Test-
funktionen ist. Es gilt:
[@i(x)dQ = A fir alle 2€[0,1]. Da @u(2) > Ps(2) (@ —f£.i1) fir 179
und da P < @ fiir alle P e B, ist Ep®P;(x) eine stetige Funktion von A, die die

* Falls A(cp — 0) = A(co) ist die Definition von @, () fiir T'(x) = co ohne Belang.
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Werte 0 und 1 und daher auch alle Zwischenwerte annimmt. Es gibt also zu jedem
PecB und zu jeder Irrtumswahbrscheinlichkeit o €[0,1] eine Testfunktion
E®; = o. Diese Testfunktionen @; sind iiberall trennscharf in P Es seien
Pg, Pre R mit Py << Py gegeben, so dal

Eoy®; >0 und E:19; < 1. (4)

Weiter gilt nach Voraussetzung die Relation (1). Wegen der Monotonie von H folgt
aus H(T (%)) S H(co), dall T'(x) < co. Daher ergibt sich aus (3):
Gs(@) = {3 fir H(T(x))= H(co)

Daraus folgt aber nach dem Fundamentallemma von NEymax und Prarsox
(vgl. z.B. [1] 8. 65, Theorem 1 (ii)) wegen (4) sofort, daf @, trennscharf fiir Py : Py
ist. Es sei g == inf{A: Bo®; > 0}. Da eszu jedem o € (0,1) ein @; mit By P, = «
gibt, folgt aus der Trennschirfe dieser @; und der Stetigkeit von @, in A, daB
EoDjy =0 ist und @y, trennscharf fir Pg: Py fir alle P, > Py ist. Ebenso zeigh
man die Existenz eines 4; mit B1 @y = 1, so dall @, trennscharf fiir Py: Py fur
alle Py < Py ist.

Nun beweisen wir, dafl die Existenz einer perfekten Familie von Testfunktionen
hinreichend fiir die Monotonie der Dichtequotienten ist.
Jedem Wahrscheinlichkeitsmall P e ¥ ordnen wir folgende Mengen zu:

P*={z:p(x) >0}

Q,.E)p j (3)
=P G
Q>P

Wir bemerken, dal bei Existenz einer perfekten Familie von Testfunktionen
P; c Py und P> Py fiir Py < Py gilt. Wir verzichten auf einen Beweis, da wir
diese Relation nicht bendtigen.

Jeder Testfunktion @ ordnen wir den Annahmebereich Cy und den Ablehn-
bereich Cy zu:

Co={x:Px)=0}, Cp=1{z:P@)=1} (6)

Wir nennen einen Annahmebereich C trennscharf fiir Pg: P;, wenn es in &
eine fiir Pp: Py trennscharfe Testfunktion mit dem Annahmebereich C gibt.
Hilfssatz 1: Ist @ trennscharf fiir alle {Z; g(): ’ ;; mit 1; i 11;2 und gg i (1),
dann gill  — £.4.:
a) PycOy
b) Py cCyp.

Beweis: Unter Voraussetzung a) folgt aus der Trennschirfe von @ fiir alle
Qj>PQ mit EQ?-@<1$ _
PyQjcy (Q—fi)

Fiir Bo;® =1 gilt diese Relation in trivialer Weise. Indem wir die Vereinigung
iiber alle §); > Py bilden, erhalten wir daraus a). Der Beweis fiir b) verlduft analog,
wobei hier die scharfere Definition der Trennschirfe wesentlich ist. |
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Korollar I: Geltern sowohl Voraussetzung a) als auch b), so ist
Co = Py uUCypPy (Q — f.il)
Korollar II: Ist D iiberall trennscharf in B, so gilt Q — L.i1. fir beliebige Poe P :
a) Cec Py wenn Py(Cg) =0
b) Op2 Py U Py wenn Po(Cy) =1.

Das letzte Korollar folgt aus Hilfssatz 1, indem man die Giiltigkeit von Voraus-
setzung a) bzw. b) zeigt.
K sei € die Klasse aller Bereiche

A=P5U {@:p1(2) < cpo(@)} Py (7)

fiir beliebige Py, P1 €  mit Py << P; und beliebiges ¢ & [0, oo].

Jede Menge 4 € € ist ¢ — f.1i. mit dem Annahmebereich einer iiberall trenn-
scharfen Testfunktion @ € @ identisch. Nach Definition von @ gibt es ndmlich
sicher eine Testfunktion @ € @ mit der Irrtumswahrscheinlichkeit 1 — Po(4),
die sowohl Voraussetzung a) als auch b) von Hilfssatz 1 erfiillt. (Im Falle Py(A4)
= {{ wird die Existenz eines @, das Voraussetzung {}} erfiillt, in der Definition
von P explizit gefordert.) Also gilt nach Korollar I:

Op=P;UC,P, (@—£f.id) (8)

Da @& trennscharf (im schwécheren, d. h. iiblichen Sinne) fiir Py: P; mit der
Irrtumswahrscheinlichkeit Bo®@ = 1 — Py(4) ist, folgt wegen

A={z:p1(2) Sepo@)} (Po—£ii), (9)

nach dem Fundamentallemma von NEYMAN und PEARsoN, daBl 4 = Cp Py — f.ii.
Wegen (7) und (8) gilt diese Gleichheit auch @ — f.1.

Hilfssatz 2: Die Klasse € ist ) — f.1. geordnet, d. h. fiir zwei beliebige Mengen
A, Be¥ gilt:
AcB(Q —fii.) oder B2 A(Q — f.i1.).

Beweis: Der Bereich A sei in der Form (7) gegeben. Wie wir uns oben iiberlegt
haben, ist B der Annahmebereich einer iiberall trennscharfen Testfunktion. Ist
Py(B) = 0 oder 1, so ist die Ordnungsrelation zwischen 4 und B im Hinblick auf
Korollar IT evident. Fiir Pg(B) € (0,1) ist B trennscharf (im schwécheren Sinne)
fiir Py: Py. Bs gibt also wegen (9) nach dem Fundamentallemma von NEyMAN
und PEARSON ein c¢g, so dal

{x:p1(x) <cppo(x)}c Bc{w:p1(x) S cppolx)} (Po—f.i.).

Daher sind 4 und B Py — f.ii. geordnet. AuBlerdem gilt in diesem Falle sowohl
Voraussetzung a) als auch b), so daB B nach KorollarI ¢ — f.ii. in der Form
B = Py U BP, dargestellt werden kann. Wegen (7) folgt daraus aber, daf die
Ordnung, die bisher nur Py — f.ii. nachgewiesen war, auch @ — f.ii. gilt. 1
Da € @ — f.ii. geordnet ist, gibt es nach ([2] S. 171, Hilfssatz 1) eine @ — f.1i.
definierte reellwertige A-mefibare Funktion 7'(x), so daB fiir alle 4 € ¥ gilt:

A={:T@)=QU) @—fi) (10)
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Wir betrachten nun fir festes Po, P1e 3, Po<< Py, die Schar:
1o = Py {z:p1(2) < epo@)} Py (11)

Da Q ¢-additiv ist, folgt aus 4, = ﬂ A, sofort, dafl @(4,) eine rechisseitig
e3¢y
stetige Funktion von ¢ ist. AuBerdem ist @ (A,) offenbar monoton nicht fallend.

Also ist
inf{e:Q(de) =y} fir y < Q(A.)

Hiy) = { -+ o0 sonst (12)

eine monoton nicht fallende und linksseitig stetige Funktion, derart, daB fiir
¢ < 4 oo
¥ =Q(4;) dann und nur dann, wenn H(y) <ec.

Daher folgt aus (10) fiir ¢ € [0, c0):
Ap={x  H(T(x)) = ¢} Q —f.a. (13)

Durch Kombination mit (11) erhalten wir wegen Py = {x: po(x) > 0} fiir alle
cell, co):

PyU{z:pi(a)fpo(e) £ c} Py={x: H(T(2)) < ¢} Q@ —f.i).

Setzen wir
0 fir zePy
201(;7})/290(%9) = {oo fiir ;{:EP%,

so erhalten wir:
(@) polz) = H(T(z)) (@ —1fi).
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