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P r o p r i e t h  d i  s e c o n d o  o r d i n e  d i  u n  r i f e r i m e n t o  g e n e r a l i z z a t o ( * ) .  

G. FERRARESE - L. STAZI 

Abstract.  - We consider a relativistic frame of reference, generalized in the polar sense [1]-[2], 
and the adapted non-holonomic techniques; then, we extend to non-orthogonal case second or- 
der properties of a standard frame of reference: Riemann tensor decomposition) Lie deriva- 
tives of the Ricci rotation coefficients, commutation formulae and spatial Bianchi identity. 

1. - T e o r e m a  di R i c c i  e m e t r i c a  s p a z i a l e .  

Riprendiamo, in connessione con [2], le propriet~ generali dei Riferimenti genera- 
lizzati e, in particolare, il teorema di Ricci (il quale t raduce rinvarianza della metrica 
r ispetto alla derivazione covariante), in vista di estendere ai tensori dello Spazio-tempo 
V4 la derivazione t rasversa  ~i. In termini anolonomi, il teorema di Ricci si scrive: 
V Q ~  --- ~ Q ~  - ~ o ~  - ~Q~~ = 0, e d~ luogo, a norma della (2.8)i (gli indici I e I I  si 
riferiscono r ispet t ivamente ai lavori [2] e [8]), alle seguenti condizioni, per  indice Q 
spaziale: 

(1) f 
~ ~  ~ l ^  ~ l . . . . .  
3 j ~ / i k  - -  ~ j i  7 l k  - -  ~ j k  ~ i l  - -  ~ j i ~ k  - -  ~ j k ~ ] i  = O ,  

~ ~  l A  ~ N l  ~ ~ 0 ~  
a~r~ - ~ ~z + ~.~ - ~ o  ~ t -  ~jo ~ = o ,  

- ~jo ~ ~ + ~ o  ~ = o ,  

e r ispet t ivamente temporale: 

(2) 

t A 1 A o ~  1 A  o ~  _ ayik - ~oi Y~ - ~oi Yk - ~iok ~z - ~ok ~i - 0 ,  
N l ~  ~ 0 ~ l ~  ~ 0 A 

a ~  - O~oi ~L + O~oi - ~oo $il - t?~oo y~ = 0 ,  

- ~oo I ~t + ~oo ~ = o .  

(*) Entrata in redazione il 24 febbraio 1997. 
Indirizzo degli AA.: Dipartimento di Matematica, Universit~ di Roma ~,La Sapienza-, Piazzale 

A. Moro 2, 00185 Roma. 
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La (1)~ met te  in evidenza the la connessione ~ k  j non conserva la metrica spaziale 
~ik : 

le rimanenti (1)~, s: ~j~ = Hj~- Vj~ e ~yo ~ = ~jo ~ ~z, rientrano invece nella (6.6)~. N~ ag- 
giungono ulteriori informazioni i legami (2), i quali si ridueono alle due sole 
eondizioni: 

$~ik - / - / ~  - Hk~ - ( C i ~  + Ck~)  = 0 ,  Ci + ~ - C~ = 0 ,  

comprese nelle (5.4)i e (4.14)i rispettivamente. 
Visto c h e l a  metrica spaziale Yik ~ X non ~ invariante rispetto alla derivazione co- 

variante Vi, con unpiccolo ritocco dei coefficienti d i  connessione, ~ possibile introdurre, 
sulla piattaforma X, una derivazione covariante Vi che soddisfi il teorema di Ricci: 
Vj~ik = 0. I1 risultato si consegue direttamente, a part ire dalla espressione (5.10)~ dei 
coefficienti di rotazione spaziali, nel senso c h e l a  connessione cercata ~ la 
seguente: 

j d e f  ~ . 

(4) t~i~ = ~ik 2 + (~ik ~J, 

ovvero esplicitamente: 

(5) ~ik  j : I'ik j + ~Jh(~hi ~k + ~ik  Fh -- ~kh ~i)" 

Si ha infatti, in conformit~ della (3): Vj~ik--VjYik-  ~j i~tYzk-  ~jkYl~il : O. 
Un risultato analogo vale ovviamente anche per  la metrica Yik della piattaforma 2:, la 

quale proviene, per  dualitY, dai prodotti  y ik=  ~.~k. Si t rat ta  di una semplice pro- 
priet~ collegata alla forma (6.3)i della connessione spaziale, come dalla (2.12)H: 

( 6 )  ~-~ikJ .~ i',ik j _ ~]2 Hik~J + ~/jh(g[hi]~k + H[ik]~ h _ H[kh]~i) ' ~ik ~k = r]2~i; 

pifi precisamente, introdotti i coefficienti 

(7) 
j def  ~ : 

~ik = 5~ik J + r] 2 H i  k ~ j -  r i k  j + ~]jh (H[t~i] ~k + H[ik] ~h - H[kh] Yi), 

la derivazione covariante corrispondente Vj conserva la metrica y ik: 

(8) V~ ~, ik = 0 .  

Si ha infatti Vj ~ ik =- ~j ~ ik - 5~f y tk - gcjk t ~ it = ~j ~' ik - Fji, k - Fjk, i = 0. 
Si noti c h e l a  connessione (7) ~ dello stesso tipo della (5), salvo l 'intervento della 

metrica ~ ik in luogo di ~ ,  e del tensore HEik~ in luogo del vortice ~2~k; vale inoltre il 
legame (5.2)i: 

(9) H[ikj -- ~ik + ~[i~k], 

e pertanto i due tensori coincidono solo se Yk ~ conservativo_ ~i~k] = O. 
La connessione (5) ha un significato geometrico preciso in X, nel senso che, in con- 
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formit~ della (5.5)~, i coefficienti ~ j  coincidono con i prodotti ~ ~ .  e J: 

(10) ~ J  -= ~ ~ .  S J; 

inoltre i coefficienti ~ di cui alla (4.10)i assumono, in termini di derivazione V, una for- 
ma leggermente diversa. Pifi precisamente si ha, tenuto conto della (4): ~ - - - H ~ -  
--  ~ i ~ k  ~- ~ i k J ~ j  = H~ - Vi~  - ~ , ~ ,  da cui l'espressione analoga: 

(11) ~ k  = ~2(H~k - V ~ ) .  

2. - D e c o m p o s i z i o n e  del tensore  di curvatura.  

Nelrambito di un Riferimento generalizzato, ogni campo tensoriale pub essere de- 
composto nelle sue parti: spaziale, temporale, e mista. Per  fissare le idee, consideriamo 
il caso del tensore di curvatura dello Spazio-tempo V4; alla sua decomposizione sono 
legate le propriet& di secondo ordine di un Riferimento generalizzato. In termini 
anolonomi, come gi~ per un riferimento ordinario, utilizzeremo la formula generale [3] 

(12) Ra~e = [a~, ~a]eQ - AZa~ ee, 

in termini del commutatore delle derivate seconde e del tensore di anolonomia della 
distribuzione considerata {ea }; il sistema triplo di vettori R~Q riassume, con le sue com- 
ponenti, il tensore di curvatura di V4: 

Alla (12) fa riscontro la formula di Ricci, relativa al commutatore delle derivate 
seconde di un arbitrario campo vettoriale (o tensoriale): v = ~)eSe: 

(14) [~Z, ~a] V = AZ~~ + [r 

in ogni caso, sviluppando il 2 ~ membro della (12) a partire dalle derivate prime: 
~ e e  = ~ae ~ $o, si ottengono le componenti anolonome del tensore di curvatura: 

Si tratta di una espressione tensoriale che, put  nella maggior generalitY, soddisfa (in 
forma covariante), le propriet5 algebriche (simmetria, antisimmetria e ciclica) e dif- 
ferenziali (identith di Bianchi) del tensore di curvatura. 

In ogni modo, per quanto coneerne la deeomposizione del tensore di Riemann, pos- 
siamo seguire due strade: la (12), ovvero la (15), tenendo conto del quadro (6.6)i dei co- 
efficienti di rotazione ~a~ q. Qui seguiremo la prima, considerando innanzitutto i vettori 
R0io: 

(16) R0io = [a~, 2] $-_4i0~ --- [~i, 2] y +  C ia$ ;  
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si ha successivamente, tenuto conto della (4.15);: 

[~, 3] r = (V~  ~ + ~ -  ~ - ~ - ~ j ~ k )  ~ + 

+ [ ~ ( ~ % )  + ~ , ~  - ~ ?  - ~ ( ~ ? ~  + c;)] r. 

A sua volta, in v!:rtfi della (4.10)i, la parte temporale assume la forma seguente: 
~(V~C~ - ~Hi~ - H J ~ r j  ~) ~,, e la (16) d~ luogo ai due gruppi di eomponenti: 

-~oJ = Ci ~, Roio ~ = C i ~ ,  (17) 

ove si ~ posto 

(18) 
def._~ ~ k  _ c~ ~ = (vi + ~ )  ~ ?  - ~ / ~ ?  + 2 ~ k ~  ~. 

Si noti che, conformemente alla (17), le componenti Roio a n o n  sono indipendenti, a 
causa della condizione Ro~o0 = g0~o/0~2 0. . _ 

Consideriamo ora il sistema Rijk:Rijk = [a~., ~ ]  ~ a -  2 ~.i$~k; si ha direttamente, 
data la simmetria dei coefficienti di rotazione ~ z :  

~iJ~ = ( ~ ;  + ~ H S  - ~JkH~ - 2 ~ , ~ )  ~, + 

ove si ~ posto 

(19) 
1 d e f ~  ~ l 

Pijk = 3 2 (~ik -- ~i ~jk  I + ~ik  h ~jh 1 -- ~jk  h ~ih  l" 

Si ottengono cosi le seguenti componenti anolonome: 

(20) I R~k' = ~i~k~ + ~ H J -  ~ j ~  z_ 2 ~ i ~  z, 

[ Rij2 = Vj~ ,k-  Vi~jk-  2 "~ji('Ca + ~ t ~ , )  + ~t(,~ia_~jt '~jkH~'), 

fermi restando i legami di cui alla (4.10)i: 

(21) Gi = Ci - a~i, ~ik = Hik - Vi~a; 

legami che danno luogo, per le componenti indipendenti del tensore di curvatura, ad 
espressioni simili a quelle ordinarie ([4] e [5], 130). Pifi precisamente, tenuto conto che 
si ha identicamente, avuto riguardo alle (3.3)i e (19): 

(22) [vj, v~]~  = 2 ~ a ~  + ~ J  ~,  

le componenti dette si riassumono nel quadro seguente: 

(23) R J  ---- Pijk 1 + Qijk l, Rijk 0 = Bij  k + Rijkl~l, Roio k = Ci k, Roio 0 = Cik~k, 
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ove si ~ posto, unitamente alla (18): 

(24) 
[ Q~j~t~H~Hj ~- Hi~H~ ~- 2 ~j~H~t- 2 H~jt V ~ ,  

Bijk de=~ ~j Hi k _ ~ Hj~ + 2 ~ij Q .  

Per quanto riguarda la forma covariante, valgono le espressioni generali: 

(25) Rij~ = ~ ~tR~j~t + ~ Bij~, Rij~o = Bjia, 

def~j 
essendo c'~ = ~i ~ j ,  ovvero esplicitamente: 

Roiok -~ Cik~ 

(26) Cia = vicJ$ ~j + CiC~ - 3Hia + H J ( ~ j ~  - Hj~) + ~j(HizC j - HJ C~). 

Le (23) e (25) mettono bene in evidenza che, nell'ambito di un Riferimento genera- 
lizzato (ove sono noti il divario ~i e i tensori caratteristici Ci e Hik), le componenti del 
tensore di curvatura sono riconducibili, come nel caso ordinario, ai tensori spaziali 
C~, Bikj e Pikj 1. I1 tensore P~kj t, a sua volta, ~ connesso, come vedremo, alla formula di 
commutazione deUe derivate covarianti Vj, e pertanto verr~ detto tensore di cuwatu- 
ra spaziale; cib ~ peraltro giustificato dalla sua espressione (19). Si tratta ora di vedere 
come si riflettono, sui tre tensori di decomposizione: C~k, Bikj e ~i~j,t le proprietfi alge- 
briche e differenziali del tensore di curvatura. 

3. - Proprieth algebriche dei tensori di decomposizione. 

N 

Anche in forma anolonoma, il tensore Ra~a soddisfa tutte le propriet~ algebriche di 
un tensore di curvatura, nonch~ l'identitfi di Bianchi; cib vale anche per la sua parte 
spaziale Rijk~, data dalla (2.14)1, e per i tensori (25)2,3, i quali soddisfano necessaria- 
mente le condizioni: 

(27) C[~k] = 0, B(~j)k = 0, B[~jk] = 0. 

A parte la (27)2 che ~ immediata, le altre possono essere confermate, utilizzando le 
identit5 di Jacobi (3.8)i, le quali equivalgono ai legami differenziali: 

(28) = vt ickl ,  VE  khl = CL  khl. 

Cominciamo daUa ( 2 7 ) 1 ,  trasformando nell'espressione (26) il primo e quarto termine. 
Si tratta di tener conto che: a) in virtfi della (8), vale la relazione analoga alla (3): 

(29) Vi ~ kS = Hik~j + Hij~k; 

b) a norma della (5.1)i, si deve intendere ~ j k - - H j k  =Hkj "~ Ck~j -~- Cj~k" Pertanto, la 
(26) non differisce da 

(30)  c ik  = + c k  - + 
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ove il divario Yi interviene sia nel vet tore Gi = Ci - a~i, sia nel tensore Hik: 

K def 1 
(31) Hik = Kik - C(iYk) + ~gik + ~[iYk], ik = ~ 9y ik. 

Cib premesso, tenuto conto delle formule di commutazione (3.3)i, si ha: 

~E~kl  = (V~ + C~) ~ ,  (32) 

e pertanto vale l'identit~ 

(33) 
N A 

C[ikl = V[~ Ck] - a ~ik = 0 ; 

essa, oltre a fissare il significato geomet~co della identitd di Jacobi (3.2)1 in relazione 
al tensore di curvatura ([7], 213), conferma la s immetr ia  del tensore Cik. Pertanto, la 
(30) si pub scrivere nella forma: 

(30') Cik = (V(i + C(i) Ck) - aH(ik) + H /  Hkj. 

Per  quanto riguarda la (27)3, riprendiamo il tensore ~o ~k = ~ik + VE~Yk1: parte ant is im- 
metrica di Hik; si ha innanzitutto l'identit~ 

BliNk - _ ~ = . . . . .  - -  "~- V[ iO) j k ]  ~ [ i j C k ]  V [ i ~ j k ]  -~ ~ 7 [ i V [ j  ~ k ] ]  - -  ~ [ i j C k ]  �9 

D'altra parte, a norma della (22), essendo P[ijk] l= 0, si deve intendere: 

(34) V[ i  V [ j ~ k ] ]  -~ ff2[ij ~ k ] ;  

pertanto, analogamente alla (33), vale l'identifft: 

. . . .  

(35) - -~ B[ i j k  ] ~ V [ i ~ j k  ] -- ~ [ i j C k ]  = O ,  

la quale, oltre a provare l'asserto, fissa il legame t r a i l  tensore di curvatura e l ' identitd 
di Jacobi (28)2. 

Consideriamo ora le proprietd algebriche del tensore di curvatura spaziale (19), 
esaminando la sua forma covariante: 

def ~ l 
(36) Pijkh --~ P i j k  ~/ lh ; 

in termini espliciti, tenuto conto della (6.2)i, si ha direttamente: 

P i j k h  : -  ~ j  ~F~ik, h --  ~ i  ~ j k ,  h --  ~ i k  1 ~Pvjk, l -'~ ~'~jk 1 {]~ih, l + / t  i jkh, (37) 

avendo posto 

def  
(38) d ijkh = -- 4 ~r ~ Hj j(t Yh). 

Sulla base dell 'espressione (37), semiclassica per la presenza dei termini di deviazione 
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A ~j~, si possono esaminare le propriet~ algebriche del tensore (36); tuttavia ~ preferi- 
bile passare attraverso il legame (25)~, dato che R~ja~ soddisfa tutte le propriet~ alge- 
briche di un  tensore di curvatura. Da questo punto di vista, tenuto conto della (23)~, si 
ha innanzitutto 

(39) R~j~ = P~j~ + ~ H j ~  - ~jkH~h - 2 ~j~H~ + B ~ j ~ ,  

e di qui seguono direttamente le propriet~ cercate. Per quanto riguarda l 'antisimme- 
tria, la seconda coppia si comporta diversamente dalla prima: 

(40) P(ij)kh = O, Pij(~) = 2 ~ j i K ~  + 2 V[i(Hj](~)).  

L'antisimmetria rispetto alla seconda coppia di indici non sussiste neppurene l  caso di 
un Riferimento ordinario: ~ = 0, in cui si ha ([4] e [5], 133): P~j(~) = 2 ~j~K~; n~ sus- 
siste, come gi~ nel caso ordinario, la propriet~ di simmetria in blocco. Pifi precisa- 
mente, dalla (39) si ricava la condizione 

(41) P~ij - Pij~ = 2(H(i~) - V(i~k)) H[jh] + 2(H[i~] - V[i~])H(ja) + 

- 2(H(jk) H[ih] + H[jk] H(ih) ) + Hih Vj 7k - Hkj Vh ~ + 

- 2(~ji Hkh - ~hk Hij) + Bijk ~h - Bkhi ~j ;e O. 

Per quanto infine riguarda la proprietd ciclica, essa vale solo nella forma ridotta: 

(42) P[ija]h = 0,  

peraltro gi~ utilizzata; essa segue dalla (37), tenuto conto della (38). 

4. - Derivata di Lie dei coeff ic ient i  di rotazione spaziali .  

Consideriamo ora la derivata di Lie dei coefficienti di rotazione spaziali; ~ conve- 
niente passare attraverso le componenti del vettore R0jk = [~j, a] ek + Cjg~k; si ha, 
sviluppando le derivate: 

(43) 
_ ~o~k~: a~k ~ - (v~ + ~ )  ~ + ~ e ~  - ~ / ,  

- ~o~:-- a~sk- (vj + ~ )  ~ § ~ -  ~ : ,  
A A 

fermo restando il significato dei coefficienti Cj, t~ik e Ki: 

(44) 

La (43)1 consente di calcolare la derivata di Lie dei coefficienti di rotazione spaziali, 
mediante le componenti del tensore di curvatura gi~ determinate. Pifi precisamente, 
tenuto conto dell'identit~ Rojkt = ~lRojk ~ ~il ojk, vale innanzitutto il legame Rojk ~ 
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-~  ~ i l ( Y ~ O j k l  - -  ~lRojkO); d'altra parte si deve intendere, a norma delle (25)2, 3 e (20)1: 

[~ o-~o~F~ 2, C ( 4 5 )  Ojk = g Ojka = 7] ~ jk + ~ i  B k i j ) .  

Pertanto, in virtfi della (2.10)i, ~, la precedente diviene 

~Ojk i = y il Bklj  __ r] 2 ~ i Cjk 

e, dal confronto con la (43)~, si ha direttamente: 

ove si ~ posto per brevith: 

i def . . . . .  (46) Cjk = (Vj + Cj) Y k  i - yiIBkl j + Hj ~ H k h ~ .  

Si tratta di una prima espressione della derivata di Lie, la quale pub essere trasforma- 
ta, modificando innanzitutto il primo termine; da Hk i=  yitHkl segue, per derivazione, 
VjHk ~= y~tVjHk, + Hk~Vjy i*, ove si deve intendere, in eonformit~t delle (8) e (7): 

(47) V~ r i~ = - ~ ( H S  ~ + H/~). 
Pertanto, tenuto conto della (6)2, la (46) si scrive: 

(48) cjki = ~]il( e j k  1 _ ~ l H k h ~ j h ) ,  ejkl  def= (Vj--- + Cj) Hkt - Bklj, 

e la derivata di Lie cercata ~ del tipo: 

(49) 0~jk ~= y~t[ejkl- ~jkCt + HjtCk + ~l(Cjk - HN~ Hk~)]. 

Di qui, spezzando Hik nelle sue due parti: s immetr ica  kik e ant i s immetr ica  o ik, e in- 
troducendo, in analogia con il caso ordinario, il tensore: 

(50) Hjk,- ~ ~~ (V~ + ~j) k~ + ( ~  + ~ )  k~j - (~  + ~ )  k~k, 

in virtfi della relazione di cui alle (28)z e (34): 

(51) ~ .  o~ ~ = Q~.D~, 

il tensore ~j~t assume la forma seguente: 

(52) ~jkl = Hjk ,  l + C j W  kl + 2 C [ k ~ l ] j  + 2 k j [ k C / ]  - C j ~ k l ;  

pertanto, tenuto anche conto della (9), la (49) assume la forma definitiva: 

(5~) o ~ r  = ~r 
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avendo posto 

(54) ~ j i  = Hi i + 2 C(i ~o ~)~ - 2 C(~ ~)~ + C~V(j ~ )  - kjk 7 ~ ~ ~z + 

i def i" + },it(Cja - Hj~H~a) ~;  ~k  = ~ '~kj .  

Si vede bene di qui che, a parte la s immetr ia  rispetto agli indici j e k, dato che 
C[j~ = O, la derivata di Lie dipende dal divario ~ e daUe sue derivate prime, oltre che 
dalle caratteristiche C~, ~ ~ e k~ del Riferimento.  

Nel caso ordinario: ~i = 0, si ritrova naturalmente l'espressione usuale ([4] e [5], 
139), indipendente dal vortice t2i~ della congruenza F. 

In mode analogo, si pus ricavare l'espressione della derivata di Lie dei coefficienti 
~i~; il risultato si conse~gue facilmente, procedendo in modo diretto, tenuto conto del 
l e g a m e  ~ j k  = ~Hjk- ~Vj~k, e della formula di commutazione (3.3)i, nonch~ della (53). 
Si ha cosi la f o rm u la  generale: 

(55) 

5. - D e c o m p o s i z i o n e  del t e n s o r e  grav i taz iona l e .  

A partire dal tensore di curvatura, possiamo ovviamente calcolare le componenti  
def 

anolonome del tensore di Ricci: Ra~ = Re,~ ~, le quali fanno capo direttamente al quadro 
(23). Si ha innanzitutto: Rj~ = R~j~ +/~oj~ ~ ove l'ultimo termine ~ fornito dalla (45); per- 
tanto, le componenti del tensore di Ricci sono del tipo: 

(56) 
~ i  def~--- i ~ d e f _  i 

Rjk = Pjk + Qjk + ~]2( Cjk + 7 Bkij ) ; Pj~ = t'ijk , r = r , 

ove si deve intendere, in conformit~ delle notazioni precedenti: 

(57) Qjk H j i ( H i k - V i T k ) - H ~ C j k  2 g i H k i ;  delhi  -= - H =/-/i = ~ikK~k -- ~C~. 

A differenza di Pjk, il tensore spaziale Rjk e s immetrico (come Ra~), e tale propriet~ 
trova riscontro ovviamente anche nella espressione (56). Per  provare l'asserto, conside- 
riamo innanzitutto Qjk; tenuto conto del legame Hik = Hki + 2wik, nonch~ della (5.4) L ~, 
si ha la seguente espressione: 

(58) Qjk : HjiHki + 4 ~i(jHk) i -  HjiVk~ i - H~jk ,  

parzialmente simmetrica. Analogamente, per quanto riguarda rultimo termine della 
(56): ~?~iBki j = ~iyitBktj, aggiungendo e togliendo VjHkt in B, risulta, tenuto conto del- 
l'identit~t di Jacobi (51) e della (50): 

rl2~i Bki j = A i t -  Y i ( Y  VjHkt - Hjk i - ~i'~j~ ~ikj  k + 2 G(jkk) i + 2C(j~k)i). 
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Di qui, trasformando il primo termine mediante la (47), si ha: 

(59) ~72~iBkij = (1 - ~]2) Hki~ji + ~i(~j~ki Hj i + ~l~jil~kl + 

-- Ci~jk -- Ci kjk + 2 C(jkk) i + 2C(j~k)i). 

In definitiva, tenuto anche conto delle (58) e (59), la (56) dh luogo alla seguente espres- 
sione generale del tensore di Ricci spaziale: 

(60) Rjk = Pjk + (2 - r/2)HjHki+4--i ~i(jHk) i - H(Hjk - Vjyk) + 

+ - + + + 

- Ci~jk - Cikja + 2 C(jka) i + 2C(j~a)i) ; 

naturalmente Pja non ~ simmet~ico, e pifi precisamente risulta: 

(61) P[ja] K~jk  + V[k(Hj]iTi) _def ia = , 14=y  Kik, 

in perfetto accordo con quanto si ha nel caso ordinario: ~/= 0. Si tratta di una funzione 
ben determinata, oltre che di 7i e Pik, delle caratteristiche C~ e H~k, le quali interven- 
gono sia esplicitamente che implicitamente, attraverso i tensori Cjk e Hjk~; natural- 
mente, per Yi = 0, si ritrova l'espressione ordinaria ([4] e [5], 131): 

Rja = P(jk) + 2 I~S Hki + 4 ~i(yHa) i - Kkjk + (V(y + C(j) Ca) - 9kjk. 

~ " ~ 7 ~ 0 i ~  Per quanto riguarda le componenti miste: Rjo Rijo~ + [~oJo ~ e s s e n d o  R o j o ~  = y o jo i ,  

si deve intendere innanzitutto: 

(62) Rjo = Rijo i+  ~72 7iCji; 

d'altra parte, vale la proprieth ciclica: R0j~i+ [~j~oi+ R~o/= 0, da cui l'uguaglianza 
Rjao i= 2 Roi~j] ~. A1 tempo stesso risulta Roaj ~= -y i~Bt j~-  ~7 ~ ~iCaj, e pertanto, vista la 
(27)~ e la simmetria del tensore C~j, la precedente diviene: 

(63) R j k o  i = - -  2 y il B l [ j k ]  _ y il Bjkl ; 

la (62) d~ cosi luogo alla seguente espressione delle componenti Rjo: 

(64) R~o /~ = r (B~jt + ~ Q~). 

Per completare la decomposizione del tensore di Ricci, non resta che calcolare la com- 
ponente Roo = Rioo ~ -  .5~R~:oo~, la quale ~ necessariamente del tipo: 

(65) Roo = - Y ~a C~. 
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�9 d e f  ~ ~ �9 

Infine, 12 scalare d ~ .curvatura: R = g a ~ R a ~  - -  ~ j k ~  .~ 2 g~~ + .q~176 ~ della forma: 
R = y~Rjk  + 2~]2~?~t(B~j~ + ~zCji) + ~727~C~, ove Rj~ ~ fornito dalla (60); pertanto vale 
respressione: 

(66) R = P + ( 2 - ~ 1 2 ) H ~ i H ~ - 4 ~ j i H J i - H ( H - V J ~ j ) + 2 ~ ] 2 ? ~ k C i ~ +  

- H J i V j ~ i  + ~i[VJ_~ji - r J ~ H S  + 2 CJ~ji  + 2 CJkj ~ - 

- H ~ +  ~ H ~ ~  ~ + 2~,~(B~S + ~ CS)], 

ove si intende 

(67) 
d e f  "k H~k ~ f y ~ j ~  k ' ~ - d e f  j k -  P = y~ Pj~, - j V~ = y V~. 

Nel caso di un Riferimento ordinario si ha, pifi semplicemente ([4] e [5], 132): 
R = P - H J i H j i  - K ~ + 2(Vi + Ci) C i - 2 $ K .  

d e f  _ 

Per quanto infine riguarda il tensore gravitazionale: G,~ = l t ~ -  (1 /2 )Rg~ ,  la de- 
composizione ~ la seguente: 

~ 1 1 R ~  1 R (68) Gj~ = Rjk - -~ R ~j~, Gjo = 7 it (Bijt + Yt Cji) - -~ 7j, Goo = - 7 ~ Ci~ + 2 " 

6. - C o m m u t a t o r i  d e l l e  d e r i v a t e  a e Vi.  

La derivazione covariante spaziale Vi si pub ovviamente iterare e, in particolare, 
N 

hanno senso le derivate covarianti seconde V~Vk; tuttavia, tali derivate generalmente 
N 

non commutano: [Vi, Vk] ~ 0, cosl come accade per le derivate trasverse ordinarie. In 
A . 

ogni caso, tale commutatore ~ essenzialmente legato al tensore di curvatura Pik~ ~ di cui 
alla (19), nel senso che vale una formula del tipo (22), anche per un arbitravio campo 
spaziale s(~ ~ = 0 ~ So = 7isi): 

(69) [Vi, Vk] sh = 2 ~ik 9sh § P i k h J S j .  

Come gi~ nel caso ordinario, la (69) si pub ricavare direttamente, ovvero mediante la 
f o r m u l a  di Ricci ,  espressa in termini anolonomi: 

(70) [va, v~] ~o = ~azoQ~. 

Si ha innanzitutto, per indici spaziali: 

(71) [ Vi, Vk] sh = RikhJSj + R~kh~ 

d'altra parte, i coefficienti di rotazione di Ricci sono forniti dalla (6.6)i si che, per un 
campo spaziale, si ha rispettivamente: 

= = 

= - - 
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Pertanto, il commutatore delle derivate covarianti seconde, adottando la notazione 
(24)1, assume la forma: 

[V~, V~]}~ = [V~, V~] ~ - (V~aa - VaCua) ~o - 2 ~ + Q~aJ}i + Q~at~t~o + 2 ~ C ~ o ;  

d'altra parte, esplicitando la differenza di cui al terzo termine, e tenendo conto della 
(22), la precedente si scrive: 

[Vi, V~] sa = [Vi, v~] s ~ -  ( V i H ~ -  V~Hi~-  2 ~ i ~ h -  Pi~ht~t) So + 

- 2  ~ $Sh + Q~aJsj + Qi~at~tso + 2 ~i~C~So. 

Parallelamente, per quanto riguarda il secondo membro della (71), risulta: 

Ri~J~N + Ri~~ o = (Pi~aJ + QuaJ) ~j + [B~a + (Pica t + Qi~ ~) ~] So 

e, dal confronto con la precedente, tenuto presente la (24)2, si deduce la (69). 
Si noti che il calcolo fatto ~ svincolato dal carattere spaziale di s: so = ~i~j; pertanto, 

la formula  di commutazione (69) ha carattere generale, cio~ vale per ogni campo vetto- 
riale, indipendentemente dal valore di ~o. 

La (70) d~ anche luogo alla formula di commutazione delle derivate a e Vi; essa ~ in- 
fatti contenuta nel legame [Vo, V~] 8h "~ RoihJSj-}-RoihO~o �9 Wuttavia il calcolo ~ meno la- 
borioso se si procede direttamente; si ha infatti: 3(Vish) = a~ i sh -  a~ i t Js j -  ~ihJ3sj; 
Vi(gsh) = ~i (aSh)-  ~ J 3 ~ j ,  e pertanto, tenuto conto della formula di commutazione 
(3.3)~ e della (53): 

(72) 

essendo Hih j il tensore gi~ introdotto con la (54). Si noti che, a differenza del caso prece- 
dente, la (72) presuppone che s abbia carattere spaziale: So = YJsj. 

7. - Ident i th  di B i a n c h i  spaz ia le .  

L'identit~ di Bianchi conserva la forma usuale anche in termini anolonomi: 

(73) V[zRa~]eo = 0 ; 

viceversa, per il tensore di cu~vatura spaziale Pijkl, non vale la stessa condizione, come 
gi~ nel caso ordinario ([4] e [5], 142). Per convincersene,consideriamo la componente 
spaziale della (73), ed esplicitiamo il termine generico VhRijkZ; si ha, tenuto conto della 
(25)2 e delle propriet~ algebriche del tensore di curvatura: 

(74) VhRijkl =- V h R i j k l  - -  5 ~ h i B k l j  + 2~hjBkti -- 2~hk Bijz + ~htBijk. 
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D'altra parte, a norma delle (23)~ e ( 2 5 ) 1 ,  si deve intendere: 

(75) Rij~t = Pijat + Qij~t + Bij~ ~t, 

ferme restando le (24); pertanto, la (74) si scrive nella forma 

(76) "VaRijat = V~ P~j~t + Va Qij~t - '~aiB~tj + ~aj B~t~ + V~ Biik ~ + Hat B~j~ - "~hk Bijt, 

ove, disponendo di una permutazione circolare degli indici h~ i e j ,  si pub sup- 
porre: 

V~ (H~ Hjt) =- V~ Hj, H~k + V~ H~ Hit ~ Vj H~t Hhk + V~ Hj~ Hat. 

Pertanto,  a meno di una inessenziale permutazione circolare degli indici h,/~ e j ,  la (76) 
diviene 

V~R~jkt = V~Pij~t - 2 V~(~j~H~t) + V~Aij~t - ~aiB~tj + ~ajBkti + 

+ V~B~j~t + 2 ~j(H~tC~ - H ~ C t )  + V~B~j t ,  

ove si ~ posto, per  brevitY, 

(77) 
d e f  ~ 

A~j~t = H i t V j ~ k  - HjtVi~;  

d'altra parte si ha 8~aj = t~j~ + 2 ~9~j, si che il quarto e quinto termine a 20 membro della 
relazione precedente sono equivalenti, ai nostri fini, a 2 ~ j B ~ t ~ 2  ~j~Bkta, e ne 
risulta: 

(78) 
A 

"VhR~jkl = VhP~jkt + 2 Vh~ijHkt + 2 YJij(VhHk t - Bkt~ + HatC~ - Ha~Ct) + 

+ VhAijkt + VhBijk~t + Vh~kBijt. 

Consideriamo o r a i  termini entro la parentesi  tonda, sostituendo a B la sua espressione 
e spezzando H nelle due parti: simmetrica e antisimmetrica; si ha, con rintervento del 
tensore (50) e della (51): 

V~Hkl  -- Bkth + HhtCk - H h k Q  = Hhk, t + ~ l k C h  + VEh~tlCk -- V ~ k 1 Q  - C~kkl + 

+ kht ~ ~k - khk 9 ~Z. 

A1 tempo stesso, a meno di una permutazione cireolare, risulta 

VhAijkl A- Vh~kBij l  -~ VhHi lV j~k  "4- Hi lVhj~k -- VhHj IV i~k  -- Hj lVhi~k + 

+2 Vh~k(VEjH~J~ + ~ j  Cz) = H~[~h, V~'] ~k + 2 ~ h ~ k ~ C z ,  
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si che la  (78), tenuto anche conto della (69), assume la forma seguente: 

Y~Rij~t = VaPij~t + 2 Va~ijH~t + 2 ~ij(Ha~, ~ + ~ C~ + V[hy~] Ck + V(h~)C~ + 

- Cak~t + kat c ~  - kh~ ~ )  + Hit(2 ~ j  c ~  + Paja ~ ~ )  + V~Bij~t. 

trasformare l'ultimo termine; si ha successivamente, a meno di Resta ancora da 
permutazioni: 

Vh Bijk = Vhy H~ - VhiHjk + 2 Vh (~ij Ck) = - [Vh, Vi ] Hjk + 2 Vt~ (~ij Ck), 

e pertanto, applicando la (69) e raccogliendo i due termini in a~k, risulta: 

VhR~jk~ = Vh P~kz + 2 Vh~(Hk~ + C~t)  + 2 ~ij(Hhk, ~ + ~kCh + V~h~l Ck + 

+ V(h~k) e l  - Chkkl  -- (9 hl 9~k  -- khk a~z - $Hhk~l  + Vh Ck~l)  + 

+ g ~ h j k ~ n  - (~hi~n H.k + ~h~k~ H~) ~ .  

Infine, per la derivata 3Hhk, a norma delle (28)1 e (32), si deve intendere 

a(ghk -- a~h~ + 3 V ~ I  = V~C~ + (VI~ + C~) ~ 1  = ~ C~ + ~ ~ ,  

si che in definitiva risulta, a meno di permutazioni cicliche degli indici h, i e j: 

(79) ~hRijkl -~ VhPijkl + 2 Vh~ij(Hkl + Ck~l)  § 2 ~ij(Hhk, l + Cha lk  + VEh~l]Ck + 

+ ~(~ ~)  Q - ~ k~ - ~ ~ ~ - k~  ~ ~ - ~ ~ ~ ~ + ~(~ C~) ~ - ~k~ ~)  + 

+ H ~ n  - ( ~ ?  Hn~ + ~i~H~n) ~.  

Di qui, permutando gli indici h, i e j, e tenendo conto delle (28)~ e (42), nonchd della cir- 
costanza che il tensore ~ i j  Y2~t, essendo antisimmetrico, in dimensione tre ~ identica- 
mente nullo: 

(80) ~[ijSr~h]l ~-- O,  

si ottiene la seguente forma dell'identit~ di Bianchi spaziale: 

(81) V[h Pi j  ]k 1 + 2 ff2[ijgh]kl -- ~' lmg[im pjhlkn ~n -- H[jn  phi]kn ~l = O . 
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A 

Nel caso ordinario, si ritrova l'espressione ([4]-[5], 142): VEhP~j~. t + 2 t~[ijH~]k, l = 0, la 
quale assume la forma tipica dell'identit~ di Bianchi sia per tgij = 0, sia per k~j = O. 
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