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Proprieta di secondo ordine di un riferimento generalizzato (*).

G. FERRARESE - L. StAzZ1

Abstract. — We consider a relativistic frame of reference, generalized in the polar sense [1]-[2],
and the adapted non-holonomic techniques; then, we extend to non-orthogonal case second or-
der properties of a standard frame of reference: Riemann tensor decomposition, Lie deriva-
tives of the Ricci rotation coefficients, commutation formulae and spatial Bianchi identity.

1. — Teorema di Ricei e metrica spaziale.

Riprendiamo, in connessione con [2], le proprietd generali dei Riferimenti genera-
lizzati e, in particolare, il teorema di Ricci (il quale traduce linvarianza della metrica
rispetto alla derivazione covariante), in vista di estendere ai tensori dello Spaz1o—tempo
Vila demvazxone trasversa 3;. In termini anolonomi, il teorema di Ricci si serive:
\7g Gup = 89 Gop — Roa’Jop —~ Rop’Gao = 0, € da luogo, a norma della (2.8); (gli indici I e IT si
riferiscono rispettivamente ai lavori [2] e [8]), alle seguenti condizioni, per indice @
spaziale:

9%V — Rii' Vi — Rt Y — RV — K =0,
Q) 3% — 5%’ Vit R~ R Py~ R’ 7:=0,

e rispettivamente temporale:

a?ik — Roi Vi — Ro® Vi — R Y — Fol’ %= 0,
(2) ‘(R()l l+3{01 _3{00 yzl ‘9{'0003/\1'207

~ R Y1+ T’ =

(*) Entrata in redazione il 24 febbraio 1997.
Indirizzo degli AA.: Dipartimento di Matematica, Universita di Roma «La Sapienza», Piazzale
A. Moro 2, 00185 Roma.
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La (1); mette in evidenza che la connessione &,/ non conserva la metrica spaziale
Vit

3 Vi = Ry + Ry # 0

le rimanenti (1), 3: &;; = Hj; -V Ve Rp = Ri' y,, rientrano invece nella (6.6);. Né ag-
giungono ulteriori 1nforma21on1 i legami (2), i quali si riducono alle due sole
condizioni:

3V — Hy,— Hy— C5, +C7:) =0, C;+3%:—-C;=0,

comprese nelle (5.4); e (4.14); rispettivamente

Visto che la metrica spaziale V€ X non ¢ invariante rispetto alla derivazione co-
variante V;, con un n piccolo ritoeeo dei coefficienti di connessione, & possibile introdurre,
sulla piattaforma 3, una derivazione covariante V; che soddisfi il teorema di Ricei:
VJ Vi = 0. Il risultato si consegue direttamente, a partire dalla espressione (5.10); dei
coefficienti di rotazione spaziali, nel senso che la connessione cercata & la
seguente:

(4) ﬁ g{ + 3%7/ ’

ovvero esplicitamente:

®) Rid = T + 7™ + LuVn — Qui¥a) -

Si ha infatti, in conformita della (3): V;7y = V;7y — ;9 Py — R 7' P = 0.

Un risultato analogo vale ovviamente anche per la metrica y;, della piattaforma 2, la
quale proviene, per duality, dai prodotti y* = é'-e*. Si tratta di una semplice pro-
prieta collegata alla forma (6.3); della connessione spaziale, come dalla (2.12):

6 Rl =Tl —n*Hyy’ + y"(Hpa Ve + Hu Vo — Hun7), 7% 76 =075
pil precisamente, introdotti i coefficienti

def . . . ~ ~ ~
(7 R = Ry + n*Hy 7' =Tyl + y™Hya Vi + Hyg ¥ — Hym 74 »

la derivazione covariante corrispondente V; conserva la metrica y y:
(8) Vj Yie= 0.
Si ha infatti ijzk—é]yzk ‘(R]z YVie— jk Yi= éj)’zk F]z k F]Ic 2——0
Si noti che la connessione (7) & dello stesso tipo della (5), salvo l'intervento della

metrica y ;4 in luogo di Y, e del tensore Hpy; in luogo del vortice Qy; vale inoltre il
legame (5.2);:

) Hygy = Qg + 3V

e pertanto i due tensori coincidono solo se Y, & comservativo: oYy =0.
La connessione (5) ha un significato geometrico preeiso in 2, nel senso che, in con-
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formita della (5.5);, 4 coefficienti Ryl coincidono con i prodotti 3; € €’:
(10) Rl =3, ¢,

inoltre i coefficienti R, di cui alla (4.10); assumono, in termini di derivazione V, una for-
ma leggermente diversa. Pill prec1samente si ha, tenuto conto della (4): Sizk_Hlk
— 37+ R yi=Hy — Vlyk 2R, da cui Pespressione analoga:

an R =n2Hy, — V7).

2. — Decomposizione del tensore di curvatura.

Nell’ambito di un Riferimento generalizzato, ogni campo tensoriale pud essere de-
composto nelle sue parti: spaziale, temporale, e mista. Per fissare le idee, consideriamo
il caso del tensore di curvatura dello Spazio-tempo V,; alla sua decomposizione sono
legate le proprietd di secondo ordine di un Riferimento generalizzato. In termini
anolonomi, come gid per un riferimento ordinario, utilizzeremo la formula generale [3]

12) R.5,= 85, 316, — Ag’3, &,,

in termini del commutatore delle derivate seconde e del tensore di anolonomia della
distribuzione considerata {e, }; il sistema triplo di vettori R4, riassume, con le sue com-
ponenti, il tensore di curvatura di V,:
(13) Raﬁg = Raﬂgo é(, = Raﬂeg €.

Alla (12) fa riscontro la formula di Ricci, relativa al commutatore delle derivate
seconde di un arbitrario campo vettoriale (o tensoriale): v = v%e,:

(14) [aﬂ, 8 ] U= Aﬁa 8 v +Raﬁg ;
in ogm caso, sv11uppando il 2° membro della (12) a partire dalle derivate prime:
3, €, = R, €,, si ottengono le componenti anolonome del tensore di curvatura:

(15) Rop’ = BpRag” — 0uaRpy” + Ry’ Rp” — R’ R — Apa’ Rory”

Si tratta di una espressione tensoriale che, pur nella maggior generalitd, soddisfa (in
forma covariante), le proprieta algebriche (simmetria, antisimmetria e ciclica) e dif-
SJerenziali (identitd di Bianchi) del tensore di curvatura.

In ogni modo, per quanto concerne la decomposizione del tensore di Riemann, pos-
siamo seguire due strade: la (12), ovvero la (15), tenendo conto del quadro (6.6); dei co-
efficienti di rotazione &,4¢. Qui seguiremo la prima, considerando innanzitutto i vettori

(16) Row=18;, 81 y-Ay’3,y=18;, 81 v+ C;dy;
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si ha successivamente, tenuto conto della (4.15);:
[8;, 81 y= (V,C*+ 3;H¥C/ - 0HF —H{H} - 5,;H{T" €, +
+[9; (C’“yk) + C’”&k i 3H H](H,’“y,c +Cply.

A sua volta, in virti della (4.10);, la parte temporale assume la forma seguente:
7,(V,C* - 6H} — H; ’H )} v, e la (16) da luogo ai due gruppi di componenti:

an Ryt =Ck, Ro’=Cf,

ove si & posto

lc def , &

(18) =(V,+Cy) C*- 6HF - H/H} + 27, H*C/.

Si noti che, conformemente alla (17), le componenti Roi® non sono indipendenti, a
causa della condizione Ry = gOaRow =0.

Consideriamo ora il sistema Rl]k Ry, -[ , 0; ] e,—2 ﬁﬁ dey; si ha direttamente,
data la simmetria dei coefficienti di rotazmne S{zk

Ry, = Pyl + Ry H} - Ry H! - 2 Q;H/) &+

+[V Ry — ViR — 2 0, C + HY 7)) + 7R H — Fp HD v,
ove si & posto
(19) Puk = a Rl — SRt + R Ry — Ry R

Si ottengono cosl le seguenti componenti anolonome:

(20) Rijkl = ﬁijkl + ﬁikﬁjl - &jkﬁil — 2 ﬁjiﬁkl,
Rijko = vj@'k - vz‘@k -2 §ji(ak + ﬁkl?z) + 71(@%1/'}]} - mjkﬁil) ’

fermi restando i legami di cui alla (4.10);:
@n Ci=Ci—9%;, Ru=Hy— VP
legami che danno luogo, per le componenti indipendenti del tensore di curvatura, ad

espressioni simili a quelle ordinarie ([4] e [5], 130). Pil1 precisamente, tenuto conto che
si ha identicamente, avuto riguardo alle (3.3); e (19):

(22) [Vj’ vi]?k=2§jia?k+sz Yis
le componenti dette si riassumono nel quadro seguente:

(23) Ryl= P e + Qi Rijko = By + Ryly,, Rod"=Ct, Ry’ = C¥ 9y,
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ove si & posto, unitamente alla (18):

1 def — — e
Q'S HyH! - HyH! -2 Q,H! -2 H/} V.7,

By =2 V,H, - V,H, +203,C,

24

Per quanto riguarda la forma covariante, valgono le espressioni generali:
(25) R =y uRa' +P1By,  Rgw=DBju,  Bowr="Ca,
essendo Cjy, o C,-j ¥ kj» ovvero esplicitamente:

(26) Ciw = V,Cly; + C;Cy, — Hy, + H (8y , — Hy) + 9;(Hx,C' — Hi C,).

Le (23) e (25) mettono bene in evidenza che, nell'ambito di un Riferimento genera-
lizzato (ove sono noti il divario ¥; e i tensori caratteristici C; e Hy), le componenti del
tensore di_curvatura sono_riconducibili, come nel caso ordinario, ai tensori spaziali
Cix, Bij © Pl,q 1l tensore Pucj , a sua volta, & connesso, come vedremo, alla formula di
commutazione delle derivate covarianti V], e pertanto verrd detto tensore di curvatu-
ra, spazzale cio & peraltro giustificato dalla sua espressione (19). Si tratta ora di vedere
come si riflettono, sui tre tensori di decomposizione: Cy, By, e sz] , le proprieta alge-
briche e differenziali del tensore di curvatura.

3. — Proprieta algebriche dei tensori di decomposizione.

Anche in forma anolonoma, il tensore Raﬁgo soddisfa tutte le proprieta algebriche di
un tensore di curvatura, nonché l'identitd di Bianchi; eid vale anche per la sua parte
spaziale Rukk, data dalla (2.14),, e per i tensori (25), 3, i quali soddisfano necessaria-
mente le condizioni:

@M Ciy=0, Buw=0, Byy=0.

A parte la (27), che & immediata, le altre possono essere confermate, utilizzando le
identita di Jacobi (3.8);, le quali equivalgono ai legami differenziali:

(28) 30y, = v[iak], Vi Qkh] C[z Qkh]

Cominciamo dalla (27),, trasformando nell’espressione (26) il primo e quarto termine.
Si tratta di tener conto che: @) in virtd della (8), vale la relazione analoga alla (3):

(29) vi'ykj = HyV; + HyVi;

b) a norma della (5.1);, si deve intendere dy ; — Hy, = Hy; + Cy¥; + C;¥,. Pertanto, la
(26) non differisce da

(30) Cix=;+C) C; - aHik+Hinkj’
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ove il divario ¥; interviene sia nel vettore C; = C; — 3y;, sia nel tensore H:

~ — X~ def 1
(31) Hy =Ky — Co¥Viy+ Qe+ Ve, Ki = 3 oy ik-

Cid premesso, tenuto conto delle formule di commutazione (3.3);, si ha:
(32) ) é[i?k] = (6[1 + 6[1') Yk »

e pertanto vale I'identita

(33) Crim = 6[iak] -3, =0;

essa, oltre a fissare il significato geometrico della identita di Jacobi (3.2), in relazione
ol tensore di curvatura ([7], 213), conferma la simmetria del tensore Cy,. Pertanto, la
(30) si pud scrivere nella forma:

(30’) Cik = (6(1 + 6(1) Ck) - aH(ik) + ﬁinkj-

Per quanto riguarda la (27)s, riprendiamo il tensore o ;= 2y + ﬁ[i?k]: parte antisim-
metrico di Hy; si ha innanzitutto Pidentita

1 _ _ e
- EBW“ = Vo — 24 0 = Vi + Vi Viy ¥y — Ly O

D’altra parte, a norma della (22), essendo P[ijk]l =0, si deve intendere:
(34) Vi V17 = @y O7m;
pertanto, analogamente alla (33), vale l'identita:

1 I
(35) - EB[ijk] = V; Q) — 2;Cp =0,

la quale, oltre a provare I'asserto, fissa il legame tra il tensore di curvatura e Uidentita
di Jacobi (28)s.

Consideriamo ora le proprieta algebriche del tensore di curvatura spaziale (19),
esaminando la sua forma covariante:

def —
(36) P, =P iV

in termini espliciti, tenuto conto della (6.2);, si ha direttamente:
37 Py, = éj R, 1, — O R, 1. = Rit' Rin, 1 + Rl Rz, 1 + A i

avendo posto

dof | N
(38) A yin = —4 Ryl Hiavn-

Sulla base dell’espressione (87), semiclassica per la presenza dei termini di deviazione
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A 4, si possono esaminare le proprieta algebriche del tensore (36); tuttavia & preferi-
bile passare attraverso il legame (25),, dato che RWL soddisfa tutte le proprietd alge-
briche di un tensore di curvatura. Da questo punto di vista, tenuto conto della (23),, si
ha innanzitutto

(39) Ry = Pij, + R Hy, — Ry Hiy, — 2 Q5 Hyg, + By Vs

e di qui seguono direttamente le proprieta cercate. Per quanto riguarda Pantisimme-
tria, la seconda coppia si comporta diversamente dalla prima:

(40) Piyn=0, Py =2 ;K + 2 Vi, (H;147n) -
L’antisimmetria rispétto alla seconda coppia di indici non sussiste neppure nel caso di
un Riferimento ordinario: y; =0, in cui si ha ([4] e [5], 183): Py, = 2 2;;Kiy,; né sus-

siste, come gid nel caso ordinario, la proprietd di simmetria in blocco. Pill precisa-
mente, dalla (89) si ricava la condizione

(41) Py — Py, = 2(H gy — Vive) Hyjyy+ 2(Hyy — v[i?k])H(jh) +
—2(H iy Hyiny + Hyjip Hey) + Hihﬁj')’)k - ijtv’h?i +
—2(Q; Hy, — 1, Hy) + BV, — B9 = 0 .
Per quanto infine riguarda la proprieta ciclica, essa vale solo mella forma ridotta:
(42) Prijign=0,

peraltro gia utilizzata; essa segue dalla (37), tenuto conto della (38).

4. — Derivata di Lie dei coefficienti di rotazione spaziali.

Consideriamo ora la derivata di Lie dei coefficienti di rotazione spaziali; & conve-
niente passare attraverso le componenti del vettore Ry = [9;, 3] € + C;de;; si ha,
sviluppando le derivate:

. Rl = 3 — (7,4 §) Hyi + Ry~ B,
@ { — Rop’ = 0%, — (V;+ K)) K, + %;3.C'%; — R HY,
fermo restando il significato dei coefficienti 6,-, /S'Eik e K—:

(44) Ci=Ci-&;, Ru=Hyu-V7,, K=C+H!7,.

La (43), consente di caleolare la derivata di Lie dei coefficienti di rotazione spaziali,
mediante le componenti del tensore di curvatura gid determinate. Pill precisamente,
tenuto conto dell’identita Rojkz VzRo]k + VuRo;k, vale innanzitutto il legame Ro]k =
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= 54 Ry — 7, Ro’); d'altra parte si deve intendere, a norma delle (25), 5 e (20);:
45) ROjkO = goaROjka =n%(Cy+ 7' Byy).
Pertanto, in virti della (2.10); 3, la precedente diviene
R()jki = )’ilBklj - 772)7icjk
e, dal confronto con la (43),, si ha direttamente:
ag@jki = Cjki - ﬁjkai + ?Ijié\k + 772771.0]'1“
ove si e posto per brevita:

(46) Ci & ¥, +C) Hi -y By + Hi H .

Si tratta di una prima espressmne della derivata di Lie, la quale puo essere trasforma-

ta, modificando 1nnanz1tutto il primo termine; da H,' = y%Hy, segue, per derivazione,
\/ Hk = y”V Hy, +Hle v, ove si deve intendere, in conformitd delle (8) e (7):

A7) Tyt = _nz(ﬁjz 7 +j_‘lji 7).

Pertanto, tenuto conto della (6),, la (46) si scrive:

(48) Cit =y (Cja — }71Hkhﬁjh), ) def(V + C ) Hy — By,
e la derivata di Lie cercata & del tipo:

(49) 3Ry =y iy — Ry Cy + HyCy, + 7:(Cyp — H Hip)1.

Di qui, spezzando Hy;, nelle sue due parti: simmetrica k;, e antisimmetrica o g, e in-
troducendo, in analogia con il caso ordinario, il tensore:

(50) Hy, 2T+ C) by + (¥, + C) by — F,+ 5y Fe,

in virti1 della relazione di cui alle (28), e (34):

(61 | Vijow=C;

il tensore C;; assume la forma seguente:

(52) Ciuw=Hyo, + Ciy + 2C, Qp; + 2k, Cpy — C; Q5

pertanto, tenuto anche conto della (9), la (49) assume la forma definitiva:

—

(53) 8 gijki = Hy',
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avendo posto
(54) iji = iji +2 e(ja)k)i - ZC(]' /gk)i + aiv(]‘ /);Ic) - kjkj/ila?l +
il ik 5. 0% 45
+y"(Cp— Hi'H) yi; Q' =y Qy.

Si vede bene di qui che, a parte la simmetria rispetto agli indici j e k, dato che
Cijm =0, la derivata di Lie dipende dal divario y; e dalle sue derivate prime, oltre che
dalle caratteristiche C;, Wy e k., del Riferimento.

Nel caso ordinario: ¥; =0, si ritrova naturalmente lespressione usuale (4] e [5],
139), indipendente dal vortice @y, della congruenza I'.

In modo analogo, si pud ricavare I'espressione della derivata di Lie dei coefficienti

lk, il risultato si consegue facilmente, procedendo in modo diretto, tenuto conto del

legame asc,k = OHj;, — 9V,¥y, e della formula di commutazione (3.3);, nonché della (53).
Si ha cosi la formula gene’mle

(55) 8§jk=aij— (vj"r‘éj) 8?k+Hk Vi

5. — Decomposizione del tensore gravitazionale.

A partire dal tensore di curvatura, possiamo ovviamente calcolare le componenti
anolonome del tensore di Ricci: Raﬂ d=ef1~%£,aﬁ", le quali fanno capo direttamente al quadro
(23). Si ha innanzitutto: By, = Ry’ + By, ove P'ultimo termine & fornito dalla (45); per-
tanto, le componenti del tensore di Ricei sono del tipo:

def =~ def

(56) Rjk =Py + Q. + 772(Cjk + ?A’iBm'j) i Pp=Py', Qp= szk ;

ove si deve intendere, in conformitd delle notazioni precedenti:

GY)) Q= Hj(Hy - V5,) - HRy — 2 O Hy;; Hdesz—ylezk 7:.C".

A differenza di Py, il tensore spaziale Rjk & simmetrico (come Eaﬁ), e tale proprieta
trova riscontro ovviamente anche nella espressione (56). Per provare 'asserto, conside-

riamo innanzitutto Q;; tenuto conto del legame Hy, = H; + 2w 3, nonché della (5.4); 3,
si ha la seguente espressione:

(568) Qi = Hf Hy+ 4 Q;H,y' — H{V\ 5, — HRy,

parzialmente simmetrica. Analogamente, per quanto riguarda ultimo termine della
(56): 727" By; = 7; 7% By;, aggiungendo e togliendo V;Hy; in B, risulta, tenuto conto del-
Iidentitad di Jacobi (51) e della (50):

n°V By = 7:(y*V, Hy — Hy! — C' 0y, — Clky, + 2 C k! + 20,241 .
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Di qui, trasformando il primo termine mediante la (47), si ha:
(9)  9*P'By;= (1 -n?) HyHj +7:(VH - Hy + v, HH} +
~C'@y, ~ Clhy + 2 Ciky) + 2C; 2.

In definitiva, tenuto anche conto delle (58) e (59), la (56) da luogo alla seguente espres-
stone generale del tensore di Ricci spaziale:

60) Ry=Pp+(2- n®)Hi Hy; + 4 ﬁi(jl?k)i —H(Hy, - V5,) +
+3%Cy — ﬁk(ﬁji?i) + (2 e(jﬁk)i ~Hy'+ 7, Hi H +
— C'Qy, — Clley + 2 Cjkyy + 221

naturalmente Py non & simmetrico, e pill precisamente risulta:

— o e def
(61) P =KQy + Vi, (Hi'yy), K=Zy* Ky,

in perfetto accordo con quanto si ha nel caso ordinario: ¥; = 0. Si tratta di una funzione
ben determinata, oltre che di ¥; e Py, delle caratteristiche C; e Hy,, le quali interven-
gono sia esplicitamente che implicitamente, attraverso i tensori Cy e iji; natural-
mente, per ¥; =0, si ritrova l'espressione ordinaria ([4] e [5], 131):

By =Py + 2 Hi Hy; + 4 Qi Hy — Kkey, + (V; + Cj) Ciy — k.

Per quanto riguarda le componenti miste: Ry = Ry + By, essendo R’ = §% Ry,
si deve intendere innanzitutto:

~

(62) Ry = Rijoi +72 P Cy;
daltra parte, vale la proprietd ciclica: By’ + Ry’ + By’ =0, da cui Iuguaglianza

R0’ =2 Ryy,i'. Al tempo stesso risulta Roy’ = —y By, — n® %' Cyy;, e pertanto, vista la
(27); e la simmetria del tensore Cj;, la precedente diviene:

(63) jéjkoi = - 2y" By =v"By;
la (62) da cosi luogo alla seguente espressione delle componenti Rjoz
(64) Rjo =yY By +7.Cp) -

Per completare la decomposizione del tensore di Ricci, non resta che calcolare la com-
ponente Ry = Rio' = §% Rigor, la quale & necessariamente del tipo:

(65) Ry = —y*Cy.



G. FERRARESE - L. Stazr: Proprieta di secondo ordine, ecc. 205

Infine, lo scalare di curvatura: RE g“ﬂR o= "Ry + 2§ R+ PRy, & della forma:
R =y*Ry + 2029 y“(By, + 7,Cy) + n®y* Cy, ove R, i« & fornito dalla (60); pertanto vale
I'espressione:

66) R=P+(2—-52) H¥H,—40,;H"— HH - ¥7y;)+2n2y*Cy +
i J
—Hﬁﬁ‘ﬁ/\l + ?Z[V]EZ - ’yijjki -+ 2 /C”ﬁ]’ +2 Ejkjl -
_Héi + ?ZHJZHJZ + Zyy(Bl]l + ?l C]l)] 5
ove si intende
(67) Pder]kij; Hikd‘—gfyijﬁjk, wd‘—qujkeb

Nel caso di un Riferimento ordinario si ha, pili semplicemente ([4] e [5], 132):
R=P-H"Hj - K2+2(V,+C,) C'—28K.

Per quanto infine riguarda il tensore gravitazionale: Gaﬂ Raﬂ —(1/2) Rg,g, la de-
composizione & la seguente:

~ ~ 1 ~ ) = 1. ~ ) 1
68) Gp=Rj— ERij, Go=v*Byu+7.Cp) — ERV]', Guw=—y™*Cy+ ER .

6. — Commutatori delle derivate 8 e V

La derivazione covariante spaziale V; si pud ovviamente iterare e, in particolare,
hanno senso le derivate covarianti seconde V, ﬁk, tuttavia, tali derivate generalmente
non commutano: [V;, V1 0, cosi come accade per le derivate trasverse ordinarie. In
ogni caso, tale commutatore & essenzialmente legato al tensore di curvatura Py di cui
alla (19), nel senso che vale una formula del tipo (22), anche per un arbitrario campo
spaziale $(3° =0 ~ 3,= y's;):

(69) [V, V.15, =20,,88, + Puis;.

Come gia nel easo ordinario, la (69) si pud ricavare direttamente, ovvero mediante la
formula di Ricci, espressa in termini anolonomi:

(70) [Vaa Vﬁ] Sy = aﬂo
Si ha innanzitutto, per indici spaziali:
(71) [V, Vils,= Rikhjgj + Ry 8o;

d’altra parte, i coefficienti di rotazione di Ricci sono forniti dalla (6.6); si che, per un
campo spaziale, si ha rispettivamente:

Vs, = V8, — R V' 8, = Vi 8y,

vi(vkgh) = éi(vkgh) - ge*ikj Vj/s\h - Rl ngj - Rig vogh - ’gim Vk§o-
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Pertanto, il ecommutatore delle derivate covarianti seconde, adottando la notazione
(24),, assume la forma:
[V, V.18, = [V, V.18, — (ViR — ¥, Ra) 30 — 2 244,35, + Quil 3 + Qun 7i80 + 2 04,Ci3o;
d’altra parte, esplicitando la differenza di cui al terzo termine, e tenendo conto della
(22), la precedente si scrive:
[V, Vil =1Vi, V18, — (ViHy — YV, Hy — 2 24,07, — Ps'9)) §o +

~2 04,95, + Qikhjgj + QuaFi50 + 2 24.C15.
Parallelamente, per quanto riguarda il secondo membro della (71), risulta:

Rzlch 8§+ Rzkh S = (Pz '+ Qui) S 8;+ [Big, + (lech + Qur)) 711 8o

e, dal confronto con la precedente, tenuto presente la (24),, si deduce la (69)

Si noti che il caleolo fatto & svincolato dal carattere spaziale dis: s, = y s;; pertanto,
la formula di commutazione (69) ha carattere generale, cioé vale per ogni campo vetto-
riale, indipendentemente dal valore di $,.

La (70) da anche luogo alla formula di commutazione delle derivate 0 e V.: essa & in-
fatti contenuta nel legame [V,, V15, = R;'s s+ Roy08 'Sp- Tuttavia il calcolo & meno la-
borioso se si procede direttamente; si ha infatti: (V;s,) = 83,8, — ORy 8 — Ryp 85'],
V.(85,) = 3;(85,) — Ry 7 3s;, e pertanto, tenuto conto della formula di commutazione
(8.3); e della (53):

(72) [0, V:15, = C;85, - Hy's;,

essendo H,; il tensore gid introdotto con la (54). Si noti che, a differenza del caso prece-
dente, la (72) presuppone che s abbia carattere spaziale: 5, = ¥’s;.

7. — Identita di Bianchi spaziale.
L’identitd di Bianchi conserva la forma usuale anche in termini anolonomi:

(73) v[yRaﬁ]ga =0 >

viceversa, per il tensore di curvatura spaziale Py, non vale la stessa condizione, come
gia nel caso ordinario ([4] e [5], 142). Per convincersene, consideriamo la componente
spaziale della (73), ed esplicitiamo il termine generico V,R;,; si ha, tenuto conto della
(25), e delle proprieta algebriche del tensore di curvatura:

(74) FVVhRijkz = vhﬁdiﬂcl — R By + ’3\%’ By — R By + Ry B
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D’altra parte, a norma delle (23); e (25);, si deve intendere:
(75) Ry = Py + Quu + By7,

ferme restando le (24); pertanto, la (74) si scrive nella forma

(76) VhRijkl =V, Py + v, Qiji — R By + :(Ehj Bui+ Y, By + Hy By, — :(]Ehk By,

ove, disponendo di una permutazione circolare degli indici h, ¢ e j, si pud sup-
porre:

Vi(HyHy) = ﬁthlHik + ﬁhHikHjlz ijithk + ﬁiijth-

Pertanto, a meno di una inessenziale permutazione circolare degli indici %, 1, e 7, la (76)
diviene
ViBju=YPy -2V, Qi Hy) + V) Ay — Rii Brgj + R B +

+ Y, By + 2 Q3(Hy, G, — Hy C) + V9. By,
ove si & posto, per brevita,

def & ~ & ~

() Ajjia = Hy Vv, — HyViyy;
d’altra parte si ha 3% ]h +2 Qh], si che il quarto e quinto termine a 2° membro della

relazione precedente sono equivalenti, ai nostri fini, a 2 th Bii=2 QﬂBW,, e ne
risulta:

) ViRiu=ViPyu+2Y,2;Hy+2 @3V, Hy — By, + Hy C, — Hy, C)) +

+ VA + V1B v+ ViV By
Consideriamo ora i termini entro la parentesi tonda, sostituendo a B la sua espressione
e spezzando H nelle due parti: simmetrica e antisimmetrica; si ha, con I'intervento del
tensore (50) e della (51):
ViHy — By, + HuCy, — Hyy G = Hye,y + 2. Gy + V3,5 Ci — V3710 €y — Crloyg +

+ ko Oy — ke 973

Al tempo stesso, a meno di una permutazione eircolare, risulta
thijkl + vh?kBijl = ﬁhﬂiﬁﬁk + Hiﬁhj?k - 6thﬁi}A’k - Hjﬁm‘?k +

+2 ﬁh?k(e[jHi]l + §ijCl) = HﬂWh, vj] Ve t+2 i’71171{,51701 ’
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si che la (78), tenuto anche conto della (69), assume la forma seguente:

VhRijkl =V Py +2 vh?}ijlr{kz +2 ﬁzj(Hhk, 1+ 20y + Vi 7nCi + V(hJA/lc) G+

— Cuho + Koy 8%y, — Ko, 97 + Hy(2 D1 0% + Pry ) + V., By 7.

Resta ancora da trasformare lultimo termine; si ha successivamente, a meno di
permutazioni:

ViBiji= Vi Hy ~ V), Hy, + 2 V,.(2,C) =~ [V, V,1H; +2 V.(2;C0),
e pertanto, applicando la (69) e raccogliendo i due termini in 9y,, risulta:
VhRijkl = ﬁhpijkl +2 6icﬁz'J'(chl + Gy +2 §ij(Hhk,l +l§lk Cr+ ﬁ[h?l] Cy +
+ V4,70 Cr— Chlowy — @ 1,87 — on, 89, — 0Hy 7, + ¥, Cu7) +
+Hizphjk")7n - (ﬁhijank + phiknl‘—’jn)?l-
Infine, per la derivata 0H,,, a norma delle (28); e (32), si deve intendere

8w 1y = 3@+ V¥ = Vi Cy + TV + Cp) 89 = Vi, Cy + Cpy, 873,

si che in definitiva risulta, a meno di permutazioni cicliche degli indici %, ¢ e j:

M ViRyy=V,Puu+29,Q,(Hy, + Cpp) + 2 Qy(Hy, , + CQy + V07, Cp +
+ Vu¥iy Cr — Crboy — 93,07, — kni 07, — Cpu 0771 + V0, Coy 71 ~ Sk 7)) +

+Hilﬁhjkn'yn (Pm] nk Pm/c H;,)y;.
Di qui, permutando gli indici %, 7 e j, e tenendo conto delle (28), e (42), nonché della cir-
costanza che il tensore Q[U Q15 essendo antisimmetrico, in dimensione tre & identica-
mente nullo:
(80) E[ij ﬁh]l = s

si ottiene la seguente forma dellidentita di Bianchi spaziale:

(81) 6[hpijw +2 ﬁ[ijﬁh]kl - Vzmﬁ[imﬁjh]kn?n - ﬁ[j"Phi]kn)A’l =0.
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Nel caso ordinario, si ritrova 'espressione ([4]-[6], 142): ﬁ[hPijl,il +2 ﬁ[inh]k, =0, 1a
quale assume la forma tipica dellidentitd di Bianchi sia per =0, sia per k;=0.
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