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Summary. Let B=(B~, t>O) be a planar Brownian mot ion and let ct>0. For  
any t > 0, the point z = Bt is called a one-sided cone point with angle ~ if there 
exist e > 0  and a wedge W(~, z) with vertex z and angle c+ such that BseW(e, z) 
for every s E It, t + el. Burdzy and Shimura have shown independently that  one- 
sided cone points with angle e exist when ~>7r/2 but not when ~<rc/2. The 
present paper  deals with the critical case ~=7r/2. We show that  cone points 
with angle 7c/2 do not exist. 

1 Introduction 

On sait depuis longtemps que la trajectoire d 'un mouvement  brownien complexe 
B--(Bt, t>O) fait sur tout intervalle ]0, el, e>0 ,  une infinit6 de tours autour  
de son point de d6part. La propri6t6 de Markov  et un argument  de retournement  
du temps entrainent que pour  tout t > 0 ,  p.s. la trajectoire de B fait sur tout 
intervalle ]t, t +  e[ ou It--e, t[ une infinit~ de tours autour  de point B r. I1 existe 
cependant  des instants exceptionnels t pour  lesquels la propri6t6 pr6c6dente 
n'est pas v6rifi6e. Burdzy [1] et Shimura [8] ont 6tabli ind6pendamment  que, 
pour  tout c~e]~r/2, 2~[,  on peut p.s. t rouver un instant t > 0  et un r6el e > 0  
tels que l 'ensemble {Bu, t <__ u _ t + e} soit contenu dans un c6ne ferm6 de sommet  
B~ d 'ouverture  ~. Si cette propri6t6 est satisfaite, ou bien si la marne propri6t6 
l'est pour  l 'ensemble {Bu, t - e  <_ u < t} on dit que B~ est un point c6ne unilat6re 
d'angle e. On peut aussi donner un sens fi cette notion lorsque e>2~r :  voir 
Le Gall [6]. Evans [4] (voir aussi Le Gall  [6]) a 6tabli que la dimension de 
Hausdorff  de l 'ensemble des points c6nes unilat6res d'angle ~ est 2-rc /~.  

Lorsque ~ < re/2, on montre  assez facilement qu'il n'existe pas de point c6ne 
unilat6re d'angle ~. On commence par  traiter le cas off la direction du c6ne 
est fix6e en posant,  par  exemple, 
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et en d6finissant 

H~= {t >0 ;  Vs<=t, Bt--B~cC~} 

(la trajectoire de B sur [0, t] reste dans le c6ne B t -  C~). On montre (voir par 
exemple [7, Chapt. IV]) que H~ est p.s. vide d6s que e_--< n/2 (il suffit bien stir 
de traiter le cas e = z~/2). Des arguments simples permettent d'en d6duire qu'il 
n'existe pas de point c6ne unilat6re d'angle e < re/2. 

Le r6sultat prbc6dent,/t direction de c6ne fix4e, n'est pas suffisant pour  conc- 
lure dans le cas critique c~ = n/2. Le probl6me vient de ce qu'il existe une infinit4 
non d4nombrable de directions possibles pour  le c6ne. Le but du pr6sent travail 
est de traiter ce cas critique. 

Th6or~me 1 II n'existe p.s. pas de point cone unilat&e d'angle n/2. 

Introduisons quelques notations afin d'expliquer bri6vement les id6es de la 
preuve du th6or6me 1. Pour tout T e N  on note C~/2 le c6ne 

puis 

C~/2=e~ C=/2={z=re~(~+~ r>=O, [O]<=4} 

A~/2= {zE]R2; 3 t > 0 ,  7c]R:  z = B t et V s<=t, B t -  BsEC~/2 } . 

Nous montrons dans ce travail que 

d~/2 =0,  p.s. 

En appliquant ce r6sultat aux mouvements browniens (Bp+t-B p, t>O) et 
(Be_t--Bp, 0 < t < p), pour  p rationnel strictement positif, on obtient imm6diate- 
ment le th6or6me l. 

Pour  montrer  que A~/z est vide p.s. nous raisonnons par l 'absurde en suppo- 
sant A~/2 non vide et en 6tudiant alors le comportement  du mouvement  brownien 
avant d'atteindre un point de A~/2. Sans perte de g6n&alit6 on peut supposer 
Bo=0.  Pour  tous zOO\{0} et e>0 ,  on note: 

T~(z) =inf{ t  >_ 0, [Bt--z l<e} 

et (0~)~>__o la dbtermination continue de l 'argument de (z--Br)/z qui vaut 0 en 
t=0 .  Le processus (0~) est d6fini sur l'intervalle [0, To(z)[ (6videmment To(z)= 
+ oo p.s. pour  z fix6, mais nous aurons aussi fi consid6rer le cas off z e s t  un 
point de la courbe brownienne). On note aussi: 

~f - sup 0~, 6f = inf 0~. 
S<t s ~ t  

La partie 1 du pr6sent travail est consacr6e fi des estimations pr61iminaires 
concernant la loi du couple 
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Nous d6duisons de ces estimations qu'on peut choisir une suite (e,) d6croissant 
suffisamment vite vers 0 et un r6el u > 0 de fagon que l'ensemble 

{ 
soit p.s. vide. I1 en d6coule que si z~A~/2 il existe une infinit6 de valeurs de 
n pour lesquelles 

T~(~) t}T~(~)<~ [logan[" 

Autrement dit, au moment  off il s 'approche/t  en pr6s de z le mouvement  brownien 
est rest6 non seulement dans un c6ne de sommet z d'angle ~/2, mais dans 
un c6ne de m~me sommet d'ouverture sensiblement plus petite. 

Dans une deuxi6me partie nous utilisons la notion de point c6ne e-approch6. 
On dit que z e s t  point c6ne e-approch6 (d'angle ~z/2) s'il existe un c6ne de 
sommet z d 'ouverture rr/2 qui contient {Bs, s__< T~(z)}. A l'aide des r6sultats de 
la partie 1, nous montrons que pr6s d'un point z de A~/2 il doit exister 
((beaucoup~ de points c6nes e-approch6s, au moins pour certaines valeurs de 
e. Ceci vient contredire des estimations a priori sur la mesure de Lebesgue 
de l'ensemble des points c6nes e-approch6s, et comp16te la preuve du th6or6me 1. 

Le sch6ma de d6monstration d6crit ci-dessus est assez compliqu6, en regard 
de la simplicit6 de la preuve connue dans le cas off la direction du c6ne est 
fix6e. Nous esp6rons que les techniques d6velopp6es dans le pr6sent travail pour- 
ront atre appliqu6es ~t des probl6mes voisins, comme ceux 6tudi6s par Burdzy 
[3]. Une question int6ressante (voir les travaux r6cents de Burdzy [2] et Shimura 
[9, 10]) est celle de l'existence d'instants tE]0, 1[- tels que {B~, 0 < s < l ,  s4=t} 
ait deux composantes connexes situ6es de part et d'autre d'une droite passant 
par B t. Lfi encore, si l 'on fixe la direction de la droite en question, il n'existe 
pas de tels instants: c'est une cons6quence du th6or6me de Dvoretzky, Erd6s 
et Kakutani  sur la non-existence de points de croissance du mouvement brow- 
nien lin6aire. Le probl6me g6n6ral reste ouvert. 

2 Estimations pr61iminaires 

Nous reprenons les notations introduites dans l 'introduction. Nous commenqons 
par 6tablir trois lemmes concernant la loi du couple 

qui nous permettront  ensuite de montrer  que l'ensemble E de l ' introduction 
est p.s. vide. Ces trois lemmes ont pour point de d6part le r6sultat classique 
suivant (voir par exemple Feller [5, p. 342]). Si (Wt, t>0 )  est un mouvement 
brownien lin6aire issu de 0, et si a < 0 < b alors pour tout t > 0, 

(1) P[Vs<t,a<W~<_<b]-k=o(2k+l)rcsin exp 2 ~ _ a ) 2  ] .  
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Pour z + 0 fix6, la d6composition en produit semi-direct du mouvement brow- 
nien z - B  t donne 

z -- Bt = z exp (fln~ + i coo) 

off fi et co sont deux mouvements browniens lin6aires ind6pendants issus de 
0, et 

d s  

H i =  i [z_B~12 �9 
0 

Pour ee]0,  Izl[ on a 

Hr. (~)=~ log e :=inf s ; f l ~ = l o g ~  , 

et 
m O~r~(z) = sup ~ 02Is, T~(z)-- inf co s. 

En appliquant la formule (1) ~ W= co on obtient donc 

= E  (2k+  1)Tz 
k 

sin (.(2 kb__a_+ 1) ~ b~_] exp ( 2 ( b _ a )  2 ~ log 

On utilise alors la formule bien connue: pour 2 > 0, 

E [exp ( -- 2 ~ (a))] = exp ( - I a I 1 / ~ )  

et on arrive au lemme suivant off, pour all6ger la notation, on 6crit 0}. /t la 
place de 0~-~(z), resp. 0] . / t  la place de 0)~(z) (cette notation sera utilis6e constam- 
ment dans la suite). 

Lemme 2 Pour  tous z~l12\{0}, e~]0, Izlg et a < 0 < b ,  

(2) P [ a < O ~ r ~ < O ) ~  o 2 k + l  
/ ( 2 k + l ) ~ b )  / e \(2k+1). 

- - s i n \  b - a  ~ ( )  b-a . 

De plus, la loi de O~ - ~i~ T~ UT. a pour  densitO sur IR + 

L , . ( x )  = 
4 log 2 (1 z 1/~) 

Remarque .  Nous utilisons la notation franqaise sh x = l(eX-e-X).  
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D6monstration. La premi6re formule d6coule des arguments pr6c6dant l'6nonc6 
du lemme. Ensuite, soit g(a, b) la densit6 de la loi du couple 

( to, 0r~) �9 
Alors, 

0 

P[O~r-O~. <x]=Sdb  ~ dag(a,b) 
0 b - x  

=4 s 
k=O X 

- s i n ( 2 k + l ) r c b ) )  l x  ~\,z]]{ ~_(2k+1)~ 

' 

k=0 (2k+  1) 2 ~ a +  

(2k+  1)~b ~- (log ~ )  

1 �9 [ZI \  { g '~(2k+l)rc 

Ensuite, en d6rivant par rapport fi x, on trouve 

f~,~(X)=-X8-85 - log2 ( ~ )  L / ~ ](2k+l)~ 4 1og2(IZl/e) [] 

Si on suppose [z I> 2 e, la fonction fz,~ est born6e par une constante ind~pen- 
dante de z et e. Cette remarque nous sera utile plus tard. 

Nous cherchons maintenant / t  estimer des probabilit6s de la forme 

off a < 0 <  b e t  0 <c<b-a .  Avec les notations de la preuve pr6c6dente, on a 
d'abord 

bAc 0 

--P[a<O~r <O~r <(a+c)+]+ ~ dy ~ dxg(x,y). 
(a+c)+ y - - c  

D'une part, le lemme 2 entrMne 

4 ~~ 1 (.(2k+l)rc(a+c)+)(~]~ zk+~)'~ 
P[a<=O~r~<O~r~<-(a+c)+]--~k~= o 2 k + 1  sin c \lzl] " 

D'autre part, en utilisant/t nouveau le lemme 2 on a pour a < 0 et y > 0, 

o , (_acos(12k+,  ,t S dxg(x,y)=4k=~o (y_a)2 ~ y _ ~  ) 
a = 

+sin t -y~aa log I~) ~7~) ,-a . 
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On prend a = y - c  puis on intagre par rapport fi la mesure de Lebesgue sur 
[(a + c)+, b/x c]. On ajoute ensuite le premier terme ci-dessus et on arrive apr6s 
quelques simplifications fi la formule 

(3) P[a<t}~ <O~ <b; 6~-(~r <c] 

=k--~O~176 ~)/g \(2k+l)= { c  (2k +-1) ~z c 4  {(c+a)+sin(2k+l)n(c+a)+c 

4 { ( 2 k + l ) n ( c + a ) +  (2k+l)~(c-b)+.}  
+ ( 2 k + 1 )  2n 2 cos c +cos  

.(1-~ ( 2 k + l ) n  l~ ~ ) }  " c  

A partir de maintenant et jusqu'/t Ia fin de ce travail, on fixe deux constantes 
me]0,  �89 et M~34, ool-. 

Lemme3 Ilexistetroisconstantes C1, C:>Oeto@ ]teUe que, pour ou  
z avec m<lzr<M, pour tout ee]0, p[  et tous ae[-n/2 ,0] ,  be[0 ,~ /2 ]  avec 
b - a > n/2, on air 

C 1 l(_~_<a<b < b - a - ~  e ]logel<=P[a<O~<O~r<b, OT--Ozr~TC/2] 

< C2(1 + ( b - a - n / 2 )  llog el) ~2. 

En particulier, pour a = --n/2, b = n/2, 

P [ & r - O ~ <  n/Z]__< C3 e 2 Ilog el. 

DOmonstration. On prend c = n/2 dans la formule (3) pour obtenir 

=~b(e,z,a,b)e 2 -  (cos 2 a + c o s  2b) l o g - -  g 

off la fonction ~(e, z, a, b) est uniform6ment born6e sur l'ensemble {e<[z[/2}. 
Ensuite, on 6crit 

- (cos 2 a + cos 2 b) = 2 cos(a + b) sin b -  a - ~  . 

L'encadrement du lemme est maintenant facile fi obtenir, en remarquant que 
cos (a+b)  est minor6 par une constante strictement positive sur l'ensemble 
{-2n/5<_a<b<_2~z/5; b -a>n /2}  (on pourrait bien stir remplacer 2n/5 par 
n'importe quel r6el positif strictement inf6rieur/t n/2). [] 
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Lemme 4 II existe une constante C' telIe que pour tout z avec mN[z[N M, pour 
tout ee]O,m/2] et tous ue[O, 1], ae[--rc/2,0], b~[O, rc/2] tels que ONb--a 
-- z/2 < [ log e [ -1, on ait 

P[ a<O)`<O~r~<b; Tz2 IlogelU ~O~ _~=~2]~C, ue2, 

P[ b-Tz z " b u ] -~0Te' llogel <O~r'<b ~Ctue2' 

[ u ~] , P a < O ) < a + ~ ;  O~ro<a+ <Cue 2. 

D~monstration. Soit v la mesure sur IR+ ddfinie par 

v(A)=P[a<=O~ <-_O~r <b; O~&-~roeA~. 

En d~rivant par rapport  fi c la formule (3) on obtient que v admet pour densit6 
sur l'intervalle ]0, b - -a ]  

// e ~(2k+1)7c f 4 ( 
~(cl= ~ ~ )  ~ ~ - 7  a(c+a)+ c o s  

k=O 

-- b (c - b) + cos (2 k + 1) crC (c - b) %) 

4 ( (2k+l)7~(c+a)+ 
+ ~ -  (c + 2 a) sin 

C 

+ ( c - 2 b )  sin (2k+  1) c~(C--b)+) log ]zle 

4 ( (2k+l)~(c+a)+ 
-t- ~g cos 

c 

(2k+  1) 7c(c+a)+ 

~-c~ (2k + l)Tr(c-b)+-) l~ ~ }  

Observons maintenant que, sous les conditions de l'6nonc6, 

cos rc(c+a)+c t-cos rc(c-b)+c < 2  cos rc((c+a)+2c+(C-b)+) 

_<2 rc((c+a)+2c+(C-b)+) re2 < Itogej50 

pour 2 ] l o g e [ = c < ~ - ' I 1  
[~ 1 ~] 

en d6coule que pour tout c~ ~- [log el'  ' 

h(c)< C ]log el e 2 

et il suffit ensuite d'int6grer cette majoration entre 7z/2-u Ilog el - t  et 7z/2 pour 
obtenir la premi4re in6galit6 du lemme. 
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Pour  la deuxi6me, on observe que, d 'apr& la formule (2), 

p[b_2<O~ .b u < 0 ~ - < b ]  = re, [logel = ~= 

= 4  1 sin(Z(Zk + l)b) [l~Z~ ) 
rc k=O 2 k +  1 

1 , , l ~ g  < ' u - -  / 
llzl] ] 

~ C u 8  2 

grace/ t  la majora t ion 
82 __ 82/(1 - 2u/(~loglel)) ~ C U 82 , 

La troisi~me majora t ion  du lemme est ensuite obtenue de mani~re sym6tri- 
que. [ ]  

Nous  sommes maintenant  en mesure d'6tablir l 'estimation-cl6 de ce paragra-  
phe. On se donne un rSel r > 2 et une suite (8 , ) ,~  d6finie par  

rn  
8 n ~ 80 

off Coal0, p[, p &ant  d6fini dans le lemme 3. 

Proposition g On peut choisir r > 2 assez grand de fafon qu'il existe des constantes 
u > 0 ,  t / > 0  et C", ind@endantes de ~o, telles que, pour tout n a n  et tout z avec 
m<lz l<M,  

U 
P[k~O{2 Ilogekl<O~r~k--O~k<=2}] ~C''(e"12{ll~ 

Ddmonstration. On fixe z avec m ~lzl~ M e t  on note Ek(U) l '6vSnement 

Pour 0 < u' _< u < 1 on pose 

(p.(u, u')=P Ek(U)CSE.(u' , 
k = 0  

de sorte que nous cherchons/ t  majorer  %(u, u). 
On commence par  majorer  ~0.(u, u') en appl iquant  la propri6t6 de Markov  

forte au temps T.._, et en distinguant les deux cas suivants. 

7r U / ~ U ~ 
(i) 

. . . .  . . . .  ==-2 ]logen] 2 r l l o g ~ . _ , l "  
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Apr6s un changement d'6chelle correspondant fi une homoth6tie de rapport 
1/e._ 1, on peut appliquer le lemme 3 avec 

a=6= u b=O)~.,_ + rc e. T . . . .  2 ' ~-, e=  <p.  
en - i 

En notant (~t) la filtration canonique de B on obtient la majoration 

P [0)~ -0 )~  ~_ 2 ~ . _  ~]~C2 \e.-1/( ~_~. )2 ( l + u '  [l~ 2 [ l o g  e.[ ] -  \%-1/(Tfi"-~-)2 

valable sur l'6v6nement consid6r6 en (i). 

TC U r 

(ii) 0}~ . . . .  -6~R . . . .  < 5  [loge.[" 

Pour que l'6v6nement E.(u') soit r6alis6, il est alors n6cessaire que l'on ait 
0)~. > 0R~._ ,, ou OR~. < OR~._, ou encore les deux ~t la fois. 

On fait le marne changement d'6chelle que dans le cas (i) et on remarque 
que si u < ( r -  1)- 1 l'hypoth+se du lemme 4 est v6rifi6e pour 

OR 7E ~ '~n a =  b = 6  T= + e=-  
T~n 1 . . . .  2 ' 2 '  e._l 

En effet, sur E._ 1 (u), 

O<b-a 7"C 7~ 

2 2 
u _ ( r -  l ) u  

(~ '~"-~-~R~"- ' )<lloge.  1] [ loge. /e ._l l"  

On utilise le lemme 4, la premiere majoration s'appliquant/L 1'ensemble 

la seconde/~ 

et la troisi6me/t 
{ 0R on > O)~._ ,, 0~)~. = 0R oo , } 

Z 3r < O R ~  n 1} " 

On obtient ainsi, sur l'intersection de E._ 1 (u) et de l'6v6nement consid6r6 en 
(ii), l'in6galit6 

\ e n - 1 ]  

En regroupant (i) et (ii) on aboutit / t  la majoration: 

qOn(U, U')<=~On_ t (U, ~ ) . 2 C  2 ( en--]Z-k-qOn_l(U, U)" 3C'u' ( ~ ] 2  
\en-l/ \en-1] " 
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Nous allons d6duire la proposition de 
~/n (U, U ' ) =  e n 2 q)n (U, U') de sorte que 

En particulier, 
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cette majoration. On pose d'abord 

~tn(U, U') <= 2 C2 ~tn_ l (u, U~-/) + 3 C' u' ~tn_ l (u, u). 

(;) ~n(U,U)~2C2l/In_ 1 U, +3C'u~._ , (u ,u)  

d'ofl: 

En raisonnant par r6currence on obtient: 

~,.(u, u)<(2C2)" ~Po u, 7; + 3C' u O.-k(u, u). 
k= l  

Gr$ce au lemme 2, e t a  la remarque suivant la preuve de ce lemme, on a 

00 u, = %  P r,[lOgeo]C-tT},o--O~Too < =<K%2r , [ logeo  ] 

pour une certaine constante K. On peut donc trouver une constante C3 d6pen- 
dant seulement de C', telle que 

g,.(u, u)__< C3 uk~= ~,._k(u, u), 

avec par convention ~_ 1 (u, u) = eo 2. 
On fixe maintenant les valeurs de r et u de fagon que 

r>=8C2, u < m i n  (1  ~C~3) 

Alors, 
n + l  1 

~.(u, u)<kY'=l ~ ~._~(u, u) 

et une r6currence imm6diate, utilisant la majoration 0o < eo 2, conduit fi 

~,(u, u)<~o 2 2-", Vn~N.  

C'est le rbsultat annonc6. [] 



Points c6nes du mouvement brownien 241 

CorollMre 6 Supposons que r et u sont choisis comme dans la Proposition 5. Soit 

E =  z ~ C ; m < l z l < M - - l ,  e t3no,  Vn>no,  2 211oge, ]~  to. ~. �9 

Alors, P(E = O) = 1. 

Ddrnonstration. I1 suffit de montrer  que, pour  tout n o > 1 fix6, aussi grand qu 'on 
le souhaite, si 

{ E'= z e C ; m < l z l < M - l e t V n > n o ,  2 2] loge ,  I -  ~" ~"-  
z )  

on a P ( E ' = 0 ) =  1. Soit 

T : i n f { t  >0 ,  BteE'} (inf0 = ~ ) .  

Remarquons  que Tes t  un temps d'arrSt (c'est le d6but d 'un ensemble optionnel). 
De plus, sur {T<oo}, on a Br~E'cA~/2 ,  cette derni6re inclusion d6coulant 
des r6sultats connus sur le compor tement  asymptotique des nombres de tours 
du mouvement  brownien plan. 

A part ir  de maintenant,  on raisonne sur l 'ensemble {T< o0}. L'id6e de la 
preuve est qu 'on pour ra  trouver pr6s de B r beaucoup de points appar tenant  
fi l 'ensemble dont  la probabilit6 est major6e dans la Proposit ion 5. On commence 
par  modifier la suite (en) en posant  

! _ _  _ _  t r n 

e . - ~ . o + . - ( e o )  . 

En notant  z = Br pour  all6ger, on a 

Vn~N,  2 2 ] l o g e ' , [ -  "- 

Puisque z~A~n on peut choisir un c6ne cg de sommet  0 d 'ouverture re/2 tel 
que 

{Bt, O<<_t<_ r } c z - - ( g  

off z - ~  = { z - x ;  x ~ } .  
Fixons n > l. Soit y~ IE tel que les deux conditions suivantes soient satisfaites: 

(i) y - z ~  
(ii) ]y--z[~8'n+ 1 . 

Notons  qu 'on a alors 

<~ (z) < <~ (y) 
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/ 
Fig. 1 

pour tout  k~{0, 1 . . . . .  n +  1}. Pourvu que n o ait 6t6 choisi assez grand, on obtient 
ais6ment (cf. Fig. 1) que pour  tout  ks{0,  1 . . . .  , n}, la condit ion 

entra~ne 

U _ _  

0~o~( , ) -  0 ) , ~ r  ) >_-- ~c u 
2 I l o g e ~ l  " 

De plus, puisque T= T o (z) > T~ +1 (Y) on a grace fi la condit ion (i) 

Posons 

Or~:h + 1 UTeh + ~ = 2 " 

et Vk~{0, 1, n), 0 ) , - 0 " ) ~  > ~  u ~ .  
. . . . .  ~ ~ = 2  I l o g ~ l j  

D'apr& les remarques pr~c6dentes 

D 'aut re  part, 

E [ m ( H . ) ~  >--_ P ( T <  co) ~- (e'+ 0 2. 

E [m(/4.)]  : ~ d y P(y~/-/ .) .  
m ~ J y [ < = M  
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On majore P(ysH,)  en utilisant la proposition 5 et la propri6t6 de Markov 
forte en T~a(y). On observe que, d'apr6s le lemme 3 et un changement d'6chelle 
convenable, 

sur l'ensemble { O{ - ~  > ~ - r ~ a  -*~a= 2 [log1 } On ~ a i n s i ' g . I  " 

d'ofi 

H,,)_< c c" 
- \ e~ ) \ t loge~l /  

t - q  / 2 E[m(U.)]<=C[loge.[ (e.+t). 

En comparant  cette majoration avec la minoration pr6c6dente, et en faisant 
tendre n vers + oQ on trouve P(T< m)=0 .  []  

3 Preuve du th~or~me 1 

Dans cette partie nous allons 6tablir le th6or6me 1 en montrant  que p.s. A~/2 = O. 
Remarquons que A=/2 peut aussi etre d6fini comme 

A=/z={zOE\{O};Vn>_O, r, ,  v r ~ = 2 j  

off (e,) est la suite consid6r6e darts la partie 2 (on pourrait  ici prendre n'importe 
quelle suite d6croissant vers 0). 

It suffit de montrer  que p.s. A~/z c~ K = ~, si K est le compact d6fini par 

K={z~C;m<=lzl<=M-1}.  

Nous avons d 'abord besoin d'un lemme qui pr6cise la fagon dont le mouve- 
ment brownien s 'approche d'un point z@A~/2. 

Lemme 7 P.s. pour tout zeA=/2 c~ K , pour tout n assez grand, 

sup [Bt-zl<=e,_ a . 
te[T~n(z), To(z) ]  

D~monstration. Pout  tout n >= 1 soit 

An={zeArc/2nK; sup ] B , - - z i > e . _ , }  
t E [ T ~ ( z ) ,  To(z)]  

de sorte que l'6nonc6 du lemme 7 6quivaut/t:  

p.s. lim sup A" =0.  
n--+ oo 
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On pose, avec un petit abus de notation, 

puis 

T.(z)= TE~.(z), S.(z)=inf{t> T.(z); IBr  

7"(z)=inf{t >__S,(z); [Bt- z[ _<2 e,}, 

f , = { z ; m < _ l z l < M ,  0~,,(~) -- 0} < ~  
- "(=) = 2 

et sup 0 : -  
[S~(z),T~(z)] [Sn(z),T'n(z)l Z . )  

En toute rigueur 0~ peut ne pas atre d6fini pour  s~[S.(z), T.'(z)], si z est un 
point de la courbe brownienne. Ceci ne prate pas fi cons6quence dans les raison- 
nements suivants off seule intervient la mesure de Lebesgue de F.. 

D'apr6s le lemme 3, 

P O T n ( z ) - - ~ T n ( z ) ~  ~ C e  n Iloge.[ 

off la constante C ne d6pend pas de z tel que m<]zl____M. Ensuite la mame 
estimation et la propri6t6 de Markov forte en S,(z) donnent 

_ . ~ rc ~ _ l o g  ~ . P [  sup 0s lnf Os<=~ - ~s.~z)]<-C( e~2-~ ) 2 
L[S,,(zL TC,(z)] [S~(z), T'~(z)] - J \ Sn - 11 

On en d6duit 1'existence d'une suite (~.) avec ~ a,,< oo telle que, pour tout 
z v6rifiant m < I z] < M, 

P(z~F.)<=~.e z. 

En cons6quence, 

E E~, e.- 2 m(Fo)] < oo. 
n 

Supposons maintenant A" non vide et prenons z~A". Notons cg le c6ne 
d'angle re/2 de sommet z qui contient {Bt, t< To(z)} et cg, le c6ne sym6trique 
de (s par rapport  fi z. Alors tout point y~Cg, tel que ]y--z[<e. est dans F.. 
On a donc 

d'ofi 

2 ~, P E~" * O] < K [m (F.)] 

~ P [ A " * O ]  < oo 
n 

ce qui entralne P [limsup A" = 0] = 1. []  

Nous compl6tons maintenant la preuve du th~or6me 1. On introduit le temps 
d'arrat 

z =inf{t  >0 ;  BteA~/2 c~K}. 
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k ~ n k - 3  ~ ~ . 

J 

x.- 

f 

y \ 
/ 

/ 
/ 

/ "  

Fig. 2 

Dans la suite du raisonnement on se place sur l'6v6nement {~< oo} et,/t l'aide 
de la propri6t6 de Markov forte en z, on va chercher fi minorer 

P EyeA~!2 I~] 
off y variera dans un sous-ensemble du plan convenablement choisi, et A~I= 
est un ensemble de points c6nes e-approch6s, d6fini par: 

A~I== {y; m<Iyt< M, ~T~- ~o = ~ �9 

On 6crit z = Be. D'apr6s le lemme 7, pour n assez grand, 

{B,, ~~ 

est contenu dans le disque de centre z de rayon e , - t  not6 D(z, e,-1). 
De plus le corollaire 6 entralne qu'il existe une infinit6 de valeurs de n telles 

que 

~ g 2lloge,, l" 

On obtient ainsi qu'il existe une suite strictement croissante (nk)k~ telle que 
les deux propri6t6s pr6c6dentes soient v6rifi6es le long de cette suite. On peut 
supposer que la suite (nk) est ~ -mesurable  et que n o > 4. 

Alors pour tout k on peut trouver un c6ne de sommet z, de la forme 

~gP'= Y=z-rd~ 411oge~l 

tel que 
{B,, 0_<_t==_ ~} = ~;  u D(z, ~,~_ 1). 
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Posons main tenan t  

~k={y=z+rei~ 2~rKe, nk 3 , 1 0 - - 0 k 1 ~ 8 } .  

On voit facilement (cf. Fig. 2) que si Y ~ k ,  

{ u} (c~uD(z'enk-1))~c'~:= y--re~~ 411oge.~l " 

I1 en d6coule que, s ip  > nk, 

P[yeA~zl~3 

est minor6e par  la probabil i t6 qu 'un  mouvemen t  brownien  plan pa r tan t  de z 
atteigne le cercle de centre y de rayon  e; sans 6tre sorti  d 'un  c6ne de sommet  
y d'angle 7z/2, con tenant  cg~. Pour  6valuer cette probabil i t6 nous utilisons la 
minora t ion  du lemme 3, apr6s un changement  d'6chelle convenable.  Si y - z  
= [ y -  z[ e i~ (avec 1~ - Ok[ < ~Z/8), cette minora t ion  est appliqu6e avec 

7T U U 

a - -  4 4 [ loge , , [  - ( Y - 0 k ) '  b = 4 q 4 l l o g e , ~ ]  (y--0k). 

R e m a r q u o n s  que la condi t ion  - 2 rc/5 _< a _< b -< 2 7z/5 est satisfaite. I1 vient donc,  
toujours  pour  yE~k,  

u { % ~21og lY-Zl 

C 1 
z l log ep I [2 �9 

Ilog ~.kl ep ly--z 

En int6grant par  r appor t  fi y sur ~k on obt ient  

g n  k - 3 

(, dr=ce211Ogepl ~ ~ 2 I loge  v[ E [m(~k C~ A ~72) I 5"~] > ]log e,k [ ~v r 
g n  k 2 

pour  une constante  C > 0  indbpendante  de k et de p. Les ensembles ~k sont  
par  cons t ruc t ion  disjoints. En somman t  sur k, fi p fix6, on t rouve  

E[m(A~72)I~ ] >= Ce 2 [log epl Card{k;  nk <p} 

d'ofi aussi 
~ - 2 Card{k;  nk<p}] .  E[m(A./2)] >= Cep [log ~p[ E [-1(~< ~) 

Si on suppose P(z< oe)>0 ,  cette minora t ion  entra~ne 

lim i n f @  l log 8v [)- 1 E [-m(A~%)] = + oe. 
p ~ o o  
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Or la majoration du lemme 3 entralne 

m<lyl<=M 

On obtient une contradiction qui complete la preuve du th6or6me 1. []  
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