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Summary. Let B=(B,, t=0) be a planar Brownian motion and let «>0. For
any t =0, the point z=B, is called a one-sided cone point with angle « if there
exist e>0 and a wedge W(a, z) with vertex z and angle o such that B,e W(z, z)
for every se[t, t+¢]. Burdzy and Shimura have shown independently that one-
sided cone points with angle o exist when a>n/2 but not when a<n/2. The
present paper deals with the critical case a=mn/2. We show that cone points
with angle /2 do not exist.

1 Introduction

On sait depuis longtemps que la trajectoire d'un mouvement brownien complexe
B=(B,, t=0) fait sur tout intervalle ]0, ¢[, £¢>0, une infinit¢ de tours autour
de son point de départ. La propriété de Markov et un argument de retournement
du temps entrainent que pour tout t>0, p.s. la trajectoire de B fait sur tout
intervalle ¢, t +¢[ ou Jt—e, t[ une infinité de tours autour de point B,. Il existe
cependant des instants exceptionnels ¢t pour lesquels la propriété précédente
n'est pas veérifiée. Burdzy [1] et Shimura [8] ont établi indépendamment que,
pour tout ae]n/2, 2x[, on peut p.s. trouver un instant >0 et un réel >0
tels que 'ensemble {B,, r<u<t+¢} soit contenu dans un cdne fermé de sommet
B, d’ouverture o. Si cette propriété est satisfaite, ou bien si la méme propriété
Iest pour I'ensemble {B,, t—¢Zu<t} on dit que B, est un point cdne unilatére
d’angle a. On peut aussi donner un sens a cette notion lorsque a=2n: voir
Le Gall [6]. Evans [4] (voir aussi Le Gall [6]) a établi que la dimension de
Hausdorff de I'ensemble des points cones unilatéres d’angle o est 2 — /.

Lorsque a<7/2, on montre assez facilement qu’il n’existe pas de point cdne
unilatére d’angle «. On commence par traiter le cas ou la direction du cone
est fixée en posant, par exemple,

Caz{ZZre”;rgO,iGI_S_%}
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et en définissant
H,={t>0;Vs<t, B,—B,eC,}

(la trajectoire de B sur [0, ¢] reste dans le c6bne B,—C,). On montre (voir par
exemple [7, Chapt. IV]) que H, est p.s. vide dés que a=7/2 (il suffit bien slr
de traiter le cas a=m/2). Des arguments simples permettent d’en déduire qu’il
n’existe pas de point céne unilatére d’angle o< /2.

Le résultat précédent, a direction de cOne fixée, n’est pas suffisant pour conc-
lure dans le cas critique o =n/2. Le probléme vient de ce qu'il existe une infinité
non dénombrable de directions possibles pour le cdne. Le but du présent travail
est de traiter ce cas critique.

Théoréme 1 Il n’existe p.s. pas de point cone unilatére d’angle n/2.

Introduisons quelques notations afin d’expliquer briévement les idées de la
preuve du théoréme 1. Pour tout yeR on note C},, le cone

. . s
C;/Zzew Cn/2={z=re1”+9); rg(), I9|§Z}

puis
App={zeR?*; 3t>0, yelR: z=B, et V5<t, B,— B, C} 5} .

Nous montrons dans ce travail que
Ayy=0, ps.

En appliquant ce résultat aux mouvements browniens (B,.,—B,,t=0) et
(B,—;— B,, 0=t<p), pour p rationnel strictement positif, on obtient immediate-
ment le théoréme 1.

Pour montrer que 4,,, est vide p.s. nous raisonnons par I'absurde en suppo-
sant A,;, non vide et en étudiant alors le comportement du mouvement brownien
avant d’atteindre un point de 4,,,. Sans perte de généralité on peut supposer
By=0. Pour tous ze C\ {0} et £=0, on note:

T.(z)=inf{t 20, |B,—z|<¢}

et (6%),», la détermination continue de I'argument de (z— B,)/z qui vaut 0 en
t=0. Le processus (#?) est défini sur Pintervalle [0, Ty(z)[ (évidemment Ty (z)=
+ 00 p.s. pour z fixé, mais nous aurons aussi & considérer le cas ou z est un
point de la courbe brownienne). On note aussi:

FF=sup6?, (F=infé’.

s=t s=t

La partie 1 du présent travail est consacrée a des estimations préliminaires
concernant la loi du couple

(ngz(z): ég‘;(z)) .
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Nous déduisons de ces estimations qu’on peut choisir une suite (g,) décroissant
suffisamment vite vers O et un réel u>0 de fagcon que 'ensemble

ze@C\{0}; Ing, Vnzno, T égi (z)_g?e (,:)éE
2 |loge,] n n 2

soit p.s. vide. Il en découle que si ze4,, il existe une infinit¢ de valeurs de
n pour lesquelles

Az z n u

T.,(2) ng,,<z)< 2 [loge,|

Autrement dit, au moment ot il s’approche a ¢, prés de z le mouvement brownien
est resté non seulement dans un cbdne de sommet z d’angle n/2, mais dans
un cbne de méme sommet d’ouverture sensiblement plus petite.

Dans une deuxiéme partie nous utilisons la notion de point cone e-approché.
On dit que z est point céne e-approché (d’angle n/2) §'il existe un cbne de
sommet z d’ouverture 7/2 qui contient {B,, s< T (z)}. A l'aide des résultats de
la partie 1, nous montrons que prés dun point z de 4., il doit exister
«beaucoup» de points cones e-approchés, au moins pour certaines valeurs de
s. Ceci vient contredire des estimations a priori sur la mesure de Lebesgue
de 'ensemble des points cdnes e-approchés, et compléte la preuve du théoréme 1.

Le schéma de démonstration décrit ci-dessus est assez compliqueé, en regard
de la simplicité de la preuve connue dans le cas ou la direction du cdne est
fixée. Nous espérons que les techniques développées dans le présent travail pour-
ront étre appliquées & des problémes voisins, comme ceux ¢tudiés par Burdzy
[3]. Une question intéressante (voir les travaux récents de Burdzy [2] et Shimura
[9, 10]) est celle de I'existence d’instants t€]0, 1[ tels que {B,, 0<s<1, 5=}
ait deux composantes connexes situées de part et d’autre d’une droite passant
par B,. La encore, si 'on fixe la direction de la droite en question, il n’existe
pas de tels instants: c’est une conséquence du théoréme de Dvoretzky, Erdds
et Kakutani sur la non-existence de points de croissance du mouvement brow-
nien linéaire. Le probléme général reste ouvert.

2 Estimations préliminaires

Nous reprenons les notations introduites dans 'introduction. Nous commengons
par établir trois lemmes concernant la loi du couple

(0?5 (z)» g%"e (z)) >

qui nous permettront ensuite de montrer que I'ensemble E de Tintroduction
est p.s. vide. Ces trois lemmes ont pour point de départ le résultat classique
suivant (voir par exemple Feller [5, p. 342]). Si (W, t=0) est un mouvement
brownien linéaire issu de 0, et si a<0<b alors pour tout >0,

24 [Qk+l)mb 2k+1)*n’t
(1) P[Vsét,aéWséb]—k;O(2k+1)nsm( r— )eXp(‘W)
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Pour z=0 fixé, la décomposition en produit semi-direct du mouvement brow-
nien z - B, donne

z—B,=zexp(By, +iwy,)

ou f et w sont deux mouvements browniens linéaires indépendants issus de
0, et

t
H,= j )
T o lz— B|2

Pour ¢€]0, |z|][ ona

Hy =1 <log %)::inf{s‘ ps=log E I}

T.n= Sup oy, .= inf .
& &
s§r<10g m) sgr(log rz—!)

ct

En appliquant la formule (1) & W=w on obtient donc

P[a<gT (= T(z)—b]
[ 4 . (Qk+1)nb Qk+1)2 72 P
‘E[Eo(zkﬂ)ns‘“( b—a )‘”‘p<_ 2(6—a)? f(l"gm))]'

On utilise alors la formule bien connue: pour 1> 0,

Elexp(—At(@)]=exp(—|al|/2 )

et on arrive au lemme suivant ou, pour alléger la notation, on écrit % a la
place de 07, resp. 0%_a la place de nga(z) (cette notation sera utilisée constam-
ment dans la suite).

Lemme 2 Pour tous ze C\ {0}, €]0, |z|[ et a<0<b,

~ 4 Z 1 . (Qk+1)mb\ [ & \EktDz
<HE <fE < —_ E R — b-a
(2) P[a=é5=0 g:b] T :Ozk Sln( >(lzl> *

+1 b—a

De plus, la loi de HAsz— GV’TE a pour densité sur R ,
4log*(|z|/e)
3o (P 100 1)
x> sh (x log . )

Remarque. Nous utilisons la notation frangaise sh x=3(e*—e™%).

Joa(X)=
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Démonstration. La premi¢re formule découle des arguments précédant Pénoncé
du lemme. Ensuite, soit g(a, b) la densité de la loi du couple

(07,. 0%).
Alors,
X (4]
P05, — 05 <x]=[db | dag(ab)
0 b—x
=4 z (fdb( (b—x)co M+(1Ogl_z_l>
k=0 \o X &

. @k+Dmb CLERIES

S F L
. 1 1 lzI\ [ & 2’“;_1)’5
=8 Z ((2k+1)2 2 0kt )n 10g?)(ﬁ> '

Ensuite, en dérivant par rapport a x, on trouve

fze(x)——log ('i‘) y (!Zl)M_ 4log(z|/2) -

x3 sh( log 12 !)

Si on suppose |z]=2¢, la fonction f, , est bornée par une constante indépen-
dante de z et ¢. Cette remarque nous sera utile plus tard.
Nous cherchons maintenant a estimer des probabilités de la forme

Plas 67, <05 <b, 07, —07,=c],
ou a<<0<b et 0<c<b—a. Avec les notations de la preuve précédente, on a
d’abord
Plas0;, <05 <b, 05 — 05 <c]

bac

=Pla<05 <07 <(a+c), ]+ | dy j dxg(x, y).

{ate)+ y—c

D’une part, le lemme 2 entraine

4 Qk+D)ra+c), )(L)M
T .

2 2k+1 ( c Iz]

Drautre part, en utilisant a nouveau le lemme 2 on a pour a<0 et y>0,

0 2 1 B QRk+Dny
5 dxg(x, y)—4k§0 G_a? ( acos <ﬁ——>

Plag0; <07 <(a+0) 1=

y—a

+sin((2_k+ﬁfl)10glz{>( )(21;:)“.
y—a 1ZI
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On prend a=y—c puis on intégre par rapport a la mesure de Lebesgue sur
[(a+c)+, bAc]. On ajoute ensuite le premier terme ci-dessus et on arrive apres
quelques simplifications a la formule

() Plas0; 205 <b; 07 —07, =c]

-3 (iyktw {(sz e {(c+a)+ sin G D2+

=0 \lZ| c

+le—b), sin (2k+l)n(c~b)+}

Cc

4 Qk+1)n(c+a), @k+1)n(c—b),
+(2k—|—1)2n2{ s c +eos c }

(120 )

A partir de maintenant et jusqu’a la fin de ce travail, on fixe deux constantes
me]0, [ et Me]4, co.

Lemme 3 1] existe trois constantes C;, C;>0 et pe]O, %] telles que, pour tout
z avec m=|z|EM, pour tout ¢€]0, p[ et tous ac[—n/2,0], be[0, n/2] avec
b—a>mn/2, on ait

Sasbs—/

iz 2n)(b—a—§)sz|logs|§P[a§é:§91§b,éa—éagn/zj
5

<Cy(1+(b—a—mn/2)|logel) >
En particulier, pour a= —n/2, b=7/2,
P[0z — 05 <m/2] < C; * |logel.
Démonstration. On prend ¢ =r/2 dans la formule (3) pour obtenir
Pla<f; <07 <b; 05, — 07, <m/2]

8 2
=d(s z, a, b) sz—p (cos2a+cos2b) (%) log Izl
z| g

ou la fonction ®@(e, z, a, b) est uniformément bornée sur I'ensemble {¢<|z|/2}.
Ensuite, on écrit
. T
—(cos2a+cos2b)=2cos(a+b)sin (b~a—§).
L’encadrement du lemme est maintenant facile a obtenir, en remarquant que
cos(a+b) est minoré par une constante strictement positive sur I'emsemble

{—2n/5<a<b<27/5; b—a>n/2} (on pourrait bien sir remplacer 27/5 par
nimporte quel réel positif strictement inférieur a 7/2). [J



Points ¢dnes du mouvement brownien 237

Lemme 4 ] existe une constante C' telle que pour tout z avec m=|z| <M, pour
tout €0, m/2] et tous ue[0,1], ac[—n/2,0], be[0,n/2] tels que 0=b—a
—n/2<|loge| ™Y, on ait

. ~ T
< Pz <Pz o<he < fz _ (= < 2
P[aZH VS05. <b; ) [logsl"g g 522 <C'ug*,
[ __é i b— Togel !_ 0%, < b <Cue?,
P[a< <a+——— 0% < E—_<C’u52
=T |1 ogel|’ 2_2

Démonstration. Soit v la mesure sur R, définie par
v(4)=Plasb; <07 <b; 07 — 05 eA].

En dérivant par rapport a ¢ la formule (3) on obtient que v admet pour densité
sur intervalle ]0, b—a]

he)= i (i)(zk:rl)n {—%(a(c—l—ah cos 2k+Drm{c+a)y

k=0 \IZl c

—b(c—b)4 cos

c

(2k+1)n(c—b)+)

Rk+ 1) m(c+a),
c

4 .
+E§ ((c+2a) sin

+(c—2bh)sin

(2k+1)n(c—b)+>lo [l
C £ &

+;43_<COS (2k+1):(c+a)++cos (2k+1):(c—~b)+)log2 ;%1}

Observons maintenant que, sous les conditions de 'énoncé,

'cos w(c+a), + cos n(c—b)y <2 lcos nllc+a), +(c—b),)
c c 2¢
< 7:((c~l~a)+—I—(c—b)Jr)_ES 50
= 2¢ 217 |logg|
our X — ! 1l en découle que pour tout ce| -~ L=
PouL 5 — g = ¢ ~2 que p 2 Jloge|’ 2

h(c) < Clloge| &?

et il suffit ensuite d’intégrer cette majoration entre /2 —u|loge|™* et n/2 pour
obtenir la premiére inégalité du lemme.
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Pour la deuxiéme, on observe que, d’aprés la formule (2),

T X, u
Plb—=<# :b— <0 <
[b 2= r.; b [loge|= T b]
4 2 1 . & \2Q@k+1)
= 2 —_—
+ L zerr ek ()
u
' 2(2k+1)(b—‘“0g8]) T,
-—S8in o (17>1 —2u/(n |log e|)>
 nlloge]
<Cug?

grice a la majoration
82 _ 82/(1 —2uf(nlogle|)) é Cu 82 .

La troisiéme majoration du lemme est ensuite obtenue de maniére symétri-

que. [

Nous sommes maintenant en mesure d’établir ’estimation-clé de ce paragra-
phe. On se donne un réel r>2 et une suite (g,),. définie par

€n =20
ol g4€]0, p[, p étant défini dans le lemme 3.

Proposition 5 On peut choisir r > 2 assez grand de fagcon qu’il existe des constantes
u>0, n>0 et C", indépendantes de &,, telles que, pour tout neN et tout z avec
m<|z|S M,

N u A i £,\? |log3n|)_n
P T " < g <l <o) (28
[kOO {2 I]Og 'gkl - Tsk o= 2}:|— (80) (“Og SOI

Démonstration. On fixe z avec m<|z| < M et on note E, (u) ’événement

u Z
B =5 w505, 05, S}

Pour 0<u'Zu=1 on pose
n—1
@, (u, u) [ﬂEk(u )N E,( u)]

de sorte que nous cherchons a majorer @, (u, u).
On commence par majorer ¢,(u, u') en appliquant la propriété de Markov
forte au temps T, _, et en distinguant les deux cas suivants.

n =

N 74 T u’
: z _f= >v_ - .
W O, _,—0%, 25 loge| 2 rlloge, |
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Aprés un changement d’échelle correspondant a une homothétie de rapport
1/e, 4, on peut appliquer le lemme 3 avec

N 7 n g
— Gz —_— — (= — = n
a=0r, -5, b §T£"A1+2a B=, <P

En notant (&) la filtration canonique de B on obtient la majoration

2 1 2
- §C2 &y 1+u/l Og‘gn/gn*1| §2C2 &y
not Ep—1 “Og Sn[ én—1

valable sur I’événement considéré en (i).

P [é;sh—ég <5

i A 2 T u
(11) Te, gTs < 2 “Og gnl N

1 n—1

Pour que l'événement E, (i) soit réalis¢, il est alors nécessaire que I'on ait
2 >0z oufi <0% ouencore les deux a la fois.
&n fn—1 &n fn—1

On fait le méme changement d’échelle que dans le cas (i) et on remarque
que si u<(r—1)"! 'hypothése du lemme 4 est vérifiée pour

5 T n g
=z —_— = G — = n
a=0p,  —5, b gsrl—kz, 6=-

n—1
En effet, sur E, . (),

—Du
0sb—a-2=2s, 0 )sp =l '
2 ( T‘:n-l)_—“OgSn,ll Iloggn/gn‘*l|

On utilise le lemme 4, la premiére majoration s’appliquant a ensemble

05, >0, 05, <0, )
la seconde a "

05, >0, 05, =0, }
et la troisiéme a ” e "t

{05, =07, 07, <07}

On obtient ainsi, sur Uintersection de E,_,(u) et de 'événement considéré en
(i1), 'inégalité

2
PIE,)| F, 1<3CW (88_> .
n—1

En regroupant (i) et (i) on aboutit a la majoration:

I 2 2
q)n(ua u,)é(pn—l< ) 2CZ (8 . ) +q)n-—1(ua u)'3clu, (8—82*) .
n—1 n—1
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Nous allons déduire la proposition de cette majoration. On pose d’abord
W, (u, w)=e¢, % @,(u, ) de sorte que

lpn(u: u/)ézcz lpn-l (ua %)+3C, u’ lpn—l(ua u)

En particulier,

Y, W) S2Cs o ( )+3cwn ()
d’ou:

¥, (u, u)<2C2<2C21//,, 2( )+3C/ ll/n_z(u,u))+3C’ulpn,1(u, u.

En raisonnant par récurrence on obtient:

b, 9 S o (15 +3C'w i(z S st

Gréce au lemme 2, et 4 la remarque suivant la preuve de ce lemme, on a

xﬁ0<u,%):852P[g ——M— » — 0z _—] Keg u

r llogeol* r|log &g

pour une certaine constante K. On peut donc trouver une constante C; dépen-
dant seulement de C', telle que

bl u)<csu"f (2C

) Vst ),

avec par convention ¥ _, (u, u)=¢g .
On fixe maintenant les valeurs de r et u de fagon que

1 1
> <
rz8C,, u= m1n< ' IC )

Alors,

n+1

I S Y. 5 i)
k=1

et une récurrence immédiate, utilisant la majoration ¥, <ey , conduit &
Vau, w)<eg?2™",  VnelN.

C’est le résultat annoncé. [
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Corollaire 6 Supposons que r et u sont choisis comme dans la Proposition 5. Soit

E={ze@;m§|z|§M—1,et anO,Vngno,%~2—“(%s—I§0‘;5 —ngs é%}

Alors, P(E=0)=1.

Démonstration. 11 suffit de montrer que, pour tout n, =1 fixé, aussi grand qu’on
le souhaite, si

u
=

Er:{zeﬂj;m§|z|§M—1etVngno,g~m A%En*‘*g?[cnég}

ona P(E =0)=1. Soit
T=inf{¢t=0, B,eE} (inf0=oo).

Remarquons que T est un temps d’arrét (C’est le début d’un ensemble optionnel).
De plus, sur {T<cwo}, on a BreE' cA4,,, cette derniére inclusion découlant
des résultats connus sur le comportement asymptotique des nombres de tours
du mouvement brownien plan.

A partir de maintenant, on raisonne sur 'ensemble {T<oo}. L’idée de la
preuve est qu'on pourra trouver pres de By beaucoup de points appartenant
a 'ensemble dont la probabilité est majorée dans la Proposition 5. On commence
par modifier la suite (¢,) en posant

! ¥l
8n - Sno +n (86))“ .
En notant z= By pour alléger, on a

T u A
N, Zo_ " < gz <Z
vnel, 5= oga =0 0,27

Puisque ze4,,, on peut choisir un céne ¢ de sommet O d’ouverture 7/2 tel
que

(B,0<t<T}cz—%

ouz—%={z—x; xe%}.
Fixons nz 1. Soit ye @ tel que les deux conditions suivantes soient satisfaites:
(i) y—ze¥
(i) ly—z|< e -
Notons qu’on a alors

T2 T, (v
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Fig. 1

pour tout ke{0, 1, ..., n+ 1}. Pourvu que n, ait été choisi assez grand, on obtient
aisément (cf. Fig. 1) que pour tout ke{0, 1, ..., n}, la condition

A T u
AR LA R —
Tl TTE=0 " 2 log €|
entraine
Y/ Uu

oy _ i A
0Ts,'{(y) gTe;((y)= 2 |10g 8;(1 '

De plus, puisque T=Ty(z) = () on a grice a la condition (i)

= 8n+1

Gy — <_
Topsn Tepoy = 2

Posons
Hn'_“{ye(]:;mél))léMs A%‘a’+x_gy égs

N T u
S AL .
et Vke{0, 1, ..., n}, O, 9T£k_ 5 Jiog 8“}

Drapreés les remarques précédentes

E[m(H,)1 2 P(T<w) J @)

D’autre part,
E[mH)]= | dyP(yeH,).

m=iy| =M
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On majore P(yeH,) en utilisant la proposition 5 et la propriété de Markov
forte en T, (y). On observe que, d’aprés le lemme 3 et un changement d’échelle

convenable,
Ay v T Ent1)\
p Topsr T5h+1§5 JT%()’) =C I
A < i 1 . .
sur I'ensemble 4 6%, — yTE‘lngm . On obtient ainsi:
n Hog e[\ ™"
P(yeH, )<cc"< “) (
{log &5
d’ou

E[m(H,)]1=Clloge,| "(e,+ 1)

En comparant cette majoration avec la minoration précédente, et en faisant
tendre n vers + oo on trouve P(T<o0)=0. O

3 Preuve du théoréme 1

Dans cette partie nous allons établir le théoréme 1 en montrant que p.s. 4,, =0.
Remarquons que 4, peut aussi étre défini comme

An/z—-{zeﬂl\{O} ¥nz0, 05, —0%, _2}

ou (g,) est la suite considérée dans la partie 2 (on pourrait ici prendre n’importe
quelle suite décroissant vers 0).
Il suffit de montrer que p.s. 4,;, " K =4, si K est le compact défini par

K={zeC;m<|z|=M—1}.

Nous avons d’abord besoin d’un lemme qui précise la fagon dont le mouve-
ment brownien s’approche d’un point ze4,,.

Lemme 7 P.s. pour tout ze4,,, " K, pour tout n assez grand,

sup |B,—z|Ze
te[ T, {2}, To(2)]

n—1-

Démonstration. Pout tout n= 1 soit

A"={zed,;, NK; sup  |B,—z|>¢g,_,}
telTe, (2). To(2)]

de sorte que I’énonceé du lemme 7 équivaut a:

p.s. lim sup A*=4.

n—*ow
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On pose, avec un petit abus de notation,

L(@=T,(2, S,@=inf{t=T,(2);|B,—z|Z&,-.}

T;I’(Z):lnf{tgsn(z)a |Bt_Z| §28n}5
puis
713

F,,:{z; mélzléM, O?H(z)_é";"n(z)éi

. . 7
et sup 62— inf 6 —}.
(Sn(2), Th(2)] el Ta@l 2

En toute rigueur 67 peut ne pas étre défini pour se[S,(z), T, (z)], si z est un
point de la courbe brownienne. Ceci ne préte pas a conséquence dans les raison-
nements suivants ou seule intervient la mesure de Lebesgue de F,.

D’apres le lemme 3,

A i
Z 2
P[ Tniz) ?‘n(z)é—z{lécgn ]10g8n|

ot la constante C ne dépend pas de z tel que m=|z|<M. Ensuite la méme
estimation et la propriété de Markov forte en S,(z) donnent

e 2
Fe olzc—m
nw(z) | = & 1
n—

On en déduit lexistence d’une suite (g,) avec ) o,<co telle que, pour tout
z vérifiant m<|z| <M,

T
2

En

log

P[ sup 02 — inf OIZ
[S.(2): Tin(2)] [Sn(2), Th(z)

Sp—1

P(zeF)<o,el.

En conséquence,
E[Y & *m(F)] <.

Supposons maintenant A" non vide et prenons ze4”. Notons € le cone
d’angle 7/2 de sommet z qui contient {B,, t<T,(z)} et €' le cdne symétrique
de % par rapport 4 z. Alors tout point ye¥’ tel que |y—z|<e, est dans F,.
On a donc

% & PLA"+0]<E[m(F)]
d’ou
Y P[A"+0] <0

ce qui entraine P[limsup 4"=0]=1. [
Nous complétons maintenant la preuve du théoréme 1. On introduit le temps
d’arrét
t=inf{r=0; B,e4,,,nK}.
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Fig. 2

Dans la suite du raisonnement on se place sur I'¢vénement {t<oo} et, a l'aide
de la propriété de Markov forte en 7, on va chercher a minorer
Ply EAEE/2|‘9¢.‘:

ou y variera dans un sous-ensemble du plan convenablement choisi, et 47,
est un ensemble de points cones s-approchés, défini par:

A T
Asp={y;m=<|y[£M, 9&—6‘%;5} _

On écrit z=B,. D’aprés le lemme 7, pour n assez grand,
{B. T, (<t=1}

est contenu dans le disque de centre z de rayon &,_; noté D{(z, ¢, _,).
De plus le corollaire 6 entraine qu’il existe une infinité de valeurs de # telles
que
N e u
0 —07 <o
Ten  "Ten =2 2loge,]

On obtient ainsi qu’il existe une suite strictement croissante (1), telle que
les deux propriétés précédentes soient vérifices le long de cette suite. On peut
supposer que la suite (r,) est %-mesurable et que ny =4.

Alors pour tout k on peut trouver un cone de sommet z, de la forme

€7 — — ig. > . SE—#‘
fi {y z—re;r=0,10 9k|_4 4|10g8nk|}
tel que

{B,0=t=<t}c¥ UD(z, &, ).
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Posons maintenant
i0 n
D= y=z+re¥;e, ,Sr<e, s, |9—9k[§§ .
On voit facilement (cf. Fig. 2) que si ye %,

. TE u
(@ uD(z snk-l))cféz=={y—re”; r20, IG—Qk'érm}'

Il en découle que, si p>n,

Plyeds,| %]

est minorée par la probabilité qu'un mouvement brownien plan partant de z
atteigne le cercle de centre y de rayon ¢, sans &tre sorti d’'un cdne de sommet
y d’angle n/2, contenant %y Pour évaluer cette probabilité nous utilisons la
minoration du lemme 3, aprés un changement d’échelle convenable. Si y—z
=|y—z|€" (avec |y—0,| < /), cette minoration est appliquée avec

T u T u

a= ___—'*T_(V_Hk)a b=z+4|ngnkl—(V—Gk)-

Remarquons que la condition —27n/5<a<b=27/5 est satisfaite. I vient donc,
toujours pour ye%Z,,

u £y |y —z|
Plyedi;| F12Cs 5o |(1y—zr> o

ey |log e,

2 oga] ;
[logs,, =]

En intégrant par rapport a y sur &, on obtient

C dr _
E[m(Zy,n 4%, r]_11 exlloge,| | 7=Cef,|10g8p|

Enp -2

pour une constante C>0 indépendante de k et de p. Les ensembles &, sont
par construction disjoints. En sommant sur k, 4 p fixé, on trouve

E[m(Ap,)| 1= Cellloge,| Card {k; n,<p}

d’on aussi
E[m(4%,)]12 Ce} [loge,| E[1 <) Card {k; m <p}].

Si on suppose P{t < 00)>0, cette minoration entraine

lim inf(e2 |log e, ) ™" E[m(425,)] = + co.

p7®©
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Or la majoration du lemme 3 entraine

EDnizal= | dyp|6-05,25|sca ool

mZ|y| =M

On obtient une contradiction qui compléte la preuve du théoréme 1. [
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