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Introduction 

Nous nous plagons dans le cadre de la th6orie des processus/t deux indices telle 
qu'elle a 6t6 d6velopp6e par R. Cairoli et J.B. Walsh dans [2]: sur un espace 
probabilis6 complet (f2, ~ ,  P), on se donne deux filtrations (~l)s> 0 et (~2)t__> o 
v6rifiant les <<conditions habituelles>>, ainsi que la propri6t6 de commutation 
not6e (F.4) dans [2]: pour tout point (s, t), les op6rateurs E(. I ~  a) et g ( . l ~  z) 
commutent. Sous ces hypoth6ses, C. Dol6ans et P.A. Meyer ont montr6 dans [6] 
comment un th6or6me de projection pr6visible pouvait atre ramen6/t l'existence 
d'une version limit6e ~t gauche pour des martingales born6es g deux indices. 
Nous nous proposons de prolonger cette 6tude: dans une premi6re partie, nous 
donnons des th6or6mes de section, puis de projection pr6visible et optionelle, 
droite et duale, pour des processus/~ un indice d6pendant mesurablement d'un 
<<bon>> param~tre. Cette 6tude reprend les r6sultats de [8], par une m6thode 
diff6rente. Dans la seconde partie, en nous appuyant sur des r6sultats tr6s 
r6cents de r6gularit6 des martingales/t deux indices [1, 9, 10], nous donnons les 
th6or6mes de projection droite et duale, pr6visible et optionnelle associ6s aux 
processus /t deux indices. Enfin, dans une troisi6me partie, prolongeant l'6tude 
de [7], nous donnons des th6or6mes de section, pour ces diff6rentes tribus, par 
des <<lignes d'arr~t faibles>>, puis des r6sultats d'annongabilit6 de d6buts compa- 
rables ~t ceux que l'on connait pour les processus ~t un indice. 

Nota t ions :  nous suivons pour l'essentiel celles de [9]; si z = ( t l , . . . , t n )  et 
z ' =  ( t ' l , . . .  , t'n) sont deux points de IR", nous noterons 

et 
z<=z' <=> V i, ti <=t' i 

z < z '  <::>Vi, t i < t '  i. 

Nous emploierons sans autre commentaire les notations [z, z'], ] - o %  z], pour 
les intervalles, etc . . . .  On dira qu'une fonction f :  lRn~ ]Rest limitde d droite (en 
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abr6g6 Idd.) si 

V z e 1R", lim f(z') existe. 
z' ~z, z' > z 

Si cette limite vaut partout f(z), on dit que f est continue g~ droite (cdd.). Dans 
ce cas, on a en fait 

Vz slR", lim f(z')=f(z). 
z' ~z, z' _-> z 

A partir du second chapitre, nous ne nous int6resserons qu'au cas n--2:  nous 
dirons alors que f est limit& d gauche (ldg.) si 

V z ~ IR z, lim f(z') existe. 
z" <z,z'~z 

Et de mSme, qu'elle est ( - ,  +)-limit& si 

V (s, t) ~ IR 2, lim f(s', t') existe. 
s'<s,t '  >i,(s',t ')~(s,t) 

Nous d6finissons de fagon sym4trique la notion de fonction (+ ,  -)-l imit&, et de 
mSme que plus haut, nous parlerons de fonction continue/t  gauche, etc. 

Supposons que l'on se soit donn6 un espace de probabilit6 complet (O, Y, 
P): un processus X: O x 1R"~ IR sera dit lad., cAd., etc.. . ,  si, pour presque tout 
616ment co de f2, la trajectoire X(co,.): E ~ ] R  est lad., cad. etc . . . .  Cela s'4tend de 
maniSre triviale/i des processus dhfinis seulement sur une partie de O x ]R". 

Si l'on s'est donn6 sur (O, ~-, P) une filtration (~)s__> o v6rifiant les conditions 
habituelles, ID(~.) (resp. ~(o~.)) d6signera la tribu optionnelle (resp. pr6visible) 
sur O x IR+. 

Pour tout pavage J sur un ensemble E, on notera Ja(resp. J~) le pavage 
stabilis6 de J pour l 'op6ration d'intersection (resp. de r6union) d6nombrable, 
et ~I(J)  la classe des ensembles J-analytiques.  

Pour tout espace topologique E, ~(E)  d6signe la tribu bor61ienne. 
Dans la premiSre partie, nous consid6rons un espace mesurable (g, 3-) de 

param6tres, que nous supposons souslinien (dans les parties suivantes, ce sera 
(IR+, ~3(N+)). D6signons par ~ la projection canonique: O x]R+ x']I'~O. On 
dira qu'un processus X:  O x 1R+ x IF--* ]Rest  &anescent si P0z{X@0})=0.  Une 
partie A de g2 x IR+ x ~  est Ovanescente si son indicatrice 1A est un processus 
6vanescent; deux processus sont dits indistinguables si leur diff6rence est un 
processus 6vanescent. Nous d6signons par ~ la tribu constitu6e par les ensem- 
bles (o~ |  qui sont 6vanescents ou de compl6mentaire 6vanes- 
cent. Pour toute sous-tribu 9I de ~ |  nous notons ~(9.I) l'espace des 
fonctions born6es ~I-mesurables, et ~(9.I) son quotient par la relation 
d'indistinguabilit& 

Comme dans [81, nous d6finissons les tribus optionnelle et pr6visible de 
processus d6pendant d'un param6tre: nous noterons ~5 (resp. ~)) la tribu 
(!D(Y.) | 3") v ~ (resp. (~(~ . )  | J-)  v ~). 

Nous ajoutons A 11" un point, not6 oo (le contexte permettra de le distinguer 
du point A l'infini de ]R+, et la confusion ne pr6sente d'ailleurs aucun danger). Si 
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Z e s t  une v.a. d6finie sur f2,/t valeurs dans (IR+ x ~ ) u  {(oo, oo)}, nous appelons 
graphe de Z, et nous notons [Z], l'ensemble des points (co, s, t)~lR+ x ~I" tels que 
(s, t)=z(co). 

I. Th6or6mes de section pour processus d6pendant d'un param6tre 

Dans ce paragraphe, nous allons 6tablir un thOor~me de section par points d'arrdt 
pour des processus d6pendant mesurablement d'un param@re, et, comme appli- 
cation, nous 6tablirons des th6or6mes de projection et de projection duale. La 
d6marche est donc inverse de celle de [8]. Nous devons ~t un travail (non publi6) 
d'E. Merzbach pour le cas des processus /t deux indices, l'id6e d'utiliser des 
points d'arr6t. 

D~finition 1. On dit qu'une v.a. Z: Y2~(1R+ x ~ ) u  {(0% oo)} est un point d'arr6t 
(resp. un point d'arr6t pr~visible) s'il existe un temps d'arr6t S, une v.a. ~s- 
mesurable T (resp. un temps pr6visible et une v.a. ~s_-mesurable) tels que l'on ait 
T(co)= oo si S(co)= + o% T(co)* oo si S(co)< + 0% et Z(co)=(S(co), r(co)) pour 
tout co. 

I1 est assez facile de voir (cf. la fin de la d6monstration du th6or6me 1, et la 
remarque qui suit) que les points d'arr6t (resp. les points d'arr6t prdvisibles) sont 
identiques aux variables al6atoires Z qui apparaissent dans la d6finition suivante. 
Le lecteur peut donc, s'il le d6sire, y supposer simplement que Z y est un point 
d'arr6t (un point d'arr6t pr6visible), et omettre enti6rement cette nuance de 
d6monstration. 

D~finition 2. Soit A une partie de f2xlR+ x~ll'; nous dirons que A v~rifie le 
thdorOme de section optionneIle (resp. prOvisible) si: 

1) la projection re(A) de A sur ~2 est ~-mesurable  

2) V~>0, 3Z:  f2--*(R+ x ]F)w {(oo, oo)}, v6rifiant: 

[Z] e ~ (resp. ~)) 

[ Z ] c A  et P(~( [Z] ) )>P(~(A) ) -a  

Th6or6me 1. Tout dlOment A de 9.1(!~) (resp. de 9](~3)) vOrifie le thkorkme de section 
optionnelle (resp. prkvisible). Cela s'applique en particulier fi ~ et ~3 elles mdmes. 

Preuve. Nous allons commencer par ramener le probl4me ~ une forme un peu 
plus simple. Nous ne traitons que le cas optionnel. 

1) A est le noyau d'un sch6ma de Souslin (As) ([5], app. au chap. III, n~ 
form6 d;hl6ments de ( ~ |  I1 existe pour tout s u n  ensemble H ~ j  ~ 
P-n6gligeable (donc appartenant ~t ~o) et un 616ment A'~ de !D | J -  tels que A set 
A'~ ne diff6rent que par un sous-ensemble de H~ • 1R+ x 7.  L'ensemble des suites 
finies d'entiers 6tant d6nombrable, l'ensemble H = U Hs est encore P-n6gligeable. 

s 

I1 nous suffit donc de construire une section Z' pour le noyau A' du sch6ma de 
Souslin (As), puis de remplacer Z' par (~ ,  oo) si cot/-/. Autrement dit, on peut se 
ramener au cas off A est (~  | J-)-analytique. 
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2) Puisque Cff, 3-) est souslinien, on peut supposer ([51, III, n ~ 20) que ~ est 
une partie analytique de la droite, munie de sa tribu bor4lienne. Mais alors tout 
616ment de ~ | J -  est ( 9  | ~3 (IR))-analytique, et donc ([51, chap. III n ~ 10) on peut 
se ramener au cas off 7y = IR. 

Passons ~ la d6monstration proprement dite. Soit B la projection de 
A~9~(~ |  sur f2 x IR+; alors B e s t  ~?-analytique ([51, chap. III, n~ 
Nous remarquons maintenant que le th6orhme de section optionnel usuel ([5], 
chap. IV, n ~ 84) est vrai, non seulement pour les 616ments de s mais pour les 
ensembles ~-analytiques, avec la mSme dhmonstration. I1 existe donc un temps 
d'arrSt S tel que 

E S ] c B ,  P { S <  + oo} > P ( u ( A ) ) - e  

(pour le c6t6 droit, remarquer que A et B ont m6me projection sur f2). 
Soit alors C={(co, t)~f2 x IR: S(co)< +o% (co, S(co),t)~A}. Lorsque 

A ~ ~ | ~3(IR), il est facile de v6rifier que C e ~s  | ~3(1R); un argument simple de 
sch6mas de Souslin montre alors que si A est (!D| C est 
(o~s | ~ (lR))-analytique. Le th6or4me de section usuel sans filtration ([5], chap. III 
n~ montre alors qu'il existe une v.a. T, h valeurs dans ]Ru{oo}, ~s- 
measurable et telle que 

(co, T(co))e C pour tout co tel que T(co)@ oo 

T(co)@ oo pour presque tout co tel que C(co)@0 

Posons alors Z(co)=(S(co), T(co)) si S(co)< + oo, T(co)@ oo, Z(co)=(+ o�9 oo) si- 
non. Le point (co, Z(co))=(co, S(co),T(co)) appartient ~t A pour tout co tel que 
Z(co)=t=(+ oo, oo) - en particulier, Z e s t  ~. valeurs dans (IR+ x ll ' )u {(+ o% oo)}. 
Le graphe [Z] appartient ~ !~ | ~-: en effet, il suffit de v4rifier qu'il appartient h 

| ~3(IR), or on a 

Enfin, il est clair que Z satisfait ~t la d6finition 2. Le cas pr6visible est identique: 
S est seulement un temps pr6visible, et T e s t  ~s_-mesurable. 

Remarque. Revenant h la d6finition 2, on peut appliquer le th6oreme de section 
au graphe de [Z] et en d6duire que, chaque fois qu'un ensemble A satisfait fi la 
d6finition 1, il admet des sections par points d'arrat (pr6visibles si A est 
pr6visible). 

Comme en th6orie g6n6rale des processus ~ un indice, les th6or6mes de 
section conduisent aux th6or6mes de projection: 

Th~or~me 2. Soit X (co, s, t) un processus appartenant ~ ~[(~- |  ~B(IR+)| J ) v  @1 
(que nous d~signerons simplement par ~). I1 existe alors un processus Y apparte- 
nant fi ~(~) (resp. ~(~)), unique 3 l'indistinguabilitd pros, et vdrifiant pour tout 
point d'arrdt Z (resp. tout point d'arrdt prdvisible Z )  on a 

E [X z 1 ~z, ,,oo, oo)}] = E [ Yz 1,~z * (~, oo)}]. 
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On dit que Y est la projection optionnelle (resp. pr&isible) de X, et on 6crit 
Y=Pe(X)  (resp. P~(X)). 

Nous n'insisterons pas sur la d6monstration, qui est classique: l'unicit6 
r6sulte du th6or+me de section, ainsi que la possibilit6 de d6finir Y par classes 
monotones h partir du cas off X (co, s, t) est de la forme X(co) g(s, t), off le th6oreme 
se r6duit ~t l'existence de bonnes versions pour les martingales ordinaires. De 
meme, il nous arrivera d'appliquer le th6or6me 1, sans autre commentaire,/~ des 
processus X positifs, non n6cessairement born6s. 

Enfin, les th6or6mes de projection conduisent aux th6or6mes de projection 
duale (dans [8], le cheminement 6tait inverse: les th6or6mes de projection duale 
venaient en premier, puis l'existence de projections, et un th6or6me de <<sections 
par mesures a16atoires>> venait en dernier). Rappelons les d6finitions de [8]: 

Une mesure al~atoire (int6grable) est un noyau # de (f2,~, ~ )  dans (IR+ x g ,  
~3(IR+)| positif, tel que #(co,.) soit born6e pour tout co de f2, et que 
E(#(1)) < + do. 

Deux mesures # et/~' sont indistinguables si, pour presque tout co, on a #(co,.) 
=# ' ( co , . ) .  

On dira que # est optionnelle (resp. prdvisible) si, pour tout H dans ~ le 
processus, croissant au sens habituel: 

Bs~(co) = #(co, [-0, s] x H) est optionnel (resp. pr6visible). 

Remarque. Lorsque ~=IR ,  la mesure al6atoire est entierement d6termin6e par 
son <<processus croissant associ6>> 

As.,(co) = U(co, [ 0 , s ]  • ] - oo, t])  

et il est clair que # est optionnelle (pr6visible) si et seulement si le processus A 
est mesurable par rapport ~t ~ ( ~ ) .  Plus g6n6ralement, on peut associer un 
<<processus croissant>> ~t une mesure al6atoire lorsque 1F=IR n, ] - o o ,  t] ayant 
alors le sens indiqu6 dans l'introduction. 

Comme d'habitude, pour tout 616ment X de ~, nous notons: 

{ # , X ) = E [  ~ X(co, s,t)#(co, ds, dt)] 
IR+x~ 

Th4orbme 3. Soit # une mesure al&toire ; # est optionnelle (resp. prOvisible) si, et 
settlement si : 

V X Eb { # , X ) = @ , P ~ ( X ) )  (resp. {# ,X)={# ,P~(X) ) ) .  

Preuve. Soient H u n  616ment de Y e t  By(co)=#(co, [0,s] x H); B u est optionnel 
si, et seulement si, pour toute martingale c~tdl/tg, born6e Z,, de variable 
terminale Z, et pour toute fonction bor61ienne g, on a 

e (Z y g (s) dBy) = e (5 Z,  g (s) dBy). 

Ce qui s'exprime encore: 

{#,x>={#,P~(X)) 

o/1 X(co, s, t) d4signe le processus X(co) g(s) 1H(t ). 
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Ce r~sultat nous conduit au th6or6me de projection duale: 

Th~or/~me 4. Soit # une mesure aIOatorie sur (2 x IR+ x'll'; il existe une unique 
mesure alSatorie optionnelle (resp. prSvisible ) norse P~ (/~) (resp. P~ (/~))~ teIle que: 

V X ~ d ;  { # , P ~ ( X ) ) = { P ~ ( # ) , X )  (resp. {#,P~(X))={P~(#) ,X)) .  

On obtient alors la forme duale du th6or6me 3. 

Th~orbme 5. Soit X un ~l~ment de ~; X est dans ~(!~) (resp. ~(~)) si, et seulement 
si, pour toute rnesure aldatoire # 

{ # , X ) = { P ~ ( p ) , X )  (resp. {# , X )= { P~(# ) , X ) ) .  

II. Processus a deux indices: Th6or6mes de projection 

Nous considOrons d6sormais, sur l'espace ((2,~,P) deux filtrations (~x)~>_0 et 
(~t2)t>_o, vOrifiant les conditions habituelles, ainsi que l'hypothOse d'ind6pen- 
dance conditionnelle (F.4) de [2]: 

pour tout (s, t), les op~rateurs d'espSrance conditionnelIe 

E(.[~v~sl ) et  E(.[~t 2) commutent. 

Traduisons dans ce cadre les notions introduites au chapitre 1: un processus 
X(co, s,t): P x IR+ x ~ +  --, IR est dit 1-optionnel (resp. 1-pr~visible), s'il est mesu- 
rable par rapport ~, la tribu O(~.  1) | ~3(1R +) (resp. ~(y..1)|  ~3(IR+)), augment6e 
des 6vanescents. Cette tribu, not6e 9 1 (resp. ~1), est donc la tribu ~ (resp. ~)  du 
premier chapitre, lorsque (f2, ~ P) est muni de la filtration ~.1 le second indice 
jouant le r61e du param6tre. 

Si nous 6changeons les r61es des deux indices, ainsi que les filtrations ~1  et 
~ 2  nous obtenons, sur P x IR 2, des tribus 2-optionnelle et 2-prOvisible, qne nous 
notons O 2 et ~2 (c'est alors le premier indice qui joue le r61e du param6tre). 
Nous pouvons donc d6finir sur ~ les op6rateurs de projection Po~,Po2, Pv~, Pv.  

Un 1-point d'arr~t (resp. un 1-point pr4visible) sera une application (S, T): 
--, IR 2 w {(oo, oo)}, telle que S soit un temps d'arrat de ~1~ T u n e  variable Ys ~ 

mesurable (resp. S pr6visible dans ~ ) ,  To~sZ mesurable). Les 2-points d'arrdt sont 
d6finis de mani6re sym6trique. 

Pour  tout  processus X(co, z )e& Po,(X) (resp. P~(X)) est caract+ris+ par la 
propri6t6 suivante: c'est l'unique processus born6 Y, 9rmesurable  (resp. ~i- 
mesurable) tel que l'on ait 

E IX(. ,  Z) llz,(oo ' oo)~] = E [Y(., Z) l tz ,  (oo" oo)}] 

pour tout /-point d'arr~t Z (resp. tout / -point  pr~visible Z). Comme d'habitude, 
runicitd se comprend <<~ un dvanescent pras>>. 

Une mesure al6atoire sur IR2+ est repr~sent~e par un unique processus 
croissant A(co, z), tel que E[A( . ,  oo)] < + oo. Tout processus croissant A admet 
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une unique i-projection duale optionnelle not6e P~(A), ou pr6visible, not6e 
P~,(A). Elle est enti6rement caract6ris6e par: 

V X ~ &  (P~,(A),X)=(A, Pe,(X)) (resp. (P~(A),X)=(A,P~,(X)) . )  

Pour tout point (s, t) de lRZ+, notons ~ , t = ~  a c ~  2. On dira qu'un processus 
X(co, z): ~2 x IR2+~IR est adaptd si, pour tout zeIR2+, X(.,z)  est ~-mesurable. 
Une martingale est un processus X tel que 

.Vze lR  2 E[X(~o,z)[< + ~  + ,  

.Vz<-_z', X(co, z)=E(X(vo, z')[~) p.s. 

Si sup~E(IX(m, z)Log + IX(c~,z)I)< + ~ (on dit alors que X est bornde dans 
L Log L), il existe une variable al6atoire Z s L Log L, telle que 

V z, X ( . , z ) = E ( Z I ~ )  p.s., et de plus sup:[X(o),z)leL 1 

Dans ces conditions, il existe une modification de X, unique ~ u n  6vanescent 
prhs, qui est continue ~ droite. Cette modification est, de plus, limit6e dans les 
quadrants ( - ,  +), (+ ,  - ) ,  ( - ,  - )  ([1, 9, 10]). 

Si l'on dhsigne par X~,t(co ) cette version, ces limites seront not6es respective- 
merit Xs, . Xs.t,X,,t, et nous conviendrons d'interprhter toujours le symbole 0 
comme 0, (ainsi X:0~_=X0.~ , etc ...). 

Th6or4me 6. Soient Y une variable bornke ~-mesurable, Xs. t la martingale 
continue bt droite E(YI~,t). Notons X, X+_, X +, X _ les processus (Xs.t) , 
(X~,~_), (X~_,t), (X~_,t_) respectivement. On a alors ~un ensemble Ovanescent pros 1 

a) P~, P~(Y)=P~o P~ (Y)= X 

b) P~ o P~(Y)=P~ o P~,(Y)=X__ 

c) P ~ o P ~ ( Y ) = P ~ o P ~ ( Y ) = X  + 

d) P~ o P~(Y)=P~ o P~(Y)= X_+ 

Preuve. D6signons par (Yt)t=>0 la martingale h un indice E [ y I ~ 2 ] ,  par (Yr) le 
processus de ses limites h gauche. On v6rifie alors aussit6t que 

E[-Y~I~a] =X~,~, E[-Y~I~I]=X~,t (p.s. pour s, t fixOs). 

Soit S un temps d'arrOt (resp. un temps pr6visible) de la filtration ~.1. On en 
d6duit que, pour t fix6, on a p.s. 

EEYtl~sl]=Xs, t (resp. E [Ytl ~s~_] = Xs_,t ) 

E[Ytl~s~]=Xs,~ (resp. E[~l~s~ ]=Xs,  t) 

Soit ensuite Tune  v.a. 6tag6e, mesurable par rapport ~ la tribu ~s I (resp. ~s~_) et 
telle que {S = + ~}  = {T= + co}; on en d6duit 

E[YTI{s<~}] =E[Xs, rl{s<~}] (resp. E[YTI{s<~}] =E[Xs_,rl(s<oo} ] 

E[Yrl{s<~}]=E[Xs, r_l~s<oo}] (resp. E[YTI{s<~}]=E[Xs_,T_I{s<~}] 

La notation ne distingue pas la v.a. Y du processus contant 6gal/t Y. 
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Approchant  T, du c6t6 convenable, par une suite de variables al6atoires 6tag6es 
mesurables pour ~s 1 (resp. ~s~_), et remarquant que Y est born6e, on 6tend ces 
formules ~ des variables al6atoires T non n6cessairement 6tag6es. Remarquons 
que (Yt) est le processus P~:(Y), (~) le processus P~2(Y). Les 6galit6s pr6c6dentes 
expriment donc que 

P~, oPe=(Y)=X (resp. P~, o P ~ ( Y ) = X _  +) 

P~ o P~:(Y)=X+_ (resp. P ~ o P ~ : ( Y ) = X _ _ )  

h condition de savoir que le second membre de chacune de ces 6galit~s est 
mesurable par rapport h la tribu appropri6e. Traitons par exemple le premier 
cas: il s'agit de dhmontrer que la fonction ((co, s); t)~-+Xs, ~(o9) est mesurable par 
rapport  ~t tD1, c'est ~t dire au produit de la tribu 1-optionnelle en (co, s) par la 
tribut borhlienne en t. Or ddsignons par t, la n-ihme approximation dyadique 
sup4rieure de t; on a 

Xs.,(co) = lim Xs, t.(co ) 
r l + o o  

et il est clair que le second membre est un processus i31-mesurable. 
I1 ne reste plus alors qu'/~ 5changer les indices 1 et 2. 
Une application directe du thhorhme des classes monotones donne 

imm6diatement, comme corollaire: 

Th6or6me 7. Les quatre types de projections i-pr~visible et i-optionnelle commutent 
entre elles et il en va de m~me pour les projections duales. 

Comme C. Dol4ans et P.A. Meyer Font remarqu4 dans [-6], cela entraine 
l'6galit6 ~ ,  r v ~ 2 =  ~,  et l'existence d'un op6rateur de projection pr6visible P,~ 
=P~oP~a2=P~2oP~. En effet, il est clair que ~ 1  ( ~ 2 .  Inversement, le 
processus X _ _  du th6orhme 6 6tant pr6visible, on montre par un argument de 
classes monotones que P~aoPm2(Y)=P~2oP~h(Y) est prhvisible pour tout pro- 
cessus mesurable born5 Y. En particulier, si Y est (~1 c~ ~2)-mesurable, on volt 
que Y est pr6visible (l'adjonction des ensembles 4vanescents aux diverses tribus 
joue ici un r61e essentiel). 

Nous allons consacrer la fin de ce paragraphe h l'6tude des r6sultats 
analogues pour les autres tribus. 

Ddfinition 3. La tribu ~ l  ~ 2  est appel6e tribu optionnelle sur (2 x IR2+, et 
not6e !i~. La tribu ~3x ~!D 2 (resp. ~32c~1) est appel6e 1-pr~visible, 2-optionnelIe 
(resp. 2-pr~visible, 1-optionnelle). 

L'op6rateur P~oP~ =P~ oP~ sur les processus sera appel6 op6rateur de 
projection optionnelle, et not6 P~. De marne, op6rateur P2~ ~ P~ = P~ ~ P*~ sur les 
mesures al6atoires ou les processus croissants sera not6 P*. 

L'6tude la plus importante est cetle de la tribu optionnelle: en th6orie des 
processus ~t un indice, on montre que celle-ci est engendr6e par les processus 
c/tdlfig, adapt6s, ou encore par les intervalles stochastiques IS, T[-. On montre 
aussi qu'une mesure al6atoire/~ est optionnelle (i.e. P~(#)=#)  si et seulement si 
le processus croissant associ6 A est optionnel. Nous allons 6tendre tous ces 



Th6or4mes de section et de projection 63 

rdsultats aux processus fi deux indices (mais la gdn6ration par intervalles 
stochastiques sera trait6e au paragraphe suivant). 

Th6or6me 8. a) Soit X un processus adapt6, dont presque routes les trajectoires 
sont continues ~ droite. Alors X est optionnel. 

b) Inversement, la tribu optionnelle est engendrde par Ies processus 
d6terministes de Ia forme f(s, t), off f est continue, par les processus 6vanescents, et 
par les versions continues ~ droite des martingales born6es. Elle est donc aussi 
engendr6e par les processus dvanescents, et par les processus adapt6s dont les 
trajectoires sont continues dz droite et limitdes dans les quadrants. 

Preuve. a) Soit N l'ensemble des m tels que X(o), . , . )  ne soit pas continue 
droite. En vertu des conditions habituelles, N appartient ~ toutes les tribus ~ ,  
donc X est somme du processus 6vanescent X~ Net  du processus Y = X N ,  qui 
est adapt6 e t a  routes ses trajectoires continues ~t droite. On v&ifie alors aussit6t 
que Y est mesurable par rapport fi ~ et ~ (cf. th. 6). 

b) Soit s la tribu engendrhe par les versions continues fi droite des 
martingales bornhes, et par les fonctions dbterministes continues (ou 
bor6liennes: cela revient au m6me). Le th6or4me 6 nous montre que la projec- 
tion optionnelle de tout processus constant Y(~o,s,t)= Y(~o), off Y est une v.a. 
bornhe, est ~'-mesurable. Cela s'htend aussit6t fi un processus de la forme 
Y(co, s, t) = Y(~o)f(s, t), off f e s t  bor~lienne born6e, puis (par classes monotones) fi 
un processus mesurable born4 Y quelconque. Prenant Y optionnel, on voit 
que Y est indistinguable d'un processus ~D'-mesurable, d'ofi l'6nonc6. 

Th6or4me 9. Soient # une mesure aldatoire, A l e  processus croissant int6grable 
associd d~ #. Pour que A soit optionneL il faut et il suffit que la mesure aI6atoire # 
soit optionnelle, i.e. que l'on ait 

E[~(X)]=EEu(P~(X))] pour tout X ~ .  

Preuve. D'apr4s le thhorhme 3, dire que # est i-optionnelle, i.e., que 

E[#(X)]  =ED~(P~z,(X))] pour tout X ~ d  

6quivaut ~t dire que A est un processus i-optionnel. L'hnonc6 est alors une 
cons4quence 6vidente des relations • = O 1 ~ ~)2, Pe = P~I ~ P~2 = P~z o P~I" 

Nous passons ~t la tribu 1-pr6visible, 2-optionnelle. Dans ce cas, la prhsence 
d'un facteur prhvisible nous permet d'expliciter des intervalles stochastiques 
engendrant la tribu. 

Th6or~me 10. La tribu ~1 c ~ 2  est engendr~e par les processus born~s, ( - ,  + )- 
continus et adapt6s. Elle est dgalement engendr6e par les processus 6vanescents, les 
processus ddterministes continus et les processus de la forme X~_,t(og), oh X est une 
martingale cd~d.born6e. C'est 6galement la tribu engendr6e par les processus 
~vanescents et les ensembles de la forme 

X(co,  z) = 1is ,s,l • L~<~, ~'<~)[ (z) 
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oi~ s<s '  sont deux constantes, et T et T' sont des temps d'arr~t de la filtration 
(o~,t)t__> o (on permet gl s d'etre <0, en convenant qu'alors ]s,s ']=[O,s']  et 

~,t=~,,). 
Preuve. Nous n'insisterons pas sur la premiere phrase de l'~nonc6 (qui se 
d6montre comme dans le cas optionnel), et nous bornerons /t montrer que les 
ensembles indiqu6s engendrent bien la tribu 1-pr6visible, 2-optionnelle, avec les 
processus 6vanescents. Notons !;t la tribu qu'ils engendrent. On v6rifie d'abord 
aussit6t que tout ~16ment de ~1 est un ensemble & la fois 1-pr6visible et 2-option- 
nel. Ensuite, il nous suffit de v@ifier qu'un processus d6terministe continu, ou 
une version de martingale de la forme X~,t, sont des processus !~l-mesurables. 
C'est imm6diat pour le premier type (avec des temps d'arrat T, T' constants). 
Pour le second, d~signons par f~(s) la fonction sur IR+ qui vaut k2 -n si s ~ I  k 
= ] k 2  -n, (k+ 1) 2-"] ,  et f , (0)=0.  Posons 

X~t(co)= ~ X(oo,f~(s)o t) 1,~(s)+X(co,0, t) l{o}(S ) 
k>0 

Alors X~t converge vers X~,t hors d'un ensemble 6vanescent, et X ~ est un 
processus tR-mesurable, car le processus/t  un indice X(co, k2 -~,.) est optionnel 
par rapport  ~t la filtration (~2  ~,,)t~o, et on salt que les tribus optionnelles 
de processus ~ un seul indice sont engendr6es par des intervalles stochastiques 
IT, T'[. 

Notation. Nous d6signerons par P +, P_*+ les op~rateurs de projection et de 
projection duale relativement fi la tribu 1-pr~visible, 2-optionnelle (on pourra 
utiliser les notations analogues P+ +, P_ _, P+ _ pour les autres tribus). 

Thfior~me 11. Soit # une mesure aldatoire, et soit A l e  processus croissant 
int~grable associ~. Pour que A soit 1-pr~visible, 2-optionnel, il faut  et il suffit que 
l' on ait 

E [ # ( X ) ] = E [ # ( P  +(X))] pour tou t  XE~[~lf-~J~) 2 

D~monstration identique & celle du th6or~me 9. 

III. Lignes d'arret et th6or6mes de section 

Nous btendons dans ce paragraphe le thbor~me de section pr6visible de 
Merzbach (th6orbme de section par lignes d'arrdt) aux trois autres tribus, et nous 
montrons que toute ligne d'arr~t pr6visible est annongable. I1 nous sera commo- 
de de poser ~ 1 = ~ 0 1 ,  ~==J~02 pour u<0 ,  et de travailler sur IR 2 au lieu de 
IR2. (cependant, nous interdirons la valeur - oo aux temps d'arr6t). 

Nous avons dbfini plus haut les tribus optionnelle, pr6visible, et 1-pr6visible- 
2-optionnelle. Suivant [9], nous dirons qu'un ensemble est progressif si: 

Vz~IR 2, A n ] - o o ,  z[e(o~ |  z[))ve. 

Les ensembles progressifs forment une tribu qui contient la tribu optionnelle. 
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Si A est une partie de ~2 x lR 2, nous noterons,  pour  tout  co de Q, A(co) 
= { z ~ l R  2, (co, z)~A}, sa coupe en co. Nous  ne nous interessons qu 'aux parties de 
~2 x 11t 2, born6es inf6rieurement par un 416ment fixe de N 2. Suivant [9], l'enve- 
loppe de A est l 'ouvert  al4atoire ]A, oc [ d6fini par 

] A , + o o [ ( c o ) =  0 ] z , + o o [  pour  tout  co E fL 
z E A(co) 

et le d~but de A est la fronti6re de ]A, + m [, qu 'on n o t e  O A. Puisque A est born6 
inf6rieurement, (O a Je fl) ~=~ (A =~ 0). 

Si A est progressif, ]A, + m [  est pr6visible, et [A, + o o [ = ] A ,  + oo[wD a est 
opt ionnel  d'apr~s le th6or6me 8. Donc  O A lui marne est optionnel.  On appelle 
ligne d'arr~t une partie progressive de (2 x IR 2, born6e inf6rieurement, qui est 
indistinguable de son propre  d6but (donc une ligne d'arrat est s implement un 
d6but d 'ensemble progressif). D'apr6s ce qui prdc6de, toute ligne d 'arret  est 
optionnelle. 

Plus g6n6ralement, on appelle ligne d'arr~t faible tout  ensemble progressif 2 
tel que 2 ~ D a. 

Si E = D  a est  une ligne d'arret, on appelle points expos4s de { les points 
minimaux dans l pour  l 'ordre < .  L 'ensemble des points expos6s est not6 d e (ou 
dA) et  appel6 dObut exposO de l ou A. Soit l', (resp. l;') la ligne obtenue en 
t ranslatant  l de 1/n vers le haut  (resp. la droite); on a d~=Ul  ( / ,w/,) .  On en 

d6duit sans peine les propri6t6s suivantes: 

- -  dA~A; DdA=DA; 
- -  si A est progressif, d A est une ligne d'arr~t faible optionnelle;  

- si D A appart ient  fi ~ (resp. ~1 c~ 92)  , il en va de mSme de d A. 

On dira qu 'une ligne d'arrat est ~tagOe si son d6but expos6 a toutes ses 
coupes finies; pour  toute ligne d'arr6t l, on d6finit les propri6t6s suivantes: 

- (~>l (co) )  ~ (z~]l, + oo E(co)) 

- (z>l(co)) <=~ (z~]l, + oo[(co)wl(co)) 

- (z< l (co) )  ~ ( zC [ l ,  + oo[(co)). 

Si l' est une autre ligne d'arr~t: 

- (/(co) =< I'(co)) <=~ (]/', + oo[(co)~]]l ,  + oo [(co)) 

- ( l ( c o ) < l ' ( c o ) )  . ~  ( [ l ' ,  + oo E(co)c] l ,  + oo[(co)) 

- (l=<l')<=~(p.s. Vcol(co)=<l'(co)), e tc . . .  

DSs lors, les notat ions [l, 1' [,]1, I'], etc .... se comprenennent  d'elles m~mes. 
On dira qu 'une ligne d'arr6t 1 est annonfable s'il existe une suite (l,),> o de 

lignes d'arr6t, telles que: 

0 ] z . ,  + o o [ =  Et, + o o E ;  

on dit alors que la suite (1,) annonce 1. Toute  ligne d'arr~t annonqable est 
pr6visible. 



66 D. Bakry 

Nous  allons d6finir une not ion similaire pour  la t r ibu ~31 ~ 9 2 ;  on appelera  
1-processus d'arrit ddcroissant (en abr6g6 1-pad) tout  processus (St),~a, ~ valeurs 
dans ] - oo, + oo], v6rifiant: 

1) V t, S tes t  un J~.l- temps d'arrat ,  et une v.a. ~ tZ-mesurable  

2) t ~ S t est un processus d~croissant,  con t inu / t  droi te  

3) l im St(co ) > - oo, St(co ) = + oo pour  t assez voisin de - oc. 
t ~ + O O  

On a une not ion  sym~trique (qu 'on appel lera  2-pad) en 6changeant  les r61es 
de s e t  t. En ver tu  de la relat ion de commuta t ion ,  pour  tout  t, S t e s t  en fait un 
temps d 'arra t  de la fi l tration ( ~ t ) s ~ .  

Les 1-pad (ou 2-pad) sont s implement  une autre  faqon de consid6rer les 
lignes d 'arrat ,  c o m m e  le m o n t r e  le l emme  suivant:  

L e m m e  1. a) Soit l une ligne d'arr~t. AIors le processus (S~) dffini par 

S l = i n f { s :  (s, t ) >  l} = i n f  {s: (s, t) s l} 

est un 1-pad (avec la convention usueIle in f (0 )=  + oe). 

b) Inversement, si (St) est un 1-pad, et si l e s t  le ddbut de l'ensemble des points 
(St, t) (t ~ II~), l e s t  une ligne d'arr~t, et on a S t = SZ,. 

Nous  dirons que le 1-pad et la ligne d 'arr6t  l sont associds 1' un ~ l 'autre. 

Preuve. Soit A = ] l ,  oo[; A est un ensemble  pr6visible, ouvert ,  tel que ( z~A ,  z<z ' )  
(z'~A). Soit o-t=inf{s: ( s , t ) eA} ;  la derni6re propri6t6 de A entraine que 

(t'___ t) ~ (o- t, < o-t); d 'au t re  part ,  le caract6re progressif  de A entraine que ~t est un 
temps  d 'arr6t  de la f i l trat ion (~@st)~. I1 ne reste plus qu'/~ v6rifier que S I = crt+, ce 
que nous laissons au lecteur. Tou t  point  expos6 de l = D  a est de la forme (S*t,t), 
de sorte que l est le d6but de l 'ensemble  des points  (S t,t), pour  t r6el, ou 
seulement  pour  t rationnel.  

Inversement ,  soit B l 'ensemble  des (St, t) pour  t rationnel.  On v6rifie que B 
est progressif, donc  son d6but l e s t  une ligne d 'arrat ,  et 1 est aussi le d6but de B, 
donc  de l 'ensemble  des ( S , t )  pour  t r6el. Nous  laisserons au lecteur la 
v6rification que S = S z. 

L e m m e  2. Soient L' ligne une d'arr~t, S le 1-pad associ~ gt 1; les propridtds 
suivantes sont dquivalentes : 

1) I ~ 1 ~ 2  
2) [I, + o 0 [ ~ 1  ~ 2 

4) V t, S tes t  pr6visible dans la fi l tration (~ssl)s~a 

5) V t, S t e s t  pr6visible dans la f i l trat ion ( ~ . t ) ~  

Preuve. I1 est clair que 1) <=> 2), car pour  toute  ligne d 'arr~t  l on a ]l, + o o [ ~ .  

2) , ~  3). Soit l~ la ligne d'arr~t d6finie par  (s, t) ~ l~ ~ ( s -  1/n, t) ~ 1. On a 

( ( s . t ) t ~ }  = (~ El, l.E=El, + ooE- . (U El,,, + ooE). 
n n 

et on v6rifie ais6ment  que El., + ~ E e g ~  c ~  2 pour  tout  n. 
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3) ~-4). Soit A-={(St, t)te~,} ; on a Ac~3~, et cela entraine que, pour tout t, 
{(co, s): (co, s , t )eA}  est prdvisible darts la filtration ~.J. Or cet ensemble est le 
graphe de S t. 

4) <=~ 5). I1 s'agit d'un r6sultat g6n6ral: si S est un temps d'arr6t de la famille 
( ~ ) ~ ,  pr6visible darts la plus grande famille ( ~ ) ~ a ,  S est aussi pr6visible dans 
la petite filtration. En effet, sout (Ms) une martingale born6e de la petite 
filtration; d'apr6s l'hypoth6se (F.4) c'est aussi une martingale de la grande 
filtration, donc E(Ms)=E(Ms_)  puisque S est prdvisible dans la grande filtra- 
tion. Comme M est arbitraire, S est pr6visible dans la petite ([5], chap. VI, th. 
62). 

4) *~2). I1 suffit de montrer que [1, + oo[e~3~. Or pour tout t, sa coupe en t 
est 6gale ~ [St, oe[-~3(~.~). Puisque 1~, + ~  est c/~d. en t, on en d6duit que[ l ,  
+ oo [ ~ ( ~ .  ~) | ~0R)=  ~1. 

On dira qu'une ligne d'arrat l est 1-annonfable s'il existe une suite (l,),> o de 
lignes d'arrat v6rifiant: 

1) Vn, El, +oo[<El.,  +oo[ 
2) Si S" (resp. S) d6signe le 1-pad associ6 ~t l, alors, pour tout t, $7 annonce 

St. 
On dit alors que la suite (1,,) 1-annonce l. On a dans ce cas d'apr6s 4) 

0 [ l , , + o o [ = [ I , + o o [  et l e ~ 3 1 c ~  2. 

Th~or~me 12. La tribu optionnelIe (resp. prOvisible, resp. 1-pr~visible 2-optionnel- 
le) est engendr& par les intervalles stochastiques [l, l' [(l < l'), off I et l' sont des lignes 
d'arr~t (resp. annoncables, l-annonfables) et par les ensembles dvanescents. 

Preuve. Traitons d'abord le cas pr6visible. ~3 est engendrde par les ensembles 
6vanescents et les pav6s A x ]z, z'], A e gzz. ~3 est donc engendr6e par les pav6s A 
x [z',z"[, A e ~ ,  z<z '<z" ,  et les ensembles 6vanescents. Or de tels pav6s sont 

de la forme [l, l'[, off le t  l' sont des lignes d'arrat annongables: prendre pour t le 
d+but de A x {z'}, et pour l' le d6but de A x {(s', t"), (s", t')} si (s',t')=z' et (s",t") 

Le cas de ~ l ( ' h J ~  2 se traite de la marne mani6re, en remarquant que 
~31 c~s 2 est engendr6e, aux 6vanescents pras, par les ensembles [7], T'[ • [s',s"[ 
off T, T' sont des temps d'arr6t de (~'~s.t)t~o, et s<s '<s" .  

Le cas optionnel est plus d61icat: Soit 9 '  la tribu engendr6e par les 
intervalles [l,l'[, off I e t  l' sont des lignes d'arr~t 6tag6es, et par les processus 
6vanescents; on a ~ 3 t c ~ 2 c ~ ' ~ .  D'apr6s le th6or6me 8, il suffit, pour voir 
que ~ '=!D,  de montrer qu'une martingale born6e, continue ~ droite, est s 
mesurable. Soient M~, t cette martingale, Ms,~, M~,~_, M~,~_ ses limites quadrantales, 
et soit 

(AM)~.t= M~,~- M~,t_- M~, t -  Ms, t + M~,t. 

Montrons d'abord que {[AM[ > 0 } ~ ' .  I1 suffit de montrer que, pour tout n" 

A~ = (1AMI > 1/n) n [ ( -  n, - n), (n, n)] e ~ ' .  
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Or, puisque les trajectoires de M ont des limites dans les quatre quadrants, 
toutes les coupes de A, sont finies, et il suffit donc de montrer qu'un ensemble 
optionnel A dont toutes les coupes sont finies est ~'-mesurable. D6finissions par 
r6currence: 

Ao=A,  lo=DA, "~o =dA 

Av+ 1 =Av'-. 2p, Ip+l =DAp+I, "~p+l =d  . . . .  ' 

Pour tout p, )'v et lp sont !D'-mesurables et on a A = U 2p. 
p=0 

D'autre part Ms, t=(M~,t+M~,t_--M~_,t_)l~AM=oi+Ms, tl(l~tl>o~; le premier 
terme est dans ~ ' ,  quant au second, il est 6gal ~t ~Ms,  t lA.  Comme pr6c6- 

n 
demment, il suffit de montrer que, si )~ est le d6but expos6 d'une ligne d'arr6t 
6tag6e, MI~ est ~'-mesurable. Or, si A est un ensemble progressif, on a 
Ac~2=dA~ ~ et donc Ac~2 est ~'-mesurable. 

Nous 6tendons maintenant aux autres tribus le th~or6me de section par des 
lignes d'arr6t faibles, dfi ~t Merzbach [7]. 

Th~or~me 13. Soient A un ensemble optionnel born~ infdrieurement, et 7c(A) sa 
projection sur s Pour tout ~ >0, il existe une ligne d'arr~t faible 2,ferm~e ~ droite, 
optionnelle, telle que .)~ c A et P {)~=~ r >= P(zc(A))- e. 

Si de plus A appartient gz ~ (resp. g~ ~ 1 c ~ 2 )  on peut supposer que 2 y 
appartient aussi, et que Dz est annonfable (resp. 1-annonfable). 

Preuve. Nous traiterons seulement le cas optionnel, les autres 6tant analogues. 
Soit J le pavage, stable par (u  f, c~f), constitu6 par les r6unions finies 

d'intervalles stochastiques [l,l'[, off I e t  l' sont des lignes d'arr6t born6es 
inf6rieurement par z, off z est tel que A ~ [z, oo[. Nous ne restreignons pas la 
g6n6ralit6 en supposant que z=0 ,  et nous nous restreindrons alors fi IR2+. 
L'algbbre engendr6e par J e s t  incluse dans ~r le d6but d'un 616ment B de ~r est 
une ligne d'arrat l, qui est aussi, puisque B e s t  ferm6 fi droite, le d6but de l c~B. 
Appliquons alors le raisonnement des th6or6mes de section ordinaires ([5], 
n~ p. 219): pour tout ~>0, il existe B ~ J ~  contenu dans A, et tel que 
P(n(B)) > P(n(A))-~.  I1 suffit alors de prendre 2 =D B c~B. 

Remarque. Dans le cas pr6visible, au lieu du pavage J ,  on travaillera avec les 
r6unions finies de pav6s de la forme A x [z,z'] (z<z', A ~ _ ) .  L'ensemble B e t  
la ligne d'arr6t faible 2 seront alors ferm~s. 

Voici le r6sultat principal de cette section. La d6monstration en est adapt6e 
d'une d6monstration de Cairoli et Walsh [3], montrant  l'annon~abilit6 de toutes 
les lignes d'arrat des tribus du processus de Wiener. 

Th~or/~me 14. Soit A un ferm~ al~atoire pr~visible (resp. 1-prdvisible 2-optionnel). 
Alors, le d~but D~ de A est annonfable (resp. 1-annonfable). En particulier, une 
ligne d'arr~t l e s t  annonfable (resp. 1-annonfable) si et seulement si elle est 
prdvisible (resp. 1-pr~visible 2-optionnelle). 

Nous utiliserons le lemme suivant, 6tabli dans [3]: 
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Lemme. Si (X:) ,~+ est un processus positif qui v~rifie 
1) V z ~ Q2 ; X= est ~,~-mesurable, 

2) z:~<' ~ x ~ > e ( X _ , l ~ ) . =  o 

Alors, pour tout z rationnel 

P ( i n f X r  X ~ > 0 ) = 0 .  
~<z 

Preuve du thdor&ne. Comme nous ne travaillons que sur des ensembles 
al6atoires bombs infhrieurement, nous ne restreignons pas la ghn6ralit6 en 
supposant que A(co) c ] 0 ,  0o[ 2 pour tout co. Commengons par le cas pr6visible. 

Soit # une mesure positive born6e su r  ~.2 6quivalente ~ la mesure de 
Lebesgue. Pour tout point z de ~ 2  posons 

G(co) = ~([z, + ~ [ c ~  [0,13 (co)), 

off I d6signe le dhbut de A, et soit X~=E(d:I~_). On a X ~ = 0  sur {ze If, oo[} e ~ ,  
et 

z=,<-' ~ d==>d.,_ ~ X~>E(X~,I.o~)>O p.s. 

Choisissons, pour tout z de ~ ,  une version de X=, telle que 

Vz<z '  X:>E(Xz,  I~)>O (partout), X _ = 0  sur {ze[l, oo[} 

Pour tout point z de 1R .2, posons alors 

~ =  lira sup Xz, (noter que Y~=0 sur {ze]l, oo[}) 
z '  < z ,  z '  Eff~2+ , z "  ~ z 

Montrons que {Y >0} c~A est 6vanescent. Puisque Y e t  A sont pr6visibles, en 
appliquant le thhorhme 13, il suffit de dhmontrer que, si 2 est une ligne d'arr4t 
faible incluse darts {Y>0}c~A, dont le dhbut l 1 est annongable, alors 2 = 0  p.s. 
Comme Y = 0  sur ]l, + oo[, on a 2 c / ,  et 11 >l.  Soit (l,*) une suite de lignes d'arret 
annongan t /1  et soit Y"(co)=p(]l~,/1](co)), qui tend vers 0 pour n--* oo. Pour tout 
rationnel ze]l~, ?] on a dz< Y" puisque l 1 >l ,  et done X,<E(Y"[~,~). D'aprhs le 
lemme maximal de Cairoli, quitte & remplacer la suite (l~) par une suite extraite, 
on peut supposer que sup~E(Y"[~)  tend vers 0 p.s.; alors on a aussi 
sup~Xzl]~,~,]~0 p.s., et enfin Y = 0  p.s. sur l 1, ce qui entraine que 2 est 
6vanescente. 

Soit alors A,={(co, z ) E Q x Q  2" X~(co)<l/n}. Nous allons montrer  que le 
dhbut I, de A, annonce l, ce qui achbvera la d6monstration du cas pr4visible. I1 
est clair que I, croit, et que I, < 1. Comme l=  D A et A est ferm4, tout point expos4 
z de l appartient 5 A; d'aprbs ce qui prhcbde on a Y~=0, doric ze]l , ,  oo[; on en 
d6duit que 1, < l, et il reste/t  prouver que la ligne d'arret l ' =  sup, l, est 6gale/t I 
p.s.. 

Or supposons le contraire: il existe alors un z rationnel tel que P{z~]  l', 
/[} >0,  donc d~llz, z ~ n'est pas n6gligeable, et X,l~z,.~ [ non plus. Mais par  ailleurs 
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si ze]ln, l[ pour tout n, on a infy~zXy=0, donc X z = 0  d'apr6s le lemme, ce qui 
constitue la contradiction cherch6e. 

Passons au cas off A appar t ient / t  ~31 c3~) 2. Nous reprenons le raisonnement 
pr6c6dent, mais en remplagant l 'ensemble if)z+ par l 'ensemble D = Q + x IR+ des 
points ((1-rationnels)); X~ est donc d6fini pour z ~D, et nous en choisissons une 
version telle que, pour tout (co, s) avec s rationnel, Xs," (co) soit une fonetion 
c/ldl&g, en t-ce qui est possible, car c'est une J.Z-surmartingale d'esp6rance 
continue. De marne, nous modifions la d6finition de ~ en posant, pour z = (s, t) 

Ys.t(co)=limsupXs, t(co), avec s ' ~ + ,  s '<s. 
S' ~ S  

I1 est facile de voir que ce processus est ~ t C ~ z - m e s u r a b l e .  Exactement 
comme ci-dessus, on montre  que { Y > 0} ~ A est 6vanescent, et que 1, 1-annonce 
l, le lemme du d6but de la d6monstration 6tant remplac6 par la propri6t6 
classique, suivant laquelle une surmartingale positive fi un indice conserve la 
valeur 0 g partir de sa premi6re valeur d'adh6rence nulle. 

Remarques. a) On aura not6 que la partie pr6visible du th6or6me 14 se d6montre 
sans faire appel aux r6sultats de r6gularit6 des trajectoires des martinales. 

b) Merzbach a anonc6 le th6or6me 14, comme corollaire du th6or6me de 
section pr6visible, mais sans indiquer sa d6monstration ([11], corollaire 2.9). I1 
en affaiblit m~me 16g6rement les hypoth6ses: si A est prOvisible (1-pr~visible 2- 
optionnel) et contient son ddbut Oa,  alors celui-ci est annonr (resp. 1- 
annonfable). En fait ce r6sultat se ram6ne au th6or6me 14, et il est vrai en 
supposant seulement que le d6but exposO d a est contenu dans A. Indiquons 
rapidement la d6monstration de ce point. 

Commengons par le cas off A ~ ~3 a w s Pour tout t, on a (St, t)~d a . Alors la 
coupe A; de A est dans ~3(~. 1) et continent son d6but S,, donc (r6sultat classique 
pour les processus/t  un indice) S~ est pr6visible dans la filtration ~..*. Le lemme 2 
entraine alors que Dace3  a c ~  2. Mais D A 6tant ferm6, le th6or6me 14 entraine 
que D A est 1-annongable. 

Si A est pr6visible, ce raisonnement entralne que D A appartient & ~3~ ~ 2  et 
~ 3 2 c ~  1, donc /t leur intersection ~3, et le th6or6me 14 permet ~ nouveau de 
conclure. 
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