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Introduction 

L'objet de ce travail est l'6tude des processus chang6s de temps d'un processus 
fortement markovien. 

Si C t est un processus croissant adapt6 ~t une filtration F t sur ~ satisfaisant aux 
conditions habituelles, on d6finit l'inverse & droite j de C par Jr(co) 
=inf{u[C,(co)>t}. On construit ainsi une nouvelle filtration ~ = F j t  qui est 
encore continue/t  droite et compl6te. 

En particulier si (Q, Ft, Xt, Or, (px)x~E) est un processus fortement markovien 
et C u n e  fonctionnelle additive de ce processus on sait que le processus chang6 
de temps (Q, ~,, (X jr), (Gjt), (px) xcE) est encore fortement markovien. Par contre 
si C n'est pas continue et si T d6signe un saut de cette fonctionnelle le processus 
chang6 de temps J(t( .)=Xjt( .)  est constant sur l'intervalle [Cr(.),(C r 
+sT cT)(.)[. 

I1 s'ensuit que ce processus est non homog6ne. Ceci conduit a introduire un 
processus a deux composantes dont la prmi6re est lin6aire sur les intervalles de 
type pr6c6dent, ce qui assurera le caract6re markovien du processus. Plus 
prdcisement on d6finit sur: 

O=IR+ x s un semi groupe (6t) d'op~rateurs de translation en posant 

~(,~,co)=(~,_~(co), 0~_,(co)) ot~ /~_~(co)= c~_~(co)-(t-;~). 
D6finissant alors )f~ par )(~(2, co)=(/~_~(co), Xj~_~(co)); on 6tablit que le 

processus (~, ~ ,  6t, Jr,, fi(~', ") = (~ | px)) est forternent markovien, (~ ) t~ .  brant 
une famille de tribu satisfaisant aux conditions habituelles et contenant la 
filtration naturelle de Jr. 

En fait ce r6sultat ne d6pend que du comportement de X et C sur 1'ensemble 
aldatoire/fir des points de croissance de C, et les hypoth6ses minimales pour sa 
validit6 s'expriment en terme de syst6mes r6g6ndratifs. 

Nous 6tudions ensuite le ~syst6me de Levy)) de X. 
Deux raisons nous incitent ~t en faire une 6rude directe: d'une part nous ne 

connaissons pas de conditions g6n6rales sous lesquelles Jf soit un processus 
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droit et surtout nous nous proposons de calculer des projections duales 
pr6visibles relatives ~t la filtration (~'~). 

La premi6re 6tape consiste en la description des ~" temps d'arrats totalement 
inaccessibles. Ceux-ci se d6duisent ais6ment des lY temps d'arrats totalement 
inaccessibles qui eux-mames se d6composent en trois types. Un premier type est 
li6 aux temps de saut du processus initial X que l'on suppose droit. Un second 
est li6 aux sauts de la fonctionnelle additive C; tandis que la troisi6me classe est 
en relation avec l'ensemble M des extr6mit6s gauche des intervalles contigus ~t 
l'ensemble al6atoire M. 

Soient f une fonction bor61ienne positive d6finie sur (~+ x E- /~)  2 nulle sur 
la diagonale e t / ~  = ~ f(J(~ , J?~), la sommation portant sur l'ensemble al6atoire 

s < t  

r6union des graphes des ~" temps d'arr~ts totalement inaccessibles. On montre 
que le calcul de la projection ~" duale pr6visible de/s  ~/( se ram6ne en fait grfice 
a un r6sultat de I-7] ~t celui de la projection F duale pr6visible d'un processus 
croissant K. 

La description pr6c6demment esquiss6e des F temps d'arrats totalement 
inaccessibles permet alors de d6composer K~ en somme de processus croissants 
dont on sait calculer les projections duales en utilisant les th6ories du syst6me de 
Levy et du balayage. 

I. Notations et pr61iminaires 

1) D4finitions 

Soit E un sous espace bor61ien d'un espace m6trique compact. On distingue dans 
E un point cimeti6re & On d6signera par N la tribu des ensembles boreliens de E 
et par N* celle des ensembles universellement mesurables. 

~2 d6signe l'ensemble des applications continues ~t droite de IR+ dans E qui 
conservent la valeur h apr6s leur temps d'entr6e dans {6} X~ et O r d6signent les 
applications coordonn6es et les op6rateurs de translations: pour tous (s,t)sN+ 
x IR+ et e)~f2, on a par d6finition: 

xs(co)=co(s), Xs(O~(~))= x~M~). 

On pose X~(co)= 8, O~(co)= [6], l'application constante sur ~. 
F ~ (resp. F~ ~ d6signe la tribu sur f2 engendr6e par les variables X~, s > 0 (resp. 

Xs,O<=s<~t). 
Si Pes t  une probabilit6 sur (f2, F~ F~ d6signe la tribu P compl6t6e de F ~ et 

Ft p la tribu obtenue par adjonction des ensembles P n6gligeables de F~ /t Ft ~ + 
= ~  o 

F t  -t- ~" 
~ > 0  

D'autre part on se donne pour tout x~E une probabilit~ pX sur (f2,F ~ et on 
suppose que P~=e[0~ et que l'application x ~p~(A) est N*-mesurable pour tout 
A s F  ~ Si 9l d6signe l'ensemble des lois de probabilit~ sur (E, N), pour toute # de 
91 on d6finit la probabilit6 p"= ~ I~(sx)pX par integration et on pose 

F " = F ~  ~, F~=F[" ,  F =  ~ F u, Ft= (~ F~. 
ttegl ,uEgl 
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La famille (Ft)~a+ est une famille croissante continue ~t droite de sous tribus 
de F. Pour tout t et tout # de 9l, F t contient les ensembles # n6gligeables de F. 

On d6signera par ~ le temps de mort du processus X '  

~(co) = Inf{t__> 0, Xt(co)~ [6]} 

est un F temps d'arr~t et X ~ - 6 .  
Soit (Ct)t~a+ un processus croissant, continu/t  droite, (Ft) adapt& On n'exige 

pas que C o_= 0, mais par contre on supposera que 

Coo = lim C t = C~. (1) 
t ~ O O  

On d6signe par M l'ensemble ferm6 al6atoire des points de croissance de C 
et par M le ferm6 droit al6atoire minimal d'adh6rence M. 

Tout point de M isol6/t droite dans M est aussi isol6/t gauche dans M. 
Nous d6finirons enfin les fonctions al6atoires suivantes: 

D t (co) = inf{s] s > t, (s, co) e~r} = inf{s [ s > t, (s, co) ~ M} (2) 

(on convient que inf(0)= + oo) 

Lt(co)=sup {s[ O < s < t, (s, o))e M } =sup {s[ O < s < t, (s, co)e M } (3) 

(avec la convention usuelle sup [~] = 0). 

~(co) = sup {s[0 < s < t, (s, co)eM}. (4) 

Nous allons maintenant rappeler certains r6sultats sur les changements de 
temps ([7]). 

2) Changements de temps 

Nous nous placerons dans le cadre d6crit pr6c6demment. 
Soit 

z=inf{t[  Ct= + oo}) 

zes t  un F temps d'arr~t v6rifiant C_= C~ et en vertu de la relation (1) on a z<~.  
Ddsignons p a r j  et i les inverses/l droite et/L gauche de C d6finis par: 

jr - i n f { s [C~>t}  si t<o o  
= z  (5) 

i t =sup{s [Cs<t  } si t > 0  
io = 0 (6) 

La relation suivante sera d'un usage courant: 

a<Cb <:~ia<b (aelR+, b~lR+). (7) 
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Pour tout t, j t  et i t sont des F temps d'arr~ts; ce qui nous permet en posant Ft 
= Fj, de d6finir une filtration (F~) continue ~t droite et compl6te telle que Foo = F~. 

(jt) est alors un processus croissant F adapt6 dont les inverses ~ droite e t / t  
gauche sont C et B. 

C t = i n f { s l j , > t } ;  B t = s u p { s l j , < t } .  

On vdrifie que B t = C t_ = sup C~, ce qui implique par sym6trie que i t =Jr- .  

De marne si ~ = i n f { t l j t =  + oo}, 5 est un F temps d'arret satisfaisant g Je=Joo 

= z ,  ~ = B o o = C ~ .  
Consid6rons enfin les compos6s des processus prr d6finis: 

Notons que ces 
d~finie par les relations 

! �9 --! 
Dt =Jc,  D t = Cj~ 

:; =iB~ Z t =B,~ (8) 

R t = (D, - t A Z) - --' ' R = D t _ t A ~ .  

processus sont li6s aux fonctions D t et {t pr6cedemment 

D' t = D t A z 
:: =:t. (9) 

Enfin on a les relations' 

- - ) z > D ' t > t A z  et l{D~>tAz}=l{z>__D~>t}= ~ l{i,_<t<js } 
seN.+ 

- - )~>=b' t>=tA~ et 1{o~>,^~}= ~ l~B~t<c~ } 
sEN+ 

--)v~t<=tAZ e t  l ( : t < t ^ z )  = 2 l{i~<t<=j~} 
s~IR+ 

--):t--<tAZ et l{:~<t~}= ~ I{B~<t__<C~ }. 
s~R+ 

Pour tout t, 4 (respectivement Z~) est un F (respectivement F) temps d'arrat, 
et le processus 4 (resp. Z~) est F (resp. F) pr6visible. 

L'ensemble al6atoire G = {4 = t A Z} (resp. G = {2~ = t A Z}) est F (resp. F) 
pr6visible et ces ensembles sont li6s par les relations: 

t A z ~ G  ~ B t ^ ~ G  (11) 

t A ~ G  ~ i t ^ z ~ G .  

Notons que G repr~sente l'ensemble des points d 'accumulation/t  gauche de 
points de M auquel on adjoint (6ventuellement) le graphe du temps d'arr~t z. 

Pour tout t, D'~ (resp./5;) est un F (resp. F) temps d'arrat, mais processus D; 
n'est pas (F) adapt6, alors que/5; est (1~) adaptS. 

L'ensemble R = {D' t = t A z} est un ensemble F progressivement mesurable li~ 
~t l'ensemble I~ optionnel/~ = {/5; = t A ~} par les relations: 

t ~ R  ~ C , ~ R  (12) 

t E R  ~ j t ~ R .  
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Remarquons encore que R e s t  r~union de l'ensemble al6atoire des points 
d 'accumulation/t  droite de points de M (ou de M) et du graphe du temps d'arrat 
Z. 

Rappelons enfin les r6sultats de th6orie gdn6rale que nous utiliserons: 

R.I.: Si T est un F temps d'arr~t inf&ieur/t  ~, JT est un F temps d'arr6t et les 
tribus FT et F;T coincident ([7] proposition 2 et corollaire 7). 

R.2.: Un 1~ temps d'arrat T inf6rieur /i ~ est totalement inaccessible si et 
seulement si: 

a) le graphe de la variable aldatoire i Tes t  disjoint de tout graphe de F temps 
d'arr~t pr~visible. 

b) le graphe de Tes t  presque sfirement indus dans G ([7] corollaire 5). 

R.3.: Si fit est un processus croissant satisfaisant g fie- = ~oo et fro = 0, et dont le 
support est inclus dans G, sa projection duale F pr6visible ~G est 6gale/t P~c~, off 
P~ est la projection duale F pr6visible du processus croissant ~=ffc~ ([7] 
th6or6me 9). 

3) PrOsenration des hypothOses et rOsultats prOliminaires 

On salt ([5]) que si X est un processus fortement markovien et C u n e  
fonctionnelle additive continue le processus X,=X;~ est encore fortement mar- 
kovien. Mais on peut voir que cette propri6t6 ne d6pend en fait que du 
comportement de X et C sur l'ensemble M. Nous allons pr~ciser ce point en 
introduisant les hypoth6ses minimales pour la solution de ce problbme dans le 
cas off C est discontinue. 

Posons 
F = {(t, co)l Ct(co ) > Bt(co)}, 

F est une r4union d6nombrable de graphcs de temps d'arrats. D'autre part le 
ferm4 droit minimal M d'adh6rence M peut 6galement s'6crire comme r6union 
des graphes des F temps d'arrats Dt(terllR+). 

Soient 
~ I = M u F  et ~ / = M u  [[0]].  

Nous les deux hypotheses suivantes: 

H.I.: (Yl  additivit~): Pour toute variable al6atoire positive S e t  tout F temps 
d'arr6t T dont le graphe est inclus dans ]~r on a: pour tout co de 

f2 Csu,~) + r(~)(co) = CT(C~ ) + Cs~)(OT(r (13) 

H.2.: (M regen&ation): Pour tout F temps d'arr4t T dont le graphe est indus 
dans M e t  pour tout B de F on a: 

E~[OTI(B)[Fr] =PXT(B) P"ps  pour toute # de ~JJ~. (14) 

Exemple: M est un ferm6 al6atoire homog6ne M est le ferm6 droit minimal 
associ& Le processus croissant L t = sup {sis__< t, ssM} v6rifie la relation (L~+t 
- t )  + ---LoOr. 
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L'ensemble des sauts de L est inclus dans M. L verifie la propriete /-/1, mais 
n'est pas une fonctionnelle additive. 

Quant ~t la propri6t6 H2, elle est dans ce cas equivalente & la propriet6 de 
regeneration de [10]. 

Revenons au cas general, nous commencerons par etablir le resultat suivant: 

Lemme 1. Soit T u n  F temps d' arrdt. 

a) le graphe du F temps d'arr~t Jr est inclus dans M. 

b) Si B~F,  E"(O~-~ 1 (B)]Fr)=PXj~(B) P" p.s. pour toute g de 9l. 

D~monstration. Soit CO~? et t=jr(co ) alors 

t = t  I~c~=B~ ~ l~ ( t )+  t I{C~>B~ } 1M(t) 

=Dr l~c~=,,~ + t lr(t). 

et a) resulte de la relation ~r = [9 [[D~]] w C. Quant ~, b) il resulte de H2, de a) et 
t>0  

de la relation Fs==F r (R.1.). 
Le l emmel  permet de mettre en evidence une propriete ((presque 

markovienne>> du syst6me (Q,(fl~),(Xj),...). De m6me le resultat suivant va 
etablir que j est <<presque>> une F fonctionnelle additive. 

Nous ferons dordnavant les conventions suivantes : 

Si a < 0 j a = 0  e t /~a= - a .  
On peut alors 6tablir le resultat suivant: 

Lemme2. Si S est une variable aldatoire F measurable positive et T u n  F temps 
d'arr~t, on a: 

Js + r (CO) =j  r (CO) + J~s - ~-~(o~ (0~ (CO)) (15) 

pour tout CO de •. 

Ddmonstration. - Sur {S</~r} on a T < S + T < C j  . Par suite j s + T = j r  alors 
que J~s-g~(~ = O. 

- Sur {S-/~r>__0} on a 

J(s-R~3(~,~(Oj~(CO)) = Inf{u [ Cu (0j~.(co)) > (S - /~ r )  (CO)). 

Puisque d'apr6s le lemme 1 [-[Jr3] ___1~3, il resulte de H.1 que: 

C[o 0iT(co)= cj (CO). 
Par suite on a: 

J(S-R~)C~)(Oj~(CO)) = Inf{u ] Cu + j~ (co) > (S + T) (CO)} ---is+ r(CO)--Jr(CO). 

I1 resulte de la relation (15) que, contrairement au cas off C est continue, le 
syst6me (Xi~ , Oj~) ne permet pas de d6finir un semi groupe d'operateurs de 
translation et un processus homogene sur ~). 
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Nous allons, en nous inspirant d'une mdthode utilis6e dans [-10] construire 
dans le prochain paragraphe une r6alisation dans un <<espace plus grand>~ du 
processus chang6 de temps qui sera fortement markovienne. 

II. Construction d'un processus de Markov 

Posons (2=IR+ x (2 et d6finissons sur ~ les opdrateurs (G~)t~a+ par: 

, ( (R-  t, co) si 2 > t 
Ot(2'co)=~(Cj,_~(co)-(t-R),OA_~(co)) si t=>2" 

Notons qu'avec les conventions faites pr6c6demment: 

0~(,~, co) = (/~,_ ~(co), 0j~_ ~(co)). 

On a alors: 

Lemme3. Os+t = 0t(O~)pour tous (s, t)~lR+ x IR+. 

La d6monstration de ce lemme est routiniSre et sera omise. 

DOfinition de 2 r On pose 2t(2, co)=(/~t-~(co), Xj,_~(co)). Notons que si 2>  t on a 
2~(2, co)=(2- t ,  Xo(co) ) et qu'en particulier" 

20(2 , co) = ~(2, Xo(co)) si 2 > 0 
((Cjo(co), Xjo(co)) si 2=0" 

2 est/t  valeurs/~=lg,+ x E que l'on munit de la topologie produit. 

On distingue dans/~ le point cimetiSre S = ( +  oo,~) et on pose 2oo(&)=3 et 
~ ( & )  = [3]; &e~, ou [o e] = ( +  o% 6). On d6signera par ~'(ch)le temps d'entr+e de 
X((3) dans {5"}. Notons que si C~(co) = Cr + oo4(o5)= + oo et que si C~(co) 
= C~(co)< oo on aura 2,(2, co)=~" si et seulement si j~_~(co)>z et Xj~_~(co)=5 
soit, puisque dans ce cas z < 4. 

2t(2, co)=c~.~:~ jt_z(co)>= 4(co ) ~:~ t-- 2 >= Cr C~(CO). 

Par suite dans tous les cas ~'(2, co)= C~(co)+ 2 et il est clair que s is  >_ ((&)2~(03) 
=S.  

Enfin les trajectoires de 2 sont continues/t droite. 
De plus, nous avons facilement le r6sultat suivant: 

Lemme 4. 2 est ~ homogdne: pour tous (s, t, 2, co), 2 S + t(2, co)= X~ o 0 t (2, co). 

Nous allons d6finir une filtration sur ~. On peut naturellement consid6rer la 
filtration engendr6e par 2 ,  soit G o =a (2s ,  s<  t). Mais en proc6dant ainsi on ne 
tient pas compte du comportement de X en dehors de l'ensemble al6atoire M. 

Nous sommes donc amen6s /t introduire une famille (F~ + de sous tribus 
de ( ~ +  | Foo) de la fagon suivante: 

Convenons que si U c ~  et si 2MR+, Ux d6signera la section de 0 en 2: 0a 
= {co[(;~, co)~ ~2}. 
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Posons alors: 

~,o = {U[ U ~ m +  | Ua l{t>4}~f't-x et 0 4 l(t<4}EF0} 

(~'~ § est une famille croissante continue/t droite de sous tribus de ( ~ +  | F~) 
et J~t est ~,o adapt4. Dhsignons alors par T ~ (resp. G ~ la r6union des ~'t:F ~ 
=t~+/~o (resp. G O= t~+ Go) et par ~'* (resp. G*) la  complhthe universelle de ~,o 

(resp. GO). 
Si (2,x)s/~ on pose p (4 ,x )=q |  et si/2 est une loi de probabilit6 sur/~ (ce 

que l'on notera /2~9}), /~  est d6fini par int6gration: /sr Soit 
alo rs ~/~ = a g ~  off ~A ~a = { [? ~ F*, fs~ (E?) = 0}. 

Finalement on d4finit ~'t = ~,o V~49, Gr = G o VY,, ~" = VF~ G = VG t. 
(~'t) (resp. Ge) est une famille continue ~t droite de sous tribus de /?P% 

compl6te pour toute loi/2E9~. 
Nous commencerons par remarquer que les propri6t6s relatives au systhme 

(f2, ([?t),/~(~'x)) se dhduisent de celles relatives au syst4me (f2, (lYt), P~). A cet effet 
nous introduirons les notations suivantes: 

Notations. - Si T(2,co) est un fonction positive d6finie sur f2 on pose T4(co) 
: ( f ( 2 ,  co) - , ~ )  v 0. 

- Si 2,~(2, co) est un processus sur f~ on d4finit un processus 24 sur f2 par 
2 ,  ~ (co) = 2 ,  + 4 (;~, co) 

- Si T est une fonction positive sur f2 on pose T(2, co) = T(co) + 2. 
- Si 2. est un processus sur ~2, on dhfinit un processus 2 su r f ]  par 23(2, co) 

= 2 , _  4 (co) 1 ~, > 4}. 
On a alors: 

Proposition $. a) Si Tes t  un F temps d'arrdt (resp. prdvisible), T4 est pour tout 
2EIR+ un F temps d'arrOt (resp. prdvisible). 

b) Si T e s t  un F temps d'arrgt (resp. prdvisible), T(2,co)= T(co)+2 est un 
temps d'arrYt (resp. prdvisible). 

c) Test  un F temps d'arrgt totalement inaccessible si et seulement si pour tout 
2, T4 est un F temps d'arr~t totalement inaccessible. 

d) Pour tout F temps d'arr~t 7" on a: 

(P~ 06 (PP)4={ala~PP} 

e) Sie Z e s t  F prdvisible 2~.( )=2(2, . )  est F" pr~visible pour tout 2. 
R4ciproquement si Z e s t  F prOvisible, 2, t =Zt -~  l(t>4) est F prOvisible. 

On peut grace au rappel R.2. am4liorer le r6sultat c) ci-dessus pour obtenir 
une caract6risation des [r temps d'arr~t totalement inaccessibles que nous 
utiliserons ult6rieurement. 

Corollaire6. Un r temps d'arr~t Test  totalement inaccessible si et seulement si: 

i) T(2 , . )>2  pour tout rdel positif 2 
ii) [ [T4]]  -~ (~ 
iii) Le graphe de la variable al4atoire if~ est disjoint de tout graphe de F temps 
d' arrOt pr~visible. 
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DOmonstration. I1 suffit d'apr4s ce qui pr4c6de d'4tablir a). Remarquons  que 
l 'ensemble U = {(2, co) l T(2, co) < 2} est ~'~ mesurable.  Par suite T1 dhfini par:  

, (T(2,  co) si (2, co)e U 
Ti(2' co) =) ,  0 sinon 

est un  ~" temps d'arr4t. 
I1 suffit main tenan t  de prouver  que Ta est prdvisible: Soit t e N +  et 

alors si 

et si 
n _ l  ~ ~ 

r/ 

n - 1  ]?lest  donc  un ~" temps d'arr~t et Ti est prhvisible. 
/,/ 

Nous  allons main tenant  6tablir le rOsultat essentiel de ce paragraphe:  

Th6or6me 7. Le processus (~, F, I~, ~t, -~t, (Pu)#~m) est fortement markovien. 

D~monstration. Soient T un ~0 temps d'arr6t fini, U ~ F  ~ (2,x)E/;~, s~IR+ et 
f e ( ~ +  | On veut prouver  que: 

y lof(X~+t) dfi(~'~= y los247 dP (~'~) (12) 

o r  

et de m6me 

lof(s d/%~'~) = ~ 1 0 , f ( ) ~ +  f(2, .) dP ~ 

10/~:r247 [ f  (s dfi(~' x) = ~ 10.~ E'~§ ")(f (s dPX. 

Notons  que L?z=(0~{T(2, . )<2})w(/f fzc~{T(2, . )=>2})  et repor tons  cette 
d6composi t ion  dans les relations pr6c6dentes. L'6galit6 (12) sera alors d6montr6e 
si l 'on 6tabli que 

i) ~ 1G.~,{7"(~,.)< ~}./~X§ .)(f (j~s)) dp~ = ~ 1 0 ~  {:~(~, .)< z}f (Jfs+ :~(2, .) dP ~ 
et que 

ii) y 1 o~ ~ #(i, .) _> ;.}/~§ ) ( f  (Jf~)) dPX = Y 1 o~ ~ #r .)=> ~}f ()~s + f (2, .) dPC 
Etablissons d 'abord  i). 

Puisque sur {T(2, . )<2} on a J f~(2 , , )=(2-2?(2 , . ) ,Xo( . ) ) ;  il s 'ensuit que: 

/ ~ ( z ,  o~) I f ( 2 , ) ]  = E X~176 [ f ( 2 s ( 2  -- T(2, co), co')] 

et c o m m e  

= ~ ' (2-  s -  :~(2, col Xo (co')) 
2s(2- ~(;., co), co') [ 2 ,  + :V(,~, co)r ~') 

si 2 > s + T(2,  co) 
sinon 
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Le membre  de gauche de i) sera 6gal ~t la somme des deux termes suivants: 

al = S la(co) EX~ s - T(2, co), X0 (co')] dW(co). 

a 2 -= ~ 1/3((.o ) E x~176 [-f (J(~ + ~(z,~o)(2, co'))-] dW(co) 

off 
A = 8x~  ( T ( 2 , . ) + s < 2 } e F 0  

et 

B = 8 ~  { T(,~, .) <,~-<_ T(,~, . ) + s I ~ F  o. 

Appl iquons  donc la propri6t6 de r6g6n6ration en 0 du processus initial. On 
obtient:  

a 1 = S 1A(CO)f (2 -- S -- T(2, co), Xo (co)) dpx(co) 

et 

a 2 = ~ 1 , (co)f (2s+ ~(2, co)) dPX(co). 

Puisque sur { T ( 2 , . ) + s < 2 }  on a ) ~ s + ~ ( 2 , . ) = ( 2 - s -  T(2,.) ,Xo(.))  la relation (i) 
s 'obtient en sommant  les 2 6galit6s ci-dessus. 

Pour  6tablir la relation ii) notons  que: 
S u r  

{T(L .)->_ ~} 2s + ~,(,~, co)= (R~+ ~(~)(co), Xjs+ ~c~)(co)). 

Posons T =  T~ c'est d'apr+s la proposi t ion 5 un F t.a. et 

A = {8~ ~ ?(~, .)___ ~ } ~ .  

De plus il r6sulte du l emme2  que: 

si bien que 

~ f ( 2 ~ +  f(2, co)) dpx(co)= ~f(R~_~.(,,),  Xj~_~T(.,))o 0j~(o~)dW(co) 
A A 

Posons 

(p(u, co) = f (/~, (co), Xj,(,o) ) 

(p(u, co) est ~Eo,,~| mesurable et c'est un processus F optionnel. 

Si S est FT mesurable, la variable al6atoire. (co, co')~o(S(co),co') est FT|  
mesurable et si A e F  r il r6sulte de la propri6t6 r6g6n6rative (14) que: 

q~ (S (co), 0j~ (co)) d W  (co) = ~ E xj~:(~ (q) (S (co), co')) d W  (co). 
A A 

Appl iquons  ceci fi S(w)=s -Rr (co )  on obtient  que: 

f (-Y. + t (2, co)) dn ~ (09) = ~ Exi t  ~o)(f(R~ _ RT r X3~ _ ~.(o,)(09')) dn ~ (co)). 
A A 
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Or  

(/~,-RT<~) (CO'), XjS_KT(~)(CO')) = J~s ( /~ (co), co') 
et 

Exit  (~o) [ f  (Rs - RT ~)(co'), X ys _ ~: (o~) (co')] =/~(~T'~ xST r~o))(f (3~) (#, co')) 

et puisque sur {2?(2, .) > 2} 

(~(co), x j~(co)) =.~(;~, co) 

la relation ii) et le th6or6me sont maintenant &ablis. 
On peut maintenant pr6ciser le sime groupe et l'ensemble des points de 

branchement du processus ~.  

Corollaire8. (a) (/~)t~+ ddfini par ~((2,x),f)=E(~'~)[f(Xt) ] e s t  le semi groupe 
associd fi X. 

(b) Si B (resp. B)  ddsigne l'ensemble des points de branchement de J( (resp. X) .  
On a 

/~=]R+ xBu{{O} xU} 
off 

F= {xlx~E,P~(jo--O)= l } 

est l'ensemble des points r~guliers de C. 
Nous ddsignerons par E l'espace F , -~ .  
Examinons maintenant un cas particulier du th6or6me 7: 
Nous reprendrons l'exemple 6tudi6 en 1.3.: M est un ferm6 al6atoire 

homog~ne, M le ferm6 droit minimal associ6 et le processus croissant consid6r6 
est Lt=sup{sJseM/x ] 0, t]}. Ainsi qu'on l'a d6j/t remarqu6 les hypoth&es H 1 et 
H z sont 6quivalentes/t l'hypoth6se de r6g6n6ration de [10]. 

La construction pr6c6dente permet d'obtenir un processus 

off 

J(,(2, co) = (D t ~.(co) - (t - 2), XD,_,(CO)) 

et U~F ~ si et seulement si 

U,~I{t>,t}~FD~ z et U;I~,<~}~F o. 

Le th6or~me7 nous assure que le processus Jf est fortement markovien. En 
fait, on peut montrer que cette propri6t6 caract6rise entir6rement les syst6mes 
r6g6n6ratifs; c'est l'objet de la proposition suivante dont nous omettrons la 
d6monstration. 

Proposition9. Si le processus X est fortement markovien, le systOme (X,M) est 
r~gdndratif. 

III. Etude des sauts de 

Ce chapitre constitute un pr61iminaire ~t l'6tude du syst~me de Levy du proces- 
sus X et vise/t caract6riser ses temps de saut totalement inaccessibles. Comme 
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nous ne connaissons pas de conditions satisfaisantes pour lesquelles 32 soit un 
processus droit nous allons 6tudier directement ses sauts. A cet effet nous ferons 
d6sormais les hypotheses suivantes: 

H'2: X est un processus droit 

H'3: M est un ensemble al6atoire homog~ne. 

Nous commencerons par poser certaines notations et rappeler quelques 
cons6quences des hypoth6ses H'2 et H'3. 

Notations et rappeIs : 
On d6signe par: 

"c: la topologie de E. 
f: la topologie de E r6sultant de la compactification de Ray. 
~: la topologie sur/~ produit de la topologie usuelle de IR+ et de ~. 
X~_ : (resp. X*_, resp. J~_) la limite ~ gauche (resp. lorsqu'elle existe) en t de X 
(resp. X, resp. X) dans les topologies f (resp. z, resp. ~) 

= {(t, co) IX,-  (co) 4= x,(co), x ,_ (co)r B}. 

Rappelons qu'un F temps d'arr~t Tes t  totalement inaccessible si et seule- 
ment si son graphe est inclus dans ~ [8]. 

Rappelons maintenant les deux r6sultats suivants [1]: 

R.4." I1 existe un syst~me de Levy (N, L) constitu6 d'un noyau positif N sur E 
transformant les fonctions bor61iennes en fonctions mesurables par rapport/ i  la 
tribu engendr~e par les fonctions excessives, tel que N(x, {x})=OVxEE et d'une 
fonctionnelle additive continue L telle que E x [Lt] < ooV r, V x. 

Le couple (N,L) jouit de la propri~t~ suivante: pour toute fonction 
bor~lienne f, positive sur E x E, le processus croissant ~ f(Xs_,Xs)ls~(S ) a 

0<s-<t 
t 

pour projection duale pr6visible le processus S dLsSN(Xs_,dy)f(X s ,y). ([1] 
th6or6me 1). 0 E 

R.5.: Soit A une fonctionnelle additive F t adapt6e, purement discontinue et dont 
les sauts sont totalement inaccessibles. I1 existe alors une fonction positive h sur 
E x E, g l |  mesurable (gl d6signe la tribu des universellement mesurables) 
telle que A soit indistinguable de la fonctionnelle additive ~ h(Xs_, X~) ls~(s ). 
([1] th6or~me 2). 0 <s_<t 

Rappelons maintenant la d~composition suivante de l'ensemble al6atoire M 
que l'on peut trouver dans [11] ou dans [4]. 

Soit M s l'ensemble des extr6mit6s gauche des intervalles contingus ~ M: M -  
= {t >O, Lt=t, Dz> t }. 

F d6signant toujours l'ensemble des points r~guliers de C, c'est-/L-dire 
{xlPX(jo = 0 ) =  1}, posons 

- )  oF = {(t, co), t > 0, X , (co)~F} .  

Notons que Pv est la projection optionnelle de l'ensemble {t=Dt}. 
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- )  M j  = M  ~ c~pr alors teM~ ~ XteF, X t = X  t- il ne passe aucun graphe de 
F t a dans M~.  (ps) 

- )  Mb=M~c~p~ 

- )  M ~ = M b  C~{(t, co), Xt-(co)(:-B, Xt=~ X t } 

- )  M ~ ' = M b - M s ;  M 2" est la r6union d~nombrable de graphes de F t.a. 
accessibles. 

- )  M~,~=M2"c~{Xt_~F}; t~M~,~ <=> Xt~U, Xt_~F 

- ) M 2 ,  = M s n { X  t_ ( i F }  

Rappelons enfin le th~or6me de balayage que l'on peut trouver dans [4]: 

R.6.: I1 existe une mesure a finie de transition de (E, JJ*(E)) vers (O,F~ Ex, et 
une fonctionnelle additive continue, J, de support contenu dans F, tels que pour 
route variable al6atoire positive q~, 
optionnelle et pr6visible de 

telle que ~,([3])=0, la projection duale 

t 

@oOglM;(g ) soit 6gale ~ ~dJ~FXs(~ ). 
0 < g ~ t  0 

Nous commencerons par &udier l 'ensemble des sauts de )(, c'est-/t-dire 
{(t, 2, co) r J~t (2, co) existe et X t_ (4, co) + Jft(2, co)}. 
Soient o3=(2, co), t a N +  fix6s et (s,) une suite de 1R+ croissant vers t. 

- )  Si 2>t J(s,,(2, co)=(2-s~,Xo(co)) et X~-(2, co)=(2-t, Xo(co)) 

- )  S i t  > 2 alors s~ > 2 ~ partir d 'un certain rang et 

2~~ co) = ( c j~~ ~ (co) -  ( s ~  2), x j . . . .  (co)). 

On distingue alors deux cas: 
a) - La suite j~. ~(co) est strictement croissante, autrement  dit 

( t - 2 ,  co)~G et limjs_~(co)=i ' ~(co), 
n ~ o o  

alors 

2~ I2, co) = (B,~_ ~(co) - ( r -  2), x L ~- (co)) = (0, X~_ ~- (co)). 

b) - La su i t e j~  ~(co) est stationnaire; 

( t - 2 , co )eG  ~ et 2t_(2, co)=(Cl,_;(co)-(t-2),Xi,_;(co)). 

En r6sum6: 

2 , -  (2, co) = (2 - t, X o  (co)) 1 ~ ~ ~ + (0, Xit_ ~ (co)) 1G(t - 2, co) 

+ (Ci~_ ,(co) - (t - 2), Xit_ ~ (co)) lcc(t - 2, co) I~R: (t -- )0. 

On peut maintenant  d6drire les sauts de )( au dessus de ses points de non 
branchement,  c'est-~-dire les sauts de )( appartenant  5. l 'ensemble ~9 ~ d6crit ci- 
dessous 

= {(s, 2, co), 2~_ (2, co) 4= 2~(,~, co), 2~- (2, co)r s  2, co)r 
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Proposition 10. Soit T un F t a tel que [ [T ] ]  c ~ Alors: T(2, .) > 2 et T~ = T ( 2 ) -  2 
a son graphe inclus dans G. 

D6monstration. Consid6rons d 'abord 5~1 = {(co, 2, s) I(co, 2, s) ~ 5~, 2__> s}. 
I1 r6sulte de l'6tude ci-dessus que: 

= {(s, )~, co), s = 2, (0, Xo) + (/~o, Xjo), Xo ~F c~ B~}. 

Si Tes t  un ~" t a tel que [[-T]] ~ ~ alors X~_ (2, co)--(0, Xo(co)), et on a pour 
tout  coe(2: 

pXo(,o) [Jo = 0, Xjo = Xo (co)] = fXo(o~)[)~t ()~, .) = )~f_ (2, co)] 

D'autre part puisque Xo(co)eF c~B ~, on a: 

pXo(.,) [Jo = O, Xjo = Xo(co)] = t 

et aussi d'apr6s la propri6t6 de r6g6n6ration en 0 

pXo(~)[J~f,(,L,.)=~()u, co)J=p~[J~(2, co)=~t_(2, co)]=O W p s .  

Par suite ~ ne contient aucun graphe de temps d'arr~t et la premiSre assertion 
en d6coule. 

Soit maintenant:  
~ =  {(s,,~, co)~C,,s > L (s -  ,~, co)r 

Toujours d'apr6s l'6tude pr6c6dente, on a aussi: 

= {(s, ;t, co) l(C~_~(co)- (s-,~), x~_~(co)) 
, (c~_~(co)- (s-,~), x~_ ~(co))(s-,~, co)e ~ ,  (c~,_ ~(co)- (s-  ;0, x~_ ~(co))~}. 

Or nous avons vu que W ps GO= U ]]BT., Cr . ] ]  off (T.) est une suite de t.a qui 
6puise les sauts de C, et si 

s - 2e]Br~(co), Cr.(co)] i~_ ~(co) = T.(co). 
De plus si: 

s - .~e ]Br . (~ ) ,  Cr,,(co)[, L -  ~(co) = i~_ ~(~) = T,,(co) 

on a donc: 

J2 = U {(s, 2, co); s - ). = CT.(co), (C jr(CO) -- T.(co), XjcT(Co)) 
n~N 

4= (C~cr (co)- Crn(co), X~cr(co)) et (C~cr (co) -CT.(co), X~cr (co))e/~c} 

or puisque iCr ~ = T. et Cicr . -  CT. = 0 on a finalement que 

~2 = U {(s, 2, co), s - 2 = Crn(co ), Dr.(co) > T.(CO), XT.(co)eF} 
n~N 

o r  

p x { X T e F ,  DT>Tn}=O V x e E  et J2 = 0PX ps. 
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Notons que les hypoth6ses H~ et H;  n'interviennent pas dans cette 
d6monstration. 

Dans le corollaire6 nous avons donn6 une premi&e caract&isation des /~ 
temps d'arr6ts totalement inaccessibles. La d6composition de l'ensemble 
al6atoire M [  que nous avons pr6c6demment rappel6e d'affiner cette 
caract&isation. 

Proposition l l .  Soit T un F temps d'arrdt. T e s t  totalement inaccessible si et 
seulement si, il existe une variable al~atoire F~ measurable positive S dont le 
graphe est inclus dans l'ensemble : 

(.90 u M~')/x G 

Demonstration. D6finissons 

T, T 
1={-I-00 

T. T 
2---={+ oO 

T. T 
3 = { + o  0 

et telle que T=B~. 

si iT=Jr et Di~=jr 
sinon 

si iT=iT et Di~ r < j r  
sinon 

si i r <Jr 
sinon 

des F temps d'arr~ts et T e s t  totalement T 1, T 2 et T 3 sont manifestement 
inaccessible si et seulement si T1, T 2 et T 3 sont totalement inaccessibles. I1 suffit 
donc pour 6tablir la condition n6cessaire de la proposition, de le faire pour des 
temps d'arr~ts tels que T 1, T z et T 3. 

Supposons d'abord que i t=iT,  Di| sur { T <  oo} alors d'apr6s le rappel 
R.2., le graphe du F temps d'arr~t i T est inclus dans 9 ~ c~ G ~ {(t, co)l t =Dr(co)}. 

De m~me si i t= iT  , Dir>jT sur { T <  oo}, le graphe du ta i r e s t  inclus dans 
5,c~ c ~ G ~ M ~ = S P  c~Gc~{t <Dt}. 

Si maintenant iT<Jr sur { T <  oo}, on ne peut plus affirmer queiI- soit un F 
temps d'arr~t, mais par contre on sait, toujours d'apr6s le rappel pr6cit6, que T 
=E~T et que le graphe de i Test  disjoint de tout graphe de t.a. pr6visible. De plus 

on a i T <JT =JBiT <--Jci~r = Di~. 
I1 en r6sulte que le graphe de i Test  inclus dans (M ~ - M 2 " ) ~ G .  
On a donc prouv6 que si T e s t  F totslement inaccessible la variable al6atoire 

iT a son graphe inclus dans Y c ~ G w ( M ~ - M 2 " ) c ~ G ,  et vdrifie T=B,:~. La 
r6ciproque de cette assertion d6coule imm6diatement du rappel pr6cit6. 

I1 ne nous reste qu'/t montrer que l'ensemble al6atoire d6crit dans l'6nonc6 de 
la proposition est 6gal ~ 5 '~ ~ G w (M-  - M2' ) c~ G. 

Pour cela commenqons par 6tablir la relation: 

Ds=joO~+s si sE/~. 

On ajoO~=Inf{u[ C, o0s>0}, or si s~M, 

C,,oOs=C,,+s-C s et j o O s = I n f { u I C u + ~ > C s } = j C - s = D s - s .  

I1 s'ensuit que si T est F t.a. dont le graphe est contenu dans M: 

X T E F  px ps ~=~ D T = TP x ps. 
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En effet d'apr~s la propri6t6 de Markov forte, on a: 

E~(EX~(jo = 0)) = EX(jo o O r = O) = E~(Dr = T). 

Par suite on a: 

--) .9~ ~Gn{t=Dt}=A'~ A pe/x G 

- )  Y c ~ G ~ { t < D t } = ~  /xp~/xG 

- )  ( M - - M 2 ) A G  =M~ n G w Y  /xp}/xG 

ce qui prouve la proposition. 
Posons 

~ ' =  {(t, (o) l(it(co), co)e(6e w M ~) /x G} 

5 ~ = {(t, )., co) I (t - ~., co)e ~ } .  

Le corollaire6 et la proposition 11 peuvent alors se formuler de la fa~on 
suivante: 

Corollairel2. Soit T (resp. T) un ~ (resp. F) temps d'arr&. 7" (resp. T) est 
totalement inaccessible si et seulement si son graphe est inclus dans d ~ i  (resp. gi) .  

On peut aussi exprimer une relation entre les ensembles ~ i  et g i ,  et les 
temps de sauts de processus, ce sera l'objet de la proposition suivante. 

Proposition 13. 1) Eensemble ~ '  est indus dans l'ensemble des sauts du processus 
(X;~,jt). 

2) Si (t, 2, co)e~ *, la limite it gauche 2t  (~,(o) existe et 

pour tout (2, x)e. IR+ xE. 

D~monstration. L'assertion 1) r~sulte de la d~composition de ~ '  obtenue dans la 
proposition l3: si (t, co)e5 e' et it(co)=jt(~o) alors X;t_(co)=Xit_(co):#Xit(o9 ) 
= X~((o), et si it(o ) <jr(co) le r~sultat est imm6diat. 

Soit maintenant (t, 2, co)E~ ~,/~. 6rant un processus cadlag il suffit de v&ifier 
que le terme li~ au processus X admet une limite Xit_x_(co )dans  E. Or d'apr~s 
la proposition 11: i t _ x e Y u M  ~ et on sait alors que X* existe. Le seul point 

tt - 2 

non imm6diat est le fait que cette limite ~ ne soit pas un point de branche- 
ment. D'apr6s la description de B, il nous suffit en fait de montrer que 
X~t z (~o) n'appartient pas /~ F ~ B ,  P~ ps. D'apr~s la proposition l l, cela ( . - ) -  
revlent 5. 6tablir que: 

i) 

et que 

ii) 

l(xg- eF} l(XgeF} 1 ~(g) I{D ~ > g} = 0 px ps 

l{xg- ~v} l{xg~v~} l{xg, xg-, Xg- ~B} IG(g) = 0 P~ ps. 

Prouvons la deuxi~me relation, / t ce t  effet consid6rons une fonction h 
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bor61ienne strictement positive telle que: 

E~ ~ h(X~_,X~))<oo 
0<s<oo  

(l'existence d'une telle h est 6tablie dans [1]). 

D'apr6s le rappel R.4., on peut 6crire que: 

E~ ~ l~(g)l{xg r ,X~)) 
O<g<oo 

oo 

= E,~ S dG l~(s) ~ N(x~ , &) l~x_~n lu~nh(X~-, Y). 
0 E 

Or {Xs_6F }/x G ne diff6re de {S=Ds} ~ {Xsr } /x G que sur une r6union 
d6nombrable de graphes de temps d'arr~ts. De plus nous avons remarqu6 que PF 
= { X s e F  } est la projection optionnelle de {s=Ds} ces deux ensembles ne 
diff6rent donc que sur un ensemble ~ coupe ddnombrable. Par suite 1G(s ). 
l(xs_r est sauf sur un ensemble f coupes d6nombrables qui n*est pas charg6 
par la fonctionnelle continue L, donc 

E~ ~ l~(g)l{x~r ,Xg))=0 
0 < g < ~  

et ceci prouve la relation ii). La d6monstration de i) s'effectue de fagon analogue 
en utilisant le theor6me de balayage (R.6). 

Remarques: 1) Si (s,2, o))eY i, on n'a pas n6cessairement: 

2~_ (,~, ~o) 4= J?s(,~, co), ~_(,~, o~)r 

Si i~_xr cette relation est v&ifi6e mais par contre si i~_xcMf ce n'est en 
g6n6ral pas vrai, il suffit que l'excursion en dehors de M soit une boucle et que 
l'extr6mit6 droite ne soit pas un saut de C. Ceci n'est pas contradictoire avec le 
fait que le processus )~ puisse ~tre droit car on n'a pas consid6r6 ici les tribus 
canoniques de ce processus. 

2) Par contre un phdnom6ne oppos6 peut avoir lieu: l'ensemble 

{(t, ,t, co)I )?,_ 4= )?,, 2 , _  c ~  ~ } A 5 ~~ 

des sauts de )~ (pour la topologie Q au dessus de ses points de non branchement, 
qui ne sont pas totalement inaccessibles peut n'atre pas vide et mame contenir 
un temps d'arrat pr6visible. Ceci n'est pas non plus contradictoire avec le fait 
que Jf puisse atre un processus droit. Darts ce cas cela tient moins au fait que 
l'on n'ait pas consid6r6 les tribus canoniques (on pourrait pr6ciser les rapports 
entre les ~" t.a. pr6visibles et les temps d'arrats pr6visibles du processus 5 l'aide 
par exemple de [-5]) mais plut6t comme l'a fait remarquer J.M. Bismut parce 
que la topologie de E n'est pas n6cessairement la m~me que celle du compactifi6 
de Ray de Jf et que la compactification peut gommer des sauts de la topologie 
initiale. 

Un exemple de cette situation est donn6 dans [15]. 
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IV. Systeme de Levy de X. 

On d6signe toujours par E l'espace ]R+ x E et par E l 'espace/~-/~. 
Soit f une fonction positive d6finie sur E x E, bor61ienne nulle sur (/~ x/~)c et 

sur la diagonale. On se propose de calculer la projection F duale pr6visible de la 
fonctionnelle: 

g t=  ~ f(R,_,]g,)l~,(s). 
O<s<=t 

Pour 6tablir ce r6sultat nous proc6derons en plusieurs 6tapes. 
- )  Dans la premi6re nous montrons que l'on peut ramener cette 6tude it 

celle de la projection duale F pr6visible d'un processus / (  croissant dont le 
support est inclus dans G. 

- )  On sait alors grice au rappel R.3. exprimer une telle projection en 
fonction de la projection duale F pr6visible d'un processus croissant K. 

- )  On montre ensuite que l'on peut d6composer cette fonctionnelle en une 
somme de processus croissants dont on sait calculer explicitement les projec- 
tions F duales pr6visibles au moyen de r6sultats sur les syst6mes de Levy de 
processus droits et sur le balayage (Rappels R.4.-R.6.). 

Lemme 15. D~signons par K t le processus croissant: 

f(O, Xf._, Cj - u ,  Xj.)(.)lg,(u,.) 
O<u<t 

et par Kf  sa projection duale F prdvisible. Le processus croissant I(~ d~fini par: 

Ir = K L  > 

((2, o))e~) est alors pour toute loi fi(~'=)=ez| =, la projection duale F prSvisible 
de K,. 

Ddmonstration: Soit (2,x) fix6 et 2 un processus ~" pr6visible. On a alors: 

puis 

E ('~'~) S 2, d/(, = E  x ~ Zt(2, .)d/(t(2, .) 
0 0 

0 0 

oo 

+ E  x y Zt+z(2,.)d/(,+x(2, -) 
0 

or d'apr6s la proposition 10 Kt(2, co)=0 si t<2 ,  par suite 

E 2 dIr 
0 0 

I1 r6sulte alors de la d6finition de 5 P~ et ~9 ~ que: 

I( t+  x(2, r = Kt(r ) = ~. f (O,  X~=_, C j= - u, Xj=)(~o) lg~(u, co) 
O<u<--t 
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Posons alors Zt(co ) = 2t+~(2, ~o), c'est d'apr6s la proposition 5.e. un processus 
I~ pr6visible. 

On a donc: GO 

0 0 

et 
03 oo 

E ~ ~ZtdKt=E x yZtdK~ 
0 0 

par dhfinition de la projection duale prdvisible. 
Un calcul analogue prouve alors que Kt p 6tant d6fini comme dans l'6nonc6 

du lemme on a aussi: 

Ex S Ztdt~Pt=ff~(~'x) ~ ZtdI( ~ 
0 0 

et puisque/(P est un processus croissant pr6visible le lemme est 6tabli. 
Nous nous sommes donc ramen6s ~t l'6tude de la projection duale 1~ 

pr6visible de / ( t .  
Notons que le support d e / ( t  est indus dans G. 
Le th6or~me9 de [7] nous donne un moyen explicite de calculer sa projec- 

tion duale pr6visible. I1 suffit d'introduire le processus K t =Kc~ et on alors /(P 
= (KP)i~ = ( K P ) j .  

Nous allons donc calculer K p,/t cette effet nous commencerons par 6tablir le 
lemme suivant: 

Lemme 16. Posons 

K) = ~ f(0,  Xg, A Cg, Xg)ls~(g ) 1G(g ) 
O < g ~ t  

K2= Z f(O, Xg, CD--Cg,XD~)IM;g 
O<g<=t 

Kat = ~ f(O, Xg_, C D -  Cg,XD~)lM;,.(g)la^r~(g ) 
O < g < t  

o~ F dOsigne l'ensemble alOatoire des sauts de C, c'est-~t-dire 

r = {(~o, s); A Cs(co) 4: 0} 

mors K, = Kt + 1,:~ + KL 

DOmonstration. On a tout d'abord: 

K,=  y~ f ( o , G ~ , c ; o - u , X ; ) l g , ( u )  
O < u < C t  

= ~ f(O,X,u_, C~,-u, Xj~)l(iu=j.}ls.(u) 
O < u < C t  

+ ~ f(O, Xlu_, Cj~,-u, Xju)l{i,<ju}lg.,(u). 
O < u < C t  

Commengons par remarquer que si u=B~u et i .<j. alors i.(~F et donc que D~u 

= J c i  u = J B i .  =J~" 
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D'autre part si uECJ, #i=i.  
I1 r6sulte alors de la relation u< Ct<:~iu<=t et de la proposition (11) que: 

~, f(O, Xi,_, Cj~-u, Xj~)l{i,<jdlj*(u) 
O<u<Ct 

= ~ f(O, Xg_, CD~- C,,XD~)l~(g)l(M--_MZ)(g)lrdg). 
O < g < t  

Or Gc~(M~-M2")=Gm(M= ' voMit) et si g e M ]  on salt que Xg=Xg_. 
Par ailleurs, M]c~F~=M~ + puisque aucun graphe de t.a. ne passa dans 

M f  (ps). 
Par suite: 

f(O, Xi._, C 1 . -  u, Xj.) l{i" <j.} lg,(u) = K 2 + K~ ps. 
O<u<Ct 

Montrons enfin que: 

f(O, Xi._, Cju-u, X3.)l{i.=j.llg,(u) 
0<u__<Ct 

= ~ f(O, Xg-,ACg, Xg)ls~(g)16(g) 
0<g=<t 

I1 r6sulte de la proposition 11 que si ua5  P' et i . = j . = g  on a ga s  P/x G et 

f(0, Xi._, C j . -  u, Xj.) =f(0 ,  Xg_, Cg -  Bg, Xg). 

R6ciproquement si g e ~  A G, on a toujours d'apr6s la proposition pr6cit6e u 
=Bg~5 ~ et: 

i) si Dg = g : g = iB~ <=JB~ <=Jc~ = g soit iB~ =JB~' 
ii) si g<Dg et i ,<j, alors n6cessairement gq~F et par suite si g<Dg et Xg(~Mf 
alors Xg(~F et (A Cg, Xg) = (0, Xg)e/~ et donc f(0, Xg_, A Cg, Xg) = 0. 

L'6galit6 requise r6sulte alors de la relation {u__< Ct} ~:~ {i, <t}. 
Notons enfin une cons6quence imm6diate du rappel R.5.: 

Lemme 17. II existe une fonction positive ~ sur E x E, g' | ~ mesurable telle que: 

~. dCs l~(s )=  ~ ~(X,_,X~)I~(s). 
O<s<=t O<s<=t 

Nous pouvons maintenant exprimer les projections duales pr6visibles des 
processus K I (i = 1, 2, 3). 

Calcul de K~P: Posons h(a,b)=f(O,a,o:(a,b),b). Alors d'apr& le lemme 17 

K~ = E f(O, Xg_, A Cg, Xg) ls~ A G(g) 
0 < g < t  

= ~ h(Xg-,Xg)la",,a(g) 
0 < g ~ t  

et G 6tant un ensemble pr6visible on ~ d'apr~s R.5.: 

t 

KJ" = 1G(s) dr,,, dy) h (Xs_, V) 
0 
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soit encore 

K~ p = i 1G(s)dL~ ~ N (X  s_, dy)f(O, X s_,e (X~_, y), y). 
0 

Calcul de K2p: I1 rdsulte de la relation D~=jooO~+s (d6monstration de la 
proposition (11) que: 

Posons 

alors 

X ~  = Xjo o O~ et que CD~- Cg = Cjo(O ) 

H(co) =f(0 ,  Xo(CO), Cjo(CO ), Xjo(CO)) 

Kt z=  Z Ho 0.1M;(g) 
0 < g < t  

est une fonctionnelle additive homog6ne/t  laquelle on applique le th6or6me de 
balayage R.6. On obtient: 

K2p = K [ o = i dJ~ 1 o(S)Ex~(f, X o, Cjo , X jo)). 
0 

Calcul de K~P" Notons d'abord que: 

K~= ~, f(O, Xg_, CD--  Cg,XD)IMz,^6(g) lrc(g)=K4-KSt  
0 < g < t  

o/1 

et 

K : =  ~ f(0, Xg_,CD--Cg,  XDg) IMz~G(g) 
0 < g < t  

K~ = ~ f(O,X~ - Cg, X o )  1M2raG(g) lr(g ) 
0 < g < t  

Calculons d'abord K :  p. Nous commencerons par supposer que f = f l  x f2, 
fl,f2eb/~. 

Or 

K:= y~ A(O,X~_)A(CD--C. XD) IMr:AG(g) 
0<g=<t 

f2(Cvg- C~, XD~) =f2(Cjo, Xjo) o 0g... 

On sait alors ([6]) que la projection duale pr6visible du processus 

f2(C~o, Xjo ) o Og 1Mar(g ) 
0<g=<t 

est 6gale/t 

i'4Ls ~ N(X, dy) e,  [f~(Cjo, Xjo)] l~o(y). 
0 

Le processus ~ fl(0,Xg_)lG(g) &ant pr6visible, le processus K 4p vaut 
donc: O<g<t 

t 

K 4p = ~ 1 ds)dL s ~ N(Xs, dy)Ey If(0, X s_, Cjo, Xjo)] 1Fc(y ). 
0 

Ce r6sultat subsiste pour tout f par classe monotone. 
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Quant / t  K s notons que: 

1 M;, ~(g) lr(g) = 1 M;, ~(g) le(g) l{ac., o} = 1M;,.(g) 1 {ac~ ~r o} 

et puisque les processus ~ ACgla.(g ) et ~ ~(X~_,X.) sont indistinguables, 
O<g=<t O < s < t  

il enes t  de m6me pour les processus" 

Kt s et ~ f(O, Xg_, CD - Cg,XDg)IG(g)IMz.(g)I{~(Xg_,X~).O} 
O<g<t  

Mais M~,~= {(g, co)lg <Og(O), Xg-sF ,  Xg~F}, ce qui permet d'6crire que: 

K~= ~ f(O, Xg_, CD -- Cg, XD~) la(g)l{g<D~,Xg-~r,X~r 
O<g=<t 

Posons 

E(x, y) = Eyf(O, x, Cjo, Xjo) l{j o > o} 
et 

K 6= ~ ~(Xg-,Xg)l{xg-eF, Xgr 
0 < g < t  

K~ est la projection duale optionnelle de K s, par suite les projections duales 
pr6visibles de K s e t  K ~ sontidentiques. Or la th6orie des syst~mes de Levy 
permet de calculer ais6ment K6p: 

t 

K6t ; = 5 dL~ 1G(s ) l{x s ~p} ~ N(X~_, dy) E(Xs_, y) l{~(x ~ ,y). o~ leo(Y). 
0 

R6sumons le long calcul qui pr6c~de: 

Th6or6me17. Pour toute loi Pr la projection duale F prdvisible du processus 
croissant I(t= ~ f (X~- ,X~)  ls~(s) est le processus continu I(~ ddfini par: 

O<s<_t 

/(t~ (2, co) = (U)i~_ ~ (co) 1{, > ~} = Uj,_ ~ (co) l {t > ~} 

off U est le processus croissant F adaptO continu dOfini par: 

t 

U(CO) = ~ l~(s) dLs(co ) ~ N ( X  S- (co), dy) {[f(0, X s- (co), ~(Xs- (co), y), y)] 
0 

- l~o(y)EY[f(O, X~-, Cjo, Xjo)(l{~(x ~ (~),Xo).O}]} 
t 

+ ~ la(s) dJ~(co)Exs(co ) If(O, Xo, Cjo, Xjo)] 
0 

off L e t  J sont des fonctionnelles continues, N e s t  le noyau de Levy du processus X 
et off a est une fonction positive sur E • E - A vdrifiant 

ACrid(s)= Z 
O < s < t  O<s<=t 

Corollairel8. Le processus I( ~ d~fini prOcddemment est pour toute loi ff~ la 
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projection duale G pr~visible du processus croissant: 

I~t = ~ f(J(s , Xs) !y~(s). 
O<s<t 

(Rappelons que G t ddsigne la filtration canonique de X.) 
~ ^  

DOmonstration. I1 suffit 6videmment de montrer que K v est G adapt6e. Pour cela 
nous reprendrons un argument qui figure dans [5], th6or6me 14. 

Un calcul simple mais fastdieux permet d'6tablir q u e / ~  est une 0 fonction- 
nelle additive. Ceci permet d'6crire que: 

E a ( i e -~d I~ lP~)=e- tE  a ( ie-~d/s  

o9 

(i ,t Posons u(2,x)=/~ (z'x) e-SdK . La fonction u est universellement mesurable 

et le processus u(Jf~) est G adapt6. 
D'autre part u(JCt) est un potentiel de la classe D d'apr6s la relation 

pr6c6dente. La formule de Meyer sur les Laplaciens approch6s (cf. par exemple 
[-3]) montre que puisque/(P est continue, pour toute loi #, P~ ps. 

Se-SdIs = lim 1 ^ o L,(p~)h e-S(u(X~)-e-hff~Y'~[u(Jfh) ]ds. 

Les processus qui interviennent dans le membre de droite sont G t mesura- 
t 

bles et leur limite S e -sd/s indhpendante de # est aussi G t mesurable puisque 
0 

les tribus G t sont/~r compl6tes pour toute loi ft. I1 s'ensuit que / ,~  est G adapt6. 

Remarque. En fait nous n'avons pas calcul6 le systhme de Levy au sens habituel 
du terme: dans le processus croissant /(t la sommation ne porte que sur les 
temps d'arr4ts totalement inaccessibles des tribus F'~ plus ((grosses>> que les tribus 
canoniques G~. 

Lorsque X est un processus droit, on peut 6tablir (cf. [5]) que/s est bien la 

projection duale G prhvisible du processus croissant ~ f (Xs  ,X~) off la 
O<s<t 

somme est effectu~e sur tousles  t.a. G totalement inaccessibles. 
Par contre si l'on ne salt pas que J~ est droit, un tel r6sultat n6cessite une 

6tude des G temps d'arr~ts totalement inaccessibles qui n'entre pas dans le cadre 
de ce travail. 
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