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Summary. Let G be a connected locally compact separable amenable group.

Let o be a positive measure on the Borel o-field of G. We study the positive

Borel functions & on G which satisfy: VgeG, | h(gx) a(dx)= | h(xg) o(dx)
G G

=h(g). Under “smooth” assumptions on o, we establish an integral represen-
tation of these functions in term of exponentials.

Résumé. Soit G un groupe moyennable connexe, locallement compact, a base

dénombrable. Soit o une mesure positive sur les boréliens de G. Nous étudions

les fonctions boréliennes positives h vérifiant: VgeG, | h(gx)o(dx)
G

= f h(x g) o(dx)=h(g). Sous «de bonnes» hypothéses sur ¢, nous obtenons,
G

pour ces fonctions, une représentation intégrale a I'aide d’exponentielles.

1. Enoncé du résultat principal

(1.1) Soient G un groupe localement compact a base dénombrable (L.C.D.)
et ¢ une mesure de Radon positive sur G.

Nous disons que o vérifie ’hypothése (H) si ¢ posséde une densité continue
a support compact (par rapport a une mesure de Haar de G) et si le semi-groupe
fermé de G engendré par le support de o est égal a G tout entier.

(1.2) Nous appelons H, T'espace des fonctions boréliennes positives h telles
que, pour tout geG,

h(g)= [ h(gx) o(dx)= [ h(xg) o(dx).
G G

Outre la fonction nulle, il est clair que H, contient les exponentielles harmoni-
ques; cest-a-dire les homomorphismes de groupe y de G dans (R%, x) tels

que { z(g)o(dg)=1.
G
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Le théoreme suivant nous dit que tout élément non nul de H, est en fait
«une moyenne» d’exponentielles harmoniques. Si [G, G] désigne le groupe
dérive de G on a donc, pour tout he H,, h(g x)=h(g), Vxe[G, G], YV geG.

(1.3) Théoréme. Soient G un groupe L.C.D. moyennable connexe et o une mesure
de Radon positive sur G vérifiant ’hypothése (H).

Alors muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts, H,
est une con réticulé a base compacte dont les extrémales sont les exponentielles
harmoniques.

Dans la Sect. 2, nous montrons que H, est un cdne réticulé a base compacte.
Gréce au théoréme de représentation intégrale de Choquet, nous sommes alors
amenés a chercher les €léments extrémaux de H,.

Dans la Sect. 3, nous associons a tout élément non nul & de H, une probabi-
lité *IP et un cocycle multiplicatif &* sur le G-espace Q=G tel que:

h(g)=h(e) | &g, w) d"P(w).

[€2 est un G-espace de fagon naturelle: pour geG et w=(w,, ..., ®,, ...)EQ,
g-w=(g, 0y, ..., 0, ...). Un cocycle multiplicatif ¢ sur un G-espace E est une
fonction positive sur G x E vérifiant

§(Xy= M)Z(f(x, yu) é(y: u)» an yGG, VMGE].

Pour rendre la lecture possible sans connaissance de la théorie élémentaire
des groupes de Lie, la démonstration du théoréme est d’abord faite dans le
cas du groupe des matrices triangulaires supérieures (Sect. 4). La démonstration
consiste & montrer que pour un élément extrémal de H, le cocycle &* est constant
sur .

Signalons que dans le cas du groupe affine de la droite réelle, sous 'hypothése
(H), on connait explicitement (voir [3]) les éléments de HG, [ou HD_]. Le
théoréme (1.3) n’en est pas immédiat pour autant.

2. Etude du cone des fonctions bi-s-harmoniques

(2.0) Dans cette section G est un groupe localement compact a base dénombra-
ble (L.C.D.) et ¢ une mesure de Radon positive sur G. Nous notons e I’élément
neutre de G. Nous désignons par C(G) l'espace des fonctions continues sur
G et par Cg(G) I'espace des fonctions continues a support compact sur G. Nous
notons T, le semi-groupe fermé engendré par le support de la mesure a.

Une fonction borélienne positive h sur G est dite o-harmonique a gauche
[respectivement g-harmonique d droite] si elle vérifie ’¢galité fonctionnelle:

h(s)={ h(sx) c(dx), VseG
G

[respectivement h(s)= | h(xs) a(dx), ¥ s€G].
G
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Une fonction qui est a la fois o-harmonique a droite et a gauche sera dite
bi-o-harmonique.

Nous désignons par HG,, I'espace des fonctions continues positives g-harmo-
niques & gauche sur G; par HD, l'espace des fonctions continues positives o-
harmoniques & droite sur G; et par H, =HG,n HD, P'espace des fonctions conti-
nues positives bi-g-harmoniques sur G. Si f est une fonction sur G et u un
¢lément de G on note f* la translatée a gauche de f par u; f*(x)=f(ux) vV xeG.
L’espace HG, est stable par translation a gauche. De méme HD, est stable
par translation a droite.

Dans la suite, nous envisageons le cas ou H, n'est pas réduit a la fonction
identiquement nulle sur G; autrement dit H¥ = H,— {0} n’est pas vide.

(2.1) Lorsque ¢ vérifie ’hypothése (H) nous écrivons: o(dx)=¢(x)dx; ou dx
désigne une mesure de Haar a gauche sur G et ¢ un élément de Cx(G). En
outre nous posons:

Adx)= Y 27k g**(dx)=y(x) dx.

kz1

Puisque T, =G, la fonction ¥ ainsi que toute fonction (non nulle) -harmonique
positive & gauche ou a droite est strictement positive sur G.

(2.2) Lemme. Si ¢ vérifie U'hypothese (H), alors pour tout élément h de HG,,,
nous avons:
‘ [h(x)—h(y) = h(e) e(x, y);
oul
e(x, Y)=ilel(1’?[|</>(x”1u)—w(y_lu)l/l#(u)]-

Nous avons évidemment un résultat analogue pour les éléments de HD,.

Nous munissons C(G) de la topologie de la convergence uniforme sur les
compacts; C(G) est alors un espace vectoriel topologique métrisable localement
convexe. Du lemme (2.2) on déduit:

(2.3) Corollaire. Soient G un groupe L.C.D. et o une mesure de Radon positive
vérifiant 'hypothése (H). Alors, dans C(G), H,, est un cbne réticulé a base compacte.

Preuve. 11 est clair que H, est un cOne. Il est réticulé car on voit aisément
que pour deux éléments h; et h, de H,, la fonction

h(g)=lim ~dlim s [{ hy A B, (ugv) 6 (du) o%(dv)

est le plus grand élément de H, qui minore 4, et h,.

Soit B=(heH,: h(e)=1); B constitue une base du c¢béne H,. Du lemme (2.2)
il résulte que les restrictions des éléments de B a tout compact de G forment
une famille bornée et équicontinue de fonctions. D’aprés le théoréme d’Ascoli,
cette famille est donc relativement compacte. Comme H, et B sont fermés dans
C(G), il s’ensuit que B est compacte. []

D’autre part du lemme (2.2), il résulte que les éléments de HG, et HD,
possédent les propriétés de continuité suivantes.
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(2.4) Corollaire. Si o vérifient I'hypothése (H) alors pour tout élément de HG,
[respectivement HD, ], il existe une fonction continue & sur G vérifiant 6(e)=0
et telle que Vu, geG |h(ug)—h(u)| £ 6(g) h(u) [resp. |h(gu)—hu)|<3(g) h(w)].

Preuve. Par exemple, pour la premiére assertion, il suffit d’appliquer le lemme
(2.2) a lélément h*: v—>h(uv) de HG, avec x=g et y=e; on a alors J(g)
=e(g,e). O

Au terme de cette section nous avons établi pour les éléments de H, des
propriétés de continuité importantes et nous avons démontré que H, était un
cOne reticulé & base compacte. D’aprés le théoréme de Choquet nous savons
alors que I'ensemble E_ des éléements extrémaux de H, est un borélien de H,
et pour tout élément de H, il existe une unique mesure positive v portée par
E, telle que h(g)={x(g) v(dy), Y geG. Nous sommes donc amenés & rechercher
les éléments extrémaux de H,,.

3. Fonctions harmoniques et variables aléatoires invariantes

Dans cette section nous associons a tout élément k de H* un cocycle multiplicatif
& sur le G-espace GN'. Cest étude de ce cocycle qui nous permettra de résoudre
“le probléme posé.
Nous reprenons les notations de la Sect. 2 et nous supposons que ¢ vérifie
I’hypothése (H).

(3.1) Soit he HG¥. On considére la probabilité de transition "P sur G définie
par: "P f(g)=(1/h(g)) | f(gu) h(gu) o(du).
G

Pour tout entier n= 1, on définit sur G" la probabilité:
wa(dxy, ..., dx,)=[h(x; ... x,)/h(e)] o(dx;) ... a(dx,).

Draprés le théoreme de Kolmogorov, il existe une unique mesure de probabilité
bP sur GM telle que pour tout entier n>1, la projection de "IP sur G* soit
égale a .

On note {Y,; n=1} les coordonnées de Q= G™" et on pose

Xo=e; X,=Y,...Y, Vnzl

Pour n=1, on appelle %, la tribu engendrée par les variables aléatoires {Y;: 1
<k=n}. On désigne par %, la tribu triviale {§, Q}. On vérifie aisément que
(Q=G"", F =B(G™),(X )uz0s (FInz 0, "P) est une chaine de Markov de probabi-
lité de transition *P, partant de e.

(3.2) Dela méme fagon, si h est un élément de HD¥, considérons: la probabilité
de transition P sur G définie par

"Pf(g)=(1/h(2)) | f(ug) h(ug) 6(du);
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'unique probabilité *IP sur les boréliens de GN dont la projection sur G, n>1,
est la probabilit¢ [h(x, ... x)/h(e)] 6(dx,) ... 6(dx,). Posons: X,=e; X,
=Y, ... Y, n21. (Q ZFX Duso> (F)uso, ") est alors une chaine de Markov
de probabilité de transition *P partant de e.

(3.3) Supposons désormais que h soit un élément de H¥. D’aprés le corollaire
(2.4), il existe une fonction continue § sur G, nulle en ¢, telle que:

|h(gx)—h(x)|£5(g) h(x) et [h(xg)—h(x)|=d(g)h(x) VX, geG.
On en déduit que:
(1+0(g™ )" sh(gx)/h(x), h(xg)/h(x)<1+5(g) Vx,geC.
Pour tout geG et tout w=(wq, ..., ®,, ...)€Q, nous posons:

&g, w)=limsup[h(g; ... w,)/h(w; ... @,)];
& (g, w)=lim sup[h(w, ... 0, g)/h(w, ... ®,)].

Pour tous x, geG et tout @£, nous avons:
(L+0(g™ )" =g ), (g, ) S1+(g);
1&%(g, @) — &"(x, )| = (1+8(x)) d(gx™1);
18"(g, 0)—&"(x, )| =(1+6(x)) 0(x ™" g);

[ &g wadgzl Yoe;
G

et
[ 8@ wedgzl VYoel.
G
Dans la suite si x=(x, ..., x,)eG" et w=(wy, ..., ¥,, ...)€R, nous notons
(x, ) lélément (x, ..., X,, @y, ..., @, ...) de Q.

(3.4) Lemme. Soit h un élément de H ;“; Avec les notations ci-dessus nous avons:
() h(x)=h(e) "E[&"(x,")]=h(e) "E[&*(x,")], ¥ x€G;
(ii) Pour "P-presque tout we®,
&gx, 0)=E"g, (x, w) &"(x, ) Vx,geG

et pour "P-presque tout we®,

S(xg )=, (x, ) &"(x, ») Vx, geG;
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(i) | &"xg, ) o(dx)=E"(g, ") "P-p.s. et
G
[ &(gx,-) odx)=8g,*) "P-p.s.;
G

(iv) en considérant GX* comme le produit cartésien G x G, nous avons

"P(dy, dw)=E"(y, 0) o(dy) "P(dw);
et
"P(dy, dw)=E"y, ©) o(dy) "Pdw).

Preuve. On se borne a prouver les résultats concernant le couple (%, *IP). Pour
tout xeG, le processus {h(x X ,)/h(X,}; n=0) défini sur (Q, # "IP) est une martin-
gale bornée relativement a la filtration (#,),5,. Ce processus converge donc
"PP-presque slirement et dans tous les espaces I7, p>1, vers la v.a. &(x,) qui
veérifie

(%) - hGX)hXG)="E[E(x, )| #] Yz

Les assertions (i), (ii), et (iii) sont alors claires. A l'aide de la relation (x) on
vérifie aisément que les probabilités "IP et ¢*(g, w) o(d g) "IP(dw) coincident sur
lalgeébre de Boole [ ) %,; d’ou I'assertion (iv). []

nz0

(3.5) Nous introduisons 'opérateur 0 de translation sur Q= G™"; # est lapplica-
tion de Q dans Q qui 4 Iélément w=(w,, ..., ®,, ...) de Q associe I’élément
(wq, ..., ®, 41, -..); autrement dit nous avons

VC()GQ, vngl) )7"(9(&)))=17n+1(w)

Nous appelons 7 la tribu des événements invariants; c’est a dire des éléments
A de & tels que 6~ 1(4)=A. Une variable aléatoire Z est 7 -mesurable si et
seulement si Zo-0=Z. Une telle variable sera dite invariante.

Du lemme (3.4) il résulte que les probabilités *IP et *IP sont f-invariantes
pour tout élément h de HE.

(3.6) Lemme. La fonction bi-o-harmonique h est extrémale si et seulement si
le systéme dynamique (2, 9, "IP) (ou (?, 0, "P)) est ergodique.

Preuve. Soit A un événement O-invariant, du lemme (3.4) il résulte que la fonction
f(@)=h(e)"E[1,(-) (g, -)] (g€G), est un élément de H, qui minore h et vérifie
lim f(X,)/h(X,)=1,"P-p.s. Si h est extrémale on a donc nécessairement "IP[A]

=0oul.

Réciproquement supposons que le systéme dynamique (@, 0, "IP) soit ergodi-
que et constdérons un élément f de H, qui minore k. Pour tout xe @G, la martin-
gale bornée (f(gX,)/h(X,); n=0) converge "IP-presque stirement et dans tous
les espaces I7, p=1.
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Pour tout (g, w)e G x , posons:

P(g, w)=lim sup [f (g X, (@))/h(g X, (w))].

Nous avons alors, "IP-p.s.:
im f(g X,)/h(X,)="P(g,") *(g,*) VYgeG;
P(g (x,*)="P(gx,") Vg xeG;

[ Plug,-)Eug,*) o(du)="P(g,) & (g.*) VgeG.
G

Si F est une fonction borélienne positive {ou bornée) sur £2, nous définissons
la fonction:
TF(0)= | F((u, 0)) &', o) o(du) (weQ).
G

On vérifie aisément que pour toutes fonctions boréliennes positives (ou bornées)
FetG,ona

T(F-0)=F et [ TF(0)G(w)" Pdw)= | F(w)Go0(w) " Pdw).
Q Q

Ces relations montrent que “IP est T-invariante et le systéme dynamique (@2, T, *IP)
est ergodique. De la relation T%P(e, ‘)= P(e,*) il résulte alors que la v.a. ¥(e,-)
est "IP-p.s. constante.

On en déduit (assertion iv) du lemme (3.4)) qu’il existe un réel ¢ tel que
pour ¢ ®"IP-presque tout (g, ®)eG x Q, ¥(g, ®)=P(e, (g, w))=c. Pour des rai-
sons de continuité et en tenant compte du fait que T,=G, on obtient alors
"P-p.s.,, P(g,*)=c V geG. Et par suite

f(e)=h(e) "E[¥(g,") {"(g.")]1=ch(g) VgeG. O

(3.7) Lemme. Soit h un élément extrémal de HY. Pour tout homomorphisme de

groupes ¥ de G dans (R, +), la suite de v.a.r. {(1/n) ¥(X,); n=0} converge "P-p.s.

et "P-p.s. vers le réel { Y(g)(h(g)/h(e)) a(dg). Si ce réel est nul sans que ¥ soit
G

nul alors: lim inf P(X,) = — oo et lim sup ¥(X,) = + o "P-p.s. et "P-p.s.

Preuve. La premiére assertion résulte immédiatement du théoréme ergodique
via le lemme (3.6).

Les deux événements considérés dans la deuxiéme assertion sont f-invariants;
ils sont donc (lemme (3.6)) de probabilité 0 ou 1. Supposons par exemple que
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le second soit de probabilit¢ nulle et posons ¢=Ilim sup P(X,). Nous avons
Y(g)=0(g, ) —o(w) ¥V geG, Y we; et par suite i

"EL¥(Y)]= | ¥(@)(h(g)/h(e) o(dg)
G

= [ ¢((g @) (h(g)/h(e) c(dg)—p(w)=0 VweQ.
G

La derniére égalité entraine que ¢ est presque sirement constante pour la proba-
bilité produit (X) u sur les boréliens de Q; ot u=(h(g)/h(e)) 6(d g). Ce qui implique
N

P(Y,)=0 X p-p.s.; d’ou 'on déduit, puisque T,= G, que ¥ est 'homomorphisme
N
nul. []

(3.8) Lemme. Soit heH¥ Pour tous x, geG, la suite de var.
{n(g X, x)/h(X,x);nz0} converge "P-p.s. vers Ef(g,*); et la suite de v.ar.
{h(xX,g)/h(xX,); n=0} converge "P-p.s. vers & (g, *).

Preyve. Posons H,(x)=h(g x)/h(x) V x, geG et

U= | (X x)/h(X) [Hy (X, %) — Hy(X,)]* 0" (dx) Vnz0 (r=1).
G

On vérifie facilement que
U= ("P"[(Hg (")~ Hy(X,))*)(X,) = ("P" Hg)(X,) — HZ (X,.);

et par suite
ME[U,]="P"*"H;(e)—"P"H](e).

Comme la suite {"P"H?2(e); n>0} est croissante et majorée par (1+9(g)) la

séric y "ME[U,] est convergente. On en déduit, en particulier, que la suite de
nz0

var. {Hy(X,(w)x)—H,(X,(w); n=0} converge vers zéro pour "P ® o"-presque

tout (w, x). Le lemme est alors clair. [

(3.9) Lemme. Soit ¢ un homomorphisme de groupes de G dans le groupe multipli-
catif U des nombres complexes de module 1. Alors pour tout ouvert V de U,
lim sup 1, (@(X,)) =1 "P-p.s. et "P-p.s.

Preuve. Soit m la mesure de Haar normalisée de U. Nous définissons I'application
6O de U x Q dans lui-méme qui au couple (z, w) associe le couple (z ¢(Y; (®)), 0 w).
La probabilitt m® "IP est @-invariante. Le lemme est alors une comséquence
de la récurrence des systémes dynamiques en mesure finie (Théoréme de Poin-
caré). [
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4. Démonstration du théoréme
dans le cas du groupe des matrices triangulaires

(4.1) Nous notons M(d, R) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre d
a coefficients réels. Si M est une matrice de M(d, R), nous appelons {a;;(M);
i,je{l, ..., d}} les coordonnées de M.

Pour tout (I, k)e{1, ..., d}?, nous notons E ;, la matrice définie par:

(4.2) Nous désignons: par G le groupe des matrices triangulaires supérieures
a éléments diagonaux strictement positifs; par 4 le groupe des matrices diagona-
les a éléments strictement positifs et par N le sous-groupe de G formé des
matrices ayant des «1» pour €léments diagonaux. A est un sous-groupe fermé
abélien de G; N est un sous-groupe fermé nilpotent distingué de G. Tout élément
g de G s¢écrit de fagcon unique g=av avec acA et veN; ou encore g=v'd
avecv'eN et a'e A.

Nous posons A={(i,j)e{l,....,d}*:i<j}. Nous désignons par N,
={I[}cN;_;<...cN,cN, =N, la série centrale descendante du groupe nilpo-
tent N. Nous avons, pour re{2, ..., d—1},

N,={geN: a;;,,(g)=0, pour tout (i, i+)e A avec 1 <I<r}.

(4.3) Nous introduisons la famille d’homomorphismes de groupes {¢,; leA}
de G dans (R%, X) définie par
¢a(g)=a;(g)/a;;(g), st A=(ij)eA.

Pour tout g=aveG (avec ac4 et veN) et tout ueN,, nous avons gug '
=gvuv ta t=aua fa(u tvuv Ya J=aua " tyou yeN,.,,.

On en déduit que, pour tous geG, A=(1, i+r)ed, telR
gU+tE)g ' =(+tp;(@)E)y on yeN.,.
(4.4) Nous ordonnons I'ensemble 4 a laide de la bijection p de A dans

{1, ..., d(d—1)/2} qui au couple (i, i+r) de A associe entier i+ (d —r—1)(d —r)/2.
Pour tout A=(i, i+r)eA, nous posons

H,;,=N.. 0+ Z REg 4m)

15k<i

Les sous-groupes (H,;: A€ 4) sont des sous-groupes distingués fermés de N.
Nous avons:

Vre{l,...,d—1}, N=H,_ray=Hu—nu-r+1y2;

Hoy=()cH,=...cHyy-1)p=NcHguu_1)2+1=G.
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(4.5) Définition. Pour i€{0, ..., (d(d—1)/2)+1}, nous disons qu’'un élément h
de H, vérifie la propriété (P) s’il existe un homomorphisme de groupe y de
H; dans (R%, x) tel que:

(*) h(xg)=h(gx)=yx(x) h(g) VxeH,; VgeG.

(4.6) Remarque. Des relations (%) ci-dessus, il résulte, en écrivant h(gx)
=h((gxg™")g). que

x(gxg )=x(x), VxeH, VgeG;
et par suite

Tns 9.

Vi, neN,YueH; o, y(unynyut(nyny)™ =yunyu™tn?) y(unyu”
Le théoréme (1.3) résulte alors de la proposition suivante.

(4.7) Proposition. Tout élément extrémal h de H¥ vérifiant la propriété (P) vérifie
la propriété (B, ).

Preuve. On voit facilement que & vérifie la propriété (B) si et seulement si (nota-
tions de la Sect. 3):

i) &(x,)=y(x) *P-ps., VxeH,.

i) E"(gx,-)=E&"(xg,")=yx(x) &(g,) "P-ps., V xeH,, V geG.

Nous commengons par supposer que i<d(d—1)/2. Dans ce cas nous avons

(voir (4.4)): Hy,,=H(I+RE,),
pour un certain 4;€A4; et pour tous geG, teR
g +tE;)g '=(+t9,(g)E,)y ou yeH,

Nous envisageons les deux sous cas suivants:

1* cas: | logg,,(g) h(g) o(dg)Z0.
G

(4.8) D’aprés lemme (3.7), nous savons alors que:
liminfg, (X, ")=0 "P-ps.
Soit u=I+tE;, avec teR. Pour tout geG, nous avons
h(guX, )/ h(uX,)=h[gX,(X; ' uX JI/h[X, (X, uX,)]
=h[gX,(1+te, (X, VE, J/h[X,(1+t e, (X, ) E;)].
D’ou Pon déduit lemme (3.8):

&g, (,*))=¢"g,") "P-ps.;
et par suite

1 &gu,")=2"g,") &*(u,") "P-ps, VgeG, VueH,,.
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D’autre part nous avons, pour veN et geG,
hwvg)=h((uvu ‘v Youg)=yuvu v Y hvug);
d’ou Pon déduit, *IP-p.s.,
uv, )= wu,0) yuvu™ v
=EMw,*) &, ) x(uvu~tv™t) (relation (1));
ou encore:
2 Eu, (0, ) =", ) pwou™ o™
Or
(14+3(x" YY) 1<(x, w)£1+6(x), YxeG, YoeR;
de (2), via la remarque (4.6), il résulte alors que
(3) ywovu v Y)=1, VoveN.
De (3) il s’ensuit que:
hug X)/h(X,)=h[g X,(1— @, (8 X,) " tE;)]/h(X,)
et par suite, "IP-p.s.,
() Plug, )= ), VYgel.
De (1) et (4), on déduit que, V geG,
Eug,)=E"gu,")=E"@g,") "P-ps;
et par suite on a la propriété (P, ).

2™ cas. [ log ,,(g) h(g) o(d g)<O.
G
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La démonstration est analogue a la précédente en travaillant avec le triplet

«dual» (X, & "P).
Supposons a présent que i=d(d —1)/2. Nous avons:
H;=N, H;,;=G=NA

1

etVgeG,VacA,gag” "=ayavec yeN.

En reprenant la démonstration faite en (4.8), on obtient, en utilisant le lemme

(3.8): d’abord

éh(gaa.)zgh(ga')éh(aa') h]P'p'S': VgGG, VaEA;
puis ensuite
ylaga g H=1 Vaed, VgegG;
et enfin
ag, )=E"a, ) (g, ) "P-ps, Vaed, YgeG.
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Cette derniére égalité s’écrit aussi
&a, (g.*)=2¢"a,") "P-ps, VgeG, Vaed;

ce qui montre que la v.a.r. £(a,-) est f-invariante et donc (lemme (3.6)) "IP-p.s.
constante. D’oul la propriété (B,(). O

5. Démonstration du théoréme dans le cas général

(5.1) Le cas d'un groupe L.C.D. connexe, se ramene a celui d’un groupe de
Lie connexe. En effet, on sait ([5]) que pour tout groupe L.C.D. connexe, il
existe des sous-groupes compacts distingués arbitrairement petits C tels que
G/C soit un groupe de Lie connexe. En reprenant le raisonnement fait en (4.8)
et en tenant compte du lemme (3.8), on obtient:

higc)=h(cg)=h(g), VceC, Vgel.

D’ou le résultat.

D’autre part si G est un groupe de Lie moyennable connexe, on sait [2]
que G sécrit RK ou R est le radical de G (c-a-d. le plus grand sous-groupe
distingué résoluble connexe de G) et K un sous-groupe compact connexe de
G.

(5.2) (Théoréme de Lie). Soit R un groupe de Lie résoluble connexe. Nous
désignons: par Z(R) son algébre de Lie; par exp l'application exponentielle
et par Ad la représentation adjointe de R dans Z(R). Nous avons

VgeR,VXeZ(R), glexpX)g '=exp(Adg(X)).

D’aprés le théoréme de Lie, nous savons qu’il existe une base du complexifi¢
Z(R)* de #(R) telle que les matrices de Ad R soient triangulables simultané-
ment. Les éléments diagonaux de Ad R définissent des homomorphismes de
groupes ¢ de R dans (C*, x) appelés poids de la représentation adjointe de
R

(5.3) Ceci dit nous démontrons le théoreme (1.3) dans le cas ou G est un
groupe de Lie résoluble connexe. Comme dans le cas du groupe des matrices
triangulaires supérieures, nous raisonnons par récurrence.

Supposons qu’il existe un sous-groupe fermé distingué H de G et un homo-
morphisme y de H dans (R%, x) tel que:

(%) h(g x)=h(xg)=yx(x) h(g), VgeG, VxeH.

Le théoréme de Lie, appliqué au groupe quotient R=G/H, nous dit qu’il existe
un homomorphisme ¢ de G dans (C*, x) et un élément X de Z(G)%, X ¢ Z(H)",
tel que:

VgeG, Adg(X)=¢(@)X+Y avec YeZ(H)
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Si X est réel, ¢ est un homomorphisme de G dans (R%, x) et nous avons
VgeG, glexptX)g '=exp(p(g)tX)u(g) avec u(g)eH.

Si X est complexe, alors nous avons

VgeG, glexp(tX+tX)g '=exp(op(@)tX+o(gtX)u(g) avec u(g)eH.

Par un raisonnement en tout point analogue a celui de la Sect. 4, on montre
alors que les relations (x) se prolonge au sous-groupe fermé distingué L de
G défini par:

L=HexpRX dans le cas réel;

L=H(exp(tX +1tX):teC) dans le cas complexe.

Cependant pour ce faire on a besoin du lemme (3.9). En effet, on peut avoir
lo(g)|=1,V geG sans avoir ¢(g)=1, VY geG.

(5.4) Envisageons a présent le cas ou G=RK avec K compact non nécessaire-
ment connexe.
En écrivant Y;=R;K;i=1, nous avons

X,=Y, ... Y,=R,(Ky R, K™Y ... [(Ky ... K,_ ) R,(K, ... K,_ ) '1K, ... K,.

Nous savons (voir ([6] Lemme (2.8))) que les ¢léments de K permutent les
poids de la représentation adjointe de R. Si cette permutation est I'identité
(ce quest le cas si K est connexe) nous avons

okrk Y)=¢(), VreR, Vkek,

pour tout poids ¢; la démonstration du cas résoluble s’é¢tend alors aisément
au cas présent.

Au passage, on notera que le cas du groupe des matrices triangulaires supé-
rieures a ¢léments diagonaux non nuls (et non plus strictement positifs) entre
dans cette catégorie.

6. Lien avec les théorémes classiques de Choquet-Deny

Aprés extension, nous allons montrer que le lemme (3.6) contient des généralisa-
tions des résultats de [1].

(6.1) Soient S un semi-groupe L.C.D. possédant un élément neutre e et ¢ une
mesure de Radon positive quelconque sur les boréliens de S. Nous posons

A=Y (1/2)*a*" (avec 6*%=z¢,).

nz0

Comme en (2.0), nous introduisons les espaces HG, et H,.
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Nous posons HG¥={heHG,: h(e)>0} et H¥={heH,: h(e)>0}. Pour tout
élément h de HG* nous définissons la probabilité *IP comme en (3.1). Si X,
est comme en (3.1), pour he HG¥, nous avons

"P[h(X,)=0]=0, Vn=0.
(6.2) Définition. Un ¢€lément h de H¥ est dit extrémal si pour tout élément

fde H_ vérifiant f<h A-p.p., nous avons f=[ f(e)/h(e)]h A-p.p.

(6.3) Proposition. Si he H¥, ¥IP est O-invariante et h est extrémale si et seulement
si le systéme dynamique (£, 0, "IP) est ergodique.

Pour prouver la proposition, nous commengons par établir deux lemmes.
(6.4) Lemme. () Vhe HGY, 0(*IP)=""P o h°: g — | h(x g) o(d x).
S

(i) Y heHG,, [ h(x)"P o(dx)=h(e)*"P.
(iii) ¥ heH,, Y geG, [h(xg)" P o(dx)=h(g)"P.

[Pour (ii) et (iii) on convient que h(u) “P=0 si h(u)=0]

Preuve. On montre I'égalité des mesures en vérifiant qu’elles coincident sur la
tribu &%, Vn=0. O

(6.5) Pour seS, nous désignons par g 'application de 2 dans Q qui a3 weQ
=8 x Q associe (s, w)eQ.

Nous appelons *IP; la probabilité image de *IP par 5. On vérifie aisément
que (Q, B(Q), (Fuz0> Xwnzo, "Py) est une chaine de Markov de probabilité
de transition #P partant de s.

(6.6) Preuve de la proposition. De la premiére assertion du lemme (6.4) il résulte
que "IP est f-invariante pour tout he H.

Soit h un élément de H* et A un événement O-invariant de *IP-probabilité
non nulle. Du lemme (6.4) il résulte que la fonction f définie par f(g)
=h(g)*P[A4], (2eG), est un élément de HE.

Drautre part de (6.5), via la propriété de Markov, il résulte que

fX)X,)="E[1,]#,] "P-ps.
Si h est un élément extrémal de H¥, alors nous avons:

f=Lf(e)/h(e)]h A-p.p.;

1,=f(e)/h(e)=1 "P-ps.

et par suite

Réciproquement supposons que le systéme (€, 6, *IP) soit ergodique et soit
feH, tel que f<h A-p.p.
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Le processus (f (X,)/h(X,); n=0) défini sur (Q, Z "P) est une martingale bor-
née; elle converge donc "IP-p.s. vers une v.a.r. ¥ vérifiant

fX)/h(X,)="E[y|#,] "P-ps.;

f(©@ P=y (") h(e)"P.

et par suite

De l'ergodité du systéme dynamique (2, 0, "IP) il résulte alors que ¥ est constante
"P-p.s. Ce qui entraine f(X,)=[f(e)/h(e)] h(X,) "P-p.s. et par suite f=[f(e)/
helh i-pp. I

(6.7) Conséquences de la proposition (6.3). Si ¢ est une probabilité et h=1,
*IP est une probabilité produit et le systéme (€2, 6, *IP) est ergodique. La proposi-
tion (6.3) nous dit alors que la fonction 1 est extrémale. Toute fonction bi-o-
harmonique bornée h sur un semi-groupe L.C.D. S vérifie donc h=h(e) A-p.p.

Supposons & présent que S soit un semi-groupe abélien, alors pour tout
he H, et tout se8§, h® est encore un élément de H . L’égalité

h(e)"P={h(s)"IP A(d5s)
avec h extrémale, donc "P ergodique, entraine nécessairement que:

§ h(s)"P A(ds)=( | h(s) A(ds)) h(e) "P,

pour tout borélien A de S.
D’ou 'on déduit que:

{ h(sX,) Ads)= [ h(s) A(ds) h(X,) "P-ps.
A 4

et par suite:

h(s t)=h(s) h(t)

pour A ® A-presque tout (s, 1)e S

7. Théoréme quotient

Le résultat obtenu permet d’étendre les résultats de [4] au cas d’un groupe
L.C.D. moyennable connexe unimodulaire. Dans ce qui suit, nous nous conten-
tons d’énoncer le résultat en laissant le soin au lecteur de consulter [4] pour
les détails techniques.

Soit p une mesure de probabilité sur un groupe L.C.D. moyennable connexe
unimodulaire. Nous supposons que u vérifie ’hypothése (H). Nous appelons
exponentielle sur G tout homomorphisme de groupe de G dans (R*, x); nous
notons E(G) I'ensemble des exponentielles de G.
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Posons c=inf{ | x(g) x(dg): x€E(G)}. Alors il existe un unique y,€ E(G) véri-
G

fiant | x0(g) u(dg)=c; si bien que la mesure 6=c~ 'y posséde x, comme seule
G

fonction bi-o-harmonique non nulle.
Pour tous éléments ¢ et Y de Cx(G), nous avons alors:

Hm(f @(x) p"(dx)/ | Y (x) p*(@dx)= [ @(x) xo(x) dx/ [ Y(x) 70(x) dx;
L <] G G G

ou d x désigne «la mesure de Haar» de G.
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