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Summary. Let G be a connected locally compact separable amenable group. 
Let o- be a positive measure on the Borel o--field of G. We study the positive 
Borel functions h on G which satisfy: VgeG, ~ h(gx) o-(dx)= ~ h(xg) a(dx) 

G G 

= h(g). Under  " smoo th"  assumptions on o-, we establish an integral represen- 
tation of these functions in term of exponentials. 

R6sum6. Soit G u n  groupe moyennable connexe, locallement compact, fi base 
d6nombrable. Soit o- une mesure positive sur les bor61iens de G. Nous 6tudions 
les fonctions bor61iennes positives h v6rifiant: V geG, ~ h(gx)a(dx) 

G 

= ~ h(xg)cr(dx)=h(g). Sous <<de bonnes>> hypoth6ses sur o-, nous obtenons, 
G 

pour ces fonctions, une repr6sentation int6grale fi l'aide d'exponentielles. 

1. Enonc~ du r~sultat principal 

(1.1) Soient G u n  groupe localement compact /L base d~nombrable (L.C.D.) 
et o- une mesure de Radon positive sur G. 

Nous disons que o- v6rifie l'hypoth~se (H) si o- poss6de une densit6 continue 
/l support  compact (par rappor t / t  une mesure de Haar  de G) et si le semi-groupe 
ferm6 de G engendr6 par le support  de o- est 6gal/t G tout entier. 

(1.2) Nous appelons H~ l'espace des fonctions bor61iennes positives h telles 
que, pour tout g E G, 

h(g) = S h (g x) o-(d x) = ~ h (x g) o- (d x). 
G G 

Outre la fonction nulle, il est clair que H~ contient les exponentielles harmoni- 
ques; c'est-fi-dire les homomorphismes de groupe Z de G dans (N*,  x )  tels 
que S X (g) o- (d g) = 1. 

G 



482 A. Raugi 

Le th6or6me suivant nous dit que tout 616merit non nul de H~ est en fait 
<<une moyenne>> d'exponentielles harmoniques. Si [G, G] d6signe le groupe 
d6riv6 de G on a donc, pour  tout heH~, h(gx)=h(g), Vxe[G, G], VgeG. 

(1.3) Th6or~me. Soient Gun groupe L.C.D. moyennable connexe e ta  une mesure 
de Radon positive sur G vdrifiant l'hypothdse (H). 

Alors muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts, H~ 
est une con rdticuld ~ base compacte dont les extrdmales sont les exponentielles 
harmoniques. 

Dans la Sect. 2, nous montrons que H~ est un c6ne r6ticul6 ~ base compacte. 
Grace au th6or6me de repr6sentation int6grale de Choquet, nous sommes alors 
amen6s/~ chercher les 616ments extr6maux de H~. 

Dans la Sect. 3, nous associons fi tout 616ment non nul h de He une probabi- 
lit6 hp et un cocycle multiplicatif ~h sur le G-espace f2 = G ~* tel que: 

h (g) = h (e) ~ i h (g, co) d hp(co). 
g? 

[g2 est un G-espace de fagon naturelle: pour  g e G  et o)=(co~ . . . .  , co,, . . .)cO, 
g 'co=(g,  con, ..., co,, -..)- Un cocyele multiplicatif ~ sur un G-espace E est une 
fonction positive sur G x E v6rifiant 

~(x y, u)= ~(x, y.u) ~(y, u), V x, y6G, V ueE]. 

Pour rendre la lecture possible sans connaissance de la th6orie 616mentaire 
des groupes de Lie, la d6monstration du th6or6me est d 'abord faite dans le 
cas du groupe des matrices triangulaires sup6rieures (Sect. 4). La d6monstration 
consiste/t montrer  que pour  un 616ment extrdmal de H~, le cocycle ~h est constant 
sur g2. 

Signalons que dans le cas du groupe affine de la droite r6elle, sous l'hypoth~se 
(H), on connalt explicitement (voir [3]) les 61~ments de HGr [ou HD,J. Le 
th6or~me (1.3) n'en est pas imm6diat pour  autant. 

2. Etude du cOne des fonctions bi-a-harmoniques 

(2.0) Dans cette section G est un groupe localement compact / t  base d6nombra- 
ble (L.C.D.) et o- une mesure de Radon  positive sur G. Nous notons e l'616ment 
neutre de G. Nous d6signons par C(G) l'espace des fonctions continues sur 
G e t  par CK(G) l'espace des fonctions continues/t  support compact sur G. Nous 
notons T~ le semi-groupe ferm6 engendr6 par le support de la mesure o-. 

Une fonction bor61ienne positive h sur G est dite a-harmonique fi gauche 
[respectivement a-harmonique ~ droite] si elle v6rifie l'6galit6 fonctionnelle: 

h(s)= ~ h(s x) a(dx), V seG 
G 

[-respectivement h(s)= ~ h(x s) a(dx), V seG]. 
G 
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Une fonction qui est /l la fois a-harmonique fi droite et ~i gauche sera dite 
bi<r-harmonique. 

Nous d6signons par HG, l'espace des fonctions continues positives a-harmo- 
niques /l gauche sur G; par HD, l'espace des fonctions continues positives a- 
harmoniques ~ droite sur G; et par H ,  = HG, ~ HD, l'espace des fonctions conti- 
nues positives bi-a-harmoniques sur G. Si f est une fonction sur G e t  u un 
616ment de G on note f "  la translat6e/t gauche de f par u; f" (x)=f(ux)  VxeG. 
L'espace I-IG, est stable par translation ~t gauche. De marne HD~ est stable 
par translat ion/t  droite. 

Dans la suite, nous envisageons le cas off H~ n'est pas r6duit ~ la fonction 
identiquement nulle sur G; autrement dit H* = H , - { 0 }  n'est pas vide. 

(2.1) Lorsque a v6rifie l 'hypoth6se (H) nous 6crivons: a(dx)=q)(x)dx; off dx 
d6signe une mesure de Haar  fi gauche sur G e t  q) un 616ment de C~(G). En 
outre nous posons: 

;o(dx) = Z 2-~ ~* ~(dx) = O(x) dx. 
k > l  

Puisque T~ = G, la fonction ~ ainsi que toute fonction (non nulle) a-harmonique 
positive/t gauche ou / t  droite est strictement positive sur G. 

(2.2) Lemme. Si a vdrifie l'hypothese (H), alors pour tout 414ment h de HG~, 
n o u s  a v o g s :  

[ h ( x ) -  h (y)[ =< h (e) e (x, y); 
off 

e (x, y) = sup [1 cp (x-a u ) -  q0 (y-1 u)1/0 (u)]. 
ucG 

Nous avons 6videmment un r6sultat analogue pour  les 616ments de HD~. 
Nous munissons C(G) de la topologie de la convergence uniforme sur les 

compacts; C(G) est alors un espace vectoriel topologique m6trisable localement 
convexe. Du lemme (2.2) on d6duit: 

(2.3) Corollaire. Soient Gun groupe L.C.D. e t a  une mesure de Radon positive 
v~rifiant l'hypoth~se (H). Alors, dans C(G), H~ est un c4ne r~ticuld gt base compacte. 

Preuve. I1 est clair que H ,  est un c6ne. I1 est r6ticul6 car on voit ais6ment 
que pour deux 616ments ha et h2 de Ho, la fonction 

h (g) = lira ".~ lim "~ S~ h 1 A he (u g v) crP (d u) a q (d v) 
p q 

est le plus grand 616ment de H~ qui minore h 1 et h 2. 

Soit B=(h~H~: h(e)= 1); B constitue une base du c6ne H~. Du lemme (2.2) 
il r6sulte que les restrictions des 616merits de B /t tout compact de G forment 
une famille born~e et 6quicontinue de fonctions. D'apr6s le th6or6me d'Ascoli, 
cette famille est donc relativement compacte. Comme H~ et B sont ferm6s dans 
C(G), il s'ensuit que Bes t  compacte. []  

D'autre part du lemme (2.2), il r6sulte que les 616ments de HG~ et HD~ 
poss6dent les propri6t6s de continuit6 suivantes. 
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(2.4) Corollaire. Si a vdrifient l'hypothOse (H) alors pour tout dldment de HG~ 
Erespectivement HD~], il existe une fonction continue 6 sur G v~rifiant 6(e)=O 
et telle que V u, g E G ] h (u g ) -  h (u)[ N 6 (g) h (u) [resp. [ h (g u ) -  h (u) I < 6 (g) h (u)]. 

Preuve. Par exemple, pour  la premi6re assertion, il suffit d'appliquer le lemme 
(2.2) /t l'616ment h": v->h(uv) de HG~ avec x = g  et y=e;  on a alors 6(g) 
=e(g, e). []  

Au terme de cette section nous avons 6tabli pour  les 616ments de H~ des 
propriht6s de continuit4 importantes et nous avons dhmontr6 que He 6tait un 
c6ne rhticul4 ~ base compacte. D'aprhs le th6or6me de Choquet nous savons 
alors que l'ensemble E~ des 616ments extrhmaux de H~ est un borhlien de He 
et pour  tout 416ment de He il existe une unique mesure positive v porthe par 
E~ telle que h(g)= S z(g)v(dz),  V g e G. Nous sommes donc amenhs fi rechercher 
les 616ments extrhmaux de He. 

3. Fonctions harmoniques et variables al6atoires invariantes 

Dans cette section nous associons/t tout 616ment h de H* un cocycle multiplicatif 
{h sur le G-espace G ~*. C'est l'6tude de ce cocycle qui nous permettra de r6soudre 
le prob!6me pos6. 

Nous reprenons les notations de la Sect. 2 et nous supposons que o- v6rifie 
l 'hypoth6se (/-/). 

(3.1) Soit heHG*. On consid6re la probabilit6 de transition hp sur G d6finie 
par: hpf(g) = (1/h(g)) S f ( g  u) h(g u) a(d u). 

G 
Pour  tout entier n > 1, on d6finit sur G" la probabilit6: 

#,(dxl  . . . .  , dx , )= [h(Xl ... x,)/h(e)] a(dxl)  ... a(dx,). 

D'apr+s le th6or6me de Kolmogorov,  il existe une unique mesure de probabilit6 
hp sur G N* telle que pour  tout entier n > l ,  la projection de hp sur G" soit 
6gale A #,. 

On note {Y,; n >  1} les coordonn6es de ~2 = G ~* et on pose 

X o = e ;  X , =  Y 1. . .  Y, V n > l .  

Pour n > 1, on appelle ~ ,  la tribu engendr6e par les variables al6atoires { Yk: 1 
<_k<_n}. On d6signe par ~o la tribu triviale {0, (2}. On v6rifie ais6ment que 
(~ = G N*, ~ = N (G~*), (X,), > o, (~,),  > o, hip) est une chalne de Markov de probabi- 
lit6 de transition hp, partant  de e. 

(3.2) De la mame fagon, si h est un 616ment de HD*, consid6rons: la probabilit6 
de transition hp sur G d6finie par 

hpf(g)  = (1/h(g)) ~ f ( u  g) h(u g) ~r(d u); 
G 



Un th6or~me de Choquet-Deny pour les groupes moyennables 485 

l 'unique probabil i t6 hff~ sur les bor61iens de G ~* dont  la project ion sur G n, n > 1, 
est la probabil i t6 [ h ( x n . . . x i ) / h ( e ) ] a ( d X l ) . . . a ( d x n ) .  Posons: / g 0 = e ;  )Tn 
=Y,  ... Y1, n_>_l. (/2, ~ - ~,(Xn)n__>O, (~n)n__>O, h~) est alors une chaine de M a r k o v  

de probabil i t6 de t ransi t ion hp par tan t  de e. 

(3.3) Supposons  d6sormais que h soit un 616ment de H*. D'apr6s le corollaire 
(2.4), il existe une fonct ion cont inue 6 sur G, nulle en e, telle que:  

[ h ( g x ) - h ( x ) l < 6 ( g )  h(x) et [ h ( x g ) - h ( x ) l < 6 ( g )  h(x) Vx ,  geG.  

On en d6duit  que: 

(1 + 6 (g-  1))-1 < h(g x)/h(x), h(x g)/h(x) < 1 + (~(g) V x, geG.  

Pour  tout  g e G  et tout  co=(co I . . . . .  co . . . . .  )eO,  nous posons:  

~h(g, CO) = lira sup l-h(g col .-. co,)/h(col ... con)] ; 
n 

~h (g, CO) = lim sup [h (con ..- col g)/h (con ... col)]. 
n 

Pour  tous x, g e G e t  tout  co e f2, nous avons" 

(1 + ~ (g-  1))- 1 __< ch (g, CO), ~ (g, CO)__< 1 + ~ (g); 

I ~h (g, CO) _ ch (X, CO)] < (1 + 8 (X)) C5 (g X- 1); 

I~(g,  co ) -  ~ ( x ,  co) l < (1 + 8(x)) 8(x  -1 g); 

S ~h(g, CO) o-(dg)__> 1 V coef2; 
G 

et 
~(g ,  co) a(dg)_>_ 1 VcoeO. 

G 

Dans la suite si x = ( x l ,  . . . ,  x~)eG ~ et co=(col,  . . . ,  co~, . . . )eO, nous notons  
(x, co) l'616ment (x 1 . . . .  , x~, o91 . . . .  , con, ...) de f2. 

(3.4) Lemme.  Soit h u n  dl~ment de H*. Avec les notations ci-dessus nous avons : 
(i) h (x) = h (e) hiE [~h (X,')] = h (e) hll~. [~h (X,')], Y X e G; 

(ii) Pour hlP-presque tout co e f2, 

~(g x, co) = r (x, co)) ~ (x, co) v x, g E G 

et pour hl~-presque tout co~f2, 

(x g, co) = ~'(g, (x, co)) ~ ( x ,  co) v x, g e o;  
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(iii) f ~h(x g, ") a(dx)=~h(g, ") hiP-p.s, et 
G 

~'h(g x,-) a(dx)=~'(g, .) hl~'-p.s.; 
G 

(iv) en consid&ant G N* comme le produit cartdsien G x G ~*, nous avons 

et 
hiP(dy, dco)= ~h(y, CO) t~(dy)hiP(dco); 

hi~(d y, dco)= ~h(y, co) cr(d y) h~(dco). 

Preuve. On se borne ~ prouver les r6sultats concernant le couple (~a, hiP). Pour 
tout x e G, le processus {h(x X,)/h(X,}; n > 0) d6fini sur (f2, ~,  hiP) est une martin- 
gale born4e relativement /l la filtration (o~),>=o. Ce processus converge donc 
hiP-presque sfirement et dans tousles  espaces L p, p >  1, vers la v.a. ~a(x,-) qui 
v6rifie 

(,) h(xX,)/h(X,)=hlEE~h(x,.)l~ J Vn~0.  

Les assertions (i), (ii), et (iii) sont alors claires. A 1'aide de la relation (.) on 
v6rifie ais6ment que les probabilit6s hiP et {h(g, CO) o-(dg) h~'(dco) coincident sur 
l'alg6bre de Boole U Y,; d'ofi l'assertion (iv). [] 

n>0 

(3.5) NOUS introduisons l'op6rateur 0 de translation sur f2 = G~*; 0 est l'applica- 
tion de f2 dans f2 qui /t l'&16ment co=(col,---, co . . . . .  ) de f2 associe l'616ment 
(co2, -.., co,+ a . . . .  ); autrement dit nous avons 

Vcoeg2, V n ~ l ,  Yn(0(o)))= Yn+I((,D ). 

Nous appelons ~- la tribu des 6v6nements invariants; c'est/t dire des 616ments 
A de ~- tels que 0-~ (A)= A. Une variable al6atoire Z e s t  ~-mesurable  si et 
seulement si Z o 0 = Z. Une telle variable sera dite invariante. 

Du lemme (3.4) il r6sulte que les probabilit6s hiP et h~ sont 0-invariantes 
pour tout 616ment h de H*. 

(3.6) Lemme. La fonction bi-~-harmonique h est extrdmale si et seulement si 
le syst~me dynamique (f2, O, hiP) (OU (f2, O, h~)) est ergodique. 

Preuve. Soit A un 6v6nement 0-invariant, du lemme (3.4) il r6sulte que la fonction 
f(g) = h(e)hE [-1A(') ~h(g, .)] (go G), est un 616merit de H~ qui minore h et v6rifie 
l imf(X, ) /h(X, )= 1A hiP-p.s. Si h est extr~male on a donc n6cessairement hiPEA ] 

n 

= 0 o u  1. 
R6ciproquement supposons que le syst6me dynamique (Q, 0, hiP) soit ergodi- 

que et consid6rons un 616ment f de H~ qui minore h. Pour tout x e G, la martin- 
gale born6e ( f(gX,)/h(X,);  n>O) converge hiP-presque sfirement et darts tous 
les espaces L p, p > 1. 
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Pour tout (g, co)e G x f2, posons: 

T(g, co) = lim sup I f  (g X ,  (co))/h (g X, (co))]. 
n 

Nous avons alors, h]p-p .s .  : 

l i m f ( g X , ) / h ( X , ) =  7-'(g,.) ~h(g,.) Vg~G; 
n 

T(g, ( x , ' ) ) = ~ ( g x , ' )  Vg, xeG;  

~(ug,-) ~h(ug, .) a(du)= ~e(g, .) ~h(g, .) VgsG. 
G 

Si F est une fonction bor61ienne positive (ou born6e) sur s nous dhfinissons 
la fonction: 

TF (co) = ~ F ((u, co)) ~h (U, CO) a (d u) (~ ~ (2). 
G 

On v6rifie ais6ment que pour toutes fonctions bor61iennes positives (ou born6es) 
F et G, on a 

T(FoO)=F et ~ TF(co) G(co)hip(dco)= ~ F(o) GoO(co)hip(dco). 

Ces relations montrent que nip est T-invariante et le syst6me dynamique (f2, T, hiP) 
est ergodique. De la relation TT(e,  . )=  T(e, ") il r6sulte alors que la v.a. 7~(e, .) 
est hip-p.s, constante. 

On en d6duit (assertion iv) du lemme (3.4)) qu'il existe un r6el c tel que 
pour o-| hip-presque tout (g, r x s 7~(g, co)= 7~(e, (g, co))= c. Pour des rai- 
sons de continuit6 et en tenant compte du fait que T~= G, on obtient alors 
hip-p.s., 7ffg, " )=c  VgEG. Et par suite 

f (g)=h(e)  hlE[T(g,.) ~h(g,.)]=ch(g) Vg~G. [] 

(3.7) Lemme. Soit h u n  dt~ment extr~mat de H*. Pour tout homomorphisme de 
groupes 7 j de G dans (N., +), la suite de v.a.r. {(l/n) 7J(X,); n>0} converge hip-p.s. 
et qP-p.s, vers le rdel ~ ~g(g)(h(g)/h(e)) a(d g). Si ce rdel est nul sans que T soit 

G 

nul alors: lim inf 7J(X,) = - oo et lira sup T(X,) = + oo hip-p.s, et hff~-p.s. 
n n 

Preuve. La premi6re assertion r6sulte imm6diatement du th6or6me ergodique 
via le lernme (3.6). 

Les deux 6v6nements consid6r6s dans la deuxi6me assertion sont 0-invariants; 
ils sont donc (lemme (3.6)) de probabilit6 0 ou 1. Supposons par exemple que 
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le second soit de probabilit6 nulle et posons (p=lim sup 7J(X,). Nous avons 
n 

7~(g) = q) ((g, co))- q) (co) V g e G, V co e (2; et par suite 

hiE [ 7~(I11)] = ~ 7J(g)(h (g)/h (e)) o- (d g) 
G 

= ~ q~ ((g, co))(h (g)/h (e)) a (d g ) -  go (co) = 0 
G 

Vco~O. 

La derni6re 6galit6 entralne que ~o est presque sfirement constante pour la proba- 
bilit6 produit @/~ sur les bor61iens de f2; off # = (h (g)/h (e)) o-(d g). Ce qui implique 

N 

7J(Y1) = 0 @#-p.s. ;  d'ofi l'on dhduit, puisque Tr G, que 7 ~ est l 'homomorphisme 

nul. [] 

(3.8) Lemme. Soit h~H*. Pour tous x, geG, la suite de v.a.r. 
{h(gX,  x ) /h(X,x) ;n>O} converge ap-p.s, vers ~a(g,.); et la suite de v.a.r. 
{h (x X ,  g)/h (x J~,); n > 0} converge hi~-p.s, vers ~ (g,-). 

Preuve. Posons Hg(x)= h(g x)/h(x) V x, geG et 

U.= ~ (h(X.x)/h(X.))EHg(X.x)-Hg(X.)] 2 ar(dx) V n > 0  (r>  1). 
G 

On v6rifie facilement que 

U=(aU[(Hg( . )_Hg(X, ) )z j ) (X , )  h ~ z : . = ( P H~)(X,) -- H~ (X,), 

et par suite 
hIE [ U j  = hp. +, H~ (e) -- hp. H i  (e). 

Comme la suite {hp'H~(e); n>0} est croissante et major6e par (l+5(g)) 2, la 
s6rie ~ hIE[UJ est convergente. On en d6duit, en particulier, que la suite de 

n>=0 

v.a.r. {Hg(X,(co) x ) -  Hg(X,(co)); n > 0} converge vers z&o pour hip | ar-presque 
tout (co, x). Le lemme est alors clair. [] 

(3.9) Lemme. Soit go un homomorphisme de groupes de G dans le groupe multipli- 
catif U des hombres complexes de module 1. Alors pour tout ouvert V de U, 
lira sup lv(q)(X,)) = 1 hlP-p.s, et hlp-p.s. 

n 

Preuve. Soit m la mesure de Haar normalis6e de II. Nous d6finissons 1'application 
O de U x f2 dans lui-mame qui au couple (z, co) associe le couple (z go(Yt (co)), 0 co). 
La probabilit6 m | h~ est O-invariante. Le lemme est alors une cons6quence 
de la r6currence des syst6mes dynamiques en mesure finie (Th6or6me de Poin- 
car6). [] 
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4. D6monstration du th6or~me 
dans le cas du groupe des matrices triangulaires 

(4.1) Nous notons M(d, IR) l'espace vectoriel des matrices carr6es d'ordre d 
/t coefficients r6els. Si M est une matrice de M(d, R), nous appelons {aij(M); 
i, j e  {1 . . . .  , d}} les coordonn6es de m.  

Pour  tout (1, k)e{1 . . . . .  d} 2, nous notons E(z,k) la matrice d6finie par: 

aij(El,k))=l si (i,j)=(l, k); 0 sinon. 

(4.2) Nous d6signons: par G le groupe des matrices triangulaires sup6rieures 
~i 616ments diagonaux strictement positifs; par A le groupe des matrices diagona- 
les /t 616ments strictement positifs et par N le sous-groupe de G form6 des 
matrices ayant des << 1 >> pour  616ments diagonaux. A est un sous-groupe ferm6 
ab61ien de G; N e s t  un sous-groupe ferm6 nilpotent distingu6 de G. Tout  616ment 
g de G s'6crit de fagon unique g = a v  avec a e A  et yeN;  ou encore g=v 'a '  
avec v' e N  et a' eA.  

Nous posons A={( i , j ) e {1  . . . . .  d}Z:i<j} .  Nous d6signons par Nd 
={I} c N d _ ,  c ... oN2 oN1 = N ,  la s&ie centrale descendante du groupe nilpo- 
tent N. Nous avons, pour re{2, ..., d - 1 } ,  

N r = { g e N :  ai, i+z(g)=O, pour  tout (i, i + l ) e A  avec 1 < l < r } .  

(4.3) Nous introduisons la famille d 'homomorphismes de groupes {~0a; 2eA} 
de G dans (N*,  X) d6finie par 

q)a(g)=au(g)/aj~(g), si 2=( i , j ) eA .  

Pour tout g = a v e G  (avec a e A  et yEN) et tout u e N ,  nous avons g u g  -1 
= a v u v  - l a - l = a u a -  l [a(u -1 vu v-1)a  -1] = a u a -  l y off y~N,+l .  

On en d6duit que, pour tous geG,  2=(i ,  i+r)EA,  te lR 

g ( I + t E z ) g - ~ = ( I + t ~ o , ( g ) E , ) y  off yEN~+,. 

(4.4) Nous ordonnons l'ensemble A /t l'aide de la bijection p de A darts 
{ 1, ..., d ( d -  1)/2} qui au couple (i, i + r) de A associe l'entier i + (d - r -  1) ( d -  r)/2. 

Pour tout 2=(i ,  i+r ) sA ,  nous posons 

Hp(a)=Nr+l(I+ ~ lRE(k,k+,)). 
l<_k<_i  

Les sous-groupes (Hoax): 2eA) sont des sous-groupes distingu6s ferm6s de N. 
Nous avons: 

Vre{1, ..., d - i } ,  N=Hp((d_,,d))=H(d_ma_~+i)/2; 

H o = (I) ~ H i ~ . . .  c Ha( d_ i)/2 = N c H ( d ( a  _ 1)/2) + 1 = G. 
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(4.5) D~finition. Pour i~{0, ..., (d(d-1)/2)+l}, nous disons qu'un 616ment h 
de H ,  v6rifie la propriOtd (Pi) s'il existe un homomorphisme de groupe ~ de 
Hi dans (N*,  x ) tel que: 

(,) h(xg)=h(gx)=z(x) h(g) Vx~Hi, Vg~G. 

(4.6) Remarque. Des relations (.) ci-dessus, il r6sulte, en 6crivant h(gx) 
= h((g x g -  1) g), que 

z(gxg-X)=Z(x), Vx~Hi, Vg~G; 
et par suite 

V nl, n2~N, V u~Hi+ 1, z(unl n2u-l(nl nz)- l)=z(unl  u -1 n l  1) z(unzu -1 n21). 

Le thhorhme (1.3) rhsulte alors de la proposition suivante. 

(4.7) Proposition. Tout dl~ment extr~mal h de H* v&ifiant la propri~tk (Pi) vdrifie 
la propridtd (Pi+ a). 

Preuve. On volt facilement que h v6rifie la propri6t6 (P~) si et seulement si (nota- 
tions de la Sect. 3): 

i) ~h(x, ")=g(x) hH-p.s., Vx~Hi. 
ii) Ch(gx,-)= ~h(xg, ")=g(x) in(g,-) hP-p.s., u Vg~G. 
Nous  commengons par supposer que i<d(d-1)/2. Dans ce cas nous avons 

(voir (4.4)): Hi + 1 = Hi(I + IR Ez,), 

pour un certain 2~EA; et pour tous g ~ G, t ~IR 

g(I+tE~)g-l=(I+tq~a,(g)Ex)y off yells. 

Nous envisageons les deux sous cas suivants: 

Ier cas: ~ log (pa,(g) h(g) a (dg)>0 .  
6; 

(4.8) D'aprhs lemme (3.7), nous savons alors que: 

lim inf~oz,(X~- 1) = 0  aP-p.s. 
n 

Soit u=I+tEz ,  avec t~IR. Pour tout g~G, nous avons 

h(g uX.) /h(uX.)  = h [ g X . ( X ;  1 uX.)3/h [ X . ( X ;  1 uX.)3 

= h [gX.(1 + t ~ ,  (X;  1) G1)3/h EX.(1 + t o~i(X~- 1) G ) 3 .  

D'ofi l'on d4duit lemme (3.8): 

~h(g, (U, "))= ~a(g, .) aH_p.s. ; 
et par suite 

(1) ~h(gu,')=~h(g,') ~h(U,') hH-p.s., VgeG, VueHi+l .  
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D'autre part nous avons, pour y e N  et ge  G, 

h ( u v g ) = h ( ( u v u  - l v - 1 ) v u  g ) = Z ( u v u  - l v -1)  h (vu  g); 

d'ofi l'on d6duit, nlP-p.s., 

~h(ul), ")=~h(vu,~ Z(HVH -112 -1) 

= ~h(V, ") ~h(U, ") Z(U V U- 1 V- 1) 

ou encore: 

(2) 
Or 

(relation (1)); 

~h(u, (V,')) = Ch(u, ") Z(U V b/-1 l)- 1). 

( l+6(x -1 ) ) -a<=r  V x e G ,  V coef2; 
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de (2), via la remarque (4.6), il r6sulte alors que 

(3) Z ( u v u - l v - 1 ) = l ,  W e N .  

De (3) il s'ensuit que: 

h(u g X , ) / h ( X , )  = h [g X,(1 - ~0xi ((g X , ) -  1) tExi)] /h(X,)  

et par suite, h~-p.s., 

(4) ~h(ug ' . )=  ~h(g, .), VgeG. 

De (1) et (4), on d~duit que, VgeG, 

~h(u g, " )=  ~h(g u, " )=  ~h(g, " ) hlP-p.s.; 

et par suite on a la propri6t~ (P~+ 1). 

2 ~me cas. S log q~(g) h(g) a (dg)<0 .  
G 

La d6monstration est analogue ~t la pr6e6dente en travaillant avec le triplet 
~ dual~ ()7, ~h, h~,). 

Supposons/ l  pr6sent que i=  d ( d - 1 ) / 2 .  Nous avons: 

H i = N,  Hi + 1 = G = N A  

et V g e G ,  V a e A ,  g a g  - l = a y  avec y e N .  
En reprenant la d~monstration faite en (4.8), on obtient, en utilisant le lemme 

(3.8): d 'abord 

~h(ga,')=~h(g,') ~h(a,') hP-p.s., VgeG, V a e A ;  

puis ensuite 
z ( a g a - a g - 1 ) = l ,  V a e A ,  VgeG;  

et enfin 
~ h ( a g . ) = ~ h ( a , .  ) ~h(g,.) hP-p.s. ' V a e A ,  V g e G .  
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Cette derniere 6galite s'ecrit aussi 

~h(a,(g,'))=~h(a,') hlP-p.s., VgeG, Va~A; 

ce qui montre que la v.a.r. ~h(a, ") est 0-invariante et doric (lemme (3.6)) hlP_p.s. 
constante. D'ofi la propriete (Pi+l). []  

5. D~monstration du th~or~me dans le cas g~n~ral 

(5.1) Le cas d 'un groupe L.C.D. connexe, se ram+ne /~ celui d'un groupe de 
Lie connexe. En effet, on sait (E5]) que pour tout  groupe L.C.D. connexe, il 
existe des sous-groupes compacts distingues arbitrairement petits C tels que 
G/C soit un groupe de Lie connexe. En reprenant le raisonnement fait en (4.8) 
et en tenant compte du lemme (3.8), on obtient: 

h(gc)=h(cg)=h(g), VceC, VgeG. 

D'ofi le resultat. 
D'autre part si G est un groupe de Lie moyennable connexe, on sait [2] 

que G s'ecrit RK oil R est le radical de G (c-/l-d. le plus grand sous-groupe 
distingue resoluble connexe de G) et K un sous-groupe compact connexe de 
G. 

(5.2) (Th#orkme de Lie). Soit R un groupe de Lie resoluble connexe. Nous 
designons: par 5r son algebre de Lie; par exp l'application exponentielle 
et par Ad la representation adjointe de R dans 5r Nous avons 

V g ~ R, V X ~ ~ (R), g (exp X) g -  1 = exp (Ad g (X)). 

D'apres le theoreme de Lie, nous savons qu'il existe une base du complexifi6 
~ ( R )  ~: de 5r telle que les matrices de A d R  soient triangulables simultane- 
ment. Les elements diagonaux de A d R  definissent des homomorphismes de 
groupes q) de R dans (1~*, x ) appeles poids de la representation adjointe de 
R. 

(5.3) Ceci dit nous demontrons le theoreme (1.3) dans le cas off G est un 
groupe de Lie resoluble connexe. Comme dans le cas du groupe des matrices 
triangulaires superieures, nous raisonnons par recurrence. 

Supposons qu'il existe un sous-groupe ferm6 distingue H de G e t  un homo- 
morphisme Z de H dans ( ~ * ,  x ) tel que: 

(,) h(gx)=h(xg)=z(x) h(g), Vg~G, VxeH. 

Le theoreme de Lie, applique au groupe quotient R = G/H, nous dit qu'il existe 
un homomorphisme q0 de G darts (t12*, x ) et un element X de A~162 XCA~ r 
tel que: 

V g ~ G, Ad g (X) = ~o (g) X + Y avec Y~ 5f (H) r 
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Si X est r6el, (pest un homomorph i sme  de G dans (IR*, x ) et nous avons 

VgeG,  g(exptX)g-l=exp@(g)tX)u(g)  avec u(g)eH.  

Si X est complexe, alors nous avons 

Vg~G, g(exp(tX+tX))g-l=exp(~o(g)tX+cp(g)tX)u(g) avec u(g)eH.  

Par  un raisonnement en tout point analogue ~t celui de la Sect. 4, on montre  
alors que les relations (,) se prolonge au sous-groupe ferm6 distingu6 L de 
G d6fini par:  

L=H exp l R X dans le cas r6el; 

L=H(exp(tX+tX):  teC) dans le cas complexe. 

Cependant  pour  ce faire on a besoin du lemme (3.9). En effet, on peut avoir 
I q~(g)l = 1, VgEG sans avoir ~o(g)= 1, Vg~G. 

(5.4) Envisageons fi pr6sent le cas off G = RK avec K compact  non n6cessaire- 
ment  connexe. 

En 6crivant Y~ = R~ Kii> 1, nous avons 

X.=  Y~ ... Y~=R~(K~ R2 K- i )  ... [-(K~ ... K._,)  R.(K~ . . .  K n _ l ) - 1 1  K 1 . . .  K..  

Nous  savons (voir ([-6] Lemme (2.8))) que les 616ments de K permutent  les 
poids de la representation adjointe de R. Si cette permutat ion est l'identit6 
(ce qu'est le cas si K est connexe) nous avons 

~o(krk-a)=cp(r), Vr~R, VkeK, 

pour  tout poids q); la d6monstrat ion du cas r6soluble s'6tend alors ais6ment 
au cas pr6sent. 

Au passage, on notera  que le cas du groupe des matrices triangulaires sup6- 
rieures /t 616ments diagonaux non nuls (et non plus strictement positifs) entre 
dans cette cat6gorie. 

6. Lien avec les th~or~mes classiques de Choquet-Deny 

Apr6s extension, nous allons montrer  que le lemme (3.6) contient des g6n6ralisa- 
tions des r6sultats de [1]. 

(6.1) Soient S u n  semi-groupe L.C.D. poss6dant un 616ment neutre e et o- une 
mesure de Radon  positive quelconque sur les bor61iens de S. Nous  posons 

2 =  ~ (1/2)"a*" (avec o'*O=Se). 
n>O 

Comme en (2.0), nous introduisons les espaces HG~ et H~. 
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Nous posons HG* = {heHG~: h(e)>0} et H* = {heH~: h(e)>0}. Pour tout 
616ment h de HG* nous d~finissons la probabilit6 hiP comme en (3.1). Si X,  
est comme en (3.1), pour heHG*, nous avons 

hip [h (X,) = 0] = 0, V n > 0. 

(6.2) DOfinition. Un 616ment h de H* est dit extr~mal si pour tout 616ment 
f de H~ v6rifiant f <  h 2-p.p., nous avons f =  [f(e)/h(e)] h 2-p.p. 

(6.3) Proposition. Si hell*, hp est O-invariante et h est extr~male si et seulement 
si le syst~me dynamique (g2, O, hip) est ergodique. 

Pour prouver la proposition, nous commengons par 6tablir deux lemmes. 

(6.4) Lemme. (i) Vh~HG*, o(hip)=h~lP Off he: g ~  S h(xg) a(dx). 
S 

(ii) V h e H G~, S h (x) hxp a (d x) = h (e) h~IP. 
(iii) V h e H~, V g e G, ~ h (x g) hx,ip a (d x) = h (g) help. 

[Pour (ii) et (iii) on convient que h(u)huip= 0 si h(u)= 0] 

Preuve. On montre l'6galit6 des mesures en v6rifiant qu'elles coincident sur la 
t r i b u ~ , V n > 0 .  [] 

(6.5) Pour seS, nous d6signons par "Cs l'application de f2 dans f2 qu i / t  coe[2 
= S x [2 associe (s, co) E f2. 

Nous appelons hlP s la probabilit6 image de h~p par Zs. On v6rifie ais6ment 
que (f2, N(Y2), (~),>=o, (X,),=>o, hips) est une chalne de Markov de probabilit6 
de transition hp partant de s. 

(6.6) Preuve de la proposition. De la premi6re assertion du lemme (6.4) il r~sulte 
que hp est 0-invariante pour tout heH*. 

Soit h un 616ment de H* et A un 6v6nement 0-invariant de hP-probabilit6 
non nulle. Du lemme (6.4) il rbsulte que la fonction f d6finie par f(g) 
=h(g)h~ip[A], (g~G), est un 616ment de H*. 

D'autre part de (6.5), via la propri6t6 de Markov, il r6sulte que 

f (X,)/h (X,) = hlE[ 1a I ~.-] hp_p. s. 

Si h est un 616ment extr6mal de H*, alors nous avons: 

et par suite 
f =  [ f  (e)/h(e)] h 2-p.p.; 

1A =f(e)/h(e)= 1 hip-p.s. 

R6ciproquement supposons que le syst6me (Q, 0, hp) soit ergodique et soit 
f~Hr tel que f < h  ,~-p.p. 
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Le processus ( f (X,) /h(X,);  n > O) d6fini sur (O, ~,  hp) est une martingale bor- 
n6e; elle converge donc hlP-p.s, vers une v.a.r. ~ v&ifiant 

et par suite 
f (X . ) /h(X. )  =hlE [ 4 ' 1~ ]  hlP-P -s.; 

f (e) r = 0( ')  h(e)hm. 

De l'ergodit6 du syst6me dynamique (f2, 0, hp) il r6sulte alors que 0 est constante 
hlp-p.s. Ce qui entralne f ( X , ) =  [f(e)/h(e)] h(X,) hP-p.s, et par suite f =  [f(e)/  
h(e)] h 2-p.p. []  

(6.7) Conskquences de la proposition (6.3). Si o" est une probabilit6 et h =  1, 
hp est une probabilit6 produit  et le syst6me (s 0, hp) est ergodique. La proposi- 
tion (6.3) nous dit alors que la fonction 1 est extr6male. Toute fonction bi-a- 
harmonique born6e h sur un semi-groupe L.C.D. S v6rifie donc h = h(e) 2-p.p. 

Supposons /t pr6sent que S soit un semi-groupe ab61ien, alors pour tout 
h e H ,  et tout sES, h ~ est encore un 616ment de H~. L'6galit6 

h(e) nIP = S h(s) h~lP 2(d s) 

avec h extr6male, donc hlP ergodique, entralne n~cessairement que: 

h (s) h'lP 2 (d s) = ( ~ h (s) 2 (d s)) h (e) h~, 
A A 

pour tout bor61ien A de S. 
D'ofi l 'on d6duit que: 

et par suite: 

h(sX.) 2(ds)= ~ h(s) 2(ds) h(X.) hlP-p.s. 
A A 

h(s t) = h(s) h(t) 

pour  2 | 2-presque tout (s, t)eS 2. 

7. Th~or~me quotient 

Le r6sultat obtenu permet d'6tendre les r6sultats de [4] au cas d 'un groupe 
L.C.D. moyennable connexe unimodulaire. Dans ce qui suit, nous nous conten- 
tons d'6noncer le r6sultat en laissant le soin au lecteur de consulter [4] pour  
les d6tails techniques. 

Soit # une mesure de probabilit6 sur un groupe L.C.D. moyennable connexe 
unimodulaire. Nous supposons que # v&ifie l 'hypoth6se (H). Nous appelons 
exponentielle sur G tout homomorphisme de groupe de G darts (IR*, x ) ;  nous 
notons E(G) l'ensemble des exponentielles de G. 
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Posons c = inf{ S z(g) #(dg): zeE(G)}. Alors il existe un unique Zo6E(G) vNri- 
G 

fiant S Zo(g)#(d g)= c; si bien que la mesure cr = c - 1 #  possNde ;go comme seule 
G 

fonction bi-a-harmonique non nulle. 
Pour tous 616ments cp et ~ de CIc(G), nous avons alors: 

lim(j" ~o(x) #"(dx)/ f ~(x) #"(dx))= ~ q)(x) )%(x) dx/ ~ ~(x) Zo(X) dx; 
n G G G G 

ou dx dNsigne ~da mesure de Haar>> de G. 

References 

1. Choquet, G., Deny, J.: Sur l'Nquation de convolution #=p*a.  C.R.A.S., 250, 799-801 (1960) 
2. Chevalley, C.: Th~orie des groupes de Lie. Pub. de l'Inst, de MathNmatiques de l'Universit6 de 

Nancago. Paris: Hermann 1968 
3. Elie, L.: Fonctions harmoniques positives sur le groupe affine. Probability measures on groups. 

Proceedings Oberwolfacb 1978. (Lect. Notes Math., vol. 706, pp. 96-110) Berlin Heidelberg New 
York: Springer 1979 

4. Guivarc'h, Y.: Th~or+mes quotients pour les marches al6atoires. AstNrisque 74, 15-28 (1980) 
5. Montgomery, D., Zippin, L.: Topological transformation groups. New York: Interscience 1955 
6. Raugi, A.: Fonctions harmoniques et thNorNmes limites pour les marches al6atoires sur les groupes. 

Bull. Soc. Math. Fr. mNmoire 54, 5-118 (1977) 
7. Raugi, A.: Un thNorNme de Choquet-Deny pour les semi-groupes abNliens. Thborie du potentiel, 

proceedings, Orsay 1983. (Lect. Notes Math., vol. 1096, pp. 502-520) Berlin Heidelberg New York: 
Springer 1984 

Received December 8, 1986; received in revised form November 28, 1987 


