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Summary. Given an n-dimensional Brownian motion B(t )=(Bl( t ) , . . . ,  B,(t)), 
we consider the stochastic process 

"n-dimensional L6vy's Stochastic Area"  

t t2 

Ln(t ) = ~ e.~ ~... ~ Ba(1)(t:l) dB~(e)(tt).., dBa(m(t "_ 1) 
cr 0 0 

where e(a) is the signature of the permutat ion a. 
We show that this process can be explicitly expressed, as a functional F 

of 2-dimensional (ordinary) Ldvy's Stochastic Areas. 
F is calculated then evaluation of the characteristic function of L3(t ) 

follows. 
Then an iterated logarithm theorem is proved for (L,(t)). 

0. Introduction 

Etant donn6 un mouvement  brownien B(t)=(Bl( t  ) . . . . .  Bn(t)) standard de IR n, ~t 
toute permutat ion a de (n), on associe l'int6grale stochastique it6r6e: 

t2 

Des fonctions de ces int6grales itdr6es interviennent naturellement darts la 
formule de Taylor  et comme solution de certaines 6quations diff6rentielles 
stochastiques: voir no tamment  Yamato  [15] qui donne une caract6risation 
int6ressante; Fliess et Normand-Cyro t  donnant dans [7] une autre approche. 

Certaines combinaisons lin6aires de ces int6grales itdr6es poss6dent des 
propri6t6s int6ressant es; c'est le cas de l ' impor tante Aire de L6vy: B 12 (t) - B 21 (t) pour 
n=2 .  

Des g6n6ralisations de celle-ci ont 6t6 6tudi6es par Gaveau [8], no tamment  la 
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diffusion associ6e au laplacien de Kohn du groupe d'Heisenberg H 2 n + 1, et par Helmes 
et Schwane [9]. 

Nous proposons, dans le pr6sent article, d'6tudier une autre g6n6ralisation 
naturelle; nous appellerons processus de l'Aire de L6vy d'ordre n, le processus Ln(t ) 
= ~ e ,  Bo(t) off ~ est la signature de a. 

~I1 nous semblait int6ressant, notamment, de savoir si L, pouvait ~tre considdr6 
comme une composante d'une diffusion M ,  associ6e au laplacien de Kohn d'un 
groupe de Lie nilpotent d'ordre p > 2. 

Dans le premier paragraphe, nous montrons, que p.s., Ln(t ) est une fonc- 
tionnelle simple d'Aires de L6vy (ordinaires) d'ordre 2; comme, nous le 
montrons, ce r6sultat peut 6tre consid6r6 comme le calcul explicite d'une 
fonctionnelle de Yamato [15], l'alg6bre de Lie engendr6e par les champs de 
vecteurs associ6s au syst~me diff6rentiel d6finissant M ,  6tant nilpotente d'ordre 
2. 

Ceci nous permet de donner dans le paragraphe 2, une expression simple de 
la transform6e de Fourier et de la densit6 de L3(1 ). 

Dans le dernier paragraphe, en utilisant une autre technique (formules ~ la 
Ventcell-Freidlin) nous donnons une estimation de la queue de la r6partition 
de Ln(t ) ce qui nous permet d'6tablir une loi du logarithme it6r6 de L,(t) avec 
une expression presque explicite (maximum d'une fonction calculable simple- 
ment pour n - 2 ,  3) de la limite sup6rieure. 

Signalons une expression explicite de la transform6e de Fourier du couple 
(B12, B21 )dans  [3], une estimation de la densit6 de B~(1) par Schott [13], une 
loi fonctionnelle du logarithme it6r6 par Baldi [2] et l'article de X. Fernique 
[6]. 

1. ]~tude du support du processus L.(t) 

Nous montrons, que p.s., route Aire de L6vy d'ordre n e s t  une fonctionnelle 
simple d'Aire de L6vy d'ordre 2 puis, nous montrons que ces relations pro- 
viennent en fair des relations alg6briques de structure de l'Alg6bre de Lie 
engendr6e par les champs de vecteurs associ6s au ((syst6me diff6rentiel de 
Ln(t))). Ce r6sultat peut 6tre consid6r6 comme le calcul explicite d'une fonction- 
helle de Yamato [15] (voir aussi [10, 11]). 

Si [x] est la pattie enti6re de x et L(,)_(j,k ~ l'Aire de L6vy d'ordre n - 2 ,  
associ6e au mouvement brownien (Bl( t) , . . . ,Bj_l( t) ,  Bj+l(t ) . . . .  ,Bk_l(t), 
Bk + 1 (t) . . . .  , B, (t)), nous avons: 

Th6or~me 1.1. Pour tout n > 3, 

[n/2]L. = ~ -1)J+k+! L(.)_(j,k)L(j,k). 
P'S'l~j<k~n 

(1.1) 

Ce th6or6me est la cons6quence de 2 lemmes obtenus par une bonne 
utilisation de la formule d'It6. 
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In t roduisons  les no ta t ions  suivantes;  pour  tout  n > 1, 1 _< k_< n: 

- I,, k l ' ensemble  des k-uplets a = ( c q  . . . .  ,G)  d'616ments de (n)={1 . . . .  ,n} tels 
que cq < c~ 2 < ... < c~ k. 

- 2 k l 'ensemble  des pe rmuta t ions  ~r de (k) et G la s ignature de or. 
- Pour  a= (cq  . . . .  , ak) 616ment de 1., k 

t t 2  

L,(O = ~ G ~--- ~ B~(,(t~) dB~(~,(tx).., dB~(~,(t k_ 1) 
~ s  0 0 

k t 

= ~, ( -  1)k-J5 La_{aA(S ) dB~s(s). 
j = l  0 

(Aire de L4vy d 'o rdre  k associde au m o u v e m e n t  brownien  (B~(t), 1 <=j<__k). Soit 
M,(t) le processus de diffusion ~t valeurs dans  p N avec N = 2 " - l ,  de com-  

posantes  Lx,,~(t), l<_k<_n off L~. ,~( t )a  les ( ~ ) c o m p o s a n t e s  L~(t) ordonn6es 

de la mani6re  suivante:  

si a, a* sont deux 616ments distincts de I, ,  k 

[a<a*]<=>[3i; V j< i  c~j=~*, ~i<~*]. 

Si x=(xa, aeI,,k, l<k<_n) est l'616ment g6n6rique de If( N , on note  par  con- 
vent ion:  

s i j 6  a 

1 si a =  {j} 
x~_(j~= x~. off a* est ( k - 1 ) - u p l e t  naturel  associ6/~ 

a - {j} --= {r ... ,  c~k} - {/}. 

Enfin, on note  A(x) la mat r ice  (N, n) de coefficients A~(x)=(-1)lal-l(J)x~_{j} off 

- 1a[ est la longueur  de la suite a 
- t(j) est le rang de j darts la suite a si .jea et 0, par  exemple,  sinon. 

Par  cons t ruc t ion  (M,(t), t => 0) est solut ion du syst6me diff6rentiel stochastique.  

dM,(t) = AEM,(t)]  dB(t) 
(1.2) 

M~(O)--(O). 
Exemple. 

10 
[dL2(t)] -B2(t )  Bllt l [J iiil] pour  l 'Aire de 

L6vy ordinaire .  

Preuve du thOorOme 1.1, reposant  sur les deux lemmes  suivants 
i1 

L e m m e  1. Si a~I,, k, Ra( t )=  ~ , ( - 1 )  k x(J)L a (j}(t)Bj(t) alors, p.s., 
j = l  

R {0 si k est pail" 
a = La si k est impair. 
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Par  la formule  d ' I t6 ,  nous  avons:  

dRa(t) = dLo(t ) + dL a(t ) 
a v e c  

n 

dka(t) = ~ ( _  1)k-,O)Bj(t) ~ ( -  1) k+ 1-,Ai) L~_{i,j}(t ) dBi(t) 
j = l  i*j  

off Ij(i) est le rang de i dans la suite a - { j }  soit, par  r6ar rangement ,  dL,(t) 
n 

= ~ ( -  1) k+ !-  x(O Ro _{i}(t) dBi(t)" 

En r e m a r q u a n t  que: 

si a = {j} 

s i  a = (i, j )  

Ra(t ) = Bj(t) 

Ro(t) = - Bj(t ) Bi(t ) + Bi(t ) Bj(t) = 0 

on d6duit, par  r6currence sur k =  lal, le r6sultat  annonc6, 

Lemme2. Si aeI.,k,  

So(t) = 

alors p.s., S o = [k/2] La. 

Par  la formule  d ' I t6,  nous avons:  

(_ 1)i0)+ I(i)+ 1L~_{id}(t) L(/,j)(t) 
l <=i<j<=n 

dS,(t)= ~ (-1)IO)+'(i)+lL ~ {i,j}(t)dL(i,j)(t)+dS~(t) 
l<i<j<n 

a v e c  
n 

dSa(t)= ~ (-1)I(J)+I(1)+lLo_{i,j}(t)~(-1)e-2-h'AtlLa_{i,j,t}(t)dB,(t) 
l<=i<j<n l = l  

off li, j(l ) est le rang de l dans la suite a - { i , j }  soit, par  r6ar rangement ,  

d'ofl 

dSa(t)= ~ ( -  1) k-'('} S~_{,}(t) dB,(t). 
/=1 

D'au t r e  part ,  il est facile de voir, par  r6ar rangement ,  que: 

(-1)I(i)+ !(J)+ l Lo_{i,j}(t) [Bi(t) dBj ( t ) -  Bj(t) dBi(t)] 
l<=i<j<n 

= ( - -  1) k ~ ( - -  1) I(j) Ra_{j}(t ) dBj(t)  
j = l  

dSo(t) = ~ (_ 1)k I0)IS ~ {j}(t) + R  a {j}(t)] dBj(t) 
j = l  

et le r6sultat  annonc6,  par  r6currence sur k =  la[. 
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Montrons maintenant, que les relations (1.t) proviennent en fait des re- 
lations alg6briques de structure de l'AlgSbre de Lie engendr6e par les champs 
de vecteurs associ6s au systSme (1.2) r66crit, d'ofi le rdsultat suivant: 

Th~or~me 1.2. Le support du processus M, est l'ensemble des fonctions continues 
valeurs dans la sous-varidt~ de ]R N d~finie par les relations (1): 

pour tout k=>3, aeI,, k 

[ k / 2 J X a =  2 (--1)l(i)+I(J)+l Xa-{i,j}X(i,J)" 
l<=i<_j<n 

1. Etude de l'Alg~bre de Lie associ~e au systdme (1-2) de la diffusion M,(t) 

Ecrivons ee systSme (1-2) sous la forme (1-3) 

dM,(t) = ~ Aj(M,(t))odBj(t) 
j - 1  

M ,  (0) = (0) 

off (Aj(x), 1 <j<-_n) sont n champs de vecteurs de I(  u d6finis par: 

AJ(X)=- ~jxj q-k~- a~I.,k2 (--1)k- l(J) xa-{J} ~X a" 

Si ~=~( f (A  1 . . . . .  A,) est la sous-algSbre de Lie de ~(~N) engendr6e par les n 
champs A j, il est clair que: 

1. Les champs A~, 1 ~j=<n sont lin6airement ind6pendants; soit V~ l'espace 
vectoriel engendr6 par ceux-ci. 

2. Pour tout 1 ~ i < j  <= n, 

0 
Ai , j ( x  ) ~-�89 Aj~ (~X)= ~ ~ (--  1)I(i)+I(J)+12s 

k= 2 a~ln, k 

{Ai, j, l<=i<j<=n} est une base de V2=[V 1, ~] .  

3. ~ est nilpotente d'ordre 2. En effet, pour tout 1 <i<j<n,  16{i,j} 

[Ai,j, AlJ(x)= ~ Z (-1)'w)+h(J)+lxa- ~--]'~I1(~)~ {i,j,l}\ / ~X a 
k ~ 3 a~ln, k 

2 ( -  l)',, J") 0 - x . _  {~, j, ~} ( - 1 ) m ) +  I ( j ) +  1 ~ Xa ~_ 0 
k = 3  aGIn,k 

avec, rappelons, Iz(i ) est le rang de i dans la suite a - { l } ;  I~4(/) est le rang de 1 
dans la suite a-{i , j} .  

2. DOtermination de la variOt~ int~grale maximale 

Nous d6terminons la variet6 integrale maximale H contenant (0) du champ 
m=n(n+ 1)/2-direction d6fini par B(x)=(Aj(x), 1 <j<=n; Aij(x), 1 <i<j<n): 

B: ]R N ~ G~(T(p,N)) grassmannienne d'indice (N, m) 

x-~ V~| V~. 
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Consid6rons la nouvelle base B'(x) de V 1 | V 2 d6finie par: 

BS(x)=Aj(x)- ~xiAi,j(x)+ ~xiAj,  i(x ) 1 <=j<=n 
i< j  i> j  

B',, j(x) = Ai, j(x) 1 < i <j < n. 

La projection dans IR ~ de B'(x) &ant la base canonique, H est la sous- 
vari6t6 de I (  N sur laquelle N - m  formes diff&entielles sont nulles: Syst5me de 
Pfaff (voir par exemple Dieudonne [-5]), celles-ci 6tant d6finies par les formules: 

g k > 3 ,  ga~I,, k 

c%(x) = d x , -  ~, ( -  1)k-l(J)(Xa_{j}- ~ (-- 1) k+ ! ~j(i)Xi X~_{i,j} ) dxj 
j = l  i4:j 

- ~ (-1)I(1)+!~ (1.4) 
l<i<j<=n 

6tant nilpotente, le syst~me de Pfaff est compl&ement int6grable. 

3. Preuve du th~orOme 1.2 (int6gration de (1.4)) 

En plus des relations (1) du th6oreme 1.2, consid6rons les relations (2) SUl- 
vantes: 

pour tout k_>3, a~Ink ~ (--1)I(j)+lXjXa_{j}={ 0 si k est pair 
- ' j=, x, si k est impair. 

I1 est imm6diat d'obtenir les relations (1) pour k=3 ,  4 et (2) pour k =  3. Pour k 
= 4  et ael,,k, on a: 

~(-1)'(J~+lxjx~_{j}= ~ ~ (-1)'(J>I'm+r'(")xjx(,,,,)x~_{j,,,,~}=O 
j = l  j = l  l < l < m < n  

en remarquant que si i=  a - { j ,  l, m} alors 

Posons 

I(j) + Ij(1) + Ij(m) = I(i) + Ii(l ) + Ii(m) +(nombre  impair). 

dy,= ~, (-1)I(i)+I(J)+!xijdxa_{i,j}, aeI,, k. 
l<_i<j<=n 

On en d6duit, par r6currence sur k=  [al > 5, d'aprSs (1.4) 

dy,= ~ ( ~ (-1)'(i)+'(aY+*(-l)k-h, mxijx,_{i,j,z})dx, 
/=1  l<i<j<_n 

l~ I ( i )+ l ( j )+I i j ( l )+ l i J (m)Y  v v ~ q v  

l=1 m:l=l l<=i<j<=n 

+ ~ ( ~, (--1)1'J(O+r'J(ml+I(O+~(J)Xi~X,_{i,~,l,,,})dxl~ 
l<=l<m<_n l<--i<j<=n 
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soit, encore, par r6currence sur k, d'apr6s les relations (l) 

dy. = ~ [(k - 1)/2] ( - 1) k- w) x._ {t} dxl 
1--1 

~, [ ( k -  2)/2] ( 1 )  I(l)+I('n)+l dx 1 - -  - -  Xm Xa - {l, m} 
/=1 m t l  

+ 2 [ ( l r  m" (1.5) 
l< l<m<n  

Si les relations (1) et (2) sont vdrifi6es jusqu'& l 'ordre k - l ,  alors pour  ]at=-k, 
k >  5, on a: 

[(k - 1)/2] ~ ( - l f l  (j)+ ! xj x.  (j) 
j = l  

= ~.  ~ ( - - l ) I ( j )+I j (1 )+IJ (m)X  PC X 
j -  1,m a-{j , l ,m} 

j = l  l<=l<m<=n 

= ~ ( - 1 )  m ) + I ( ' ) + I  xl,m (~11) j a -{ j , l ,m})  
l <-l <m<n j= 

0 ~ si k pair 

= (--1)W)+~(m)+~X~,mX~ ~,,,~ si k impair  
l <l <m<n 

d'ofl si la relation (1) est vraie pour  k, il en est de marne pour  la relat ion (2). 
I1 nous reste h mont rer  que si les relations sont vraies jusqu'fi l 'ordre k -  1, 

alors la relat ion (1) est vraie pour  k. 
De (1.4), on d6duit par r6currence sur k, d'apr6s les relations (1) et (2) 

si k est pair  dxa= ~ (--1) l(i)+l(j)+l xa_~i,j~dxij 
l<=i<j<n 

n 

si k est impair  dx~= ~ (--1)k-1(J)x,_(j~dxj+ ~ (-1)m)+t(J)+lx~_(~,j~dxi~. 
j = l  l<=i<j~n 

De m6me, de (1.5), on d6duit par r6currence sur k, d'apr6s les relations (1) 
et (2) 

si k est pair dya= [ ( k - 2 ) / 2 ]  ~ ( -  1) I(l)+l(m)+l x,_(l,,,~dxz,,, 
l<l<m<=n 

si k est impair  dy a = [k/2] ~ ( - 1) k- m) x,_ ~ dx~ 
/=1 

] ]I(1) + I(m) + 1 .,. dxt, hi" 
I <=l <m<_n 

Soit: 

si k est pair 

si k est impair  

[k/2] dx a = dx a + dya 

[k/2]dx~=dy~+ ~. (--1)1(l)+t(")+lXa_~l,,,,~dXl,m 
l<=l<m<=n 
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d'ofi, par int6gration, les relations (1) et (2), la variht6 inthgrale H du systhme 
de Pfaff (1.4) 6tant dhfinie par les relations (2). 

D'apr6s les rhsultats de Stroock-Varadhan [14] et Kunita [11 bis] nous 
savons que: 

1. Toute courbe int6grale t /d 'un  champ de vecteurs de • est un 616ment du 
support de la diffusion Mn(tl(0 ) = 0). 

2. Tout  ~16ment du support de M,  est une fonction continue ~t valeurs dans 
H. 

S i p  est la bijection canonique de H sur IR m, toute fonction continue ~o: 
P,,+ ~ H  peut atre approch6e par une suite de fonction ~0n telles que polo, soit 
lin6aire par morceaux. 

D'autre part si 7J=pocp est lin6aire alors ~ est constante et il existe un 
champ de vecteurs /~ sur H tel que 7 ~ soit la courbe int6grale de /~. La 
dimension de H 6tant ~gale/~ celle de l'alg~bre de Lie Y, il existe un champ B 
de 5f tel que (p soit la courbe int6grale de B, ce qui 6tablit le r6sultat annonc& 

En introduisant, des notations suppl6mentaires, on peut donner une ex- 
pression plus agr6able de H. 

Associons/t  tout 616ment a de I,, k et/~ toute partition de a 

- ({flj, @,  1 < j <  [k/2]) si k est pair 

- ({fit}, {fj+l, ~+1}, 1 < j  < [k/2]) si k est impair 

la suite b = ((f;, y;) 1 < j  __< [k/2]) ou b = (/71, f j+ t, Y~+ 1) 1 < j  < [k/2]) v&ifiant: 

- fi~ < f2 <- . .  < fir, (/~= [k/2] ou [k/2] + 1) 

- V 1 < j  <__ [k/2] fj < 7i 

et posons e(b) ~da signature de la permutation permettant de passer de b / t  a~, 
alors 

On a, par exemple: 

V l <=i<j<k<=n X(i,j,k)=XiX(j,k)--XdX(i,k)-l-XkX(i,j ). 

2. Transform6e de Fourier et densite de l'Aire de L6vy d'ordre 3: L3(t) 

D'apr6s le th6or6me 1.1, on a: 

L 3 (t) = L12 (t) B 3 (t) - L1 ~ (0  S,~ (t) + L 2 3 (0  B t (t) 

D'autre part, il est 6vident d'apr6s les propribths 
mouvement brownien que: 

L3(t)=t3/2L3(1) (en loi). 

On notera, dans ce paragraphe, L 3 pour L3(1 ). 

(p.s.) .  (2.1) 

d'auto-similarit6 du 

(2.2) 
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Th~or~me 2.1. La transform& de Fourier de L 3 est donnOe par: 

L3(/~ ) =(27"g) 1/2 S [-'~t03 e P2/a/sh(2p)] dp 

d'ofi la densit6 
o o  

f(x) = (]f2 re/4) S[p e - p~/2/c h 2 (~ x/2 p)] dp 
o 

et un 6quivalent de celle-ci au voisinage de + oo 

f(x) ~ (~/2 ]f3) (~ x) 1/3 exp [ - 3 (~ x)2/3/2]. 

Associons ~i (2.1) le processus 

L~ (t) = 0{1 L2 3 (t) -- 0{2 L13 (t) + 0{3 L12 (t) 

avec 0{elR 3, alors, on a: 

dL~(t)=(AB(t),dB(t)) avec 

matrice anti-sym6trique. 

A =  0{3 0 - 1 

- -  0 { 2  0{1 

Nous sommes ainsi dans le cadre des processus 6tudi6s par 
Schwane [9] d'ofi, l'existence d'une matrice orthogonale. 

0{2/P12 0{1 0{s/PleP 0{1/P] 
0=/--0{17/012 0{2 %/&2P 0{2/P] 

[ 0  -Plz/P 0{3/P] 

avec p2= 110{112; p22=0{2+0{22 

(2.3) 

Helmes et 

telle que 0* A 0 =  0 d'ofi L~= 110{11L (en loi) 
0 

off L(t) est une Aire de Ldvy ordinaire d'ordre 2 obtenue par projection du 
mouvement Brownien (B(t), t >0)  sur le plan 0{1 Xx + 0{2 x2 + % xa = 0. 

Une simple utilisation d'une formule de Paul L6vy concernant l'Aire de 
L6vy: 

E[expi  (biBl(t)dB2(t)-B2(t)dB~(t) ) BI(I)=x, B2(1)=y] 

_ bshb e x p ( ~  - ~ ( 1 - b c ~  

nous donne imm6diatement E [exp i 2 L~ (1) [ B(1) = x]. 
En particulier, pour x=0{, on obtient: 

E[expi2L 3 ]B(1)= 0{] = 2  Ilc~[[/sh(2 ]10{11) 

d'ofi les expressions de L 3 et f 
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En remarquant que f ( x )=  (1/2r~/32) (re x) 2 FOz z x2/8) avec 

co 
F(x)= ~ ch 2(1/ l /~)e-~dv,  

0 

nous avons, en posant 

6]X2/3 

I(6, x )=  ~ exp[-x l /3(u+2u- l /2)]du;  I(x)=I(o%x). 
0 

1. V~>0 3 6 > 0 ;  Vx 

(1 - e ) x  -2/3 I(c~, x)< F(x)<(1 -[-*g) X - 2 / 3  J((~, X)~-X - 5/3 e ~x. 

2. I(X)~2]/~(3Xl/3) -1/z exp(- -3x  1/3) (m6thode de Laplace). 

3. O<I(x)-I((5, x )<x  -1/3 e ax et le r6sultat annonc6. 

Signalons les grandes lignes d'une autre d6monstration, ne faisant pas 
intervenir explicitement les formules de Paul L6vy: 

1) Se ramener /t L~(t) en condit ionnant  (2.1) par B(1)=a  et avoir une 
connaissance des lois conditionnelles. 

Pour cela, il est naturel d'introduire le Pont Brownien dP(t)=dW(t) 
P(t) , 
~ _ l a t  puis le mouvement brownien B(t)=P(t)+t~ pour un problhme tech- 

nique de calcul stochastique relativement fi une bonne filtration. 
Le processus L 3 s'4crit alors: 

1 
L3 = ~ 31 [P2 (t) d W 3 (t) - P3 (t) d W 2 (t)] - -  ~ 2 [P1 (t) d W 3 (t) - -  P3 (t) d W 1 (t)] 

o 

+ 43 [P1 (t) dW2(t) - P2(t) dWl(t)]. 

6tant ind4pendant de (W(t), t~0) ,  on a 

E(exp i 2 L 3 [B(1) = a) = E(exp i 2 L~) 

off L~ est l'expression (2.3) L~(1) avec des ponts browniens comme ci-dessus. 
2) L~(t) est un mouvement brownien chang6 de temps, le processus de 

-i changement de temps A(t)- I[P(s)Aalk2ds (A produit vectoriel) 6tant 
ind6pendant du Brownien. 0 

Pour cela, il suffit de consid6rer: 

Al(t ) - ~ (P~(s)/p(s)) dW;(s) avec 
0 j ~ l  

3 
A2(t)= ~ aj Wj(t)/l[aH 

j = l  

L~(t) 

p(t)= IlP(t)][ 



l~tude de processus gdn6ralisant l'Aire de L6vy 473 

et le th6or6me de repr6senta t ion des mar t ingales  (ex: [10]) 

[ )2 1 ] 
d 'od  E(exp iRL~)=E [ e x p - ~ - ~  ]lP(t)Ao~llZ dt j .  

o 

3) La  t r ans fo rmat ion  o r thogona le  pr6c6dente permet  de s 'assurer  que 

Ile(t) A~l l2~ lic~ll 2 [Y2(t)+ Z2(O] 

off Ye t  Z sont deux ponts  browniens  r6els ind6pendants .  
4) Enfin, par  la m6thode  de d6ve loppement  en s6rie de v.a. independantes  

U(0, 1) 
r (t)dt = Y, 

0 n__>l 

nous re t rouvons  les r6sultats pr~c6dents. 

3. Loi du logarithme it6r6 

La loi du logar i thme it6r~, 6tablie dans ce paragraphe ,  fait intervenir  une 
cons tante  I, d6finie de la mani6re  suivante:  

- (5, = (col . . . . .  cot,/zj) un [n/2]-uplet  de hombres  r6els 

- rz,(t ) le vecteur de I (  2" de composan tes  ((sincojt, coscojt), 1 <j<n)  
rz,+l(t)=(r2,(t), 1) vecteurs de IR 2"+1 

-A,( t )=det(r , , ( tO,  ...,r,(t,)) avec t=( t  l, . . . , t ,) 
D , = { t ;  0 _ = t , < . . .  < t  1 =<1} 

- m, = M a x  ~ A,(t) dt 
~YJn D n 

f(4/n) n/z m, s i n  est pair  
l, I 

(4/n) "/2 m,/1/2 s i n  est impair .  

Cette constante  l, se calcule de fa~on 616mentaire pour  n = 2 ,  3 et on t rouve:  

l 2 = 2 M a x  [(co - sin co)/co 2] = 2/re ( m a x i m u m  atteint  pour  co = re) 

l 3 = (8/3 I f6)  M a x  [(co 2 + co sin co + 4 cos co - 4)/co 3] = 4/3 l/6~z 

( m a x i m u m  pour  co=2~) .  

Th6or6me 3. lira sup [L,(t)]/(t log 2 ty '/2 = l,, avec log 2 t = L o g ( L o g  t). 
t ~ o O  

La  m6thode  suivie sera celle utilis6e c lass iquement  pour  le m o u v e m e n t  
brownien  (ex: [4]) ou le cas n = 2  ([3]). 

Na tu re l l emen t  le p roblSme est d 'ob ten i r  une es t imat ion  de la queue de la 
r6par t i t ion de L,(t);  celle-ci repose,  c o m m e  dans [2], sur le pr incipe de grandes  
d6viations en a t t endant  d 'ob ten i r  des r6sultats, pour  n > 3, analogues  ~ ceux du 
pa rag raphe  2. 

Le fait int6ressant est que les 6quat ions se rdsolvent et donnen t  une ex- 
pression presque explicite de la cons tante  l, (voir l emmes  1, 2, 3, ci-dessous). 
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3.1. Comportement asymptotique de la r@artition de L,(t) 

P r o p o s i t i o n  3.1. lim [Log P(L, > Z)]/Z 2/" = - 1/I 2/'. 
Z ~ c o  

On utilise les r6sultats sur les petites perturbations d'un syst6me dynamique 
expos6s dans Azencott [1-1 (r6sultats rappel6s dans [2]): 

_1  inf S(x,Z)=<liminft  LogP~(X(t)zS) 
Z ~ i n t ( B )  t ~  

<lira sup t LogPx(X(t)~B)< - �89  inf S(x, Z) 
t ~  0 Z E a d h ( B )  

off S(x, Z) est Faction minimale permettant d'aller de x ~ Z entre les temps 0 et 
1. 

Uaction du chemin absolument continue g 6tant dbfinie par: 

1 

S(g) =j" 0g(t)(g'(t)) dt 
0 

off Q~ est la forme quadratique duale associ6e ~i la forme quadratique Qx 
d6finie par la matrice Z(x)=A(x)A*(x)  si X(t) est la diffusion, solution de 

d X  (t) = A(X (t)) dB(t). 

Posons, avec les notations du paragraphe 1: 

- J,,k l'ensemble des k-uplets d'616ments distincts de (n) 
t t2 

- ~(t) la diffusion fi valeurs dans Re: d= ~ n!/k!, de composantes ((Ba(t), 
a~J,,k) , l <_k<_n; L,(t)). k=~ 

Nous avons: 
d~(t) = A(~(t)) dB(t) 

4@=0 
j - -  ~k avec Aa(x)-(5 j x,_{=~; 

soit A de la forme [I"];  on note Z = A A * .  
[CJ 

a;a(n)= i 

Une 6tude de quelques propri6t6s de cette matrice, nous permettra d'obtenir 
une expression de S(0, Z). 

[01 02] te l leque  Lemme 1. Il existe une matrice orthogonale 0= 03 04 

[ J  (0)1 J = I , + C * C  1) Z = 0  B 0* avec B= (0) (0)J' 

2) Oi-~=JO*=O*J, 0 3=C0~ 
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3) 04 ~ -- 0 ~ -  O~ C*, 02 -- - C* 04 

4) Si on pose Z - l = 0  (0) (0 ) ]0"  V= V2 avec V 1 vecteurs de ]R" alors 

V2= C V  t implique V* X -~ V= V* V 1 (not~ e(V)). 

I1 est facile de voir que: 

~ (2 )=  d e t ( Z - 2 I ) =  aNt [(1-C2)I, --aNt [(1 (0) 

= ( - ~ ) e - "  de t ( (1 -2 )1 .+  C* C) 

d'ofl le r~sultat, avec J inversible. 
Les propri6t6s 2 et 3 d6coulent des relations Z 0 = 0 B, 

X = 0 B 0 * ,  0 0 " = I  
d'ofi 

si V 2 = C V  1 alors 0*V [ 0F J1/1] = [  (0) _1 et le r6sultat. 

La forme quadratique Qx 6tant d6g6ndr6e, nouN allons en fait travailler avec 
les chemins absolument continus, horizontaux [1]. 

Ainsi, en posant g(t) le vecteur de composantes: 

x(t) vecteurs de IR" 
y(t) vecteurs de N m, r e = d - n - 1  

z(t) nombre rdel 

il s'agit, compte-tenu du lemme pr6c6dent, de r6soudre le probl6me de minimi- 
1 

Nation de ~ [12(0112 dt NOUN les contraintes 
0 

1) x(O)=y(O)=z(O)=O; z(1)=z (S) 

2) [))(t)] 
Li(t)J = 

Par la m6thode des multiplicateurs de Lagrange, nouN sommes ramen6/t  la 
r6solution du syst6me des equations d'Euler suivant: 

-~j(ll2(t)ll2+A * C2(t))= A* C2(t)  1 <j<__d 

sous les contraintes (S), off A est la matrice colonne des multiplicateurs de 
Lagrange. 

Lemme 2. La r&olution du systOme ci-dessus, donne 

1) z=  ~ det(2( t l ) , . . . ,2( t , ) )dt  avec Dn={t; 0=<t,<..._-<tl_-<l} 
D~ 

2) 2( t )=exp(Mt )2 (O)avec  2MJi=~2o_2Sic~ 
si i ~ j  

( u  Ninon. 
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Ecrivons explicitement le syst6me des equations d'Euler: 

n--2  

l<=j<n 22"j+ Z Z 2a, jXa+2ef i j=Z2 j ,  kXk 
k = l  aeYn, k;j(~a ke~j 

l _ < k _ < n - 2  y ~ o , j ~ j = O  

a~Jn ,  k jCla 

VaeJ.,._ 1 2de~ j=O j~a; e~ signature de (a,j) 

off uj= ~ e~x~(1) ...... (.-1) 
cr ;a(n)=j  

avec les contraintes 

x(O)=y(O)=Z(O)=O;  z ( 1 ) = z  

2 < k < n 2 a = xa_ ~ 2~k 

Z( t )=  ~ uj 2j. 
j=l 

Le premier r&ultat est imm~diat. D'autre part z(1)--z 4= 0 implique: 

1) 2e=0 
2) Vl <j<n, 2<<_k<n-2 

b , 2 a j = 0  pour toute famille (ba) de nombres r6els d'ofl le syst6me se 
aeJn, k;j~a 

simplifie de la faqon suivante: 

Vl <j<m 2:~j= ~ (~jk--,)~kj))~k et le r6sultat. 
k = l  
k # j  

Lemme 3. Avec les notations de la proposition 3.1 

S(O, Z) = 2(Z /l,) 2/". 

exp(M t)= HR(t)H* avec H matrice orthogonale et R(t) de la forme 

-Rl(t) 
�9 .. (0) 

(0) ;~1 

, -p  

avec p matrices de rotations de I(  2 et [2jl = 1 

d'ofi (1) Z =  112(0)11" S (R(q)u ... . .  R(t,)u)dt avec u unitaire. Z &ant non nul, on 
Dn 

a n6cessairement p = In/2] et, s in  impair, 21 = 1. 
Soit" 1 

S(0, Z)=  MinS LI2(t)ll 2 dr---Min LI~(0)II 2 
0 

[ (n -  1)/2] 
n - 2 k ( 1  2 det(R(tl)u ... . .  R(t )u)= ]-I uk --Uk) A,(t) 

k = l  
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avec Uk=sinO,_2k+lSinO,_2k (en posant u=(cosO,_l , . . . , s inO,_~. . . s inO0) .  
Une 6tude 616mentaire de f ( x ) =  x ("- 2~)/2(1- x), nous permet, compte tenu de la 
relation (1) ci-dessus, de conclure. 

Preuve de la proposition 3.1. C'est une cons6quence imm6diate des r6sultats 
pr6c6dents, compte tenu de la propri6t6 d'auto-similarit6: 

P(L,(t) > z) = P(L, > z t-"/2). 

3.2. Quelques propridtOs prOliminaires 

Avant de 
introduisons les notations suivantes: 

Vl  <_k<_n, aEJ,, k 
- O(u, Ba(t))=Ba(t+u)-B~(u ) 

t2 

_ [! . .  
-- i t2 

_ 

off a( j )=(e 1 . . . .  ,~)  si a=(0~ 1 . . . . .  ~k)" 

Soit q(t) la diffusion de composantes (Ba(t), 1 < k < n ,  a~J,,k) 

Lemme 1. 

-- Vl  <_<j<n O(u, Bi(t))=d(u, Bi(t)) 
k - 1  

-- Vk=>2, a~J,, k O(u, Ba(t))= O(u, B~(t))+ ~ B~(j)(u) O(u, Ba(j)(t)) 
j=l 

off, si 
a =(C~l . . . .  , ~k), a(J)= (~l, " ' ' '  ~ j ) '  a ( J )  = ( ( x j +  1, "" ", (Xk)" 

Les relations ci-dessus dOfinissent une fonction q): 1RmxNm--.lR m avec 
n--1 

= ~ n!/k! vOrifiant: 
= o ~ (t + u) = ~o (~ (u), 8(u,  ~ (t))) 

pour toute fonction measurable bornde f 

E [/(~/(t + u))l~(u)-- ~]~7ss E [fo ~o (x, O(u, rl(t)))l = E [fo q~(x, t/(t))] 

off O(u, rl(t)) est le vecteur de composantes O(u, B~(t)). 

I1 suffit de remarquer que: 

1) g k > 2 ,  aeJ,, k O(u,B,(t))=Ok_l(U,B,(t))+B,(k_,)(u)O(u,B~(t)) 

d'ofi, pour tout 2 < j  < k, 

Oj(u, B .( t))  = Oj_ 1 (u, Bo(t)) + B ~(j_ 1)(u) O(u, B~(j_ 1)(t)) 

donner ((un lemme maximab) identique au mouvement brownien, 

m 

(1.1) 

(1.2) 

et la relation (1.1). 
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2) 0(u, t/(t)) est ind6pendant  de t/(u) et a m~me loi que t/(t). 

Nous  allons main tenant  6tablir un lemme maximal,  comme pour  le mouve-  
ment  brownien (ex: Brownien mot ion  and diffusion de D. F reedman  (Holden- 
Day  1971)), pour  le processus L.(t). 

On pour ra  remarquer  que celui-ci reste vrai, pour  tout  processus Zn(t) de la 
f o r m e :  

Z . ( t ) = ~ % B . ( t )  off (%) est une famille de nombres  r6els index6e par les 
a 

permuta t ions  a de (n). 

Lemme maximal. Vt>=0, Z>=O P[MaxL,(s)>=Z]=2P[L,(t)>_>_Z]. 
s<_t 

Mont rons  dans un premier  temps, la propri6t6 de l ' image: 

P(L.(t + % ) e 2 b -  B) = P(L.(t + zb)eB) 

avec A = { ~ % y ~ E 2 b - B }  

= ~lc(X, y)dP~~ d'apr6s le lemme 1; 
avec  

k = l  / J 
off 

~(k)  = (~(1)  . . . . .  G(k)) 

~(k)  = (G(k + 1), . . . ,  ~(n)) .  

Remarquons  que si on pose t /( t)= T(Ba(t ) . . . .  , B.(t)); 

tl(t) = T ( -  Bl(t), S2(t ) . . . .  , Bn(t)) 

on a L.(t)= -L . ( t ) ,  ~/~_~ = ~ (en loi) (notat ion 6vidente pour  L.(t)) 

d'ofl, on peut  remplacer  dans l 'int6grale: p O par /50 t,o t,0, P,,~ par Po~_b 

dans C: b - B p a r B - b  

et, en remontant ,  on obtient :  

P ( 2 b - L ~ ( t + % ) ~ B ) = P [ - L . ( t + r  b~B]=P[L.( t+zb)~B] 

(L.(t) 6tant sym6trique). 
On ach6ve la preuve du lemme, comme pour  le Brownien (voir Freedman)  

en consid6rant le processus 

/J. (t) = L.  (t) l(t ~ ~b~ + (2 b - L.  (t)) 1(, > ~ 

et le temps d'arr6t 
a b = inf{t/E.(t) = b}. 

off Zb=inf{t ; L.(t)=b}, B bor61ien de ]R 

P [2 b - L.  (t + %) eB]  = 51 a (y) dPt~_ .... ~ (y) dP% (x) 
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3.3. Loi du logarithme it&O 

Nous allons utiliser la technique analogue ~ celle utilis6e pour le Brownien 
darts [4]. 

1) lim sup Ln(t)/(t log 2 0 "/2 < ln. 
t ~ o O  

Soient 6 > 0, qeN*, A~ = {lim sup [L,(t)/(t log 2 t) "/2] > l + 6}. 
t ~ o o  

On a 
Ao c lira sup { Max Ln(t ) > (l, + 6) (qk log 2 qk),/2}. 

k~o~ t<~qk+l 

D'apr6s l'6tude 3.1: 
Vs>0,  3ko; V k > k  o 

p[  L,(qk + 1) > (1, + 6) (qk log z qk),/2] < exp [( -- 122/,, + s) (I n + 6) 2;n log 2 q'~'/q]. 

D'autre part, d'apr6s le lemme maximal 

P(A~) < 2 lim ~, P [L, (q J+ i) > (l, + 6) (qJ log 2 qj),/2] 
k-~ ~ j>=k 

d'ofl, pour tout 6 > 0, en choisissant s > 0, q tel que 

2/n l < q < ( l  +61~)2/~(1-s l~  ) 

P(A6) =0  et le r6sultat 

2) lim sup L,(t)/(t log 2 0 "/2 > l,. 
t ~ o  

Soient 6 >0, q~N*, B6 = {lira sup L~(t)/(t log 2 0 "/2 > l , -  6}. 
t~oO 

On a 
B6 ~ lim sup {L,(q ~) > (l, - 6) (qk log 2 qk),/2}. 

oo 

D'apr6s l'6tude 3.1: 
Vs>O 3ko; V k > k  o 

P EL,(qk(q- 1)> ( l -  6)(qk+~ log 2 qk+ 1 ) n / 2 ]  

>exp[--(122/"+e)( l  --6)2/"qlog2(qk+l)/(q--1)]. (3.1) 

Pour pouvoir utiliser Borel-Cantelli, nous allons utiliser les d4compositions 
du paragraphe 3.2: 

n - J .  

L,(qk+ 1)= L,(qk) + O(qk, L,(qk(q _ 1))) + ~ 2 s(A) LA(q k) O(q k, LA(qk(q -- 1))) (3.2) 
j - -1  a e P j  

off 
- Pj ensemble des parties de (n) de cardinal j 
- L A processns de L6vy associ6 au brownien (Bk(t), k~A) 
-O(U, LA(t)) processus de L6vy associ6 au brownien (O(u, Bk(t)), k~A) s(A) 

signature de la permutation: les 516ments de A ordonn6s par ordre croissant 
suivis de ceux de A ordonn6s par ordre croissant. 

Les v.a. O(qk, L~(qk(q--1))) sont ind6pendantes et ont mSme loi que L~(qk(q 
- - 1 ) ) ,  indSpendants de LA (qk). 
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De (3.1), pour e>0  tel que b(d)=(1-g)I21)2/'(1 2in +e l .  )<1 pour q>l / (1  
-b(cS)), on a: 

lim sup [O(q k, L,(qk(q - 1)))/(q k+ 1 log 2 qk+ !),/2] > 1,-  6 p.s. 
k ~  co 

En utilisant, la relation (3.2) normalis6e par [qg+!log2(qk+l)] "/2, le corollaire 
l iminfL,(t) /( t log 2 t) "/2> - 1 , - 6  p.s. du r6sultat 1 (L,(t) 6tant sym6trique) il 

t ~ o C )  

n'est pas tr+s difficile de montrer, que pour q assez grand, 

lim sup L,(q k+ 1)/(qk+ 1 log 2 qk+ 1)~/2 > I, - 2 c5 p.s. 
k ~ e o  

d'ofi P(B~)= 1. 
Ceci ach6ve la preuve du th6or6me 3. 
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