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I. Einfiihrung 

Wit betrachten eine Folge unabh~ingiger identisch verteilter Zufallsgr6gen X~, 
X 2 . . . .  mit Erwartungswert gleich Null und Streuung gleich Eins. 

Einen zentralen Platz in der Summationstheorie unabhiingiger Zufallsgr613en 
nimmt das Studium des asymptotischen Verhaltens der Wahrscheinlichkeiten 

x P(XI+.. .+Xn>x ) bzw. P(XI+. . .+X, ,<-x  ) ffir ,ao 

ein ( [ 1 ] -  [10] u.a.). 
Grenzwerts~itze tiber das Verhalten dieser Wahrscheinlichkeiten werden un- 

ter starken Bedingungen an die Zufallsgr613e X1, wie z.B. die Cram6rsche 
Bedingung [1]: 

Eexp(tXl)<m, [tl <H,  H > 0  (C) 

oder die Linniksche Bedingung [4]: 

2 1 
E exp (IXI[ -7)<0% 0,5<7<1 (L) 

hergeleitet. Da in diesen F~illen Momente beliebiger Ordnung existieren, so kann 
man ohne zus~itzliche Forderungen an die Zufallsgr613e X, asymptotische 
Entwicklungen in den Grenzwertsiitzen ftir grol3e Abweichungen erhalten. 

In der vorliegenden Note werden integrale Grenzwerts~itze abgeleitet und 
diskutiert. Dabei wird an die Gr/513e X 1 eine hinreichend allgemeine Bedingung 
gestellt. 

II. Integrale Grenzwertsiitze fiir grofle Abweichungen 

2.1. Eine Funktion g(x) geh6rt zur Funktionsklasse {g(.)}, wenn g(x) eine 
monoton wachsende und stetige Funktion ist, die folgenden Bedingungen gen~igt 
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p ( x ) l n x < g ( x ) < C ( g ) x L  0 < ~ < 1 ,  (2.1) 

g(x) x -  1 _ streng monoton fallend. (2.2) 

Dabei ist p(x) eine beliebige monoton waehsende Funktion mit lim p(x)= oo 
und C(g) eine geeignete positive und von g abh~ingige Konstante. x~o 

Mit A(n) bezeichnen wir die L6sung der Gleichung 

kxZ=ng(x).  (2.3) 

Dabei ist k eine Konstante gr6ger Eins. Aus (2.1) und (2.3) folgt, dab 

1 
A (n) < [ C* (g) n]2- ~ (2.4) 

ist. Wenn se ine  ganze nichtnegative Zahl ist, so bezeichnen wir mit 2[~1(t) den 
Teil der Cram6rschen Reihe [1], der aus den ersten s Gliedern dieser Reihe 
besteht: 

s - - 1  

X t k. (2.5) 
k=0 

2 - L  
Wir bemerken, dab die Klasse {g(.)} die Funktion x ~, (0,5 <7 < 1) und die von 
S. Nagajev in [6] betrachteten Funktionen enth~ilt. Wit verwenden folgende 
Bezeichnungen 

S = X I  + . . . +  X , ,  V ( x ) = P ( X I  <x), v( t )=Ee i'xl, F , (x )=P(S ,<x) ,  

- c o  

y2  

e 2 
0o y2 , y >= z, 

Pz(Y) = ~e-2-dy , ~ ( z ) =  ~ /p~(y)  dy, 
- o o  

z 

0, y < z, 

OO t2 

S z) dt 
- - .  

e - ~ d t  
z 

Den Kumulanten der Ordnung k von X~ bezeichnen wir mit 7k- 

2.2. Wir fordern, dab die Zufallsgr613e X 1 folgende Bedingungen erfiillt: 

E exp {g(IXal)} < oe (A) 

und 

limsup Iv(t)l < 1. (g) 
t ~ c o  
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Satz 1. Wenn die Bedingungen (A) und (B) erfiJllt sind, dann gilt for die Summen- 
verteilungsfunktion F~(x) folgende asymptotische Beziehung 

1-~o(x) 
= exp {nX~ /~[s+q] (X)} [1 -~- L (~nn;q)+o(X)q],x 

(2.6) 

im Gebiet ]fn<x<A(n). Hierbei wird A(n) aus der Gleichung (2.3) f u r  n ----~ O0 
bestimmt, q > 1 ist eine beliebige ganze Zahl, s = [ a / 1 -  ~] und 

q 1 [ Z \v q -  i + [3 1/21 v 
L ( z ;  q)= ~ N~(z) \] /n ~ !  ~ -]- v2= ,'~ 2 ei lv - i  n - 2  z v -1  0) 3 l-2i(Z) 

v = l  1 /=1  i = 0  

+ ~ Z eiz~-, n-~z~-' _~ MT(z) �9 (2.7) 
v = l  l = l  i = 0  l ~ l  

Dabei ist 

N~(z)= ~, ( -1) ' ( l ! )  -1 co,(z)zlbl, 
l = l  

und 

Mr(z)= ~ (-1)r(r!)  -1 ~r+3t_2i(z) z~br~ 
r = l  

mit 
i 

blk= ~, M bkj' 
kj>= 1 j = l  

kl +...+kz~k 

Die Koeffizienten b k und e m ~k h/ingen nur yon den Kumulanten der Zufallsgr6Be 
X~ ab. Die Reihe (2.7) wurde erstmalig yon L. Saulis in [7] eingeftihrt. Insbeson- 
dere ist L(z, 1)= 0 und 

L(z, 2)=73(3 ! I /n)-  l(co3(z)-3ool(z)). 

Ist speziell 

1 --~' 

dann reicht es in (2.6) nur die ersten s + q - 1  Glieder der Cramdrschen Reihe zu 
betrachten. 

Aus Satz 1 lassen sich einige wichtige Folgerungen ableiten. Wir bemerken 
zuerst, dab aus Satz 1 fiir q = 1 (bzw. fiir q =0) Ergebnisse von V. Petrov [5], 
S. Nagajev [6] und W. Wolf [8], [11] folgen. 
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Satz 2. Wenn die Bedingungen (L) und (B) erffillt sind, dann gilt )'fir n ~ Go 

X 3 X 

" (S~>xl / -nO:exp{~2~+q~ (~nn)} [ l + L ( x ' q ) + O ( ~ n )  q - (~ (x) 

=exp - ~ 2  ts+ql - x l + L ( - x , q ) + O  

im Gebiet 1 <-x < n ~- o,s. Dabei wird in diesem Falle die ganze nichtnegative Zahl s 
aus den Ungleichungen 

s + l  s + 2  
s + 2 < 7  < = s + 3  

bestimmt. L. Saulis erhielt unter den Bedingungen (L) und (B), daft die Beziehungen 
(2.8) im Gebiet 

l<_x<_n~-~ -1 mit e(n)-- , ,~ , oo 

gelten ([7]). 

Satz 3. Wenn die Bedingungen des Satzes 1 erfiillt sind und 73 = 0 ist, dann gilt for 

n ~ o o  im Gebiet ]~<x<=A(n)  

X -- X3 2], 

Wenn aufierdem noch e<0,5 ist, dann gilt 

exp~}[~+o(~ t ~1o, 1-~,_-(1-~ (~t) ~4 ~ 2] 
Ganz analog gelten natiirlich auch die Aussagen ffir negative x. 

Satz 4. Wenn unter den Bedingungen des Satzes 1 7k=0 ist ffir k=3 ,4  ... .  , s + q + 2 ,  
dann gilt ffir n ~ o o  

1 - F~(x) - 1 + O  , x 1+O (2.11) 

im Gebiet ]fin < x < A(n). 
Gilt aufierdem noch, daft ~ --- r(1 + r)- 1 ist, r-positiv, ganz, dann ist (2.11) im Gebiet 

l+r 
lf~ <x_<_(c*(g) ~)~+~ 

erfollt. 
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Aus der Beziehung (2.11) und den Eigenschaften von qS(z) erhiilt man 
unmittelbar, dal3 fiir n-~ 

I X  q 1 
F , , ( x I ~ ) - ( ~ ( x ) : O  I n~7~ex p ( ~ ) )  (2.12) 

l + r  r 

im Gebiet 1 < Ixl < (C*(g))~ +r n2(2 +r) ist. 
Wenden wir uns noch kurz dem Fall zu, dab die Zufallsgr613e X 1 nicht 

gitterf6rmig verteilt ist und auch die Bedingung (B) nicht erfiillt ist. 

Satz 5. Wenn die ZufallsgrOfien Xa, X 2 ....  nicht gitterf6rmig verteilt sind und nur die 
Bedingung (A) erffillt ist, dann gilt Jilt" n--~ o~ 

X 3 X 
1 - F,(x) _ exp {~_2rs+2j (x)} [1 + L (~n, 2) + o (x)]  (2.13) 

im Gebiet ]/n < x  < A(n). Natiirlich gilt auch hier die entsprechende asymptotische 
Beziehung fiir negative x. 

Im folgendem werden wir mit Cl, c2,.., stets positive und mit el, e>...  kleine 
positive Konstanten bezeichnen. 

III. Beweis der asymptotischen Entwicklungen 

3.1. Beweis yon Satz 1. Wir definieren eine Verteilungsfunktion VY(x) folgender- 
maBen 

[ V(x), x < 0 
! 

VY(x) =~l  - V(y)+ V(x), 0 < x < y  (3.1) 
[l ,  x>y .  

Mit F~ bezeichnen wit die n-fache Faltung von V y. Offensichtlich gilt 

1 - b ] ( x )  = 1 - F f f ( x )  + F~' (x )  - F . ( x ) .  (3.2) 

Dutch Induktion l~il3t sich leicht zeigen, dab 

F . ' ( x )  - t o ( x )  < n(  ~ - V(y)) (3.3) 

ist. Zur Berechnung der Differenz 1 -F~'(x) ftihren wir einen Parameter h >0 ein, 
der ftir alle hinreichend grogen n den Bedingungen 

c, (1In)-1 < h < A(n) n-1 c2 (3.4) 

geniigt und betrachten folgende Integrale 

Vh"(x): i eh"dVY(u), F:'h(x): i eh"dF:(u) �9 (3.5) 
- - o 3  - - 0 0  
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Man kann sich leicht davon iiberzeugen, d a b / ~  die n-fache Faltung von I/bY ist. 
Offensichtlich gilt 

1-F[(x )  = ~ e-h"dFY, h(u). 
,; (3.6) 

Ferner betrachten wir das Integral 

Y 
R(y,h)= ~ eh"dV(u) (3.7) 

--ca3 

und setzen im weiteren y = A(n). Aus der Definition yon ~Y(x) und R(y, h) folgt, dab 
der Quotient V~'(x)(R(y, h))- 1 die Verteilungsfunktion einer gewissen ZufallsgrSBe 
Y ist. Den Erwartungswert, die Streuung und die Kumutanten der Ordnung k der 
Gr/Sge Y bezeichnen wit entsprechend mit a(h), aZ(h) und "lk(h). Es gilt 

A(n) 
a(h) = (R(A(n), h)) -1 ~ xehXdV(x) 

--oo 

und 
A(n) /a(n) \ 2 

aZ(h)=(R(A(n),h)) - '  f xZehxdV(x)-(R(A(n),h) -2 (jf~e"*dV(x)) �9 
- oo 

Da die Zufallsgr6Be endliche dritte Momente fla-=EIX~I 3 besitzt, so gelten 
folgende einfache Beziehungen 

r ,  < ~ udV(u)< h2 u-dV(u)=hfi  3. (3.8) 
h -~ f13' h -~ 

~ fh  2, 

hJldV(u) <= l h3 fl3 ' 

Offensichtlich gilt 
h-1 A(n) 

R(A(,O,h)= ~ eh"dV(u)+ ~ eh"dV(u). 
_co h-1 

Im Intervall [h-*,A(n)] geniigt die Funktion h x - g ( x )  wegen (2.2) und (2.3) der 
Ungleichung 

h x -  g(x) < e, g(x), 

wenn k>c2 ist. Hieraus erhalten wir unter Berticksichtigung yon (2.1) die 
AbscNitzung 

A(n) 

S xteh:'dV(x) = ~ (3.9) 
h-1 

fiir beliebige nichtnegative ganze 1 und positive ganze p. Unter Beachtung von (3.8) 
und (3.9) gilt 

IR(A(n), h) - 11 < 3 h 2, IR(A(n), h)f > 0,25, 

I A } ~ l . t e h u d V ( u ) - h  ~ 5 f l 3  h2 ,  ( 3 . 1 0 )  
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und 

R(A(n), h)- 1 -h  2 =<4h2f13. 

Wit betrachten jetzt eine Folge unabh/ingiger und wie Y verteilter Zufalls- 
gr6Ben 171, Y2,-.. �9 Der Quotient 

F~h(X)(R(y, h)-" = l~h(X ) 

ist die Verteilungsfunktion der Summe Y1 + Y2 +" "  + Y,- Wit erhalten deshalb aus 
(3.6) 

oo 

1 - Ff,(x) = R"(y, h) ~ e- hu dff h(U). 
x 

Wenn wir die Verteilungsfunktion der standardisierten Summe 

YI + Y2 +"" + Y,-na(h) 
]/n ~r(h) (3.11) 

mit ~,h(t) bezeichnen, so erhalten wir mit Hilfe der Substitution 

u= +qfir 
unter Beachtung von (3.10) 

l_F/((x)=exp(nlnR(y,h)_hx) ~e_ht~(h)d Z ( x - h a ( h ) )  
J o ~'nh t +  l ~ a ( h )  . (3.12) 

Das Integral auf der rechten Seite yon (3.12) kann man folgendermaBen umformen 

f ~ t q  x-ha(h) 
J ~ ~W'nh o l~a(h) 

= ~e-h t~(h)  (~nh (t@ x-na(h))~nG) -- 0 (t§ x-na(h)])l~(h)! 

+ ~e h t l / n ~ ( h ' d  (~)(~-} x_--na(h)]-O(t))+ !e -ht/~r d~(t) 
o I 

= I j  + I 2 + I 3 .  (3.13) 

Wir betrachten jetzt die Funktion a(h). Es gilt 

h - I  

]a(h)-hl <(R(A(n), h))- 1 S ueh,,dV(u)_h 

A(n) 

+ (R(A(n), h))-I ~ uehUdV(u)+ h(R(A(n), h))- I IR(A(n), h)- iI. 
h-1  

Aus den Ungleichungen (3.10), der Absch~itzung (3.9) und der Bedingung (A) erh/ilt 
man ffir hinreichend grol3e n, 
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Ja(h)-hl<c3 h2, a(h)>O,5h. (3.14) 

Wir bezeichnen mit 9X den Bildbereich der Funktion a(h) und betrachten fiir 
x<A(n) und xn-~e9.1 die Gleichung 

a(h) = x n -  1. (3.15) 

Infolge (3.14) existiert genau eine LiSsung, die der Bedingung 

h (~) = ~ + O  (~t 2 (3.16' 

gentigt. Diese Funktion h(x/n) stimmt mit dem h in (3.4) iiberein. Hieraus folgt auch 
die Giiltigkeit der Bemerkung beztiglich k und %, die bei der Herleitung der 
Beziehung (3.9) gemacht wurde. 

Im weiteren betrachten wir nur die Werte x fiir die ]In < x < A(n) und x n- 1~ 9.1 
gilt. In diesem Falle wird das Integral in (3.13) gleich Null. Wenn aber xn-  1 ~9I und 
die Giiltigkeit der Beziehungen (2.6) schon fiir ! f n < x < A ( n )  und xn- legX 
bewiesen wurde, so kann man folgendermal3en vorgehen: Man w~ihlt ein h 0 aus 
(3.4) derart, dab a(ho)<xn- 1 <a(ho+ ) gilt und setzt a(ho)=X o n- 1, d.h. Xon 1~9.1 
und ho=h(xo/n ). Die Differenz (X-Xo)/n liil3t sich also dutch die Gr6Be des 
Sprunges der Funktion a(h) im Punkte h o absch~itzen. Infolge der Abschiitzung 
(3.9) und unter Beriicksichtigung yon (A) und (2.1) l~il3t sich leicht zeigen, dab fiir 
A a(ho) = a(h o +) - a(ho) gilt 

Aa(ho)<c4hr~, rfi>0, beliebig. (3.16) 

Das so gew~ihlte h o setzt man in die Beziehung (3.13) ein. Unter Beachtung yon 
(3.16) und den Eigenschaften von ~b(u) liil3t sich unschwer die Gtiltigkeit der 
Beziehungen (2:6} far alle x aus dem Gebiet ] ~ < x  <A(n) zeigen. 

Es sei 

N = [(m +11)~(2- c0 ] . (3.17) 

Beztiglich mist zu bemerken, dab m eine positive ganze Zahl ist, die hinreichend 
grol3 sein soll und die sp~iter genauer bestimmt wird. Wir entwickeln nun im 
Integral 

h - I  

ehudV(u) die Funktion e hu 
- o o  

in eine Taylorreihe und erhalten fiir alle hinreichend grogen n 

n m h * 
R(A(n),h) = ~, ~.v + O( ), (3.18) 

l = 0  

h l 
lnR(A(n),h)= ~ y,F..+o(n "), (3.19) 

/ = 2  
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N h i - 1  
v ~ ,~ - -  , , ~ / ~ , -  m + a(h) = ,~_~__ ~/' (1- 1)! • u t  1), (3.20) 

N h l - 2  
62(h) = ,_~__ 7, ( / _ ~  ! + O(n- m + 2), (3.21) 

S h l - k  
7k(h) = ~, 71 ~ + 0 ( n - r e + k )  (k<m). (3.22) 

l=k U - - n ) :  

Dabei wird mit ~.~ bzw. ?~ Moment bzw. Kumulant der Ordnung l der Zufallsgr6Be 
X~ und mit ?~(h) der Kumulant der Ordnung k der Zufallsgr6Be I/1 bezeichnet. 

Wenden wir uns jetzt dem Exponentialfaktor vor dem Integral in (3.12) zu. 
Die LSsung der Gleichung (3.15) l~13t sich folgendermaBen darstellen 

=k=lak(X)k'j-o(X) N. ( 3 . 2 3 )  

Dabei lassen sich auf Grund der Formel yon Burman-Lagrange die Koeffizienten 
ak folgendermaBen bestimmen 

a k = ( k ) -  l f k -  1 

mit 

p = l  

(3.24) 

p 

e p l =  E H c k d  , 
k;>= l j= 1 

kl +...+kp= I 

H ?k~+2 c. = ( -  11 r Z j~=h (k j+ i~ .  ' 
r =  1 ky>_--i 

kl +" '+kr=n 

Im folgenden stiitzen wir uns speziell bei der Koeffizientenbestimmung von 
potenzierten Polynomen auf [12]. Insbesondere gilt fiir die Koeffizienten in (3.23) 

a 1 = 1, a2 = ]~3 2 '  a3 = 61-(3 ~2 --~) '  a4  = ~ ( i 0 ~ 4 7 3  - 157~-~ . . . . .  

Die Koeffizienten a k h~ingen nur von den ersten Kumulanten ~2, )~3, " " ,  7k+1 der 
Zufallsgr6Be X 1 ab. Deshalb erhalten wir unter Beachtung yon (3.19), (3.20), (3.15) 
und (3.23) 

= e x p I n  - x2 

mit 

J ( v -  1) 
b ;=  U j - 1  

= " ji>=l i = 1  ] 
Jl + "'" +Jv=J 
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Die letzte Beziehung in (3.25) wurde yon L. Saulis in [-7] angegeben. Also gilt 

exp{  

Dabei wird mit 2• ~ 2)<t J die modifizierte Cram6rsche Reihe (s. z.B. [13]) mit 
j=O 

den bekannten Eigenschaften bezeichnet. Man kann zeigen, dab die Koeffizienten 
der ersten N - 2  Glieder der Reihe 2 • (t) mit den entsprechenden Koeffizienten 
der ersten N - 2  Glieder der Cram6rschen Reihe zusammenfallen. Wegen (3.25) 
gilt 

2f =b j+ 3. (3.261 

Also hiingen die Koeffizienten 2f nur von den ersten 7z,--., 7j+ 3 Kumulanten ab. 
Wir erhalten deshalb 

( X 2 X 3 

" e ht a(h) t -  ~ 
nh 

0 

Im weiteren gehen wir bei der Bestimmung der Integrale 11 und I 3 entsprechend 
den yon L. Saulis in [7] und [16] gemachten (3berlegungen vor. Fiir den Ausdruck 
hi/ha(h) erhalten wir aus (3.21) nach Einsetzen der fiir h gfiltigen Entwicklung 
(3.23) folgendes Ergebnis 

+ ~ b k (~-) +O (x) u-1 +O(n-(m-2))). (3.28) h]/~a(h)=~n( 1 N-2g= 1 ,n.[X\k 

Dabei werden die Koeffizienten b k folgendermaBen bestimmt 

bk= ( -  1)q+l(2q- 1)!! 2 I~ %+2 (3.29) 
q = l  (2q)[[ kj>=l j = l  

kl + " ' + k q ~ k  

mit 

k 1 

lqak  (3.301 
= kj>-I j=  1 

kl +.. .~-kz=k 

Ftir das Integral 13 mit 

~= ~ b~ +O(n -(=-~)) (3.31) 
k = 2  

erhalten wir nach Einfiihren der Substitution t = v-x( l /n)-1 ,  nach Ausschreiben 
yon z k und der Koeffizientenbestimmung bei (x/n) k, dab 
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I 3 = e X 2 / 2 n ( 1 - - ( 9 ( ~ n ) ) { l §  k+O - 

ist. 
Wir gehen jetzt zur Betrachtung des Integrals I~ tiber. Dazu ben6tigen wir eine 

asymptotische Entwicklung fiir die Verteilungsfunktion ~nh(t). Dafiir wiederum 
ben6tigen wir eine asymptotische Entwicklung fiir die charakteristische Funktion 
qS,,h(t )der standardisierten Summe (3.11). Auf Grund yon (3.5) und (3.7) erh~ilt man, 
dab die charakteristische Funktion (p(t) der Zufallsgr/SBe Y gleich 

A(n) \ - 1 

ist. Wenn wir mit fil (h)= E I Y1 -  a(h)l* die absoluten Momente der Ordnung 1 der 
Zufallsgr6Be Y bezeichnen, so l~il3t sich mit (3.20) und der Bedingung (A) unschwer 
zeigen, dab 

/~,(h) < oo 

ist ftir alle l > 3. Weiterhin l~il3t sich mit Hilfe von (3.9) und der Bedingung (B) zeigen, 
dab auch ftir die charakteristische Funktion ~0(t) der Zufallsgr6ge Y die Bedingung 

lira sup [~o(t)[ < 1 (g') 

gilt. 

Lemma 1. Fiir jede ganze Zahl q >= 1 gilt im IntervalI 

(o-q+ 2(h)~ 1/q 

! 

folgende asymptotische Entwicklung fiir die charakteristische Funktion (finh(t) 

t2 I Gh(t) = e - r  q_lg• it, x ~  (itlq+a+jtl3(~+l~)e 12 
1 + ~ ~7 + 0  rlq/2 

v=l  
t 2 

- nq/Z . (3.34) 

Dabei ist 

P~• P,v_Lr ~-'  und G(~o)= Y ' a , ~ + ~  
l= i  r=l 

ein Polynom 3v-ten Grades mit Koeffizienten, die nicht yon h abhiingen. Diese 
Koeffizienten werden durch die Beziehung (3.38) bestimmt. 

Beweis yon Lemma I. Nach einem Lemma von Osipov [14], S. 55 gilt unter unseren 
Bedingungen 



250 W. Wolf 

~0.h(t)=e 2 I + Z  '= nv/2j+O\ \ n_ ~ l e -~  
im Intervall 

It[ < l / n  (aq + 2(h)(fiq + 2(h))- 1)1/q. 

ftir jede ganze Zahl q > 1. 
Dabei ist 

v 
g(co)= 2.. arv co 

r ~ l  

ein Polynom 3 v-ten Grades bezfiglich co. Die Koeffizienten d,~ lassen sich durch 
die ersten Kumulan ten  a2(h), 73(h), ..., 7v + 2 (h) ausdrticken (s. z,B. [ 15], S. 170). Fiir 
die Polynome P(co) gilt nach A.Bikelis [18], S. 576 die Rekursionsformel 

V--1 

p~(co)=6~+2(h)((v+2)!)_lco~+2+ ~ 6 (h~co~_~+2 - ( v - r )  P~(o)) (3.35) 
~=1 ~-~+2~ J v ( v - r+2) !  

mit 

6~(h) = G(h)(aV(h)) - '. 

Der Ausdruck 6v(h) l~igt sich fiir v > 3, x > ]//n, m > 2 - ~ unter Beachtung yon (3.21) 

-(3.23) nach der Koeffizientenbestimmung bei als Reihe darstellen 

6v(h )=G+ 2 dvk + 0  (3.36) 
k = l  

Die Koeffizienten d~k werden dabei folgendermaBen bestimmt: 
l 

d,~=(GBvk+d,k)+d,a, J,1 =0,  d~z=Ed~kB~,_k,  Bvo=0, 
k = l  

i (v) , Y. FIAt,, 
1=1 l kd_->l j = l  t=l ~ ' a l k '  

kt + ' " + k z = k  

Aa -- " apk,  ?mt = 2 ?l~; + 2" 
;=i (21)! ! p=; �9 k j ~  j=l  

kl +"" +kin= l 

Wenn wir jetzt in (3.35) die fiir 6~ (h) erhaltene Entwicklung einsetzen, so erh~ilt man 

(m-- v).- 3 k I(/)[ v + 2 r  (m--v)-- 2 
Pv (co) = 2 P~k(co) + O (3.37) 

k = 0  r 

mit den Polynomen 

r = l  
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und den Koeffizienten dr,k: 

dv+2g 

- v - - j  

Ij ~ i ~(V-~f-~J) ! cr-ljk 

ftir r = 1 und alle v ,  k 

fiir r > 2 ,  

(3.38) 

k 

Clsk = 2 dv-s+2mdls+k-m) 
m~O 

fiir v =  1,2, ... und wenn dv+2o =7v+2 gesetzt wird. 
Nach Ausschreiben der in den Summen enthaltenen Ausdrticken erh~ilt man 

unschwer die Aussage des Lemma 1, wenn m > 2 q  + 3 gew~ihlt wird. 

Lemma 2. F iir die Verteilungsfunktion ~,h( t) gilt im Gebiet t f  n < x < A(n) gleichmfiJ3ig 
beziiglich t folgende Entwicklung 

qS.h(t)=q~(t)+ 2 n~/2 ~0  \n"-+]" (3.39) 
v=l  

H ierbei bedeuten 

Q$(t,z)= ~ Pl~_,(-(a(t))z ~-l 
I=1 

und 

r=]_ 

Beweis yon Lemma 2. Wit setzen 

,2( q ,  x 
u~(t,z)=e - T  1+ ~ P~ (lt, z)n - ~  , 

v=l  

dann gilt nach einem Lemma von Esseen [19] 

q_1(7~ u, 

v = 1 nq _-> ttt 

Es sei 

dr. 

Xp~+ ~(h) / " 
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Damit gilt ftir das letzte Integral folgende Absch~itzung 

Itl < nq t Itl <Z Tq,, t 

+ a t +  f d,. 
nq>H>Tq n t nq>=ltl>Tan t 

Aus (3.34), der Bedingung (B') und den Eigenschaften yon uq(t,z) folgt nun 
unmittelbar (3.39). 

Wir betrachten j etzt das Integral 11. Unter Berticksichtigung yon (3.39) erhalten 
wit 

co 

e -ht]/~a(h) d(~nh(t ) -- O(t)) 
0 

-= e-ht /~a(h)dEn t, X -}- ~ e - h t ~ a ( h ) d D n  t, 
0 o 

= II + I~ a. (3.40) 

Dabei werden mit E,(t, z) und D,(t, z) folgende Ausdrticke bezeichnet 

q--1 v ~ ,  

e.(t,z)= ~ n-~ p~v_,(-4)(t))z ~-' 
v = l  l = l  

und 

D,(t, z) = ~,h(t) -- r -- E,(t, z). 

Nach partieller Integration erh~ilt man unter Beachtung von (3.39) 

I 2 = - D "  O'~nn +hl/na(h)~e-htg~(h'D"o t, dt=O\nq_ Q 

=e~/2"(1-O ( ~ )  ) o (X) q. (3.41) 

Wir gehen jetzt zur B erechnung des Integrals If fiber. Auf der Grundlage der ffir die 
Cebygev-Hermitschen Polynome gfiltigen Darstellung (s. [15], S. 170) l~iBt sich 
zeigen, daB 

1 t2q--1 _y_ v_ [31/21 
d E ~ ( t , z ) = ~ e  2 ~ n 2 ).[. Z v-l l-2idt (3.42) (]/2rQ ~=1 ,=, i=o2 ei,~-, t3 

ist, mit 
i 

d i - k l - k t p  
k=O 

eilp ~ l--1 

2 d i - k l - k l p  
k~O 

(s. auch [7], S. 188). 

ffir i<l, 

ffir i > l, 

( -  1)J(l+ 2r)! drlk 
dJrzk-- j!(l + 2 r -  2j)! 2 j 
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Weiterhin gilt 

e_~_(l+~)t_Tt3z_2idt - (_l)k.Ck IX k _ ~ _ t  ~ - -  e 1/Ft 2 t k + 3 1 - 2 1 d t  

o k! o 

o~ [ l ~ k  k i ~ k O~ x t 2 
t 1 ]  T X - - ~ T n t - ~  k + 3 1 - 2 i  

+ - t - - I  f e  t d t  
y J k.  o 

Die hier auftretende Restsumme 1/~gt sich aufGrund der Eigenschaflen yon ~ durch 

eX2/2n(1-~b(~n))O\\~nn] (x) 2p) (3.43) 

absch/itzen. Wir erhalten deshalb unter Beachtung yon (3.43) nach Durchfiihrung 
x 

der Substitution t =  v - -  und weil 
n 

ist far I~: 

II=e ~/2'* 1-r ,,~=i z21 ~=0 eil'~-'n-: c031-2i 

Zusammenfassend ist also 

(3.44) 

�9 I + L - - , q  + O  n . 

in dieser Beziehung gentigt es, nur die ersten s + q-Glieder der Reihe 2 • (x/n) zu 
beriicksichtigen, ohne dal3 dabei die Konvergenzgeschwindigkeit O(x/n) q verloren- 
geht. Es gilt n~imlich 

n~ =O . 

Wir bemerken an dieser Stelle, dal3 aus der letzten Absch~itzung auch die GiJltigkeit 
der nach Satz 1 gemachten Bemerkungen beztiglich s und q folgt. (Im Falle q = 0 hat 
die Konvergenzgeschwindigkeit in Satz 1 die Ordnung o(1).) 

Auf Grund der Gleichung (2.3) und der Bedingung (A) l~il3t sich mit (3.3) leicht 
zeigen, dal3 gilt 

F2 ~ 
l_(o (~)exp{X~22• (x)} =O(n-k) (3.45) 
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ftir beliebiges ganzes k > 1. Aus (3.2), (3.44) und (3.45) folgt die erste Beziehung in 
(2.6). Damit ist Satz 1 bewiesen. 

3.2. Beweis der Siitze 2 - 4. Satz2 ist eine unmittelbare Folgerungen yon Satz 1, weil 
die Bedingung (L) in der Bedingung (A) enthalten ist. Nach Durchfiihrung der 
entsprechenden Normierung erhalten wir aus (2.6) die Aussage (2.8). 

Wenn 73=0 ist, dann ist L(z;2)=0. Aus (2.6) folgt dann fiir diesen Fall die 
Beziehung (2.9). Wenn auBerdem noch ~ < 0,5 ist, dann ist s = 0 und 22(t) = 2~o + 21 t. 
Da 20 =-~73 =0  und )~1 = 2A474 ist, so folgt aus (2.9) die Aussage (2.10). 

Im Falle e = 0,5 gilt s = 1. Deshalb ist ftir diesen Fall )t~ + aJ(t ) =)~3 (t). Da wir aber 

in solchen Situationen, wenn ~ =~Z~_~ ein Glied weniger zu betrachten 

brauchen, so ist damit Satz 3 bewiesen. 
Da die Koeffizienten der Funktion L(z; q) durch die ersten Kumulanten 1, 

73 . . . . .  7q+2 und der Koeffizient 2 k in 2E~l(t) durch die ersten Kumulanten 1, 
73 .. . . .  7k+3 der ZufallsgrSl3e X~ bestimmt werden, so erh~ilt man aus (2.6) unter den 
Bedingungen des Satzes 4 die Beziehungen (2.11). 

Die Absch~itzung der Differenz F,(x l / /n) -  (a(x) in (2.12) folgt aus (2.11) und den 
Eigenschaften yon ~b(x). 

3.3. Beweis des Satzes 5. Zum Beweis dieses Satzes benStigen wir folgendes Lemma: 

Lemma 3. Wenn die Zufallsgr6fie Y rnit der durch (3.5) und (3.7) definierten 
Verteilungsfunktion Vhr(x)(R(y, h)) 1 nicht gitterf6rmig isr, so gibt es zu jedem co > 0 
eine Funktion ,~(n), mit lira 2(n)= o% und ein H > 0 derart, daft 

n ~  o 9  

~<.) sup I~o"(t)l 
O<h<n dt=o(n_~) (3.46) 

,o t 

ist. 

Lemma 3 stellt eine Ubertragung eines Satzes yon C.G.Esseen [19] ftir die im 
Rahmen dieser Arbeit eingefiihrte ZufallsgrSge Y dar. Wir bemerken an dieser 
Stelle, dab ftir die yon H. Cram6r in [1] eingeftihrte Zufallsgrtil3e Y mit der 
Verteilungsfunktion 

eh"dV(u) ehUdV(u) 
- -  - o o  

unter der Voraussetzung der Cram6rschen Bedingung (C) eine zu Lemma 3 analoge 
Aussage yon L. Saulis in [161, S. 623 bewiesen wurde. 

Beweis des Lemma 3. Wenn lim sup [v(t)l < 1 ist, so ist wegen (B') auf der Grundlage 
von (3.9) und (A) ~ ~ 

sup I(p(t)l<l. 
t > t o  

0 < h < H  

In diesem Falle wird die Beziehung (3.52) offensichtlich erfiillt. Wenn aber 
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limsup Id01 = 1 ist, dann gilt limsup [qo(t)] = 1 und Iqg(t)l < 1 ffir alle t e ( - 0 %  or), 
t ~ c O  t ~ o O  

h < H  

t =# 0 und h < H, weil die Verteilung von Y nicht gitterf6rmig ist. Deshalb kann man 
fiir t >  co mittels der Gleichung 

1 
1 -  = max I~(~)l a(t) .<=~ <t 

0 < h < H  

eine Funktion a(t) definieren. Offensichtlich ist a(0 stetig, nichtabnehmend und 
erffillt die Bedingung lim a(t)= oo. Wenn wir jetzt wie in [17], S. 210 vorgehen, so 
erhalten wir (3.52). t-oo 

Mit Hilfe dieses Lemma kann man nun eine zu Lemma 2 analoge Aussage 
beweisen, wenn man wie in [17], S. 211 vorgeht, n~imlich 

( l - t 2 )  exp ( - ~ )  + o(n-~). (3.47) ~nh(t)__@(t)~_( 2 ]~  )- 1~36_ 
Es gilt n~imlich nach einem Satz yon Esseen [17], S. 205: 

_ e_!2_(1 + /~  (it)) < e(n) t2 
qS.h(t) =~(Jtl3+[t]6)  e -u  mit n~lime(n)=0' 

Auf Grund der Eigenschaften yon 63(h ) kann man leicht zeigen, dab 

Cp,h(t)=e-T 1 +Ta(i t~]  +o  3!r t le Z+o 

ist, weil lim [~11 =0ist .  AusderletztenBeziehungfolgtnun(3.47).  Wenn wir jetzt 
\rl l 

wiederum wie beim Beweis des Satzes 1 verfahren, so erhalten wir die Beziehung 
(2.13). 
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