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I. Einfiihrung

Wir betrachten eine Folge unabhingiger identisch verteilter ZufallsgroBen X,
X,, ... mit Erwartungswert gleich Null und Streuung gleich Eins.

Einen zentralen Platz in der Summationstheorie unabhingiger ZufallsgréBen
nimmt das Studium des asymptotischen Verhaltens der Wahrscheinlichkeiten

PX,+-+X,>x) bzw. P(X;+--+X,<—x) fir iWwo

n
ein ([1]~[10] u.a.).
Grenzwertsitze iiber das Verhalten dieser Wahrscheinlichkeiten werden un-
ter starken Bedingungen an die ZufallsgroBe X,, wie zB. die Cramérsche
Bedingung [1]:

Eexp(tX,)<o, |t|<H, H>0 ©)

oder die Linniksche Bedingung [4]:

1
Eexp(X,> 7)<, 05<y<l (L)

hergeleitet. Da in diesen Féllen Momente beliebiger Ordnung existieren, so kann
man ohne zusitzliche Forderungen an die ZufallsgroBe X, asymptotische
Entwicklungen in den Grenzwertsétzen fiir groBe Abweichungen erhalten.

In der vorliegenden Note werden integrale Grenzwertsitze abgeleitet und
diskutiert. Dabei wird an die GroBle X, eine hinreichend allgemeine Bedingung
gestellt.

IL. Integrale Grenzwertsiitze fiir groie Abweichungen

2.1. Eine Funktion g(x) gehort zur Funktionsklasse {g(.)}, wenn g(x) eine
monoton wachsende und stetige Funktion ist, die folgenden Bedingungen geniigt
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px)InxZg(x)SC(g)x*, O<a<l, 2.1
g(x) x

—1 — streng monoton fallend. (2.2)

Dabei ist p(x) eine belicbige monoton wachsende Funktion mit lim p(x)= o0
und C(g) eine geeignete positive und von g abhdngige Konstante, *~ %
Mit A(n) bezeichnen wir die Losung der Gleichung

kx*=ng(x). (2.3)
Dabei ist k eine Konstante groBer Eins. Aus (2.1) und (2.3) folgt, dal

A <[ CHg) 7 24

ist. Wenn s cine ganze nichtnegative Zahl ist, so bezeichnen wir mit A*(z) den
Teil der Cramérschen Reihe [1], der aus den ersten s Gliedern dieser Reihe
besteht:

s—1
=3 415 (2.5)
k=0

1
Wir bemerken, daB die Klasse {g(.)} die Funktion x>, (0,5<y<1) und die von
S.Nagajev in [6] betrachteten Funktionen enthdlt. Wir verwenden folgende
Bezeichnungen

S,=X,+-+X,, V@=PX,<x), ovt)=Ee*, F(x)=P(S,<x),

¢(x)=(1/‘2?)*_fwexp (—%) d,

)72
e 2
=y yzz, © .
P-0)=1 [e T dy . m@D= [ Y p.0)dy,
0, y<z,

0 t2
[e 2(t—2)dt

w,(2)= £

o 2

fe 2dt
Den Kumulanten der Ordnung k von X, bezeichnen wir mit p,.

2.2. Wir fordern, daB die ZufallsgréBe X, folgende Bedingungen erfiillt:

Eexp{g(X )} <o (A)
und
limsup |v(8)] < 1. (B)

t— o0
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Satz 1. Wenn die Bedingungen (A) und (B) erfiillt sind, dann gilt fiir die Summen-
verteilungsfunktion F,(x) folgende asymptotische Beziehung -

g:ﬁfgjzapggiwwle)}p+L(Vﬂq)+o()1,

o

FE(—;‘)>=exp{—z_z Jls+al (—%)}[l—i—L (_%;q)+0 (%)q] (2.6)
/ ,

n

fiir n—co im Gebiet ﬂ<x§A(n). Hierbei wird A(n) aus der Gleichung (2.3)
bestimmt, g =1 ist eine beliebige ganze Zahl, s=[o/l1 —o] und

v [31/2]
L= Y M@ (24T Y e i 0y
]/— v=1 l=1 i=
-3 v 312 —y_1 2\
+Z Y Y ey nIr" N M) (—) 2.7)
v=1 l=1 i=0 I=1 ﬂ
Dabei ist
N&)= X (=D 0 b,
und

Mi(z)= Z (=) o,y 022 b

r=1
mit
I
bu= Y [lb,
ki1 j=1
I+ th =k

Die Koeffizienten b, und e,, ;, hdngen nur von den Kumulanten der Zufallsgrofe
X, ab. Die Reihe (2.7) wurde erstmalig von L. Saulis in [7] eingefiihrt. Insbeson-
dere ist L(z, 1)=0 und

L(z,2)=7,31Vn) " Hw,(2)~ 30, (2).
Ist speziell

[oc o
l—a]—l—cx’

dann reicht es in (2.6) nur die ersten s+ ¢ — 1 Glieder der Cramérschen Reihe zu
betrachten.

Aus Satz 1 lassen sich einige wichtige Folgerungen ableiten. Wir bemerken
zuerst, daf3 aus Satz 1 fiir g=1 (bzw. fiir ¢=0) Ergebnisse von V.Petrov [5],
S.Nagajev [6] und W. Wolf [8], [11] folgen.
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Satz 2. Wenn die Bedingungen (L) und (B) erfiillt sind, dann gilt fiir n— o0

P—(%L—KQZGXP{%ABM (ﬁ)} [1 +L(x,q)+0 (_xﬁ)‘l]

P(S,<—x1/n 3 ‘
M:exp{ _X ista (_i)} [1 +L(—x,q)+0 (L) ]
$(~x) Vn Vn Vn
im Gebiet 1 <x<n'~ %5 Dabei wird in diesem Falle die ganze nichtnegative Zahl s

aus den Ungleichungen

s+1 < <s+2
s+2  =5+3

bestimmt. L. Saulis erhielt unter den Bedingungen (L) und (B), daf} die Beziehungen
(2.8) im Gebiet

1S<x<w= %)=t mit e(n)———> o0

gelten ([7]).
Satz 3. Wenn die Bedingungen des Satzes 1 erfiillt sind und y,=0 ist, dann gilt fiir
n— oo im Gebiet ]/r_z<x§A(n)

el o)

Wenn auferdem noch 0. <0,5 ist, dann gilt

1—F (%)= (1 —¢ (—];‘—;)) exp {z—:%} [1 +0 (i;-)z] (2.10)

Ganz analog gelten natiirlich auch die Aussagen fiir negative x.

Satz 4. Wenn unter den Bedingungen des Satzes 1 y, =0 ist fiir k=3,4,...,s+g+2,
dann gilt fir n— oo

— q — q
St 1SN (ze) CEEY 0 (i)
X n X n (2.11)
S RTE
Vn Vn
im Gebiet 1/n<x < A(n).
Gilt aufierdem noch, daf o.=r(1+r)~ ' ist, r-positiv, ganz, dann ist (2.11) im Gebiet

1+7

Yn<x=(CHgyn2®
erfiillt.
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Aus der Beziehung (2.11) und den Eigenschaften von ¢(z) erhilt man
unmittelbar, dafl fiir n— o0

x4~ 1

F(x)/n—¢(x)=0 (WGXP (_EC;))

(2.12)

1+r r
im Gebiet 1 <|x|<(C*(g))2+r n2G+n ist,
Wenden wir uns noch kurz dem Fall zu, daB} die ZufallsgroBe X, nicht
gitterformig verteilt ist und auch die Bedingung (B) nicht erfiillt ist.

Satz 5. Wenn die Zufallsgrofen X |, X ,, ... nicht gitterformig verteilt sind und nur die
Bedingung (A) erfiillt ist, dann gilt fiir n— oo

LB e () 11 (7)o )] o
=9 (7;)

im Gebiet ﬂ<x§/1(n). Natiirlich gilt auch hier die entsprechende asymptotische
Beziehung fiir negative x.

Im folgendem werden wir mit ¢, ¢,, ... stets positive und mit &, ¢,, ... kleine
positive Konstanten bezeichnen.

II1. Beweis der asymptotischen Entwicklungen

3.1. Beweis von Satz 1. Wir definieren eine Verteilungsfunktion V7(x) folgender-
malen

V(x), x§0
V¥(x)=q1-V(n+V(x), 0O0<x=zy (3.1
1, x>y

Mit F bezeichnen wir die n-fache Faltung von V. Offensichtlich gilt

1= E(x)=1-F(x)+ F/(x)— F,(x). (3.2)
Durch Induktion 148t sich leicht zeigen, daB

Ex)—-E)=n1-V(y) (3.3)

ist. Zur Berechnung der Differenz 1 — F?(x) filhren wir einen Parameter h>0 ein,
der fiir alle hinreichend grofBlen n den Bedingungen

c(/m tsh<Amn e, (3.4)

genligt und betrachten folgende Integrale

Re= [ e, Eyx= | edRw, (33)
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Man kann sich leicht davon iiberzeugen, daf F}, die n-fache Faltung von V} ist.
Offensichtlich gilt

o0
1= F(x)= | e ™dF},(u)

(3.6)
Ferner betrachten wir das Integral
¥y
R(y,h)= { &™dV(u) (3.7

und setzen im weiteren y = A{n). Aus der Definition von V(x) und R(y, h) folgt, daB
der Quotient VY(x)(R(y,h))~ ' die Verteilungsfunktion einer gewissen ZufallsgroBe
Y ist. Den Erwartungswert, die Streuung und die Kumulanten der Ordnung k der
GroBe Y bezeichnen wir entsprechend mit a(h), *(h) und 7,(h). Es gilt

Aln)

a(h)=(R{A(n),h)~* | xe™dV(x)

und

A(n) A(n) 2
o*(h)=(R(A(m), )~ | x*dV(x)—(R(A(n), h)~? ( f xe"de(x)) .
Da die ZufallsgrofBe endliche dritte Momente f,=E|X,|® besitzt, so gelten
folgende einfache Beziehungen

2 o0

jdV(u) {23 5., SudV(u)g{Z’zﬁm h}:ude(u)éhﬁ:,. (3.8)

Bt

Offensichtlich gilt

ht Ay

R(A(n), h)= f e dv(u)+ j e dv(u).

Im Intervall [h™*, A(n)] gentigt die Funktion hx—g(x) wegen (2.2) und (2.3) der
Ungleichung .
hx—g(xy<e, g{x),
wenn k>c¢, ist. Hieraus erhalten wir unter Beriicksichtigung von (2.1) die
Abschitzung
An)

[ x'e™dV(x)=o(hy 3.9
h“l

fiir beliebige nichtnegative ganze ! und positive ganze p. Unter Beachtung von (3.8)
und (3.9) gilt

IR(A(n), )—1]=3R%,  |[R(A(n), h) >0,25,
Ay

f ue”“dV(u)~hi§SB3h2, (3.10
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und

IR(A(n), h)—1—h72 <4h*..

Wir betrachten jetzt eine Folge unabhingiger und wie Y verteilter Zufalls-
grofen Y, Y,,... .Der Quotient

E()(R(y, h)~"=F,,(x)

ist die Verteilungsfunktion der Summe Y, + Y, +--- + Y,. Wir erhalten deshalb aus
(3.6

L= E}(x)=R"(y, h) | e " dF,,(u).

Wenn wir die Verteilungsfunktion der standardisierten Summe

Y, + Y, +-+ Y, —na(h) 3.11
g (3.11)

mit @,,(t) bezeichnen, so erhalten wir mit Hilfe der Substitution

u=x+tynaolh)

unter Beachtung von (3.10)

1—F}(x)=exp(nInR(y, ) —hx) [ e "V*Pd (t+xi@>~ (3.12)
0

Vnolh

Das Integral auf der rechten Seite von (3.12) kann man folgendermafien umformen

e~ht1/ﬁa(h)d¢“nh (t+);/_{::l(/l})l))

:mea(h)d (¢‘nh (t +>;/—ﬁr;a(;i;))_ s (t +>cﬁaczg;)))

T yiem x—na(h) _ ¥ hevRel
+£e d (qﬁ <t+wﬁ0(h) ) ¢(t)) + ie do(t)

=l +1,+1;. (3.13)
Wir betrachten jetzt die Funktion a(h). Es gilt

O 8

la(h) —hl S (R(A(n), )~

| ue™avuy—h

i

An)

+(R(A(m), ) =" | ue™aV(u)+h(R(A(n), k)~ |R(A(n), )~ 1].

Aus den Ungleichungen (3.10), der Abschitzung (3.9) und der Bedingung (A) erhilt
man fiir hinreichend grof3e n,
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la(h)—h|<czh?,  a(h)>0,5h. (3.14)

Wir bezeichnen mit 2 den Bildbereich der Funktion a(h) und betrachten fiir
x < A(n) und xn~ e die Gleichung

a(hy=xn"1. (3.15)

Infolge (3.14) existiert genau eine Losung, die der Bedingung

h(f)z%o(f)z (3.16)

n n

genligt. Diese Funktion h(x/n) stimmt mit dem /4 in (3.4) iberein. Hieraus folgt auch
die Giiltigkeit der Bemerkung beziiglich k und c,, die bei der Herleitung der
Beziehung (3.9) gemacht wurde.

Im weiteren betrachten wir nur die Werte x fiir die ﬂ <x=ZA(n)und xn™ e
gilt. In diesem Falle wird das Integral in (3.13) gleich Null. Wenn aber xn~ ¢ und
die Giiltigkeit der Beziehungen (2.6) schon fiir ﬁ <x=ZA(n) und xn e
bewiesen wurde, so kann man folgendermaBen vorgehen: Man wihlt ein h, aus
(3.4) derart, daB a(hy)<xn~!<a(h,,) gilt und setzt a(hg)=x,n" ", dh. xon= e
und hy=h(xq/n). Die Differenz (x—x,)/n 148t sich also durch die GroBe des
Sprunges der Funktion a(h) im Punkte h, abschitzen. Infolge der Abschitzung
(3.9) und unter Beriicksichtigung von (A) und (2.1) 146t sich leicht zeigen, daB fiir
dalho)=alhy,)—a(h,) gilt

Aa(hg)<c kT, >0, beliebig. (3.16)

Das so gewihlte h, setzt man in die Bezichung (3.13) ein. Unter Beachtung von
(3.16) und den Eigenschaften von ¢(u) 146t sich unschwer die Giiltigkeit der
Beziehungen (2.6) fiir alle x aus dem Gebiet ﬂ<x§/1(n) zeigen.

Es sei

i (3.17)

Nz[('ﬁl_)@_‘i)]_

Beziiglich m ist zu bemerken, daBl m eine positive ganze Zahl ist, die hinreichend
groB sein soll und die spdter genauer bestimmt wird. Wir entwickeln nun im
Integral

h-t
| €“dV(u)  die Funktion ™

in eine Taylorreihe und erhalten fiir alle hinreichend groBen n

!

R b= 3. 3 %+ o), (3.18)

I
I =

i
l

h
v1ﬂ+0(n*'"), (3.19)

Il
M=

InR(A(n), h)

=2
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N -1

h
alh) = Z T ) +0(n "), (3.20)
o2 (h) = z = A Lom ), (3.21)
N hl k
v (h) = Z Vs - k)'~|—0(n‘m+") (k<m). (3.22)

Dabei wird mit o, bzw. y, Moment bzw. Kumulant der Ordnung / der Zufallsgrof3e
X, und mit y,(h) der Kumulant der Ordnung k der ZufallsgroBe Y; bezeichnet.

Wenden wir uns jetzt dem Exponentialfaktor vor dem Integral in (3.12) zu.
Die Losung der Gleichung (3.15) 146t sich folgendermaBen darstellen

X ‘N*l X k X N
G- G) +of) -
(n ;2—:1 | + " (3.23)
Dabei lassen sich auf Grund der Formel von Burman-Lagrange die Koeffizienten
a, folgendermallen bestimmen

a,=(k)~ lfk— 1 (3.24)
mit
Lok P
fi=2 ( )el’l’ ep= ) IT e
p=1 P LZ1 =1
ket Fkp= 1
: L Vayt2
6= Y (—1y L
202 gy

Im folgenden stiitzen wir uns speziell bei der Koeffizientenbestimmung von
potenzierten Polynomen auf [12]. Insbesondere gilt fiir die Koeffizienten in (3.23)

a, =1, ay=-3, =5(373—74),  as=727(10y,7; 157375, .....

Die Koeffizienten g, hdngen nur von den ersten Kumulanten vy,,v,,...,7,,; der
Zufallsgrofie X, ab. Deshalb erhalten wir unter Beachtung von (3.19), (3.20), (3.15)
und (3.23)

x N
exp{n (lnR(A(n), h)—h;)} =exp{ Z Vzh +0(n~m= z))}

=eXP{Vl(_ io ( ))+O(n on=2))

bi==Y _Z H%F-"Tl- (3.25)
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Die letzte Beziehung in (3.25) wurde von L. Saulis in [7] angegeben. Also gilt

ol ) )7
—exp {n (;—n’f-Jr’;Ax (%)) +O(n_('"‘2))}.

Dabei wird mit A*(t)= Z /lxtf die modifizierte Cramérsche Reihe (s. z.B. [13]) mit

den bekannten Elgenschaften bezeichnet. Man kann zeigen, dal3 die Koeffizienten
der ersten N —2 Glieder der Reihe A% (f) mit den entsprechenden Koeffizienten
der ersten N —2 Glieder der Cramérschen Reihp zusammenfallen. Wegen (3.25)
gilt

A =b, ;. (3.26)
Also hiingen die Koeffizienten 1 ; nur von den ersten y,, ...,7;, ; Kumulanten ab.
Wir erhalten deshalb

2 3
—F(x)= exp{ —% —|—x—2/1 X (i)}(l +0(n=m=2)
n n
w o (3.27)
(T m a0 )+ [ Vi)
0 0

Im weiteren gehen wir bei der Bestimmung der Integrale I, und I; entsprechend
den von L. Saulis in [ 7] und [16] gemachten Uberlegungen vor. Fiir den Ausdruck

hﬂ o(h) erhalten wir aus (3.21) nach Einsetzen der fiir h giiltigen Entwicklung
(3.23) folgendes Ergebnis

N-2 k N-t1
hﬂo’(h):i(u— Y b, (f) +0(f) +0(n“""‘”)). (3.28)
Vn = \n n
Dabei werden die Koeffizienten b, folgendermalen bestimmt
(=1t 2g -1 e
bk: z ( 1 Z H ij+2 (329)
g=1 gt k21 j=1
kit +hkg=k
mit
k 7, 1
Q= a . (3.30)
, Z:z(l—Z)! kéﬁ jl;_ll b
kit tki=k
Fiir das Integral I; mit
N-2 x\* x\N—-1
=73 b, (ﬂ) +0(~) +0(n~"-2) (3.31)
s A\ n

erhalten wir nach Einfiihren der Substitution ¢ =v—x(}/n)~ !, nach Ausschreiben
von 7* und der Koeffizientenbestimmung bei (x/n)*, daB
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I, =ex2/2"(1 —¢ (—1%)) {1 +Z§Nk (1%) (;’;-)kw (%)N* 1 +0(n’('"’2))}. (3.32)

1st.

Wir gehen jetzt zur Betrachtung des Integrals I, iiber. Dazu ben&tigen wir eine
asymptotische Entwicklung fiir die Verteilungsfunktion ¢,,(?). Dafiir wiederum
bendtigen wir eine asymptotische Entwicklung fiir die charakteristische Funktion
@,,(t) der standardisierten Summe (3.11). Auf Grund von (3.5) und (3.7) erhélt man,
daB die charakteristische Funktion ¢(t) der ZufallsgroBe Y gleich

A(n) ~1 An) .
( j‘ eh“dV(u)) J‘ eltu +hudV(u)

— 0

ist. Wenn wir mit 8, (h)=E|Y, —a(h)|' die absoluten Momente der Ordnung / der
ZufallsgroBe Y bezeichnen, so 148t sich mit (3.20) und der Bedingung (A) unschwer
zeigen, daly

B (h)<

ist fiir alle [ = 3. Weiterhin 146t sich mit Hilfe von (3.9) und der Bedingung (B) zeigen,
daB auch fiir die charakteristische Funktion ¢(t) der Zufallsgrée Y die Bedingung

limsup |o(t) < 1 (B)

t—

gilt.

Lemma 1. Fiir jede ganze Zahl =1 gilt im Intervall

e )

folgende asymptotische Entwicklung fiir die charakteristische Funktion ¢,,(t)

12
x ——
= - P*lit,.— t61+2+ {3t 1y, 12
(pnh([):e 2 1 qil v (l ’W) +0 ((|| Irlq/z ) )
+ -
nv/2

V=

12

r2

(P +Pe" e 2 (x \at
Dabei ist

P*(w,z)= Z v (@ 2= und  By(w)=3 d,,0" "

I— r=1
ein Polynom 3v-ten Grades mit Koeffizienten, die nicht von h abhingen. Diese
Koeffizienten werden durch die Beziehung (3.38) bestimmt.

Beweis von Lemma 1. Nach einem Lemma von Osipov [14], S. 55 gilt unter unseren
Bedingungen
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12

g

q‘lﬁv(z‘r)}w ((lth”ﬂzl?"““) .~

12
Pumlt)=e 2 {1 + w2 2

im Intervall
<Y/ n(a" 2(R)(B, , ,(h)~ )2

flir jede ganze Zahl g=1.
Dabei ist

v=1

E(w)z Z drwiv+2r
r=1

ein Polynom 3v-ten Grades bezliglich w. Die Koeffizienten d lassen sich durch
die ersten Kumulanten 62(h), y5(h), ..., 7, . (k) ausdriicken (s. z.B. [15], S. 170). Fiir
die Polynome P(w) gilt nach A.Bikelis [ 18], S.576 die Rekursionsformel

B@)=b, ,(((+2)) Fer 4 Y 5v_r+2(h)w”‘””v(%}:j)2)~!ﬂ(w) (339)

mit

8,(h)=y,(h)(c" ()~ ".
Der Ausdruck d,(h) 148t sich fir v=3, x> 1/;1, m>2—q ﬁnter Beachtung von (3.21)
—(3.23) nach der Koeffizientenbestimmung bei (%) ‘ als Reihe darstellen

m—v)—1___ /y\k x \ (m—Vv)
k=1 n n

Die Koeffizienten d.vk werden dabei folgendermafen bestimmt:

1

E:IZZ(?Vka+dvk)+d~vka d~v1:03 Jvlz Z dkavl—k7 Bv():oy
1

k=

>
—
=
f..
I
M»
=
=t
=

Zofv
B,,= Z (Z)Alm’ Ay=

=1 kizi j=1 - =1
k¥ tki=k
E(=DIRI=DI &y m
Ak: Z (21)” Z 1'17 apk’ le: Z H ij+2'
=1 s p=1 P: ki1 j=1
kit TR L

Wenn wir jetzt in (3.35) die fiir 6, (h) erhaltene Entwicklung einsetzen, so erhélt man

(m—v)—3

_ X k v X (m—~v)—2
R@= 3 B@:)+o( T wr(Y) ) (3:37)
k=0 n r=1 n
mit den Polynomen

l)vk(w) = 2 d”kw\H—ZV

=1



Wahrscheinlichkeiten groBer Abweichungen 251

und den Koeffizienten d,,,:

dv+2k
o+

vk v—1

fiir r=1 und alle v,k

d (3.38)

v—j

_ 1«——‘v(v+2—j)'c"”" fiir r=2,
j=r— :

k
Cisk = Z dv—s+2m dls+k—m)
m=0

fir v=1,2,... und wenn d, , o =7, , gesetzt wird.
Nach Ausschreiben der in den Summen enthaltenen Ausdriicken erhdlt man
unschwer die Aussage des Lemma 1, wenn m>2g+ 3 gewihlt wird.

Lemma 2. Fiir die Verteilungsfunktion ¢,,(t) gilt im Gebiet ﬂ <x = A(n) gleichmapig
beziiglich t folgende Entwicklung

Lol

Pu()=(1) + ; nv/ﬁ +0 (2;) (3.39)
Hierbei bedeuten
0, (t2)= Zl B,_(—¢@)z"
und
dl+2r¢(t)

dtl+2r :

14
B(—9(®)= ;(—Dldﬂk

Beweis von Lemma 2. Wir setzen

12

= q-1 ¥
u(t,z)=e 2 (1+ Y P*(it,z)n 2),
v=1

dann gilt nach einem Lemma von Esseen [19]

qoea B — i, (12
¢nh(u)¢(u)jzlg;}[—”)g;—;+(n)l (L o W) dt.

=1 na > il ¢

Es sei

)"




252 W. Wolf

Damit gilt fiir das letzte Integral folgende Abschiitzung

Pun(t) =, (t

] q)nh _—uq 2
Vn d< | Vn i
It} Sna t 1< Tgn t

o) (-7)
P \——=— u, \t,—=
h 4
+ j __m dt+ j __Vi dt.
na 2] > Tgn t na2 1|2 Tgn

Aus (3.34), der Bedingung (B’) und den Eigenschaften von u(t,z) folgt nun
unmittelbar (3.39).

Wir betrachten jetzt das Integral I, . Unter Beriicksichtigung von (3.39) erhalten
wir

!, e~ MVIo0) d(,,, (1) — (1)

_T e HVih JE (t’i) +we—htﬂa(h)an (ti)
g Vn g Vn
=I1+12 (3.40)

Dabei werden mit E, (t, z) und D, (¢, z) folgende Ausdriicke bezeichnet

g—1 v
E,(t,z2)= ‘_Ll n 2 l; B,_(—o@)z~"
und
D,(t,2)=,(t) — $(t) — E,(¢, 2).

Nach partieller Integration erhélt man unter Beachtung von (3.39)

) X Y hveem X X1~ 1
2=-D,(0,~=)+hyna(h) [ e ™D (t,~)dt=0 (==
0 1/7 nq z

i
:exZ/Z"(1 — (%)) 0 (%)q (3.41)

Wir gehen jetzt zur Berechnung des Integrals I] iiber. Aufder Grundlage der fiir die
CebySev-Hermitschen Polynome giiltigen Darsteliung (s. [15], S. 170) 148t sich
zeigen, dal3

n

T 131/2] Ny
dE,(t,z)= e 2y n2)y ! e, 121 %dt 3.42)
.2 (]/E VZ 12‘1 i:zo vt (
ist, mit
fi [ .
L ik fUr I (~1Y(1+21)!d,
Cip™ Yi-1 ST L A1)

T 1428 = 2))1 2

(s. auch [7], S.188).
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Weiterhin gilt

t2

—1 ko k
o (1)t jﬁt_ftk+3l—2idt

(1+r)t 2 31_ zldt Z

z 2k (7)106
+Z( l)kk(ﬂ>

Die hier auftretende Restsumme 148t sich auf Grund der Eigenschaften von = durch

ool 6

abschitzen. Wir erhalten deshalb unter Beachtung von (3.43) nach Durchfiihrung

ko

i2
j 1/' TT k3020 gy

. . X .
der Substitution t=v—— und weil
n

G ot

ist fiir I7:
L 2 g—1 v [31/2] Y x \v—! X
tmeon (1o OS2 e s () o ()
! f vzl 121 lzo et ]/Z 32 W

e ) B ol

Zusammenfassend ist also
x? X3 X x? x
1-F(x)= —— =2~ —4 — —d|—
H(x) exp{ 2n+n2; (n>}(1+0(n ))exp(2n)(1 ¢(]/;1))

4q
: (1+L (i,q) +0 (f) )
ﬂ n
In dieser Beziehung geniigt es, nur die ersten s+ g-Glieder der Reihe A* (x/n) zu

beriicksichtigen, ohne daf3 dabei die Konvergenzgeschwindigkeit O(x/n)? verloren-
geht. Es gilt ndmlich

3 s+1
S -of)
n- \n n

Wir bemerken an dieser Stelle, daB aus der letzten Abschétzung auch die Giiltigkeit
der nach Satz 1 gemachten Bemerkungen beziiglich s und q folgt. (Im Falle g =0 hat
die Konvergenzgeschwindigkeit in Satz 1 die Ordnung o(1).)

Auf Grund der Gleichung (2.3) und der Bedingung (A) 148t sich mit (3.3) leicht
zeigen, dal} gilt

(3.44)

F"(x) = F,(x)

o(erl )

=0(n™" (3.45)
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fiir belicbiges ganzes k= 1. Aus (3.2), (3.44) und (3.45) folgt die erste Beziehung in
{2.6). Damit ist Satz 1 bewiesen.

3.2. Beweis der Siitze 2 — 4. Satz 2 ist eine unmittelbare Folgerungen von Satz 1, weil
die Bedingung (L) in der Bedingung (A) enthalten ist. Nach Durchfithrung der
entsprechenden Normierung erhalten wir aus (2.6) die Aussage (2.8).

Wenn y,=0 ist, dann ist L(z;2)=0. Aus (2.6) folgt dann fiir diesen Fall die
Beziehung (2.9). Wenn auBerdem noch « < 0,5 ist, dann ist s=0und 12(f) =4, + 4, L.
Da Ay=2%y,=0und 1, =54y, ist, so folgt aus (2.9) die Aussage (2.10).

Im Falle . =0,5 gilt s = 1. Deshalb ist fiir diesen Fall A" ?!(¢)= 13(¢). Da wir aber

. o o . . .
in solchen Situationen, wenn [ ]=1— ein Glied weniger zu betrachten

1—a
brauchen, so ist damit Satz 3 bewiesen.

Da die Koeffizienten der Funktion L(z;q) durch die ersten Kumulanten 1,
V3. Vg42 Und der Koeffizient 1, in A*)(t) durch die ersten Kumulanten 1,
V35 -4 Yig 3 der ZufallsgroBe X, bestimmt werden, so erhélt man aus (2.6) unter den
Bedingungen des Satzes 4 die Bezichungen (2.11).

Die Abschitzung der Differenz F,(x ﬂ) —@(x)in (2.12) folgt aus (2.11) und den
Eigenschaften von ¢(x).

3.3. Beweis des Satzes 5. Zum Beweis dieses Satzes bendtigen wir folgendes Lemma:

Lemma 3. Wenn die Zufallsgréfe Y mit der durch (3.5) und (3.7) definierten
Verteilungsfunktion V7 (x)(R(y, k)~ * nicht gitterformig ist, so gibt es zu jedem w >0
eine Funktion A(n), mit lim Z(n)= o, und ein H>0 derart, daf

n—= 0

im Sup |(Ph(t)|

jgﬂﬁ%—~—ﬁh:0m*ﬂ (3.46)

()
ist.

Lemma 3 stellt eine Ubertragung eines Satzes von C.G.Esseen [19] fiir die im
Rahmen dieser Arbeit eingefithrte ZufallsgroBe Y dar. Wir bemerken an dieser
Stelle, daB fiir die von H.Cramér in [1] eingefiihrte ZufallsgroBe Y mit der
Verteilungsfunktion

(1&www)

1 x
| edviu

unter der Voraussetzung der Cramérschen Bedingung (C) eine zu Lemma 3 analoge
Aussage von L. Saulis in [16], S. 623 bewiesen wurde.

Beweis des Lemma 3. Wenn lim sup |v(t)] < 1 ist, so ist wegen (B) auf der Grundlage
von (3.9) und (A) it

sup (1) <1.

In diesem Falle wird die Bezichung (3.52) offensichtlich erfiillt. Wenn aber
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limsup |p(t)] =1 ist, dann gilt limsuple(s)]=1 und |p(t)| <1 fiir alle re(— o0, c0),
t— oo T— 0
h<H

t#0und h < H, weil die Verteilung von Y nicht gitterformig ist. Deshalb kann man
fur t> w mittels der Gleichung

1
1 o~ max lo ()
O<h<H

eine Funktion a(f) definieren. Offensichtlich ist a(r) stetig, nichtabnehmend und
erfiillt die Bedingung lim a(t) = cc. Wenn wir jetzt wie in [17], S. 210 vorgehen, so
erhalten wir (3.52). '~

Mit Hilfe dieses Lemma kann man nun cine zu Lemma 2 analoge Aussage
beweisen, wenn man wie in [17], S.211 vorgeht, ndmlich

2

- b t s
G, —d(t)=(/2mn)"! /6—3 (1—1t%) exp (—~2~> +o(n2). (347
Es gilt ndmlich nach einem Satz von Esseen [17], S. 205:

SUARCD 0 19 % mit i s(m=0.

(—P—nh(t)_e 2 W :]/E e

Auf Grund der Eigenschaften von 65(h) kann man leicht zeigen, dal3

@nh(t)=€_§ (1+é3!(§;);) +o0 (Itlsﬁﬂﬁ) eit?tz“—f-o (%) e_%

ist, weil lim (E) =0 ist. Aus der letzten Bezichung folgt nun (3.47). Wenn wir jetzt

h— 00 n
wiederum wie beim Beweis des Satzes 1 verfahren, so erhalten wir die Bezichung
(2.13).
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