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Lin6arit6 asymptotique d'une statistique de rang 

Andr6 Antille 

Introduction 

On consid~re une suite XI, X2,. . .  de variables al6atoires ind6pendantes de 
marne fonction de r6partition F(x-O) off F(x) est sym6trique, absolument 
continue de densit6 f(x) et off 0 est un param6tre inconnu h estimer. 

D6signons par T l'estimateur de Hodges Lehmann (m6diane empirique des 
moyennes arithm6tiques des couples (X~, Xj), i<j). 

En supposant 
S f2(x)  dx < oo. 

Lehmann [1] a d6montr6 le r6sultat suivant: 

n~-(r2-T1) _n+S(T) e ,a t .  
2 a, 

a r d6signe la variance asymptotique de T. 
a, est tel que 4~(-a~)= ~ avec �9 (x) 6gale/t la fonction de r6partition de la loi 

normale N(0, 1). 
T 2 et T 1 sont d6finis de la mani6re suivante: 

n - ~ l / ~ Z [ I ( X i + X j > 2  TO-�89 =a~ 
i<j  

n - } ] / ~  Z [I(Xi+Xj>2 T2)- �89 = - a~  
i<j  

(I(A) d6signe la fonction indicatrice de A). 

Ces deux derni6res relations ne sont pas A prendre dans le sens d'6galitds 
strictes. 

Par exemple la premi6re relation signifie que T~ est la valeur pour laquelle le 
membre de gauche passe de > a, h < a,. 

La statistique 

T,(O, t)=n-~ Z I(X~+ Xj<=2 tn -~) - n  -~ ~ I(Xi+ Xj<O ) 
i< j  i<j  

joue un r61e important darts la d6monstration du r6sultat obtenu par Lehmann. 
En particulier celui-ci d6montre d'une mani~re 616mentaire que 

7". (0, t) = t , 5 f2 (x) dx + R. ( t) 

off R. (t) P > 0 uniform6ment pour 0_< t < M. (M est un nombre positifquelconque.) 
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L'6tude de la rapidit6 avec laquelle n ~ S (T) tend vers sa limite a donn6 naissance 
au pr6sent travail. 

Un moyen d'en connaitre plus sur les propri6t6s asymptotiques de n~S(T) 
est d'en savoir plus sur la statistique T,,(0, t). Par exemple est-il vrai que 

sup T~(O, t ) -  t. ~f2 (X) dx[ @ O? 
q_<M 

Un travail de Jana Jure~kov~t [2] rend plausible une telle conjecture. 

En ce qui concerne la rapidit6 de convergence de n ~ S(T), Huber [3] a 6mis 
l'hypoth6se suivante: 

n~(.n+S(T) 1) 

\ a T 

est asymptotiquement normale N(0, d 2) avec 
1 

dZ--4[S f3 (x )dx- (S  f2(x)dx)2] " (S f2(x)dx)2 " 

La motivation de cctte hypoth~se conduit naturellement ~ 6tudier le processus 

Yn(t)=n (T.(O, t ) - t .  S f 2 ( x )  dx). 
L'6tude de ce processus constitue la partie principale de ce travail. 

Le r6sultat obtenu est le suivant: 
Le processus (Y.(t)),~oal est, sous certaines hypotheses, asymptotiquement 

lin6aire, ceci dans le sens suivant: (Y. (t))t~t011 converge faiblement vers le processus 
(tZ),~tOl ~ off Z e s t  une variable normale N(0, c2), avec 

c2=4[~f3(x)dx (~f2(x)dx)2]. 
Les processus 6rant ~t valeurs dans l'espace D [011 des fonctions r6elles d6finies 
sur [01], continues ~t droite et poss6dant des limites ~ gauche, la convergence 
faible signifie donc que les mesures v, induites sur la tribu de Borel de D [01] 
convergent faiblement vers la mesure v induite par t Z. 

Le r6sultat se g6n&alise sans peine au cas off t varie de - M  ~ + M. L'espace 
D [01] est dans ce cas remplac6 par l'espace D [ - M ,  +M] .  

Le travail est divis6 en 3 chapitres. 
Le premier chapitre expose les th6or6mes connus relatifs 8 la convergence 

faible de mesures dans D [01] qui seront utilis6s clans la suite. 
Le deuxi~me chapitre est consacr6 ~ la dSmonstration de la lin6arit6 asymp- 

totique. 
Le troisi~me 6tablit le r6sultat pressenti par Peter J. Huber. 

Chapitre I 

1.1. Eespace D [01] 

DSfinition. D [01] est l'espace des fonctions r6elles x d6finies sur [01] et telles que 

(i) Pour tout 0_<t<l  la limite 

x (t + ) = l!m x (s) existe et x (t +)  = x (t). 

(ii) Pour tout 0 < t_< 1 la limite 

x (t - ) = l~m x (s) existe. 
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Modules de continuit6 

Soit x~D[01J,  S c [ 0 1 ] ,  5>0.  On d6finit: 

w x (S) = sup Ix (s) - x (t)[ 
S, t ~ S  

wx(~)= sup Wx([t,t+6]) 
O_<t_<l-6 

v~(6)= sup min(IX(ta)- X(t)l , Ix(t2)- x(t)l ) 
t - 6 < t l < t < t 2 < t + 6  

t, t l ,  t2e[O 1] 

v2(6)= sup [x(t)-x(O)l 
O_<t_<6 

3 v~(6)= sup [x(t)-x(1)l  
l -5~t<_l 

#~ (6) = max (v~(6), v~ (6), 

Topologie de Skorokhod 

Soit A la classe des fonctions continues strictement croissantes, appliquant 
[01] sur [01] et soient x, yeD[01] .  Posons 

II)dl = sup 12(t)-t]. 
re[01] 

La topologie de Skorokhod est la topologie d6finie par la distance: 

d(x, y)=inf{e[ 32cA avec [I,ll[ <5, t~t~ [sup x(t)-y(2(t))  I <= ~}. 

I1 est ais6 de voir que si xeD[01 ]  est continue d ( x , , x ) - , O  est 6quivalent /t 
d o (x,, x) --~ 0 off 

do (x, y) = max Ix (t) - y(t)[. 
t~[O1] 

Dans la suite on d6notera par ~ la tribu de Borel de D [01]. 

1.2. Ensembles relativement compacts de D[01] 

D6finition. On dit que A est un ensemble relativement compact si la fermeture 
de A est un ensemble compact. 

Th6or6me 1.2 [5, p. 240]. A est un ensemble relativement compact si et seulement 
si les deux conditions suivantes sont satisfaites: 

(i) sup sup Ix(t)l< oe, 
x ~ A  t~[Ol] 

(ii) ~im ~ sup #~ (6) = 0. 
x ~ A  

1.3. Probabilit6s sur 

Un cylindre de dimension finie est un ensemble de la forme 

( xeD [ 0 ] ]  I (X ( t l )  , x ( t 2 )  . . . . .  X(tk))eA } 

Off A est un bor61ien de R k. 

Pour tx, " " , tke [01]  on note par u t ...... ~ l'application de D[01] dans Rk: 
gt  . . . . . .  tk (X) = (X ( t i ) ,  . . .  , X (tk)). 
22 Z. W~.hrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 24 
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Lemme 1.3.1 [4, p. 121]. Eapplication rot1 ..... tk est mesurable. 

Lemme 1.3.2 [4, p. 121]. Soit S un ensemble d~nombrable, dense dans [01] avec 
I~S. 

Soit J(S) la classe des sous-ensembles de la forme zc~..., tk(A) avec k arbitraire, 
l e s t  i points de S et A bordlien de R k. 

Nous avons alors 

1) J (S) est une alg~bre d'ensembles. 

2) J(S) engendre 6 .  

Corollaire. Soient u et v deux probabilitds sur 6 .  

Si Ugt--l~...,tk =vrc2-1,1,...,,k" pour tout k, pour tous t l , . . . ,  tkES (S contenant 1, 
ddnombrable et dense dans [01]) les deux mesures sont identiques sur ~.  Ceei est 
une consequence immediate du Lemme 1.3.2. 

(u rc~l..., ~ d6signe la probabilit6 image de u par l'application nt ...... , .) 

1.4. Convergence faible de mesures 

On dit que la suite v, de probabilit6s converge faiblement vers v si ~ f d v ,  ~ ~ f d v  
pour route fonction continue et born6e. 

Th6or6me 1.4 [5, p. 253]. Soient vl, v2, . . ,  et v des probabilitOs sur 6 .  Si on 
suppose: 

(i) lim lim sup v , {x l#x (6 )>z}  =0, pour tout z>0,  
~ 0  n 

(ii) la suite v, rc~, i..., t~ converge faiblement vers v ~,l..., t~ 
pour tout k, pour tous t 1 . . . . .  tke[01 ], 

la suite v, converge faiblement vers v. 

Chapitre II 

Soit X1, X2, ... une suite de variables al6atoires ind6pendantes, de marne 
fonction de r6partition F(x) ayant une densit6 sym6triquef(x) ( f ( x ) = f ( - x ) ) .  

Posons: 
T,(O,t) = n - k  ~, I ( X ~ + X ~ < 2 t n - ~ )  - n - ~  2 I ( X i + X i < O )  

i < j  i < j  
i <=i,j<n l < i , j < n  

Y, (t) = n ~ ( T, (0, t) - t . ~ f 2  (x) dx) 

Z.( t )  = Y , ( t ) -E(Y, ( t ) ) .  

Th6or~me ILl. Supposons que ~ f3  (x) dx < ~ .  La suite des processus (Z,(t))t~toil 
converge alors faiblement vers un processus de la forme (tZ)t~Lol I off Z est une 
variable normale d'espOrance 0 et de variance 

c 2 = 4  [yf3  ( x ) d x - ( I f :  (x)dx)2]. 

Th6or6me II.2. En supposant : 

1 S ~ o [ f ( z + y ) _ f ( y ) ] e d z ~ d y  ,0  Z~2 _ A ~ O  

nOUS a v o n s :  
sup le(Y.(t))l 

t s [O1]  
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Corollaire. Sous les hypothOses des th#or~mes II.1 et II.2 la suite des processus 
(Y~(t))t~[oa] converge faiblement vers un processus de la forme (tZ)t~[ol ] off Z e s t  une 
variable normale N (O, c2). 

Remarques. 1) Soient v, et v les mesures induites sur ~ respectivement par les 
processus (Y,(t))~[ol] et (tZ)t~[ol ]. 

Si la suite Y,(t) converge faiblement vers le processus tZ,  alors pour toute 
fonction continue (ou seulement p.s. continue par rapport  A v) f, la suite des 
mesures v , f  - I  converge faiblement vers la mesure v f  -1. ( v f  -1 signifie la prob- 
abilit6 image de v par f )  

Comme v concentre toute sa masse sur l'ensemble des fonctions continues, 
cette derni6re propri6t6 reste valable pour toute fonction f continue par rapport A 
la topologie uniforme. 

2) L'hypoth~se du th6or~me II.2 est satisfaite si par exemple 

a) f (x)  remplit une condition de Lipschitz de la forme 

I f (x+t ) - f (x ) l<=f fh(x) ,  avec ~>�89 et h ( x ) E L 2 ( - o o , + ~ ) ,  
o u  

b) f(c) est absolument continue et sa densit6 f ' (x)  appartient A L 2 ( - o% + or). 

D~monstration. On a 

A2 S S E f ( z + Y ) - f ( Y ) ] 2 d z d y  <=~g- ~ ~zZ~h2(x)  d z d y  
-ao 0 -oo 0 

+oo 1 
= ~ h Z ( x l d x ' 2 ~ A 2 ~ - l .  

- o o  

Le dernier terme tend vers 0 avec A, donc a) implique l'hypothase du th6or6me II.2. 

En outre 
1 A +oo 

~ [ f ( x + z ) - f ( x ) ] Z d x d z  d 2 
o - oo 

1 ;+ r  l - ' (x+u)du d x d z  
A2 o -oo Lo J 

l ] t2 =A2 z (x+u)du dxdz  
0 - - o o  

(D'apr6s " "o " ' lm%ahtc  de Schwarz) 

1 ~ [  i ] +~ 3 =A2 z du dz.  ~ f t 2 ( x ) d x =  .~ f 'Z (x )dx .  
0 - - c ~  

Le dernier terme tend vers 0 avec A et on a donc la m~me conclusion. 

D~monstration du th~orOrne II.I. Soient X~, X 2 . . . .  , X, n variables al6atoires 
ind6pendantes. L'ensemble des statistiques S = s(X~ . . . .  , X,) de carr6 int6grable 
forme un espace de Hilbert. Pour 6tudier une telle statistique S il s'est av6r6 
commode de l 'approximer par une statistique $ appartenant au sous-espace L 
form6 par les statistiques de la forme 

n 

Z k~(X~) (E k2(X~)< 00, Vi) et minimisant E ( S - S ' )  2, S'~L. 
i = 1  

22* 
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U n e  telle s ta t i s t ique  S est n a t u r e l l e m e n t  la p ro j ec t i on  o r t h o g o n a l e  de S sur L. 
N o u s  avons  a lors  les propr i6 t6s  su ivantes  [7]  : 

n 

S = ~ E ( S I X ) - ( n -  1)E(S) ,  
i = 1  

E (S) = E (S), E (S - ~)2 = Var  (S) - Var  (S). 

E (S[Xi) d6signe ici l ' esp6rance  cond i t ionne l l e  de S par  r a p p o r t  h X i. 
D6s ignons  par  2 . ( t )  le p rocessus  p ro j ec t ion  de Z.(t) et posons  X . ( t ) =  

Z . ( t ) - 2 . ( t ) .  

L e m m e  II.1. Soit t > s. En posant 

f(x, t, s, n ) =  2 ( t - s )  ( F ( - x + 2 t  n - §  n-~)) 

nous avons: 

1. V a r ( Z . ( t ) -  Z.(s)) 

(n- 1) 
n2 ( n - 2 ) 4 ( t - s )  2 [ S f 2 ( x ,  t, s, n) f ( x )  d x - ( S f ( x ,  t, s, n ) f ( x ) d x )  2] 

+ n - ~ ( n  - 1) ( t - s ) .  ~ f (x ,  t, s, n) f ( x )  dx  

- n-  2 (n - 1) 2 (t - s)2 ( ~ f (x, t, s, n) f (x) dx) 2. 

1"1 

2. 2~ ( t )=n- l (n  - 1 ) ~  (R i -E(Ri ) )  
i = 1  

avec R i = F ( - X i +  2t  n - ~ ) - F ( - X ~ ) .  

3. V a t  ( 2 .  (t) - 2 . ( s ) )  

_ ( n -  1) 2 4 (t - s) 2 [ ~ f 2  (x, t, s, n) f ( x )  d x -  (~f(x,  t, s, n) f ( x )  dx)2] .  
n 2 

4. V a r ( X , ( t ) -  X,(s)) 

_ (1 - n) 4 (t - s) 2 [ ~ f 2 (x, t, s, n) f ( x )  dx - (~f(x,  t, s, n) f (x )  dx)  2] 
t~ 2 

+ n -  ~ (n - 1) (t - s). ~ f ( x ,  t, s, n) f ( x )  dx 

- n - 2 ( n  - 1) 2 ( t - s )  2 (~ f ( x ,  t, s, n ) f ( x ) d x )  2. 

Ddmonstration. 1. P o s o n s  Z u =  I (2 s n-~ < Xi + X j < 2 t n-~). O n a: 

V a t  (Z,  (t) - Z ,  (s))= Var  (Y, (t) - Y, (s)) = Var  (n -1 E Zu) 
i < j  

= n-  2 E( E [Zi2 - E (Zij)]) 
i < j  

= 2-1  n 1 (n - 1) V a t  (Z 12) + n -  1 (n - 1) (n - 2) C o y  (Z 12, Za 3). 
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En outre: 

Var(Z12)= S [F( -  x + 2 t n -§  F ( -  x + 2 s n-~)] f (x) dx 

- (~  [F( -  x + 2t n-~)-  F ( -  x + 2s n-~)] f (x) dx) 2 

= n -+ 2 ( t -  s)5f(x, t, s, n ) f ( x ) d x -  n - ' 4 ( t -  s) 2 (Sf(x, t, s, n)f(x)dx) z, 

Coy (Z 12, Z13) = n -~ 4 (t - s) 2 [ 5 f2 (x, t, s, n) f (x) dx - ( S f (x, t, s, n) f (x) dx)2]. 

2. Posons Zij=I(O<Xi+ Xj<=2t n -S) 
n 

2 , ( 0 =  ~ E(Z,(t)IX~) 
i = 1  

= y ,  
i = l  k < m  

= n - l ( n - 1 ) ~  [Ri -E(R if] avec Ri=F( -X i+2 tn - -~ ) -F( -X i ) .  
i = l  

3. Var(Z,(t)-2,(s))= n-2(n - 1) 2 n V a r ( F ( -  X~ + 2 t  n - ~ ) - F ( - X ~  + 2 s  n-~)) 

( n -  1) 2 
- n ~  4 ( t -  s) 2 [ ~fz (x, t, s, n) f(x) dx - (~f(x, t, s, n) f(x) dx)2]. 

4. Cela d6coule des propri6t6s de la projection orthogonale et des points ,  
1. et 3. 

Lemme II.2. En supposant : 
Sf3 (x) dx < oo 

n o u s  avoYIs"  

a) ~f(x , t , s ,n) f (x)dx<~fZ(x)dx,Vn,  Vt, s6[O1], 

b) ~fZ(x,t ,s,n)f(x)dx<=~f3(x)dx,Vn,Vt, se[01] ,  

c) ~ (f(x, t, O, n)-f(x)) 2 f(x) dx ~ O, g t ~ [01]. 

DOmonstration. a) Nous avons: 

f ( x , t , s , n ) = l i " f ( - x + y ) d y , ,  

- � 8 9  ofiA'=2sn ,A"=2 tn  - ~ e t A = A ' ' - A ' . D o n c  
1 A"  ~f(x,t,s,n)f(x)dx=~-S( j f(-x+y)f(x)dy) dx 

A "  

= l j  ( S f ( _ x + y ) f ( x ) d x ) d y  

(d'apr6s le th6or6me de Fubini, applicable ici puisque les fonctions sont positives). 
1 A "  

<~_j  (~fz (_  x + y) dx.  ~f2 (x) dx) ~ dy 
(in6galit6 de Schwarz) 

A "  
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b) Nous avons, en appliquant successivement le th6or6me de Fubini et les 
in6galit6s de Schwarz et de HNder:  

~f2(x , t , s ,n ) f (x )dx= ~ f ( - x + y ) d y  ~ f ( - x + z ) d z  f ( x )dx  
A' A' 

1 A " A "  

- A  2 f I ( f f ( - x + Y ) f ( - x + z ) f ( x ) d x ) d y  dz 
A' A' 

1 A" A" __~-~ ~ (Sj2(-x+y)i(x)dxIi2(-x+z)f(x)dx)~ dydz 
1 a"  2 

1 A" 
<=~S ( ~ f Z ( - x +  y)f(x) dx)dy 

A'" ___1~ [(ii3(_x+y) dx)~. (ii3(~) e~)~] ey 

A" = 1 ]  (ii3(x) dy= dx. 

c) Montrons que 

~i+na I f  2 (x, t, O, n) f(x) dx = I f  3 (x) dx. 

On a 
1 4, -~ 

f ( x , t , O , n ) = ~ f ( - x + y ) d y ,  off A , = 2 t n  , 
Zln o 

et donc 
An 

lim 1 ~ f ( _  x + y) dy = f ( -  x) = f(x) 
n~oo An  o 

pour presque tout x (mesure de Lebesgue). 

En appliquant le lemme de Fatou il vient: 

En vertu du point b) cela implique 

lim 5f2 (x, t, O, n) f(x) dx = 5f3 (x) dx. 

Le point c) du lemme en r6sulte alors ais6ment. 

Lemme II.3 [8, p. 103]. Soient X~, X 2, ... et X des vecteurs al~atoires: 

x , =  (x,~, x ,~ ,  ..., x,~), x = (x~, x , , . . . ,  x~). 
k 

Supposons que la suite des variables aldatoires ~ ss X,s converge faiblement vers 
k j = l  

la variable ~ sjXj pour n tendant vers rinfini, ceci pour tout (sl, s 2 . . . . .  Sk)ER k. 
j = l  

Alors la suite X.  converge faiblement vers X. 
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Lemme II.4. Supposons que ~ f a (x) dx < oe. N ous avons alors : 

a) E(X,(t))Z<n -~ t 2 ( 4 B + 6 A Z ) + n - ~ t a ,  

A = ~ f 2 ( x ) d x  et B = ( f a ( x ) d x ,  

ce qut entraTne en particulier, 

IX.(t)l ~ >0, VtE[O1]. 

n 2 

b) E Z,  ( t ) -  n- -~ 2 t [ f ( X i ) _  2 (x) dx --~ O, 
i = 1  

Ddmonstration. 

a) E(X,( t ) )Z=E(Z,( t ) )Z-E(2,( t ) )  2 

(1 - n )  

Vte[01].  

4 t 2 [ [.f2 (x, t, O, n) f (x)  dx - ( [ . f (x ,  t, O, n) f(x)  dx) 2] gl 2 

b) 
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+ n-  ~ ( n -  1) t ~f(x, t, O, n ) f ( x ) d x  ( n -  1) 2 tz(~f(x,  t, O, n) f (x )dx)  s 
gl 2 

(d'apr6s le lemme II.1) 

=n -1 4tZ(B+AZ)+n -�89 tA  + n  -1 2t 2 A 2 

=n -1 tZ(4B+6AZ)+n -~ t A  (d'apr6s le lemme II.2). 

E , t - n - ~ 2 t  i)-- 2 x x 
i = 1  

=Var  [ F ( -  X i + 2 t  n--~)- F ( -  X i ) ] - n  -+ 2 t ~ f (Xi) 
i = 1  i = 1  / 

= n V a r (  (n-1)n [ F ( - X I + t n - ~ ) - F ( - X O ] - n - §  

Ces deux derniers termes tendent vers 0 d'apr6s le lemme II.2. 

Lemme II.5. Soient v, et v Ies mesures induites sur ~ respectivement par les 
processus Z,(t) et t Z, off 

Z = N(O, 4 [ ~f3 (x) d x - ( ~ f 2  (x) dx)2]). 

Sous l'hypoth6se du th6or6me II.1, la suite des mesures v, rc~l...,t~ converge 
faiblement vers la mesure v n~l...,t~, ceci pour tout k et tous t 1, ..., tke[01]. 

D~monstration. Soient k un nombre arbitraire, (s a . . . .  , Sk)eR k, q, ..., tke[01 ]. 
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k 

La suite des variables al6atoires ~, s i Z,(ti) converge alors faiblement vers la 
k i = l  

variable ~ s i t i Z car, d'apr6s le lemme II.4, 
i = 1  

k 

i = l  

k k 

et la suite des variables ~ s i Z,(ti) converge faiblement vers la variable ~ s i t i Z. 
i = 1  i = 1  

En vertu du lemme II.3, cela entraine la convergence faible de la suite des mesures 
v, ~)...,,~ vers la mesure v ~z~,l...,,~. 

Lemme II.6. Supposons que ~ f a (x) dx < ~ .  Nous avons alors : 

a) E(Z , ( t ) -2 , ( s ) )2<=4( t - s )  2 (B+ A2), off A--- ~f2(x) dx et B =  ~ fa (x )dx .  

0 1 b) Ve>0,  V~6[ ,~), 3Mte lque l ' ona i t ,  pourtoutn,  

P ~  sup ]Z"( t ) -Z"(s) l>M}<=e.  
( t ,  se[O1] [t--S] ~: 

DOmonstration. a) d6coule des lemmes II.1 et II.2. 

b) d6coule de a) (voir par exemple [6, p. 517]). 

Lemme II.7. Soient R~ . . . . .  R,, m variables alOatoires non n~cessairement in- 
d~pendantes ou ~quidistribuOes. 

P osons : k 

So--0 , Sk= ~ R  i ( k = l , 2 ,  . . . ,m) M, ,= max [Ski. 
l<_k<m i = 1  

Supposons que 

E(Sj-Si)2<= ~ u k pourtousi ,  j ,  i< j  (i=O, 1 , 2 , . . . , m - 1 ; j = l , 2 , . . . , m ) ,  
i<k<=j 

avec u~ , ..., u,, r~els et non n~gatifs. 

Nous avons alors : 
E(M2)<= (log 2 4m) z (u 1 + . . .  + u,,). 

D~monstration. Pour m = 1 le lemme est vrai. 

Soit m > 1. D6finissons r_> 0, entier, par l'in6galit6: 

U < m < 2 * + i = N  et Rj=O pour  m<j<=N. 

Soit S la somme de toutes les sommes partielles de la forme: 

(R , + i+ . - . +R ~ )  2, a = u 2  ~, f i = ( u + l ) 2  ~, v=0 ,  ..., r +  l ; u = 0 , . . . , U + ~ - ~ - l .  

La somme E~ des esp6rances des termes intervenant dans S et correspondant 
~t une valeur fixe de v satisfait/~ l'in6galit6 suivante: 

Ev<=(Ul-}-u2 + ' "q -Um) .  
On d6duit que 

E(S) < (r + 2) (u 1 + u 2 + . . .  + u~). 

D'autre part, toute somme R~-bR 2 +.. .q-Rj  se laisse d6composer en somme de 
sommes partielles de la forme R~+~+.. .+Ra (~, fl d6finis comme plus haut). 
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I1 s'ensuit que 

R, +... + R i = qx +"" + qk Off qj contient 2 *j termes avec 

r + l >=q >r2>... >rk>=O. 
On obtient alors par l'in6galit6 de Schwarz 

k 

(R~ +.- .  + Rj) 2 < k ~'. (q,)2 < (r + 2) S, 

ce qui implique i= 1 

E(max (R 1 +. . -  + Rj) 2) < (r + 2) E(S) < (r + 2) 2 (u I +. . -  + urn) 
j<m 

< (log z 4m) 2 (u 1 + . . .  + u,,), 
ce qui d6montre le lemme. 

L'ensemble de ces lemmes v a n o u s  permettre maintenant de montrer que 
la suite v, de mesures converge vers la mesure v. 

Compte tenu du lemme II.5, il suffira pour cela de vdrifier que la suite v, 
satisfait/t l'hypoth6se (i) du th6or6me 1.4. 

Puisque pour tout x~D[01],  #x(6)<=Wx(6), il suffit donc de d6montrer que 

lira lim sup P{wz.(t)(6)>e}=O , Ve>0. (,) 
Mais 04 o n 

[Z,( t)-  Z,(s)l < [X,(t)- X,(s)l + [2 , (0 -  Z,(s)]. 

La relation (,) est donc une cons6quence des deux suivantes: 

1. lira lira sup P{we.(,j(cS)>e} =0 ,  Ve>0.  
6 ~ 0  n 

2. lira lim sup P{wx.{,)(b)> e} =0 ,  Ve>O. 
3~ 0 n 

D~monstration de 1. Soient e>0, 0<c~<�89 q>0.  

D'apres le lemme II.6 il existe un M tel que l'on ait, pour tout n, 

P I  sup [Z"(t)-Z"(s) '>M}<tl.  
t s , , ~ [ o u  I t-sl  = 

Pour tout 6 < ~ o =  et tout n on a alors: 

<P{  sup 12.( t ) -2 js) l>M~;}  
I t -  sl _< 6o 

< p ~  sup 12n(t)--2" (s)] } __ (l*-~l--<~o ~__--~ > M  <t/,  ce qui d6montre 1. 

Ddmonstration de 2. Soit 3 = m  -~, m entier positif. 

On a: 

{Wx~( , ) (~ - )>~}a~  max sup [X. ( t ) -X , ( jm-~)]>2}  

w ~ m a x  sup ]X.(t)-X.(jm-')l>2}. 
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I1 suffit donc de montrer que 

lira l imsupP{ max sup [X.( t ) -X.( jm-~)[>e}=O, (**) 
m--.o~ O<j<m-1  teF j j + l ]  

pour tout e> 0. 
Voici d'abord un lemme: 

Lemme I1.8. Soit t{ = m-  1 (j + [n �89 - 1 i), j fixd, i = O, 1 . . . . .  [n~]. [a] ddsigne iei 
le plus petit entier supdrieur ou dgal d a. Nous avons alors: 

sup [X.( t ) -X.( jm-1)l  
,~rJ- +~A1 

u r n '  m ~ 

<2  m a x  X.( t { l -X , , ( jm- l ) t+  sup 12,,(t)-2.(s)t 
1 < i <  n~-I It-sl~- 

n~ 
+m-1  [M] [ ' f2(x)dx+ max sup IE(Y,(t)-Yn(s)) I. 

0 =<i<[n-~l- 1 t, s~[d, d+ 11 

D~monstration. Soit t~ [t{, j t i + l ] .  

Nous avons: 

X, ( t ) -X , , ( jm-1)=n  -~ ~, I(O<Xk+Xh<2tn--~)--tn-~-Sf2(x)dx 
k<h 

1 <k, h<n 

- E(Y~(t))- Zn(t)-  Zn(jm-1) + 2n(jm-1). 

Supposons Xn(t ) -  Xn(jm -1) >=0 (le cas X. ( t ) -X~( jm-1 )<0  se traite de mani~re 
analogue). 

Nous avons alors: 

iXn(t)_X,( jm-1)l<lX,( t~+x)_X,(jm-1 n~ )1 m-1 If2(x) dx 

+ 12.(t~+ a) - i?.(t) I + JE (Y. (t{+ 1)-  Yn(t))], 

ce qui d6montre le lemme. 

Ddmonstration de la relation (**). On a, en vertu du lemme II.8, 

P{o max sup IX.( t)-Xn(jm-a)[>e} 
<=J<=m-a~e[A j+l- 1 

1 < P ~  max 2 max IX . ( t { ) -X . ( jm-  )1>~-} 
(O<J <m-1 1 -<i-<ln�89 

+ P  max max sup IE(Y.(t)- Y.(s))[>~- 
(O<j<m-1  o<i_~[n~l_lt, ss[d,t~+1 ] 

= G  I + G 2 + G 3 + G  4. 
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Pour  m suffisamment grand G 3 e s t  nul pour  tout n et G 2 est arbi t ra i rement  petit  
uniform6ment  en n (voir d6monst ra t ion de 1.). 

I1 reste donc / t  v6rifier que 

a) lim| l imsup  G 1 =0 ,  

b) l i r a  l imsup  G4=0 .  

D~monstration. On a: 

G1 < Z P m a x  IX,(t{ = Z Kj .  
i = o  8 J  j = o  

D'autre  part, en vertu des lemmes II.1, II.2 et II.4, on a, pour  t > s, 

E ( X , ( t ) - X , ( s ) ) 2 < = A l n - ~ ( t - s ) + B l n - ~ ( t - s )  2 , off A 1 = A ,  B I = 4 B + 6 A  2. 

Soi t j  fix& On d6finit: 

R i = X , ( t l ) -  X,(t{_, 3, 

ri= A 1 n-~  im -1 [n-~]- 1 + B a n - l ( i m  -1 [ n* ] - l )  2, 

ui=r~-r ,_ l ,  

k 
S k = ~ Ri. 

i = l  

Nous  avons alors pour  tous (i,j), i < j  ( i=0 ,  1, . . . ,  [n-~] - 1 , j =  1, 2, ..., In ' I ) ,  

E (Sk - S y  = E = E - X . ( t { ) )  2 
h 

G A l n - } (k - i) m - 1 in }] - ,  + Bi n - '  ( m  - 1  [r t  @ ] - 1 (k - 0)  2 

<rt,--r i = ~ uh. 
i < h < k  

En appl iquant  le lemme II.7 aux variables R~ . . . . .  R~.}I dhfinies plus haut, on 
obt ient  

e 64 
K j < P  max [ S ~ [ > - - ~ _ < ~ - E (  max [S,[) z 

- -  l<i<[n�89 8 J - -  ~ l< i<ln �89  l 

64 1.41 
< e2 (l~ 4[n~])  2 ~, ui 

i = 1  

64 
- -  s2 (l~ 4[n4])  2 (A 1 n - ~ m  -1 + B  1 n -1 m-2),  

ce qui entraine, 

m - 1  
K < 6 4  4[n  ]) (A ln  + B i n  m ). j = ~ _ ( l o g  2 + 2 --~ -1 -1 

j = O  

D'ofi a), puisque le membre  de droite tend vers 0 pour  n tendant  vers l'infini. 
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Pour d6montrer b) consid6rons t, s ~ It{, t{. 1~1, t > s. 
On a: 

E(Y, ( t ) -  Y,(s)) 

=E(n  -1 ~ I ( 2 s n - ~ < X i + X s < = 2 t n - ~ ) ) - n ~ ( t - s ) ~ f 2 ( x )  dx 
i < j  

l <_i,j<n 

( n -  1 )  , , 
- 2 5 [ F ( - x + 2 t n - ~ ) - F ( - x + 2 s n - : ) ] f ( x ) d x - n ~ ( t - s ) S f 2 ( x ) d x  

= M 1 - M  2, 

off 
M 1 = ( n -  1) ( t -s )  n -~ 5f(x, t, s, n)f(x) dx <<_ Am-1 (lemme II.2) 

et 
M 2 < A m  -1. 

Cela entraine 

et donc 

sup.  . IE(L(,)- 
t, s e[z/, tl+ t] 

lim lim sup G 4 = 0 .  
m+oo n 

La d6monstration du th6or6me II.1 est ainsi termin6e. 

Ddmonstration du thdorkme II.2. On a: 

E(Y,(t))= 2 - ' n  ~ [ F ( - x  + 2 t n - f ) - F ( -  x)] f(x)  d x - n  ~ t ~f2(x) dx 

_ 2  -1 ~ [ F ( - x + 2 t n - 5 ) - F ( - x ) ] f ( x ) d x .  
Or, 

2- i ~ IF( - x + 2 t n- ~) - F( - x)] f(x)  dx = n ~ t ~f(x, t, O, n)f(x) dx = n - - A .  

Le dernier terme tend donc vers 0 uniformdment en t. 

D'autre part, 

2 -1 n~ [ F ( - x + 2 t n - ~ ) - - F ( - x ) - l f ( x ) d x - n  ~ t~ fa (x )  dx 

+ m r 2 t n - - ~  

+ oo 2 tn - -~  

= - 4 - 1 n  ~ ~ [ f ( z - x ) - f ( x ) ]  2 d z d x .  
--oo 0 

Le dernier terme est, en valeur absotue, plus petit que 

+oe 2 n - }  

4 - i n  ~ 5 I f (  z + x ) - f ( x ) ] 2 d z d x "  
- - ~  0 

Le th6or~me est donc d6montr6 puisque le dernier terme tend vers 0 par hypoth6se. 
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Chapitre III 

On consid6re une suite X1, X2,... de variables al6atoires ind6pendantes, de 
marne fonction de r~partition F(x-O) ,  off F(x) est absolument continue et de 
densit6 f (x )  avec f ( x )  = f (  - x). 

D6signons par T l'estimateur de Hodges Lehmann. Consid6rons/L nouveau 
les quantit6s T1, T2, a~, a t ,  S(T)  d6finies dans l'introduction. 

Th6or~me IIL Sous les hypothOses des th~orOmes II.1 et II.2 nous avons: 

La statistique n~ (n ~ S ( T ) - a t )  est asymptotiquement normale N (O, ea), off 

e 2 = c  2 (~f2 (x)dx)-  2. if2. 

DOmonstration. Pour la d6monstration on peut admettre sans restreindre la 
g6n6ralit6 que la vraie valeur du param6tre 0 est nulle. Lehmann [1] a alors 
d6montr6 que 

n ~ S(T)  P > a r et que les quantit6s T~ et T 2 

sont des O(n-~). 

Posons b=2a~ a r. On a alors: 

{ r,(n ~ T 1 + b ) -  r,(n ~ T 0 < x  ) c~ {in ~ T~I <M}  

c {  min ( Y , ( t + b ) - Y , ( t ) ) < x }  
t e l - M ,  + M ]  

ce qui entralne: 

P{Y,(n ~ Z 1 + b ) -  Y,(n ~ TO<x, In ~ T~I <=M} 

_<P( min (Y , (~+b) -Y , ( t ) )<x} ,  pour tout M > 0. 
- -  " t E [ - -  M ,  + M ] "  

Soit e > 0 arbitraire. I1 existe alors un M tel que 

P{[n ~ T I [ < M } > I - e ,  pour tOUt n>n  o. 

D'autre part P(A ra B) > P(A) + P ( B ) -  1. 
On a donc, compte tenu du corollaire suivant le th6or~me II.2, 

lim sup P{Y,(n ~ T 1 + b ) -  Y,(n -k Tx)<X } - e <  P{b Z <x}  
n 

off Z e s t  une variable normale N(0, c2). 

Comme e est arbitraire, il s'ensuit que 

lim sup P{ Yn(n ~ T~ + b ) -  Y,(n ~ T1)<x} < P{b Z < x } .  
n 

D'autre part 

{ max (Y , ( t+b) -Yn( t ) )<x}  
t e [ - -  M ,  + M ]  

{ Y,(n ~ T x + b ) -  Yn(n ~ T1)<x } c~ {I n~ Tll < M } .  

De mani6re analogue on montre que 

P{b Z < x }  < lim inf P{Y~(n ~ T 1 + b ) -  Y~(n ~ T1)<x } . 
n 

II r6sulte donc que 

lim P{Y,(n ~ T t + b ) -  Y.(n ~ T1)<x } =P{b Z <x} .  
n ~  oo 
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Utilisons maintenant le fait que n-~(T2 - T 0 P>b.  

On a: 

{IY.(n } T t + b ) -  Y.(n ~ T211 >x} 

{In ~ Tll <-_M, In + T2I <= 3/1, In+-(T2 - T1)- bt <= ~} 

c {  max ]Y.( t+b)-Y.(s)]>x}.  
t, s~[- M, +M] 

[t+b--s[<=e 
D'ofi 

lim sup P{I Y~( n~ T1 + b) - Y.(n ~ T2)I > x} < P{e [Z[ > x}. 

Comme e est arbitraire on conclut que 

IY.(n ~ T 1 + b ) -  Y.(n ~ T2)I P , 0. 
I1 r6sulte alors 

IY,(n ~ T~ + b ) -  Y,(n~ T~)- Y.(n ~ T2)+ Y,(n~ T 1 ) I - ~  0. 

D'ofi la convergence faible de la suite des variables al6atoires Y,(n ~ T2)-  Y.(n ~ T~) 
vers la variable b Z. 

En tenant compte de la d6finition des variables T 1 et T 2 il ddcoule de la 
derni6re relation que la suite 

.~ (2 a= (12)- ~ -  n } (T 2 - T 0 SJ "2 (x) dx) 

converge faiblement vers la variable b Z. 

Le thOor6me III est ainsi dOmontr6. 
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