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Introduction

Soit (N.[ , ]) une algébre de Lie nilpotente. On munit N du produit o défini par
la formule de Campbell-Hausdorff

wov=u+v+1/2 [u,v]+ ---(u, veN).

(N,o) est alors un groupe de Lie nilpotent simplement connexe. Si G est un
groupe de Lie simplement connexe possédant (N,[, ]) pour algébre de Lie,
I'application exponentielle de G est un isomorphisme, de groupes analytiques, de
(N, o) sur G. Soit y une mesure de probabilité sur N (ou, ce qui revient au méme,
sur G). On se propose d’étudier le comportement asymptotique de la n**™
convolée, u"°, de p.

Tutubalin ([8]), Hennion ([4]) et Virtser ([9]) ont étudié le probléme pour
des groupes de Lie nilpotents simplement connexes particuliers: le groupe
d’Heisenberget le groupe des matrices triangulaires avec des «1» sur la diagona-
le. L’hypothése quils font sur g correspond a un moment d’ordre 2r, ot
désigne la longueur du groupe nilpotent.

Dans ([1]) la question est étudiée pour un groupe de Lie nilpotent simple-
ment connexe quelconque mais dans deux cas particuliers: le cas centré (X =0)
et le cas «vraiment non centré» (ad X(N)=N*1 Vie{l,...,r—1}). La aussi on
suppose I'existenice d’un moment d’ordre 27 pour p.

Notons N=N'oSN?=[N,N]o--oN"=[N,N~1]oN"*'=(0), la séric
centrale descendante de lalgébre de Lie nilpotente (N,[,]). Soit m un
supplémentaire de N? dans N et u une mesure de probabilité possédant un
moment d'ordre 1. Nous notons X l'intégrale par rapport & u de la projection de
N sur m; X est un élément de m. Posons #1%(u)=N, FL (u)=N?+RX et
pour (I, k)eIN x N avec 0<k <1, désignons par #"*(u) I'idéal de N' engendré par
N'+1 et par les crochets de ! ¢léments de m dans lesquels figure au moins k fois
X. Ordonnons Tensemble E={(,k)eINxN:0<k<l}uU{(1,1)} a Taide de la
relation d’ordre total > définie par
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o fI>I' o
(l’k)>.(l’k)<:>{l=l, et k>k/

Nous obtenons ainsi une suite décroissante d’idéaux de N, {#"*(u): (I, k)e(E, >)},
indépendante du choix du supplémentaire m de N? dans N, vérifiant

SR (wy=(0) pour I>r et F“°(u)=N' pour I=1.

Dans le cas centré cette suite coincide avec la série centrale descendante de N.
Dans le cas «vraiment non centré», nous avons £ *(u)=N' pour tout élément
(Lk) de E tel que [=22.

Pour tout élément ([, k) de (E, >), désignons par m"* un supplémentaire de
Sloko(y) dans S4*(w), ou (Iy, k) désigne le plus petit élément de (E, >) supérieur
a (Lk). Si u est un élément de N, pour tout couple (L, k) de (E, >), nous notons
u®® la composante de u sur m**; nous avons

U= ybR
{(,k)e(E, >):1<r)

Pour tout élément u de N et pour tout entier naturel n, nous posons

U ()= y ulel [l 012 4 (1,00 4y 1. 1))/1/;
,, .
ek, >): 25 1<n)

Nous disons qu'une mesure de probabilité u sur G est apériodique si y n’est
pas portée par une classe moduls un sous-groupe fermé distingué de G. |

Avec les notations introduites ci-dessus, nous obtenons alors le résultat
suivant qui généralise ceux de [8, 4, 9, 1].

Soit p une mesure de probabilité sur N apériodique possédant un moment d’ ordre
2. Alors la suite de mesures de probabilité {UM (U™ x&_,%)},>, converge vague-
ment vers une mesure de probabilité v absolument continue par rapport d la mesure

de Haar de N. De plus v est la loi au temps 1 d'un processus de diffusion sur
N(~IR?) dont nous donnons le générateur infinitésimal.

1. Suite graduées d’idéaux et algébre
des polynomes dans une algébre de Lie nilpotente

On désigne par (N,[,]) une algébre de Lie nilpotente. On muni N du
produit o, défini par la formule de Campbell-Hausdorff,

uov=u+ov+3[u,v]+ - (w,veN). (%)
(N,o) est alors un groupe de Lie nilpotent simplement connexe. On note .o/
'algébre des fonctions polynomes sur I'espace vectoriel N.
1.1 Définition. On appelle suite graduée d’idéaux de N toute suite décroissante
d’idéaux (J%),5, telle que

i) #9=N et, 4 partir d’un certain rang, #*=(0).
ii) [#', #7]<F* I, pour tout i et j=0.
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Le plus grand entier r tel que #"=(0) est appelé la longueur de la suite graduée
d’idéaux (F),5,.

1.2 Un exemple de suite graduée d’'idéaux de N est donnée par la série centrale
descendante (N")@O de N:

N°=N'=N,N2=[N,N'],...,Ni=[N,N'~'], ...

La longueur r de la série centrale descendante de N est appelée la longueur de
I'algébre de Lie nilpotente N.

Soient (#Y),., et (#);», deux suites graduées d’idéaux de N. Nous disons
que (FY),. , est plus fine que (#7);. , si pour tout i >0, il existe un entier naturel
o, tel que F°i = ¢, -

1.3 Définition. Soit (#%); , une suite graduée d’idéaux de N de longueur r. Pour
ie{~1,0,1,...,r}, notons g, la dimension de lespace vectoriel N/#'*!,
Nous disons qu'une base ordonnée {e,}, ., <,, (p=4¢,), de N est adaptée a la
suite graduée d’idéaux (F7);,,, si, pour tout ie{0,...,r}, verifiant g;+q; |,
{es 1115 ---> €} est une base d’un supplémentaire m’ de S+ dans S,

L4 Notion de degré sur of ([2]). Désignons par {e;}; <<, une base de N
adaptée a la série centrale descendante, (N');5,, de N (définition (1.3)) et par
{4} 1 <1<, le systéme de fonctions coordonnées associé & cette base. Pour tout
ie{l,...,r}, {e,, ,11,---n€,}, ot p,=dim(N/N**1) et p,=0, est une base d’un
supplémentaire m' de N'+! dans N'.

Nous définissons une notion de degré sur .o, en attribuant un degré a
chaque générateur x,, 1=<k<p; le degré de x,, noté d, ou dg(x,), est par
définition égal au plus grand entier i tel que e, appartienne & N'. On convient
que le degré du polynome nul est (— o0). Il est facile de voir que cette notion est
indépendante du choix de la base adaptée.

1.5 Le produit o sur N, défini par la formule de Campbell-Hausdorff est
polynomial. Plus précisément nous avons

xk(uov)=xk(u)+xk(v)+}i(u,v), ke{l:'--7p}7

ol E est une fonction polynome sur N x N(xIR? x IR?) telle que:

i) B(u.v) ne dépend que des p, _,-premicres coordonnées de u et de .
Autrement dit B, est une fonction polynome sur R?% ' x RP4™!

ii) Le degré (global) de B, noté dg B, est inférieur ou égal & d,.

iii) Le degré partiel de B par rapport a la premiére (resp. la deuxiéme)
variable, noté dg B/u (resp. dg B/v), est inférieur ou égal & d,—1.

iv) La valuation partielle de B, par rapport a la premiére (resp la deuxiéme)
variable, notée val B/u (resp. val B(/v) est supérieure ou égale a 1.
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2. Moments

2.1 Définitions. Soit G un groupe L.C.D., compactement engendré. Une appli-
cation borélienne 6 de G dans IR, est appelée jauge (resp. fonction sous-
additive) si elle vérifie:

Vg1,8,6G  5(g,8,)=0(g,)+0(g,)+C (resp.d(g, g,)<5(g,)+0(8,),

ou C est une constante >0 indépendante de g, et g,.
Une jauge ¢ de G est dite principale s'il existe un voisinage compact V de
I'unité engendrant G tel que B, ={x:4(x)<n} <= V"

2.2 On sait ([2]) que sur un groupe L.C.D. compactement engendré, il existe
des jauges principales et si J, est I'une d’elles, pour toute autre jauge § nous
avons:

VgeG  S(g)=C, d,(2)+C,,

ou C, et C, sont des nombres >0 indépendants de g.
Il s’ensuit que si p est une mesure de probabilité sur G, Iexpression

[(6o(8))* u(dg)< + oo, pour «>0, est indépendante du choix de 8,; dans ce cas
G

nous disons que u posséde un moment d’ordre .

2.3 Revenons a présent au cas du groupe de Lie nilpotent (N,o). Pour tout
ie{1,...,r}, désignons par m’ un supplémentaire de N'** dans N'. Nous avons N
r

=@ m'; si ueN, nous notons u” sa composante sur m’. Supposons les sous
i=1

espaces nt', ie{1,...,r}, de N normés par | ||, on définit une fonction ¢ sur N par

¢w)= sup [u®|*"  (ueN).
1<igr
On sait ([3], lemme IL.1) que, quitte & remplacer les normes données par des
normes homothétiques, ¢ est une jauge principale.

2.4 Lemme. Soit u une mesure de probabilité sur N. Alors nous avons
Péquivalence:

i) pposséde un moment dordre acR* .

ii) Pour toute fonction polynome A et tout réel >0 tels que fdgA =<0, on a
AP u(dx)< + .
N

Preuve. Soit 1=(l,,...,1,)eIN?; nous désignons par x' le monome xi'...xr et
nous posons, pour tout ke{l,...,p}

dg x*

. di 1y
V4w i f=0

si [,+0



Théoréme de la limite centrale sur les groupes Nilpotents 153

LA | . . ,
Nous avons », —=1 etd’aprés l'inégalité de Holder nous avons, pour tout réel
=1 Jk

positif f tel que fdgx'<a,

JIX @l pdwy=s ] (]%}xk(u)lﬂl"jku(du))”jk_

N 1 r

ollA

k
+

FUA

On en déduit que ii) équivaut a

i) | [ ()" p(du)< + o0, ke{l, ..., p}.

N
Comme i) équivaut par définition a [(¢p(w))* u(du)< + oo (voir (2.2) et (2.3)) et
N

que toutes les normes sur IR”, nelN*, sont équivalentes. le lemme s'en déduit
immédiatement.

2.5 Définition. Soit yu une mesure de probabilité sur N possédant un moment
d'ordre 1. Nous disons que u est centrée si | A(x) u(dx)=0, pour tout monome A
de degré 1 sur N. N

3. Resultats preliminaires

3.1 Lemme ([2]). Soit u une mesure de probabilité sur N possédant un moment
d’ordre k= 1. Soit Q la probabilité de transition associée a u (i.e. Q(x,*)=¢ #pu(*)).
Alors pour toute fonction polynome A de degré <k sur N, nous avons

dg[(Q—-DA]l=dgd—1;
et si de plus u est centrée,
dgl(Q—-1)A]=dgA4-2.

Preuve. 11 suffit de montrer le lemme quand A est un monome x’, [eN?, avec
dgx'<k.
De (1.5) il résulte que 'on a

xH(uov)=x!(u) + x'(v) + P,(u, v)

avec i) dgPB<dgx!
i) dg B/u et dg B/v<dgx'—1
iii) val B/u et val B/v=1.

Par suite, pour dg x' <k,
(Q—~I)xl(°)=jx’(v)u(dv)-%AjIP,(-, v) p(dv),
N

est une fonction polynome de degré inféricur ou égal 4 dgx'—1.
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Si p est centrée, les monomes de B(u, v) dont le degré partiel en v est égal & 1
vont avoir une intégrale nulle, il s’ensuit donc que

dg[(Q~Dx]=dgx'-2.
3.2 Lemme. Soient u une mesure de probabilité sur N et f une fonction p-

o . 1
intégrable positive. Alors prasy §f*1 < o dut converge vers zéro, quand n tend vers
N

Pinfini, pour tous réels a>1 et ¢>0.

Preuve. Quitte & remplacer f par fc~ !, on peut supposer que c=1.

Nous avons

o(n)= e 1jfa {f<n} Z; £ {k 1<f§k}d.u

éa_lflwﬂﬁk—1<f§kﬂ

é a— 1 Z ka(ak—l_ak)a

en posant a, =u({f >k}).
Or f étant intégrable, la série positive g, est convergente. 11 s'ensuit que la

suite ka, converge Vers zéro et la série positive t,=k(a,_, —a,) est donc

convergente (noter que Z ty=(a; + - +a,_ ;)—pa,). On en déduit que la suite
k=1
u, =kt, converge vers zéro.

1
On a donc prouvé que 5(n)§n°“1

k*~2u,, ot u, est une suite conver-

1
n

geant vers zéro. Comme pour a>1, — > k*"?u, tend vers zéro dés que la
n k=1
suite u, tend vers zéro, le lemme (3.2) est prouvé.

k

HIIM:

3.3 Lemme. Soient p une mesure de probabilité sur N et f une fonction p-
intégrable positive. Alors

[}!;fa ]'{f>cn}dlu:ll+li
T (> en))

converge vers zéro, quand n tend vers linfini, pour tous réels ¢>0, 0<a<l1, >0
avec f(1—a)=<1.

Preuve. Quitte 4 remplacer f par fc™*, nous pouvons supposer que c=1.

Posons F(t)=u({f >1}), tcR,. D’aprés le théoréme de Fubini, nous avons
pour tout >0,
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T di=at {11y e (),
N

n

Comme nu({f>n})< | fdu, nu({f>n}) converge vers zéro; on est amené
{f>n}
alors a prouver que la fonction

(T F(t) dt)l +6

1—«
x

V== py

(xeR),

converge vers zéro quand x tend vers l'infini.
Posons

G(x)=(+fo i(fldt)_ﬁ, xeR_, avec y=(B(1—o) ..

xV

F étant décroissante et y étant supérieur a 1, G est une fonction convexe; c’est la
composée des trois fonctions convexes:

+ 0 F(t)

dt, xPx" et x—xF
tl—zx

X

Nous savons alors que la fonction p(x, y)= , x et yelR _, est croissante

G(x)—Gly)
X —

en x et y. G admet donc des dérivées 4 gauche et a droite, croissantes, vérifiant
G, (x)=Gy(x) et G(y)=px,y)2Gyx), (x,yeR avec x<y).

Drautre part comme lim¢ F(f)=0, nous avons

t—-0
i + o0 (t
lim x'=* | 5—=dtr=0;
X— 40 x
par suite

tim x| O g0

— o

X— + 00 x?
. G(x .
et lim —(—)= + 0. On en déduit que I'on a
x—+o0w X

lim Gy(x)= lim G,(x)= + 0.

X+ X— + o0

Le lemme (3.3) s’obtient alors en remarquant que puisque F est continue a
droite, on a

Gi0)=[1 -0 U,  xeR,.
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3.4  Corollaire. Soient p une mesure de probabilité sur N, p un réel supérieur ou
égal a 2 et f une fonction positive vérifiant | f(x)? u(dx)< + oo avec g>1. Alors
N

nous avons, pour tout réel ¢ >0,

(jfl{f>cn1/q} duy¥
N

O T (> en P

Preuve. Posons g=f1%; g est une fonction u-intégrable positive. Le corollaire
se déduit alors immédiatement du lemme (3.3) pour les valeurs a=g~! et

p=tp-1) "

4. Théoréme de la limite centrale

Nous désignons par (N, [, 1) une algébre de Lie nilpotente de longueur r. On
muni N du produit o défini par la formule de Campbell-Hausdorf,

uov=u+v+1/2[u,v]+ -+ (4,veN). (%)

(N, ) est alors un groupe de Lie nilpotent simplement connexe.

4.1 Suite graduée d'idéaux de N associée a une mesure de probabilité sur N,
Soit p une mesure de probabilité sur N, possédant un moment d’ordre 1. Soit m
un supplémentaire de N>=[N, N] dans N; si ueN, nous notons & la composan-
te de u sur m. Posons X = [ u(du); X est un élément de m.

N
Considérons I'ensemble E={(l,k)eIN xN:0<k <[} U{(1,1)} muni de la rela-
tion d’ordre total > définie par

I>I" ou

(l’k)>(l’k)©{l=l/ et k>k"
I1 est facile de voir que P'ordre ainsi définit sur E est aussi celui qui est induit par
la bijection:o:E - N

C(lg-D24k+1 silz2
(l,k)—»a(l,k)—{k et

Nous appelons alors suite graduée d’idéaux associée a p, la suite graduée
d’idéaux définie de la fagon suivante: £ %(u)=N, S () =N2@RX et F*(u),
(Ik)e(E, >) avec [ 22, est I'idéal de N' engendré par N'*! et par les éléments qui
sont des crochets de ! éléments de m dans lesquels figure au moins k fois X,
{ IV (u); (I k)e(E, >)} est une suite graduée d’idéaux plus fine que la série
centrale descendante de N et de longueur inférieure ou égale a r(r+1)/2 (car
J ()= (0) si I>r); en outre il est clair que cette définition est indépendante du
choix du supplémentaire m de N2 dans N. Dans la suite nous omettrons I'indice

U, pour alléger I’écriture.
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42 Pour tout =1, nous avons 4“°=N". En particulier #*°=N? et m (voir
(4.1)) est un supplémentaire de .#>° dans 4" °=N. Désignons par m>° un
supplémentaire dans m de I'espace vectoriel, m'-!, engendré par X; et par m"¥,
(I, k)eE avec [ =2, un suppémentaire de .#'* dans #"X ou (I, k) est le plus petit
¢lément de (E, >) strictement supérieur & (L k). [Si k<I—1 ({y, kg)=(Lk+1),si k
=1—1(ly, kg)=(+1,0)].

Pour tout (/, k)eE, nous avons

gl ) '
(Ve E: T, k) (LR}

et pour tout entier /22, (P mb* est un supplémentaire de N'*! dans N’
<

<kEI-1
Si ueN, pour tout couple (I, k) de E, nous notons ¥ la composante de u sur
m"*; nous avons

= Z yhR — Z oy
{0, K)eE} (L, k)eE:1=r}

Pour tout entier naturel n, nous posons alors

U= Y uOmpt2 g/,

{(L,k)eE: 215w}

avec f=u19 4411,

43 Crochets de Lie associés a une mesure de probabilité. Pour tous couples (I, k)
et (I',k") de E, nous avons

[, m! o gkt = m*P,
{(s, p)eE: (s, p) (I +1U',k+k")}

Pour uem“* et vem"*, notons [u,v], la composante de [u,v] sur m

Pour u et v appartenant a N, posons alors

L+ k+k

(u,v],= Y [, p-k]
{LE). 0 kYeE LV £}

I1 est clair que l'application de N x N dans N qu1 au couple (u, 1/) associe
[u,v], est bilinéaire alternée. Dautre part, pour uem"*, vem"*, wem'"*", avec
(I, k), (l’ k), (I",k")eE, [u,[v,w],], n’est autre que la composante de [u, [v wl]
sur m! TOHILEFRERT ] Censuit que [, 7, vérifie Pidentité de Jacobi. On en déduit
donc que [, ], est un crochet de Lie de N, vérifiant

[mivk, [m'>%,  [mle-vbe-t miek] ] ], em R

pour (I;,k)eE, ie{l,...,p}; et (N,[,],) est une algébre de Lie nilpotente de
longueur inférieure ou égale a r. Nous notons o, le produit sur N associé¢ au
crochet de Lie [, ], par la formule de Campbell-Hausdorff.

D autre part on deflmt un nouveau crochet de Lie [, ], sur N en posant,
pour uem"* et vem”
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L [u,v], si (ILk)y et (IKY=(1,1)
[, v, = {0 sinon )

On note ), le produit sur N associé a ce nouveau crochet de Lie par la formule
de Campbell-Hausdorff. Dans le cas on u est centrée nous avons o), =o,, mais en
général o) et o, sont distincts.

4.4 Nous notons ad (resp. ad” et ad'*) la représentation adjointe de I'algébre de
Lie (N, [, 1) (resp. (N, [, 1) et (N, [, T))

Pour tout élément (1, k) de E, posons (voir (4.1)) ¢, ,,=dim N/#"* et, pour
Qo 0—1 F g1, désignons par {e, . 11,2, ) Une base de m"¥, avec e,
=e,, .1 =X sigo%4q;. Nous obtenons ainsi une base {¢,}, <, <, de N, adaptée a
la suite graduée d’idéaux {#"*:(L k)e(E, >)}. Nous notons {x,}; <; <, le systéme
de fonctions coordonnées associ¢ a la base {e;}; <y <,

Si f est une fonction différentiable sur N, nous posons pour ve N

f () =lim(f(us, 0)~ @) (ueN).

Considérons 'opérateur différentiel du second ordre, D,, défini par:

Df= 3 7[ExpaditX(e)]f

k=g1+1
q1 q1

+3 Y 6, [Expad“t X(e)Expad"t X(e)1f,

I=1 k=1

ol ¥, = [ x,(8) 1(dg), o, , = [ x,(8) x,(2) 1(dg) —x,(X) x,(X) et f est une fonction de
N N

classe C? sur N.
Alors nous avons:

4.5 Théoréme. Soit (X ,), . Une suite de v.a. indépendantes a valeurs dans N, de
méme loi p apériodique et possédant un moment d’ordre 2. Alors, avec les notations
précédentes, la loi de la v.a. U (X o--0X ,o(—nX)) converge, quand n tend vers
Pinfini, vers la loi au temps 1 du processus de diffusion sur N(~R"™ de générateur
infinitésimal D,. Cette loi limite est absolument continue par rapport a la mesure
de Haar de N.

Le reste de ce paragraphe est consacré a la preuve de ce théoréme.
Posons

Z, =X o(—X), k21

{Z,}x> est une suite de v.a. indépendantes centrées de méme loi 1=pxe_z,.
Nous avons

X 00X, o(—nX)=Z,o(XoZyo(—X))o--o(n—1) XoZ,o(—(n—1) X))
=Z,cExpad X(Z,)o---oExpad(n—1) X(Z,). (%)
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4.6 Munissons l'espace produit N xR du produit, encore noté o (resp. o),
défini par

(1, t)o(v,s)=(uoExpadt X(v), 1+5)
(resp.
(1,1) o, (v, 8)=(u o}, Exp ad*t X (u), t+5)),

pour u,veN et t,seR.

Nous obtenons alors un groupe de Lie nilpotent qui est un produit semi-
direct des groupes de Lie (N, o) et (IR, +) (resp. (N,o,) et (R, +)).

Notons indifféremment & ou e, le champ analytique de vecteurs tangents
qui correspond & la dérivation ordinaire sur R. Soit {¢;};,<, la base de N
considérée en (4.4). L’algébre de Lie du groupe de Lie (N xR0} (resp. (N
xR, ;) est N®IRJ muni du crochet de Lie, encore noté [, ] (resp. [, 1,), qui
coincide avec [ , ] (resp. [, 1,) sur N et qui vérifie en outre [4, ¢, ] =[X, ;] (resp.
[6,e,],=[X.e],), pour tout ke{l,...,p}.

Avec les notations ci-dessus la relation (x) s’écrit

(XIO-“OXno(—nX)’n):(Zl,1)o~--o(Z 1).

n

Nous sommes ainsi amenés a étudier le comportement, dans le groupe de Lie
(N xR,¢), du produit de n v.a. indépendantes et de loi A®e,. Pour cela nous
allons nous servir d’une technique qui a déja été utilisée dans [1]. Cependant
I'utilisation de celle-ci nécessite 'existence, pour la loi A®e, (i.ce. pour A), d'un
moment d’ordre 2r (cf. [1]). D’aprés nos hypothéses nous avons seulement un
moment d’ordre 2; nous devons donc faire appel & un procédé de troncature.

4.7 Pour tout entier naturel n et pour tout élément u de N, nous définissons
I'élément T.*(u) de N par:

X (T} (1)
x, (1) i1, ()| S nil?
0 si x| >n™? et d,>1,
- §%4(8) Ly v (8) 1(d2)
a,(n)=—~ si dy=1 et |x,(w)|>1n

A1, O1>1/n})

pour tout élément k de {1,...,p}.
Dans la suite, pour alléger I'écriture, nous écrirons T, au lieu de T

4.8 Lemme. Avec les notations précédentes, nous avons

lim (4 ®e&,)" —(T (A @) =0.
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Preuve. 11 est clair que I'on a
l(A®@e,)" = (T (D)@ (1 +1,)"— 1,
ol
n,=AM{ueN:Jie{l,..., p}/|x,(w) >n%'?}).

Or nous avons 1,<M{¢p*>cn}), ol ¢ est une constante et ¢ est la jauge
principale sur N définie en (2.3). Comme u, et donc 4, possédent un moment
d’ordre 2 nous avons | $*(g) Mdg) < + co; Cest-a-dire

N

Y M{¢p?>>cnp)< + o0,

pour tout ¢>0. On en déduit que pour tout ¢ >0, n A({¢p*>cn}) tend vers zéro
quand n tend vers linfini.

11 s’ensuit que ny, tend vers zéro et il en est de méme de (1+#,)"—1. Le
lemme (4.8) est prouvé.

Etendons la définition de U, (voir (4.2)) & N xR en posant
Uu,t)=U(u)t/n), (u,t)eN xR.
Désignons par 7 la projection de N= @ m"* sur m*°@m"*@®m>°; nous
avons 7(u)=ut-+ 4y V4429 pour uélﬁ.e%rolongeons n 4 N xIR en posant
n(u, t)y=(w(u),t), (@ )eNxR.

Alors nous avons:

4.9 Proposition. Avec les notations précédentes, la suite de v.a.
A,=U,UTU(Z,), Vo o(TU(Z,), V] = U, [(T,(Z ). D) o), -+ o, m(T,(Z,), 1]
converge vers zéro dans 2,

Pour prouver la proposition (49) nous commengons par établir deux
lemmes.

Pour tout entier k de {1,...,p}, nous notons (d,,t,) 'élément de E tel que
e, em® ™ (voir (4.4). Pour tout a=(a*,...,a?*)eIN’*1, nous posons

P 14
dy=dgx*= Y d*d,+a**' et ()= ) a*r +a’t'
k=1 k=1
Soient ke{l,...,p} et leIN. Définissons
M= {(oty, ..., 0)eNPTH rd(ey)+ - +d(a) Sdy, t(og)+ - +1(0) S,

et la (p+ 1)-iéme composante de «; e INP*! est nulle},
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Ay =0, L a)edlyid (o) + - Fdlag) =d, t(og) + - F (o) =T,
et la g,-iéme composante de «,, ie{1, ..., 1}, est nulle si X = 0}. Nous avons:

4,10 Lemme. Avec les notations précédentes, soient z,,...,z, | éléments de N
xR, alors x,(z,0---0z}) et X (2,0}, o, z;) S'écrivent respectivement, pour k=+q,,

Y G X (21) X (2)

[CTr. arye Mo
et

C alx“l(zl)...x“l(zl).

[CTPRN T3 T /2%

Preuve. Posons z,=(u;,t;)eN xR, ie{l,...,I}. Pour tout entier k appartenant a
{1,...,p} nous avons

X (zg00z) =X, (0 Expadt, )?(uz)o-~-oExpad(t1 + - —|~tl_1))?(ul));

et il est clair que x,(z,c---0z) s'écrit

> C%_mmx“l(zl)...x“l(zl).

[ SRR apedlo

Drapres la définition du crochet de Lie [, ], (voir (4.3)), il est alors clair que
X (U, o#Expad"t1 )?(uz) SPREE oMExpad”(t1 SRR o 1))?(141))

s’écrit

ou
My={ay, ..., )My dlay)+ - +d(o)=d et t(o))+ - +1()=1,}.
Le lemme (4.10) est alors une conséquence immédiate des relations
xilz, 0+, )
=x,(uy o, Expad”t, }?(uz) o, o, Expadt(ty + -+ +t,‘1))?(u,))
:xk[(ul—qu(ul)f)ou o, Expadt(t, +-- +t,41))?(ul—qu(u,))?)

qui résultent directement de la définition du crochet de Lie [, 1.

4.11 Lemme. Pour toute fonction monome sur N, x% acINP, nous avons

lim [|x*(T ()| A(du)/n*@P=1=0  si d(o)=dgx*>2,

n N

lim §[x*(T, )| A(du) = | |x*(u)] A(du)
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et

lim {x*(T,(u) Adu)= [ x*(u) Mdu)  si d(@)<2.
n N N

Preuve. Si d(a)=1, nous avons |x*(T,(u)) i(du)= | x*(u) A(du)=0, car les mesures
N N

2 et T, (4) sont centrées. D’autre part nous avons, pour i€{l,...,q,},
[T, 00 24 = 00 e 50 240+l 9 2] >V )
= j |x(u)] 1{\xi|§1/ﬁ}(“) Adu)+ ”xi(“) 1{|xi;>vﬁ}(u) Adu),
N N

qui tend vers {[x,(u)] A(du).
N

Si d(#)=2, nous avons soit x*(u)=x,(u)x;(u) avec i,je{l,...,q,}, soit x*(u)
=x;(u) avec ie{qg, +1,...,4q,}. Dans le second cas nous avons

IX* (TN S Ix*@)| et lim x*(T, () =x*(u);

comme 4 posséde un moment dordre 2, d’aprés le théoréme de convergence
dominée, nous avons

hm} x*(T,(w) A(du)= fx ) A{du)

et
hmjlx (T ()| Adu)= f|x“ ) A(dw).

Dans le premier cas nous avons
§x*(T,(u) Adu) = e, (n) + e, (n) +e3(n) + e, (n),
N

avec

e (m)= fxi(“) X(1) Lijes) et %, () <vm(u) A(du)
N
ex(m)=a,(n) ] x () Le 512 v sl > v (8) A(dU)
N
es(n)=a;(n) jxi(u) Lixaol 2 v, |, ] > v (1) Aldu)
N

e,(n)=a,(n) a;(n) A{lx,| et |x;|>1/n}).
Or
ay(m)= — [ x:() 1y, <y () A/ A({|x,| >/ n})
N

= — [y ) Ly vy () M)/ A({ ;| > Y/ m3),

car A est centrée.
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De l'inégalité de Schwarz, il résulte alors que l'on a
) = ]P0 Ty () A0) 2 (i >1/n})- 12

et

sup(|e, (n)l, le; ()], lea(m)])
S (11 Vg5 v () Adu) 2 (§ ;012 2 (du)) V2.
N v
Comme 4 posséde un moment d’ordre 2, d’aprés le théoréme de convergence

dominée, e, (n), e5(n), e,(n) convergent vers zéro; et par suite

hmjx“(T u)) Adu)= j"x u) Adu).

De méme nous avons

lim { |x*(T, )| A{du) = [ Ix* ()| A(du).
N

n N

Supposons que d(x)>2. Nous avons, (inégalité de Holder),
p

T (T30 A = [T T )4 (o,

N f=

ol a=(ay, ..., 0,)cIN”.
Pour prouver le lemme, nous sommes alors amenés & prouver que pour tout
ie{l,...,p} et tout réel c tel que cd,>2, nous avons

Iir{n Zf]lxi(Tn(u))F),(du)/nc‘jl/z* 1=0. (1)

Sid,;>1, nous avons

JIx (T () Adu)/nedi2=1

N

= jﬂ EA)y L < naizzy (1) Aldu)/ne2 =1,
N

et (1) est une conséquence du lemme(3.2).
Sid;=1, nous avons ¢>2 et

VXTI Aduy/n2~ 1 =e () + e, (n),
N

avec

e (n)= j 1%, ()| 15y < ym (W) Mdu)/n?=1

N

et

e,(n)=la;(n)° ;V({|xi| >]/r‘!})/nc/3* 1
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D’aprés le lemme (3.2), ¢,(n) converge vers zéro. ID’autre part nous avons
&) S 1% 0)] Ly vy () A2 1 A({x,] >/ md)
N

et e,(n) converge vers zéro d’apres le corollaire (3.4).
Le lemme (4.11) est démontré.

Preuve de la proposition (4.9). Pour ke{l,...,q,} u{p+1}, nous avons x,(4,)=0.
Pour prouver la proposition, nous devons donc montrer que pour tout ke{q,
+1,....,p}

1
9(n) =g ELG(TW(Z 1), o~ o(T(Z,), 1))

~x ((T(Z ), 1) oy, - o, T(T(Z,), 1))*]

converge vers zéro, quand n tend vers linfini.
Pour tout entier nzz1, désignons par @, le noyau de transition sur (N xIR)
x (N x R) défini par
0, f(z1,2,)=ELf(z1 o (T(Z ), 1), 25, T(T(Z ), V)]
= [ flzy0z,2,0,n(2) v,(d2),

N xR
ouv, =T (H)®e,.

Nous avons alors

1
0, (n)= e [0, A4,1(0,0),

ou A, désigne le polynome sur (N x R) x (N x R) défini par

Ak((ua t)a (Ua S)) = (xk(u) - Xk(U))Z -

D’ou
1
5k(n)=;m [(Q,-nH+1"410,0)

:TkliTk i Cil(Q,— 1) 4,1(0,0).
n =0

Or nous avons

(Qn—I)lAk(O=O)= j j (xk(zlo”'OZI)‘xk(n(Zl)o;"'O;n(zl)))z
NxR NxR

(v, —eo)dzy) .. (v —eo)(dzy)
= j j L Z Caj,...,dlxal(zl)"'xdl(Zl)]Z

NxR NxR (d:... ay)eMo— Mo

v, —2)dzy) ... (v, —eo)d 7))y



Théoréme de la limite centrale sur les groupes Nilpotents 165

ou

Ay ={(0ty, ..., 0)eM Vie{l,... I}, d(a;)
—aft1 <2, 7(0)=aP ! avec oy =(a}, ...,aP T )e NPT 1}

= Y Coprooas Copo g A0y, 03 By B,

(@1....,a0)eMo— A2
(BiseensBr)edlo— Mo

1
ou Aoy, ..., B ..., B)= H ( jl xmi+ﬁi(zi)(vn”80)(dzi))'
i=1 NxR
Soient (ay, ..., ) et (§;, ..., ;) deux éléments de .#,; posons

1
w=(al,...,af™ ) et B.=(b},...,pPT1),

i 1

pour ie{l,...,l}. Une condition nécessaire pour que le produit
A ey, .., 005 B4, ..., By soit non nul est que nous ayons, pour tout ie{l,...,1},

oubiend(u;+ ) —(a? T +bFTH) 22

oubiend(a;+ f)=a? 1 +br1+0. (%)
En particulier, nous devons avoir d(eo, + B,) + (e, + ) =2, Vie{l,...,I}; et cette
condition ne peut étre réalisée que pour I1=d,+1,.

Soient (y, ..., o) et (B, ..., B;) deux éléments de .#, vérifiant la condition (xx);
nous avons donc [<d,+7, et nous désignons par {I,,I,} la partition de
{1,...,1} définie par

I, ={ie{l,... . }:d(o;+B)—(a? T+ + P 1y =2},

Ly={ie{l,....}:d(e;+ ) =a? T+ + b1 +0}.

Nous avons

Aty o5 Brs s B) =

I):N

I X h(z) v, (d z)

“ (T (uy), 1) Ad )

o

D
!

x4 (u), 1) Ad w).

L

v
5

n
Par suite
(A +B)— (@ +br )2 -1
4,=4 /nzl
- n[( le+/3; T(u) )2 (du))/ (d(oy+ By —ap ™' — b2+ )2~ 1],
iely N

converge vers zéro, d’aprés le lemme (4.11), sauf si d(o;+ ;) —(a? 1 +b2+1)=2,
pour tout i appartenant a I,.
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Or

2@+ B)—(af "t + b2 )2 1)

iely

= Y (d(o;+B)— (@t +bPFYY)2—card I,

i=1
<d 41—,

! !
car nous avons . d{o;+f)<2d,,
e .

1= 1=

(aP**+bP*Y)=cardl, et cardl,<27,. Si
1
bien que P CL A4, qui est inférieur a (1/11) 4, converge vers zéro sauf si d(x,

!
)~ (@ b =2, Viel,, Y d(e+f)=2d,,

i=1

1
Y(a?t bl Yy=cardl, et cardl,=21,.

i=1

. 1 .
Autrement dit ——— CL 4, (aty, ..., By, ..., B;) converge vers zéro excepté si

ndk+fk
{0ty ..., ) et (By,...,B) appartiennent a .#,.
Comme
die+ T 1 .
5k(n): z Z Coq ----- oy Cﬁ1 ----- B ndk-Hk C"A"’

1=0 (ag,....x1)eHo— M2
B1seens Boetlo— A2

la proposition (4.9) est démontrée.

Du lemme (4.10), il résulte aussi que 'on a
Un(zlo;tZZ):Un(Zl)o;z Ulfz))  (24,2,€NxR).

Par suite, d’aprés la proposition (4.9), nous sommes amenés a étudier le
comportement en loi de la v.a.

(R, )=(Z, ,, In)o, -+ o, (Z, ,, 1/n),
ou, pour tout ie {1, ..., n},

(Z;,n, 1m)=U,(=(T,(Z)), 1).

i,n>

Désignons par Cy(N x IR) I'espace des fonctions continues tendant vers zéro
a linfini et par Ci(NxR), relNuU{c}, Tespace des fonctions a support
compact de classe C" sur N xR.

Notons B, lopérateur défini sur Cy(N x R) par

B, flu,)=FELf(u, 1), (Z,,,, 1/m)].

Nous avons

B fu, )=IELf((u, )°, (R, 1)];
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en effet (R,, 1) est le produit, dans (N xIR,o,), de n variables aléatoires
indépendantes ayant méme loi que (Z, ,, 1/n).
Posons A,=n(B,—1I) et T, =exp(tA4,), nous avons ([6]):

412 Lemme. Pour tout f de Cy(N xR) tel que |[A,f]|.,=sup|A, f(u)|< + oo,
ueN

nous avons lim | ;" f—BIf | =0, ou [nt] désigne la partie entiére du réel

positif nt.

Pour prouver le théoréme (4.5), nous allons montrer que la suite de semi-
groupes 7, converge fortement vers un semi-groupe 1;. Pour cela nous mon-
trons d’abord que la suite d’opérateur 4, converge vers un opérateur A4, puis que
A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe T, et enfin que T, converge
fortement vers T,.

4.13  Lemme. Pour tout élément f de Cx(N xIR), A, f converge uniformément
vers Af, ou A=D,+0.

Preuve. Soient y et z deux éléments de N xR et f un élément de CZ(N x R).
D’aprés la formule de Taylor appliquée a la fonction réelle g(t)=f(y o, tz), nous
avons

Je,2)~f)=zf M +1/222f(yo,0z) avec 6€]0, 1[,
ou zf(y)= }er()l (fyo,t2)—f(M)/t.

Considérons la base {e;}; <., de lalgébre de Lie N@ R du groupe de
Lie (N XIR, o) et notons (Xi}1<k<psr1 le systéme de fonctions coordonnées
associé a cette base. 11 vient

p+1

[ )=f0)= Y. x(De )

i=1

+12 Y x@x@lele, ye,02).

15i,jSp+1
D’ou

A SO = Af W) =nELf (v, (Z, ,, 1/m)—f (] = A ()

=1,y +J, M+ K, +L,(»
avec
q2

L(y)= Z (”IE[xi(Z1,n)]_Vi)eif(y),

i=q1+1

LO=12 3 ELa(Z, )60 + e I, 0Z, 0 1)
120 E[f (o, 0(Z, , 1),

K0=12 Y EL£0)]

15i,j=q2
di+d;>2
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et

Ln=12 % (BLA 010 ;lele; I

1=i,j2q
en posant

[ =nx(Z1 ) xAZ ) ee; N, 0Z 1, /).

[On notera que la v.a. Z, , est centrée et & valeur dans m"*@m"' @m>°].
Puisque f appartient a C3(N x R), il existe M >0 tel que ||/, lle; f], et
le;(e; f)ll , soient inférieurs a M, pour tous i,je{l,...,p+1}. Nous avons alors:

q2
a) |LI,SM 3 [nE[x(Z, )]-7

i=q+1
q2
éM Z j. |xl(u)| 1{|xii>mi(du);
i=g1+1 N
par suite, u ayant un moment d’ordre 2, |1 ||, converge vers zéro quand » tend
vers 'infini,
b) Ll.s=M E[lx,(Z, J1+M/2n
1gigqz

=M (J 1T )] Adu))/n*' + M/2n;
N

15isqs

A

A

pour ie{l,...,q,} | Ix;(T ()| A(du) converge vers §Ix; (Wl A(du) (lemme (4.11));
N N
par suite |[J,[, converge vers zéro quand n tend vers Iinfini.
¢) Pouri,je{l,...,q,} tels que d;+d;>2, nous avons

|IE[fni'j()7)]1§MnIE[|xi(Z1,n)xj(Zl,n)|]
<M [ Ix(THw) x(THu)| A(dw)/n@+a02 =1,
N

qui converge vers zéro, quand n tend vers I'infini, d’aprés le lemme (4.11). Par
suite | K|, converge vers zéro.

d) Pouri,je{l,...,q,}, nous avons
E[f,>()]=0;;lele; NI =00+ B, +7.()+6,0)
avec
a4, (y)=a,(nE [xj(Zl) 1{|xl(Z1)| > VA ot |x;(Z1)| £ VA
Lele, NN(ye, 0(Z, . 1/m)]
ﬁn(J’)zaj(n) E[x(Z,) 1{|xl~(zl)|§1/r7et Jx3(Z1)} > VA}
-Leile; NIy e, 0(Z, ,, 1/m)]
7.(») =a;(n) aj(n) IE [1{|xi(zl)| et |x;(Z1)| > v}
-Lele; Ny, (2, 1/m)]
S =EX(Z1) X {Z 1) Yy, z0)) et 1x, 201 s v
. [ei(ejf)] (v °;l 9(21,m 1/m)] ‘o'i,j[ei(ejf)] )-
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En utilisant la définition des a,(n), i {1, ..., q,}, et I'inégalité de Schwarz, on voit
facilement que |lo,ll o, 18, €t 7,ll,, convergent vers zéro quand n tend vers
P'infini.
Drautre part J,(y) s'écrit 51(y)+ 62(y) avec
0)) =E[x(Z)x{(Z) 11z %2 s VR
~([eile; )1y, 6(Z, ,, 1/n)—Leile; £)I ()]
55 (v =(E[x/(Z,) xj(Zl) 1{|xi(zl)] et Ix;(Z1)] 5 1/77}] - Gi,j) [ei(ej ).

p possédant un moment d’ordre 2, d’aprés le théoréme de convergence dominée

E[x(Z )X {Z ) Viriizoy) et 1%, 201 2 v

converge Vvers o; ;; par suite [82]],, converge vers zéro.

Soit >0 donné et désignons par || | une norme sur I'e.v. de dimension finie
N xR. La fonction ¢;(e; f) étant continue & support compact, il existe «>0 tel
que pour tout élément z de N x R vérifiant | z| <«, on ait

Supml[ei(ejf)] (e, 2)—[e(e; N1y <e.

yeNx

Nous avons alors
“5; o <eIE [|xi(Zl)xj(Zl)|] +2MIE[|x;(Z ) xj(Zl)I I{H(Zl,n. 1/n)| >zz}]s

qui montre, via le théoréme de convergence dominée, que [|5}||, converge vers
zéro quand n tend vers 'infini.
Le lemme (4.13) est prouvé.

g1
4.14 Lemme. Lopérateur A du lemme (4.13) est de la forme 1/2° Y x}+y, on
j=1
{x1, ..., x,,, ¥} est un systéme générateur de Palgébre de Lie du groupe de Lie (N
xR, o).
"

Preuve. u étant apériodique, la matrice (0, ;); ;... ,, ot non dégénérée. En

effet, si elle €tait dégénérée, il existerait des réels 4;, ie {1,...,q,}, non tous nuls,
P

tels que Y 4, x(.)=0ux &_x>D.s., et u serait portée par la classe de X modulo
i=1

le sous-groupe fermé distingué

{veN: i )bixi(v):O}.
=1

i

Pour prouver le lemme, nous sommes donc amenés & montrer que

a2
{el, g, Y yiei+6}
i=q1+1
engendre l'algebre de Lie (N® RO, [, 1,); cest-a-dire, puisque I'on a [, e,
=ad"X(e), Vie{l,...,p}, que {e,, ..., e, } engendre I'algébre de Lie (N, [, 1)
On vérifie facilement cette propriété en utilisant la définition du crochet de Lie
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[, ], et le fait que {e,,...,e,} engendre l'algébre de Lic (N, [, ]). Le lemme

(4.14) est prouve.

’ql

Du lemme (4.14) il résulte que Popérateur A=D,+0 est hyperbolique au
sens de [5]. D’aprés [5], nous savons alors que A est le générateur infinitésimal
d’un processus de diffusion (y,, 2, , (IP, s))(u oenxr) SUr N xR tel que z,=(x;, s
+1), IP, y-p.s. V(u,5)e NxR. En outre si nous posons 7,=x_s (T, 2 Py )
est un processus de diffusion non homogéne sur N dont le semi-groupe de
transition B, , définit par

Bv,t(u, B)=1P(u,s)(ZtEB)7 0§S§t’

satisfait a
t

(1) B, f@—f)=[B [AfIw )dr, (feCk(N).

S

Or on vérifie facilement que 'on a

[v+58] f(u,t)=[Expad*tX(®)] f(w) (uveN, s,teR, feC*(N)).
Comme A=D,+4, il gensuit que 'on a

Af(u,)=[Expad“tX(Do)] fw)=D,f(w) (feC*(N), (,)eN xR);

et par suite (1) sécrit

(1) B, f@)—f=[[R (D NIwdr (feCxN));

ce qui montre que (x,, @, ,IP,, ) est un processus de diffusion non homogéne sur
N dont le générateur infinitésimal est D,.

Appelons T, le semi-groupe de transition associé au processus z,. A ¢tant un
champ analytique de vecteurs tangents invariant 4 gauche sur (N xR, o), T; est
invariant par (NxR,e)) (i.e. T(ge,x, go,B)=T(x, B), teR, g,xeNxR, B
borélien de N x R); autrement dit T, est un semi-groupe de convolution. D’autre
part A vérifie les hypothéses du théoréme 3’ de [5]; on voit alors facilement que
d’aprés ce théoréme il existe une fonction h,(u)e C*(R* x N) telle que:

i) La famille de mesures de probabilités sur (N, o), v,=h,(v)dv, >0, ou dv
désigne une mesure de Haar sur (N, o), vérifie

V., =v*Expad‘tX(v) (s, t>0)
et

P, .)=¢,«ExpadsX(v,_)(.) (0ss<t, ueN).

ii) T, est le semi-groupe de convolution associé¢ a la famille de mesure

{v,®g¢,, t>0}, ol ¢ désigne la mesure de dirac au point ¢.

415 Lemme. Pour tout élément f de C,(N xR), nous avons

lim sup |T®f~T,f,=0 VtzO0.

n O=s=t
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Preuve. Il suffit de montrer le lemme pour des éléments f appartenant & un sous
ensemble dense de Cy(N xR).
Soit fe Cx(N x R); posons, pour A>0,

+ o + %0
g, = | e MTfds et g= [ e T, fds.
0 0

Le domaine de Popérateur A, est Co(N xR); celui de A contient Cg(N xR).
D’aprés le théoréme de Hille-Yosida (voir théoréme (1.2) de ([6])) nous avons:

i) (Ag,—A,g)=(lg—Ag=f
i) Alg—gull o S IAT—A)g—g)] w:

par suite
Ag—gl,=lAg—A,8l S1AIAS - A, flla.

et |g—ga,ll, converge vers zéro d’apres le lemme (4.13).
Posons

F(s)=T"f~T,f (neN, s20).

Pour tout entier n, F, est une fonction de R, dans Cy(N xR) de classe C'
vérifiant, |F,(s)] <2 Hf[| et F/(s)=T" A, f—T.Af, pour tout s=0. Il s’ensuit
que l'on a

I (M oo S 14, S o+ IAS oo
et par suite (lemme (4.13))

sup sup ||, (s)]] , < + 0.
nelN seR 4

D'aprés ce qui précéde, la famille {F,},  de fonctions de R dans Co(N
x R) est bornée, équicontinue et vérifie
+ o0
[ e *F(s)ds

0

lim

H

=0 Vi>0,

D’aprés le lemme (2.11) de ([6]) nous avons alors

lim sup [|F(s)],=0 Vr=0.

n O=sst
Le lemme (4.15) est donc prouvé.

Fin de la preuve du théoréme (4.5). 1l résulte des lemmes (4.12) et (4.15) que B;
converge fortement vers T,; cc qui montre que R, converge en loi vers v, et le
théoréme (4.5) est démontré.

14.15 Remarque. Une autre méthode de démonstration du théoréme est
résumée dans ([7]). Au passage, on remarquera que dans cette note la définition
de la suite graduée d’idéaux de N associée a p est incorrecte.
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14.16 Remarque. La loi limite obtenue, v, dépend du choix de la base adaptée
a la suite d’ideaux de N associée & ., {e}; <x<,- SOit {fi}; <, <, Une autre base
de N adaptée a cette suite. Nous avons:

ot

Aeifi  avec A ;=0 pour o'(k)>o~'(i) (voir (4.1)).

€, =

i=1

Notons respectivement U, (S,) et U/(S,) les normalisations de S, =X, 0 ---c X,
pour le premier et second choix. Désignons par & lautomorphisme d’espace
vectoriel de N défini par

14 )4
U= Z x;(u) e;— @ (u) = Z ( Y Ay % W) £
i=1 i=1 {jio t()=0 1}
On voit facilement que 'on a
US)=2(U,6S )+ W,

ou W, est une suite de v.a. convergeant en probabilité vers zéro.
Pour le nouveau choix la loi limite obtenue est donc @(v,).
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