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Introduction 

Soit (N, [ ,  ]) une alg6bre de Lie nilpotente. On munit N du produit o d6fini par 
la formule de Campbell-Hausdorff 

uov=u+ v + 1/2 [u, v] + ...(u, v~N). 

(N,o) est alors un groupe de Lie nilpotent simplement connexe. Si G est un 
groupe de Lie simplement connexe poss6dant ( N , [ ,  ]) pour alg6bre de Lie, 
l 'application exponentielle de G est un isomorphisme, de groupes analytiques, de 
(N, o) sur G. Soit # une mesure de probabilit6 sur N (ou, ce qui revient au m6me, 
sur G). On se propose d'6tudier le comportement asymptotique de la n igme 

convol6e, p"~ de/~. 
Yutubalin ([--8]), Hennion ([-4]) et Virtser ([-9]) ont 6tudi6 le probl~me pour 

des groupes de Lie nilpotents simplement connexes particuliers: le groupe 
d'Heisenberg et le groupe des matrices triangulaires avec des <<1>> sur la diagona- 
le. L 'hypoth&e qu'ils font sur # correspond /t un moment d'ordre 2r, off r 
d6signe la longueur du groupe nilpotent. 

Dans ([-1]) la question est 6tudi6e pour un groupe de Lie nilpotent simple- 
ment connexe quelconque mais darts deux cas particuliers: le cas centr6 (X=0)  
et le cas <<vraiment non centr6>> (ad X(N ~) = N  ~+ 1, V i~{1 .. . .  , r - 1} ) .  L~t aussi on 
suppose l'existence d'un moment d'ordre 2 r pour #. 

Notons N = N I ~ N 2 = [ N , N ] ~ . . . ~ N r = [ N ,  Nr-1]~Nr+I=(O), la s~rie 
centrale descendante de l'alg6bre de Lie nilpotente (N,[, ,  ]). Soit m un 
suppl6mentaire de N 2 darts N et p une mesure de probabilit6 possbdant un 
moment d'ordre 1. Nous notons X l'int6grale par rapport ~t # de la projection de 
N sur m; X est un 616ment de m. Posons 311'~ j l ' I ( / / ) = N Z + ] R _ X  et, 
pour (l, k)~N x N avec 0 < k < l, dOsignons par j~,k(/~) l'idOal de N l engendr6 par 
N ~+1 et par les crochets de l 616ments de m dans lesquels figure au moins k fois 
X. Ordonnons l'ensemble E={(1,k)~NxN:O<k<l}u{(1,1)}  "h l'aide de la 
relation d'ordre total ;>- dOfinie par 
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(l, k) > (I', k') 
= et k > k "  

Nous obtenons ainsi une suite d6croissante d'id6aux de N, {S'k(#):(l, k)s(E, ~)}, 
ind6pendante du choix du suppl6mentaire m de N 2 dans N, v6rifiant 

S 'k(p)=(0) pour l > r  et f ' ~  pour l > l .  

Dans le cas centr6 cette suite coincide avec la s6rie centrale descendante de N. 
Dans le cas <<vraiment non centr6>), nous avons J~'k(/~)=NZ pour tout 616ment 
(l, k) de E tel que l>  2. 

Pour tout 616ment (1,k) de (E, ;>), d6signons par m l'k un suppl6mentaire de 
jlo, ko(#) dans jl.k(/~), Off (l o, ko) d6signe le plus petit 616merit de (E, >-) sup6rieur 
/t (1, k). Si u est un 616ment de N, pour tout couple (l, k) de (E, ~),  nous notons 
u (t'k) la composante de u sur mr'k; nous avons 

U ~--- 2 U(I, k). 
{(l, k)e(E, >'): l < r} 

Pour tout 616ment u de N e t  pour tout entier naturel n, nous posons 

g2(u)= 2 u(l'k)/n(l+k)/2-~-(u(l'O)Avu(l'l))/]//~" 
{(l, k)~(E, ?~): 2 =< 1 < r} 

Nous disons qu'une mesure de probabilit6/~ sur G est ap6riodique si # n'est 
pas port6e par une classe moduls un sous-groupe ferm6 distingu6 de G. 

Avec les notations introduites ci-dessus, nous obtenons alors le r6sultat 
suivant qui g6n6ralise ceux de [8, 4, 9, 1]. 

Soit I~ une mesure de probabilitd sur N ap~riodique poss~dant un moment d' ordre 
2. Alors la suite de mesures de probabilitd {U,U(# "~ converge vague- 
ment vers une mesure de probabilit~ v absolument continue par rapport ~ la mesure 
de Haar de N. De plus v e s t  la loi au temps 1 d'un processus de diffusion sur 
N(~ P,P) dont nous donnons le g~ndrateur infinitOsimal. 

1. Suite gradu6es d'id6aux et alg~bre 
des polynomes dans une alg~bre de Lie nilpotente 

On d6signe par (N, [ ,  ]) une alg6bre de Lie nilpotente. On muni N du 
produit o, d6fini par la formule de Campbell-Hausdorff, 

u o v - - - u + v +  l [ u , v ] +  ... (u ,v~N) .  (,) 

(N, o) est alors un groupe de Lie nilpotent simplement connexe. On note d 
l'alghbre des fonctions polynomes sur l'espace vectoriel N. 

1.1 D~finition. On appelle suite gradu6e d'id6aux de N toute suite d6croissante 
d'id6aux (ji)i_>_ 0 telle que 

i) J ~  et, A partir d'un certain rang, J i=(0) .  
ii) [J~, J J ]  ~ J~ +J, pour tout i et j > 0. 
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Le plus grand entier r tel que J~+(0)  est appel6 la longueur de la suite gradu6e 
d'id6aux (~)i ~ o. 

1.2 Un exemple de suite gradu6e d'id6aux de Nes t  donn6e par la s6rie centrale 
descendante (N~)i >= o de N: 

N ~ = g :  =N,  N 2 = IN, N~] , . . . ,  N i =  IN, N ~- 1], .... 

La longueur r de la s6rie centrale descendante de N e s t  appel6e la longueur de 
l'alg6bre de Lie nilpotente N. 

Soient (J~)i~o et (f)i=>o deux suites gradu6es d'id6aux de N. Nous disons 
que (f)~=o est plus fine que (Ji)iao si pour tout i>0,  il existe un entier naturel 
a i tel que ~r j i .  

1.3 D~finition. Soit (Jz)~_>_o une suite gradu6e d'id6aux de N de longueur r. Pour 
i e { - 1 , 0 , 1 , . . . , r } ,  notons qz la dimension de l'espace vectoriel N / S  +~. 
Nous disons qu'une base ordonn6e {ek}l<=k<=p, (p=q,), de N e s t  adapt6e /~ la 
suite gradu6e d'id6aux (S)~>o, si, pour tout iE{0, . . . ,r}, verifiant qi:~qz_~, 
{%_~ +~,. . . ,  %}  est une base d ~ un suppl6mentaire m i de j i +  a dans f .  

1.4 Notion de degrO sur zr ([2]). D6signons par {ek}l<k<=p une base de N 
adapt6e /t la s6rie centrale descendante, (Ni)i>=o, de N (d6finition (1.3)) et par 
{Xk}l <-k<_p le syst6me de fonctions coordonn6es associ6 ~t cette base. Pour tout 
ie{1,.. . ,r}, {epi 1+1 . . . . .  ew}, off p i = d i m ( N / N  i+1) et po=0, est une base d'un 
suppl6mentaire m i de N z+l dans N g. 

Nous d6finissons une notion de degr6 sur d ,  en attribuant un degr6 
chaque g6n6rateur Xk, l < k < p ;  le degr6 de Xg, not6 d k ou dg(xk), est par 
d6finition 6gal au plus grand entier i tel que e k appartienne ~t N( On convient 
que le degr6 du polynome nul est ( -  oo). I1 est facile de voir que cette notion est 
ind6pendante du choix de la base adapt6e. 

1.5 Le produit o sur N, ddfini par la formule de Campbell-Hausdorff est 
polynomial. Plus pr6cis6ment nous avons 

Xk(U~ v), ke{1,...,p}, 

off Pk est une fonction polynome sur N x N ( ~ I R  v x IR p) telle que: 

i) Pk(U,V) ne d6pend que des Pdk-l-P remi6res coordonn6es de u et de v. 
Autrement dit Pk est une fonction polynome sur IRW~ -1 x IRPd~ '. 

ii) Le degr6 (global) de Pk, not6 dg Pk, est inf6rieur ou 6gal /tdg. 

iii) Le degr6 partiel de Pk par rapport ~ la premi6re (resp. la deuxi6me) 
variable, not6 dg Pk/U (resp. dg Pk/V), est inf6rieur ou 6gal /t d k - 1 .  

iv) La valuation partielle de Pk par rapport g la premi6re (resp. la deuxi6me) 
variable, not6e val Pk/U (resp. val Pk/V) est sup6rieure ou 6gale ~ 1. 
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2. Moments 

2.1 Ddfinitions. Soit G u n  groupe L.C.D., c o m p a c t e m e n t  engendr& Une  appli-  
cat ion bor61ienne ~ de G dans IR+ est appe l&  jauge  (resp. fonct ion sous- 
additive) si elle v6rifie: 

V g > g 2 e G  a(gl g2) < a(g~) + a(g2) + C (resp. a(gl  g2) < 6(g~) + a(g2)), 

off C est une constante  > 0  ind6pendante  de g~ et g2. 
Une  jauge  6 de G est dite principale s'il existe un voisinage compac t  V de 

l 'unit6 engendrant  G tel que B,, = {x:6(x) < n} a V". 

2.2 On sait ([2]) que sur un groupe L.C.D. compac t emen t  engendr6, il existe 
des jauges principales et si 6 o est l 'une d'elles, pour  toute  autre jauge 6 nous 
avons" 

VgeG ~(g)< c, ao(g)+ c~, 

o3 C~ et C 2 sont des hombres  > 0  ind6pendants  de g. 
I1 s 'ensuit que si # est une mesure  de probabil i t6  sur G, l 'expression 

~(cSo(g))~#(dg)< + o% pour  c~>0, est ind6pendante  du choix de c50; dans ce cas 
G 

nous disons que # possSde un m o m e n t  d 'ordre  e. 

2.3 Revenons  /~ pr6sent au cas du groupe de Lie ni lpotent  (N,o). Pour  tout  
ie{ 1, ..., r}, d6signons par  m i un suppl6mentai re  de N ~+ 1 dans N ~. Nous  avons N 

r . 

= @ m ' ;  si uEN, nous notons  u (~ sa composan te  sur m ~. Supposons  les sous 
i = l  

espaces m i, ie{1, . . . , r},  de N n o r m &  par  II [I, on d6finit une fonction q5 sur N par  

qS(u)= sup ILu(~ 1/I (ueN) .  
l==i~r 

On sait ([3], l emmeI I .1 )  que, quitte ~ remplacer  les normes  donn6es par  des 
normes  homoth6t iques,  ~b est une jauge  principale. 

2.4 Lemme.  Soit # une mesure de probabilit~ sur N. Alors nous avons 
l'dquivalence: 

i) # poss~de un moment d'ordre e e l R * .  

ii) Pour toute fonction polynome A et tout rdel f l > 0  tels que fidgA_-<e, on a 

~ IA(x)l~ # ( d x ) <  + o9. 
N 

l, x~p et Preuve. Soit l = ( l l  . . . .  ,Iv)eNP; nous d6signons par  x I le m o n o m e  x I ... 
nous  posons,  pour  tout  ke  { 1, ..., p} 

[ dg x l 
| dk ik si l k 4= 0 

Jk = ] + oO si I k = 0" 
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1 
Nous  avons _ =  1 et d'aprhs l'inhgalit6 de Htilder nous avons, pour  tout  r6el 

k=l Jk 
positif fl tel que fi dg x ~ < c~, 

J" lx*(u)l' #(du)~ l~ (SlXk(U)ll3lkJk#(du)) 1/j~" 
N l < k < p  N 

/k:l- 0 

On en dhduit que ii) 6quivaut & 

ii)' j'lxk(u)l~/ek p(du)< + oo, k~{1, .. . ,p}. 
N 

C o m m e  i) 6quivaut par d6finition & ~(r + oo (voir (2.2) et (2.3)) et 
N 

que toutes les normes sur IR", n~N*,  sont 6quivalentes, le lemme s'en dOduit 
imm6diatement.  

2.5 D~J~nition. Soit g une mesure de probabili t6 sur N poss6dant un momen t  

d 'ordre  1. Nous  disons que # est centr6e si SA(x)# (dx)=  0, pour  tout  m o n o m e  A 
de degr6 1 sur N. N 

3. Resultats preliminaires 

3.1 L e m m e  ([-2]). Soit # une mesure de probabilit~ sur N poss~dant un moment 
d'ordre k>  1. Soit Q la probabilitO de transition associOe dl # (i.e. Q(x, " )=ex*#( ' ) ) .  
AIors pour toute fonction polynome A de degrd < k sur N, nous avons 

dg [(Q - I) A] < dg A - 1 ; 

et si de plus # est centrde, 

d g [ ( Q - I ) A ] < d g A - 2 .  

Preuve. 11 suffit de mont re r  le lemme quand  A est un m o n o m e  x r I e N  p, avec 
dg x l<k .  

De (1.5) il r6sulte que l 'on a 

xt (uo v) = xl (u) + xt (v) + Pl(u, v) 

avec i) dg P1 < dg x l 

ii) dg Pz/u et dg Pl/v <= dg x ~ - 1 

iii) val Pl/u et val Pt/v > 1. 

Par suite, pour  dg x z < k, 

(Q - I) xl( �9 ) = S x~(v) #(dr) + ~ P~(., v) #(dr), 
N N 

est une fonction po lynome de degr6 inf6rieur ou 6gal ~t d g x  ~ -  1. 
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Si # est centr6e, les m o n o m e s  de Pz(u, v) dont  le degr6 partiel  en v est 6gal / t  1 
vont  avoir  une int6grale nulle, il s 'ensuit donc  que 

dg [(Q - I) x'  l < dg x z - 2. 

3.2 Lemme.  Soient # une mesure de probabilit~ sur N e t  f une fonction #- 
1 

intOgrable positive. Alors n~ZT_ a ~ f l{$<c,i d# converge vers z&o, quand n tend vers 
u 

l'infini, pour tous r&ls ~ > 1 et c > O. 

Preuve. Quitte  ~t remplacer  f par  f c - l ,  on peut  supposer  que c = 1. 

Nous  avons 

a n  1 ( ) = - n ~ !  f= l{:<--#}d#=n~l~-~ k=l ~ NI f" l{k-l<f <k}d# 

1 ~ k~#({k_l<f<__k}) 

1 ~ k~(a k- _ ak), ~-~n ~- 1 1 
k = l  

en posan t  a k = # ( { f > k } ) .  
Or f 6tant int6grable, la s6rie positive a k est convergente.  I1 s 'ensuit que la 

suite k a  k converge vers z6ro et la s&ie posit ive t k=k(ak_ l - -ak )  est donc  
P 

convergente  (noter que ~ tk=(a 1 + ... +av_ 1)--P ap). On en d6duit que la suite 
k = l  

u k = k t k converge vers z&o. 

< 1 ~ k~_ z On a donc  prouv6 que 6(n)=n~-_l_l Uk, Off U k est une suite conver-  
k = l  

1 ~ ke_2 geant  vers z&o. C o m m e  pour  e > 1, n~ ~ u k tend vers z&o d6s que la 
k = l  

suite u k tend vers z6ro, le l emme (3.2) est prouvS. 

3.3 Lemme.  Soient # une mesure de probabilit~ sur N e t  f une fonction #- 
intdgrable positive. Alors 

[ j ' f~  l{I >~.} d#] 1 +~ 
N 

nO:-fl(1--a) # ( { f  > c n}) 

converge vers zdro, quand n tend vers l'infini, pour tous r&ls  c > 0 ,  0<c~<  1, f l > 0  
avec fl(1 - e ) <  1. 

Preuve. Quitte  ~t remplacer  f par  f c -  1, nous pouvons  supposer  que c = 1. 

Posons F ( t ) = # ( { f > t } ) ,  telR+. D'apr6s  le th6or6me de Fubini,  nous avons 
pour  tout  e > 0, 
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+ ~  
dt=c~- l ~ f~ l{f>,id#-c~- l n~ff({f >n}) �9 

n N 

Comme n g ( { f > n } ) <  S fd# ,  n # ( { f > n } )  converge vers z6ro; on est amen8 
( f > n )  

alors/ t  prouver  que la fonction 

U(x) -  x~_a(l_~) y(x  ) (xelR), 

converge vers z6ro quand x tend vers l'infini. 
Posons 

xelR+, avec 7 = ( f l ( 1 - e ) )  -1. 

F 6tant d6croissante et 7 6tant sup6rieur ~ 1, G est une fonction convexe; c'est la 
composSe des trois fonctions convexes: 

x~-~ ~ dt, x~-, x ~ et x~-~ x -~. 
x 

Nous savons alors que la fonction p(x, y ) - G ( x ) -  G(y), x et y e N + ,  est croissante 
x - y  

en x et y. G admet donc des d6riv6es ~t gauche et ~t droite, croissantes, v&ifiant 

! ~ t ! ! Gg(X)=Ga(x) et Gg(y)>p(x,y)>Ga(x), (x, ys lR avec x<y).  

D'autre  part  comme limtF(t)=O, nous avons 
t ~ O  

lim x 1-~ ~ t=O;  
x ~ + c m  x 

par suite 

x ~ + o D  xy 

G(x) 
et lira = + ~ .  On en d6duit que l 'on a 

x ~ + o o  X 

lira G~(x)= lim G'g(x)= +oe. 
x ~ + o c  x ~ + o o  

Le lemme (3.3) s'obtient alors en remarquant  que puisque F est continue /t 
droite, on a 

65(x) = [(1 - ~) U ( x ' ) ] -  1, x e ~ + .  
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3.4 Corollaire. Soient # une mesure de probabilitd sur N, p un r~el supdrieur ou 
dgal d 2 et f une fonction positive vdrifiant ~ f(x)q#(dx)< + oe avec q> 1. Alors 

N 

nous avons, pour tout rdel c > O, 

(~ f 1~r > ~.~/.~ d#) p 

lim n(p_q)/Nq [# ({ f  > c H1/q})] p-1 =0.  

Preuve. Posons g=fq;  g est une fonction #-int6grable positive. Le corollaire 
se d6duit alors imm6diatement du lemme (3.3) pour les valeurs e=q--1  et 
f i = ( p -  1) -1 . 

4. Th6or6me de la iimite eentrale 

Nous d6signons par (N, [ ,  ]) une alg6bre de Lie nilpotente de longueur r. On 
muni N du produit o d6fini par la formule de Campbell-Hausdorff,  

u o v = u + v +  l /2[u ,v]+. . .  (u,v~N). (*) 

(N, o) est alors un groupe de Lie nilpotent simplement connexe. 

4.1 Suite gradude d'idOaux de N associ~e d une mesure de probabilitd sur N. 
Soit # une mesure de probabilit6 sur N, poss6dant un moment  d'ordre 1. Soit m 
un suppl6mentaire de N 2 =  I N ,  N ]  dans N;  si u~N, nous notons g la composan- 
te de u sur m. Posons X = ~g#(du); X est un 616ment de m. 

N 

Consid6rons l 'ensemble E = {(/, k ) eN  x N : 0  < k < l} • {(1, 1)} muni de la rela- 
tion d'ordre total >- d6finie par 

, ,  {I>l'  ou 
(l,k)>-(l,k)~=> l=l' et k>k'" 

I1 est facile de voir que l 'ordre ainsi d6finit sur E est aussi celui qui est induit par 
la bi jection:r  ~ N 

(l,k) ~ a ( l , k ) = { ~  l - 1 ) / 2 + k  +1 si l > 2  

si 1=1 '  

Nous appelons alors suite gradu6e d'id6aux associ6e h #, la suite gradu6e 
d'id6aux d6finie de la fa~on suivante: j 1 ,  0 (#) = N, j l ,  1 (#) ___ N 2 (~ ]RX et J~' k(#), 
(l, k)s(E, ?~) avec I>2,  est l'id6al de N ~ engendr6 par N ~+1 et par les 616merits qui 
sont des crochets de l 616ments de m dans lesquels figure au moins k fois X. 
{~'k(#);( l ,k)~(E,~)} est une suite gradu6e d'id6aux plus fine que la s6rie 
centrale descendante de N et de longueur inf6rieure ou 6gale /~ r(r+l)/2 (car 
jz.k(#) = (0) si l>  r); en outre il est clair que cette d6finition est ind6pendante du 
choix du suppl6mentaire m de N 2 dans N. Darts la suite nous omettrons l'indice 
#, pour all6ger l'6criture. 
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4.2 Pour  tout  l__> 1, nous avons S ' ~  ~. En particulier ~ 2 , 0  = N  2 et m (voir 
(4.1)) est un suppl6mentaire de j 2 , o  dans J a ' ~  D6signons par  m 1'~ un 
suppl6mentaire dans m de l 'espace vectoriel, m 1' ~, engendr6 par X; et par  m ~'k, 
(l, k )~E  avec l >  2, un supp6mentaire  de jlo,ko darts j l ,k ,  O/~ (lo, ko)est le plus petit 
616ment de (E, >-) str ictement sup6rieur A (l, k). [Si k < l - 1  (lo, ko)= (l, k + 1), si k 
= / - 1  ( l o , k o ) = ( l +  l,O)]. 

Pour  tout  (l, k)~E,  nous avons 

~'l,k = @ mr,k'; 
{(l', k ' )eE:  (l', k ')  ~_ (I, k)} 

et pour  tout  entier l>2 ,  @ m z'k est un suppl6mentaire de N z+~ dans N ~. 
O<-k<~l - i 

Si u e N ,  pour  tout  couple (I,k) de E, nous notons u (z'k) la composante  de st sur 
m~'k; nous avons 

.=  2 2 
{(/, k)eE} {(1, k)~E: 1 <- r} 

Pour  tout  entier naturel  n, nous posons alors 

{(l ,k)eE: 2 < l <~r} 

a v e c  / ~  S/(I' 0) -~ U (1'1) 

4.3 Crochets de Lie assoctOs gt sine mesure de probabilitO. Pour  tous couples (l, k) 
et (l', k') de E, nous avons 

[ml'k, mr'k'] c J l  +r'k +k' = @ m s'p. 
{(s, p) e E: (s, p) ~_ (I + l', k + k')} 

Pour  u~m ~'k et veto r'k', notons  [u,v]~ la composante  de [u,v] sur m l+r'k+k'. 
Pour  u et v appar tenant  A N, posons alors 

[u, v].  = F [u "'k~, r  
{(/, k), (l', k ' )eE:  i. l' < r} 

I1 est clair que l 'application de N x N dans N qui au couple (u, v) associe 
[u, v] ,  est bilin6aire altern6e. D 'aut re  part, pour  u e m  z'k, veto r'k', were  r''k'', avec 
(/, k), (l',k'), (I", k" )eE,  [u, [ v , w ] , ] ,  n'est autre que la composante  de [u, I-v, w]] 
sur ml+r+r"k+k'+k"; il s'ensuit que [ ,  ] ,  v6rifie l 'identit6 de Jacobi. On en d6duit 
doric que [ ,  ]u est un crochet  de Lie de N, v6rifiant 

[ m~''k~, [ m~' k~, " '  " ,  [ m~-  ~'~- ~, m~"'~% "'" L ] .  ~ m  . . . . . .  , 

pour  ( l i ,k l)eE,  i~{1, . . . ,p} ;  et ( N , [ ,  ]u) est une alg6bre de Lie ni lpotente de 
longueur inf6rieure ou 6gale A r. Nous  notons  o, le produi t  sur N associ6 au 
crochet  de Lie [ ,  ] ,  par  la formule de Campbell-Hausdorff .  

D 'aut re  part  on d6finit un nouveau  crochet  de Lie [ ,  ]'u sur N en posant,  
pour  u~m z'~' et v~ln r'k' 
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[u , v ] ,=[[u , v ]u  si (l,k) et (/',k')+(1,1) 
10 sinon 

On note o' le produit sur N associ6 g ce nouveau crochet de Lie par la formule # 
de Campbell-Hausdorff. Dans le cas off # est centr6e nous avons o'.-- o., mais en 
g6n6ral o'. et o~ sont distincts. 

4.4 Nous notons ad (resp. a d" e t a  d TM) la repr6sentation adjointe de l'alg6bre de 
Lie (N, [ ,  ]) (resp. (N, [ ,  ].) et (N, [ ,  ]'~)). 

Pour tout 616ment (1,k) de E, posons (voir (4.1)) q . a , k ) = d i m N / J  ~'k et, pour 
q.(z,k)-1 ~ q~(z,k), d6signons p a r  { e q.,(z,k)_ ~ + 1 . . . . .  eq.a, ~} une base de m l'~, a v e c  eq~ 
=eqo+a = X  si q o + q l .  Nous obtenons ainsi une base {ek}l<=k<_p de N, adapt6e ~t 
la suite gradu6e d'id6aux {Jl 'k:( l ,k)e(E,  >-)}. Nous notons {Xk}l<=k<=p le syst6me 
de fonctions coordonn6es associ6 ~t la base {ek} 1 <=k<=p" 

Si f est une fonction diff6rentiable sur N, nous posons pour v~N  

vf(u)  = lim(f(u o'~ t v) - f (u))/ t  (u ~ N). 
toO 

Consid&ons l'op6rateur diff6rentiel du second ordre, Dr, d6fini par: 

q2 
Dr f =  ~ ;~k[ExpadUtX(ek)] f  

k = q l + l  

ql ql 
At- ~ ~ O'l, k [Exp a d" t _~(el) Exp a d" t X ( e k )  ] f ,  

l = l  k= l  

O1~1 Yk = ~ Xk(g) #(dg), al, k = ~ xl(g) Xk(g) #(dg) -  xl(X ) x k (X) et f est une fonction de 
N N 

classe C 2 sur N. 
Alors nous avons: 

4.5 Th6or6me. Soit (X,),~ N une suite de v.a. ind@endantes d valeurs dans N, de 
mdme loi # ap&iodique et possOdant un moment d'ordre 2. Alors, avec les notations 
prdcddentes, la loi de la v.a. Un(X ~ . . . . .  X n o ( - n  X)) converge, quand n tend vers 
l'infini, vers la loi au temps 1 du processus de diffusion sur N(  ~IR") de g~n&ateur 
infinitOsimal D r Cette loi limite est absolument continue par rapport d la mesure 
de Haar de N. 

Le reste de ce paragraphe est consacr6 ~t la preuve de ce thhor6me. 
Posons 

Zk=Xko(--X) ,  k > l .  

{Zk}k>=l est une suite de v.a. ind6pendantes centr6es de meme loi 2=#*e(_~). 
N o u s  a v o n s  

X ~ . . . . .  X o ( - n X ) = Z ~ o ( X o Z 2 o ( - ' X ) )  . . . . .  ( (n-  1 ) X o Z ~ o ( - ( n -  1)X)) 

= Z lo Exp ad X(Z2) . . . . .  Exp ad(n - 1) X(Z,). (,) 
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4.6 Munissons l'espace produit N xlR du produit, encore not4 o (resp. o',), 
d4fini par 

(u, t) o (v, s) = (u o Exp ad t X (v), t + s) 

(resp. 

(u, t) o'u(v, s) = (u o'u Exp ad ~ t X (v), t + s)), 

pour u, v ~ N  et t, s61R. 
Nous obtenons alors un groupe de Lie nilpotent qui est un produit semi- 

direct des groupes de Lie (N,o) et (IR, +)  (resp. (N,o') et (IR, +)). 
Notons indiff&emment 0 o u  ep+ 1 le champ analytique de vecteurs tangents 

qui correspond ~ la d&ivation ordinaire sur IR. Soit {ek}1<k<=p la base de N 
consid4r4e en (4.4). L'alg4bre de Lie du groupe de Lie (N x IR, o) (resp. (N 

r t x IR, %)) est N@IR~? muni du crochet de Lie, encore not4 [ ,  ] (resp. [ ,  ],), qui 
t coincide avec [ ,  ] (resp. [ ,  ]~) sur N et qui vdrifie en outre [0, ek] = [X, ek] (resp. 

[0, ek]' ~ = IX,  ek],), pour tout k~{1, ...,p}. 
Avec les notations ci-dessus la relation (.) s'4crit 

( X  I . . . . .  X n o  ( - lq, X ) ,  n) = ( Z l ,  1)  . . . . .  (Zn ,  1) .  

Nous sommes ainsi amen6s/~ 4tudier le comportement, dans le groupe de Lie 
( N x R ,  o), du produit de n v.a. ind4pendantes et de loi 2|  Pour cela nous 
allons nous servir d'une technique qui a d4ja 4t6 utilis4e dans [1]. Cependant 
l'utilisation de celle-ci n4cessite l'existence, pour la loi 2 | e, (i.e. pour 50, d'un 
moment d'ordre 2r  (el. [1]). D'apr~s nos hypoth6ses nous avons seulement un 
moment d'ordre 2; nous devons done faire appel fi un proc4d4 de troncature. 

4.7 
l'416ment Tf(u) de N par: 

Xk(Tf(u)) 

a k ( n )  = 

Pour tout entier naturel n e t  pour tout 616ment u de N, nous ddfinissons 

si Ixk(u)l ~ n  ~k/~- 

si IXk(U)l>,r ~/2 et dk>l ,  

S Xk(g) l~lx~t.~l ~ r ~t(dg) 
N si d k = l  et rxk(u)f>]/n 

,t({Ix~(. )J >l/n}) 

pour tout 616ment k de {1 .. . .  ,p}. 
Dans la suite, pour all6ger l'6criture, nous 6crirons T n au lieu de Tf. 

4.8 Lemme. Avec les notations prOc(dentes, nous avons 

lim [](2|174 =0.  
n 
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Preuve. I1 est clair que l 'on a 

off 

A. R a u g i  

II(A | q ) n _  (Tn()O | ea)n II ~ (l + 7.) n -  1, 

~, = 2 ({ueN:  3 ie { 1, ..., p}/lxi(u)l > n~'/2}). 

Or nous avons G<2({~b2>cn}) ,  off c est une constante et ~b est la jauge 
principale sur N d6finie en (2.3). C o m m e  #, et donc  2, poss6dent un momen t  

d 'ordre 2 nous avons S q52(g) 2(dg) < + oo ; c'est-~-dire 
N 

y~ ;4{4 2 > c n } ) <  + ~ ,  
n~N 

pour  tout  c > 0 .  On  en d6duit que pour  tout  c > 0 ,  n2({~62>cn}) tend vers zhro 
quand  n tend vers l'infini. 

I1 s'ensuit que n G tend vers z6ro et il en est de m~me de (1 + G ) " - 1 .  Le 
lemme (4.8) est prouv& 

Etendons la dhfinition de U,, (voir (4.2)) a N x IR en posant  

U.(u, t)= (G(u), t/~), (., t )~U x ]P.. 

D6signons par  rc la projection de N =  @ m z'k sur ml'~174176 nous 
(l,k)eE 

avons ~(u)=u(I"~ (2'~ pour  u~N. Prolongeons  zc ~t N x IR en posant  

(u, t )=  (~(u), t), (u, t) e N  x IR. 

Alors nous avons:  

4.9 Proposition. Avec les notations prdc~dentes, la suite de v.a. 

A n = UnE(Tn(Zl),  l )  . . . . .  (Tn(Z.), 1)]  - UnErc(T.(Z1), 1 )o '  . . . .  '. rc(Tn(Zn) , 1) ]  

converge vers z&o dans L 2. 

Pour  prouver  la proposi t ion (4.9) nous commenqons  par 4tablir deux 
lemmes. 

Pour  tout  entier k de {1,. . . ,p},  nous notons  (da,zk) l'616ment de E tel que 
e k ~ m d~' ~ (voir (4.4). Pour  tout  c~ = (a 1,..., a p + 1) s N p + 1, nous posons 

p p 

d(cO=dgx~= ~ akdk+a p+I et z (a )=  ~ a k z k + a  p+I. 
k = l  k = l  

Soient k~ { 1,. . . ,  p} et l~N. D6finissons 

~ 0 = { ( ~  .. . .  ,c~3e(N~+l)~:d(~D+.. .  +d(~3  _-<G, ~(cq)+ ... +r%)--<zk 

et la (p + 1)-i6me composante  de el ~ NP+ ~ est nulle}, 
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~.i{ 1 = {(%, ..., ~ t ) ~ / o  : d ( % ) +  ... + d(ch) =dk, V(0q) + ... + z ( @  ='C~ 

et la q,-i6me composante  de ~i, i t { l ,  ..., l}, est nulle si X + 0 } .  Nous  avons: 

4.10 Lemme.  A v e c  les notat ions  prOc~dentes, soient  z~ . . . .  ,zz 1 Ol~ments de N 
o , . ,  "7 t I x IR, alors x~(z~ oz~) et  X k ( ~ o  ~ . . . . . . .  ~ )  s'Ocrivent respect ivement ,  pour kq=q~, 

Y~ C ........ x~'(~O...x~'(z,) 
( ~  . . . . .  ~z)~ a/*'o 

et  

2 C . . . .  x C ~ l ( z 1 ) ' " x  (Zl)" 

Preuve.  Posons z~=(ui,  t i ) a N  x IR, ie{1 . . . . .  l}. Pour  tout  entier k appar tenant  ~t 
{1 . . . . .  p} nous avons 

Xk(Z 1 . . . . .  Zl) =Xg(U 1 oExp a d t 1 X(u2) . . . . .  Exp ad( t  I + . . .  + t z_ 2) X(th)); 

et il est clair que xk(z  t . . . . .  zt) s'6crit 

Q ~,x~l(~l)l..X /z,). 

D'ap r& la d6finition du crochet  de Lie [ ,  ]u (voir (4.3)), il est alors clair que 

Xk(U I o~ Exp ad" t 1 X(u2) o, . . . .  , Exp ad~(t l  + ... + tl_ 1) X(uz)) 

s'6crit 

~1 a t  C~ ...... x (z0... x (z;), 
(~  .. . . .  ~0~,/lr o 

o~ 

J#~ = {(~1 . . . .  , ~ l)~ ~ # 0  d(~2) + + d(~l) = dk et ~(~1) + ' "  + z (~z) = zk}. 

Le lemme (4.10) est alors une cons6quence imm6diate des relations 

t 
~  ' " " ~ "~1) Xk(Z1 l~ 

= xk(u 1 o' E x p  a d .  t I X(u2)  o'. . . . .  u' E x p a d " ( t a  + "'" + h -  1) -X(ul)) 

= x~ [-(ul - x.1 (uO x) o. . . . .  . E x p  a d"(q + - - -  + t,_ 1) ~ ( u , -  x~ (u , )  Y) 
I 

+ ~ x~ %) x],  
j = l  

qui r6sultent directement  de la d6finition du crochet de Lie [ ] '  

4.11 Lemme.  Pour  route fonc t ion  monome sur N ,  x ~, ~ N  p, nous avons 

l ira ~lx~(T,(u))[2(du)/nd~)/2-1=O si d ( ~ ) = d g x ~ > 2 ,  
n N 

lira ~ [x~(T~(u))l 2(du) = ~ ]x~(u)] 2(du) 
n N N 
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et 

lim ~x~(T.(u))2(du)=~x~(u)2(du) si d(cQ <2 .  
n N N 

Preuve. Si d(c~)= 1, nous avons ~x~(T,(u))2(du)= ~x~(u))~(du)=0, car les mesures  
N N 

2~ et T,(2) sont centr6es. D ' au t re  par t  nous avons, pour  i~{1 . . . .  ,q~}, 

[xi( Z,(u)) [ 2(du) = ~ Ix~(u)l 1~1~,1 ~ V~(u) 2(du) + la~(n)l 2(Ixil > ] f s  
N N 

-- y Ix~(u)l 1 ~1~,1 ~ ~ (u) ,~(du) + I(, x~(u) 1~1~, I ~ 7~ (u) ,~(du)l, 
N N 

qui tend vers 5 Ixi(u)l 2(du). 
N 

Si d(~)=2,  nous avons soit x~(u)=xi(u)xj(u) avec i , j e {1 , . . . , q l } ,  soit x~(u) 
=xi(u ) avec ie{q 1 + 1, ..-,q3}, Dans  le second cas nous avons 

Ix~(T,(u))l<[x~(u)l et limx~(T,(u))=x=(u); 
n 

c o m m e  2 poss6de un m o m e n t  d 'ordre  2, d 'apr6s le th6or6me de convergence 
domin6e, nous avons 

et 

lira ]'x~(T.(u)) 3~(du)= ~ x~(u) 2(du) 
n N N 

l im j Ix~(T,(u))L 2(du) = j Ix~(u)l ~(du). 
n N N 

Dans  le premier  cas nous avons 

avec 

x~( T,(u) ) 2(du) = e l(n ) + e 2 (n) + e 3 (n) + e 4 (n), 
N 

Or 

e 1 (n) =- ~ xi(u) xj(u) l~l~,(.)l ~t kxj(.)L _-</~} (u))~(du) 
N 

e 2 (n) = a i (n) ~ xj(u) l(ixj(.)l =</,, I~,(.)L > / ~  (u) 2(du) 
N 

e3(n)=aj(n ) ~xi(u) l(tx,c.)l__< 7L ixj(.) I > g~/(u)2(du) 
N 

e,(n) = ai(n ) aj(n) 2({kxll et Ixjl >~}). 

a i ( n  ) = _ ~ x i ( i g  ) l[[x d < l/n}(u) ~(du ) / , )~ (  { I x i l  > ] / ~ } )  
N 

= - ~ x , ( u )  l~lxi I > ~ ( u ) ; ~ ( d u ) / , ~ ( { I x ,  I > lf~}) ,  
N 

car 2 est centr6e. 
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De l'indgalit6 de Schwarz, il r6sulte alors que l 'on a 

[ai(n) I <(j'lxi(u)]2 l{/x,i > l / n } ( t l ) ~ ( d u ) ) l / 2 ( , ~ ( { l X i [  > - ~ } ) ) -  172 

N 

et 

sup(le2(n)], lea(n)l, le4(n)l) 

<(j" Ix~(u)l 21{1~, I > ~ ( u )  )c(du))l/2(5 ]xd(u)l 2 ).(du)) 1/2. 
N N 

Comme 2 poss6de un momen t  d 'ordre  2, d'aprhs le th6or4me de convergence 
domin6< ez(n), e3(n ), e4(n ) convergent  vers z&o;  et par suite 

lim [x=(T,(u)) 2(du) = ~x~(u) 2(du).  
n N N 

De meme nous avons 

lira ~ Ix~(T,,(u))[ s = y Ix=(u)l 2(du).  
n N N 

Supposons que d(~)>  2. Nous  avons, (in6galit6 de H61der), 

P 

N i = 1  N 

01] :~ = ( 0 q ,  . . . ,  O~p)~]N p. 

Pour  prouver  le lemme, nous sommes alors amen6s & prouver  que pour  tout  
i~{1 . . . . .  p} et tout  r6el c tel que cd~>2,  nous avons 

lim y Ixi(r,(u))l c 2(du)/n cd~/z- 1 = 0. (1) 
n N 

Si di > 1, nous avons 

[. Ix i (Z,(u) f f  Rdu)/n cd*/z-a 
N 

= ~ IXi(U)] c l{ix~ I <_,,~/e}(u) 2(du)/n ca'~2-1, 
N 

et (1) est une cons6quence du lemme (3.2). 
Si d i = l ,  nous avons c > 2  et 

j" ixi(Tn(u)ff 2(du)/nCa,/2 - 1 = el (n) + e 2 (n), 
N 

a v e c  

e~(n) = ~ Ix~(u)l ~ l~px, i <_ / . } (u) ,~(du) /n  ~/~- ~ 
N 

et 

e2(n ) = ]ai(n)l~ 2({ixi I >1~}) /n~ /2 -1 .  
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D'apr6s le lemme (3.2), ej(n) converge vers z6ro. D'autre  part  nous avons 

e2(~)-<_(J Ix,(u)l l{l~,l > ~ ( u )  ;v(d,))c/n c/2- '  ,t({Ix~l > 1/~}Y- ~; 
N 

et ez(n ) converge vers z6ro d'apr6s le corollaire(3.4). 
Le lemme (4.11) est d6montr& 

Preuve de la proposition (4.9). Pour  k~ { 1, ..., q l } w {p + 1 }, nous avons xk(A,)= O. 
Pour  prouver  la proposit ion,  nous devons donc montrer  que pour  tout  ke{q t  
+1,  . . . ,p} 

1 
(~k(n)--=na~d~kE[(Xk((Tn(Z1), 1) . . . . .  (T,(Z,), 1)) 

t t 2 -xk(z (T~(Zi )  , 1)~ . . . .  ~ ~r(T,(Z,), 1))) ] 

converge vers z&o, quand n tend vers l'infini. 
Pour  tout  entier n >  1, d6signons par Q, le noyau de transit ion sur (N x IR) 

x (N x IR) d6fini par  

Q, f ( z l ,  Zz)=E I f ( z ,  o (T,(Z O, 1), z z o', 7r(T,(Zl), 1))] 
t = S f ( z i ~  2o rz(z))v . (dz) ,  

N x N  

off v. = Y.(,~) | e~. 
Nous  avons alors 

1 
~(n) = n~-C~ ~ [Q. & ]  (0, 0), 

off A~ dhsigne le po lynome sur (N x 1R) x (N x IR) dhfini par 

Ak((u, t), (v, s)) = (xk(u) -- xk(v)) 2. 

D'ofl 

1 
6k(n ) = ~ [((Q, - I) + I)" Ak] (0, 0) 

_ 1 ~ C', [ ( Q , -  I) t Ak] (0, 0). 
~ d k  + ~k l =  0 

Or nous avons 

(Q _I) '  Ak(O,O)= ~ . . . . . . . . .  ~ (Xk(Z1 Zl)__Nk(g(ZI)Otl ... ,#~(Z1)))2 
Nx]N NxlR 

- ( v . -  %)(d z 0 ... (v, ,-  e.o)(d zl) 

= J . . .  J [ 2 q ,  ...... 
N x N  N x ~ .  (Cq . . . . .  ~ I ) E ~ / O  - -  ~'~2 

�9 (%-%)(dz i ) . . .  ( % -  %)(d z,), 
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off 

J?/2 = {(%, .-., ~l) e J#l  : V i a { l , . . . ,  l}, d(o~i) 

- -  - i  Op + 1 ~ - -  2, z (cq) = a~' + i, avec ai = (a~, . .., a f  + *) e N  p + * } 

= E c ~  .. . . . .  , c e ,  ..... e , a , ( ~ , , . . . , ~ , ; # , . . . , # , ) ,  
(~, . . . . .  ~z)e Jr - dla  
( i l l  . . . . .  f lZ)E ~'t l0 - -  r i g 2  

l 

o a  a . ( ~ . . . . , ~ , ; &  . . . . .  /~z) = 1-[ ( 5 ~ ' + e ' ( z , ) ( ~ . - e 0 ) ( d ~ , ) )  �9 
i = l  N x R  

Soient (~> . . . ,  ~,) et (fi,, . . . ,flz) deux el6ments de ~#70; posons  

a '  a i ) et f i i=(b} ,  be+ h ~i ~-'~" ( i ~ ' "  p + l  

pour  ie{1 . . . .  ,I}. Une  condi t ion n6cessaire pour  que le produi t  
A , ( % ,  . . . ,  ~l;fl~,-.. ,ill) soit non  nul est que nous ayons, pour  tout  i e{1 , . . . ,  l), 

o u bien d (~  +/~)  - (a~ + 1 § b~' + l )  => 2 

ou bien d(o~ i + ill) -ai- P+ * + b~ + 1 4 0 .  (**) 

En particulier,  nous devons avoir  d(oq+f i )+, (oq+f l~)>=2,  Vie{1 . . . . .  l}; et cette 
condi t ion ne peut  ~tre r6alis6e que pour  1< d k + ~k. 

Soient (% . . . .  , ~1) et (ill, ..., ill) deux 616ments de J /0  v6rifiant la condi t ion (**); 
nous avons done  l < d ~ + %  et nous d6signons par  {I~,12} la par t i t ion de 
{1, . . . ,  1} d6finie par  

Ia = {ie{1 . . . .  , l}" d ( e , +  f i ) - ( a f  + * + bf  + t )>2} ,  

12 = {ie{1 . . . .  , 1 } ' d ( a g + f l , ) = a f  +* + b f  +* q:0}. 

Nous  avons 

1 

a, (~ , , . . . ,~ , ;&  .... ,/%)= I-[ 5 ~'+~'(z~)v,,(dz,) 
i = i  N x ~ .  

l 

= i~  ~x~'+e'(T.(u,), 1) 2(du,) 
i = l N  

= H 5 x~'+e'(T,(u,),  1)2(au,). 
i~I~ N 

Par  suite 

A A 

. n / . ( d ( c ~ ' + , ~ - } - d ' + X - b p + l ) / 2 - 1 1  
= 1-[ [(J'x~'+e'(g.(u), 1) ~ ( d . / . / , ,  . . . .  J, 

i~I1 N 

converge vers z6ro, d 'apr6s le l emme (4.11), saul  si d ( o q + f l l ) - ( a ~ + ~ + b ~ §  
pour  tout  i appa r t enan t  & I~. 



166 A. Raugi 

Or  

((d(~i + fl i)-  (af + 1  jr_ bf+ 1))/2 __ 1) 

l 

= ~ (d(ai + fii) - (af + 1 + bf+ 1))/2 _ card 11 
i=l 

<dk + zk--l, 

1 l 

car nous avons ~ d(e i+f i i )<2dk,  ~ ( a f  + l + b f + l ) > c a r d I  2 et c a rd I  2 < 2 z  k. Si 
i = l  i = 1  

1 
bien que nd~+~ Cl, A,, qui est inf&ieur h 0ff ! )  A',, converge vers z6ro sauf si d(a i 

l 

+fii)-(a~ +1 +b~+1)=2 ,  VieI1, ~ d(ai+fli)=2dk, 
i ~ l  

l 

~(a~+l+b~+l)=cardI2  et cardI2=2z  k. 
i - - 1  

1 l Autrement  dit ~ C , A , ( ~ l , . . . , a l ; f l l , . . . , f i l )  converge vers z6ro except6 si 

(~1, ..., ~z) et (ill . . . . .  ill) appar t iennent  ~t .M 2. 
Comme 

dk-] ~k 1 
t ak(n)= Z y, c ........ , ce ...... e, n,,,~+~,~ c .  A,,, 

t =  0 (~1, ---, c~l)~dr ~d2 
(il l  . . . . .  fll)e~tr 

la proposi t ion (4.9) est d6montr6e. 

Du lemme (4.10), il r6sulte aussi que l 'on a 

' ' ~ N x R ) .  U.(Zl o. z9 = U.(Zl) O~ U.(-9 (Zl, z~ c 

Par  suite, d'apr6s la proposi t ion (4.9), nous sommes amen6s ~t 6tudier le 
compor tement  en loi de la v.a. 

(R,, 1 ) - ( Z I , , ,  1/n)o' u . . . .  'u(Z . . . .  l/n), 

off, pour  tout  i ~ {1, ..., n}, 

(z,.., V~)= u.(~(L(z) ,  1)). 

DSsignons par Co(N x IR) l 'espace des fonctions continues tendant  vers z&o 
~t l'infini et par C ~ ( N x R ) ,  r ~ N u { ~ } ,  l 'espace des fonctions ~ support  
compact  de classe C ~ sur N x IR. 

Notons  B, l 'op&ateur  d6fini sur Co(N x IR) par 

B. f(u, t) = IE [ f ( (u ,  t) o' (ZI,,,, l /n)) ] .  

N o u s  a v o n s  

B", f (u,  t) = IE [f((u,  t) o'~ (R,, 1))] ; 
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en effet (R,, 1) est le produit, dans (Nx lR ,  o'#), de n variables al6atoires 
ind6pendantes ayant m6me loi que (Zl.n, 1/n). 

Posons A , = n ( B , - I )  et Tff)=exp(tAn), nous avons (E6]): 

4.12 Lemme. Pour tout f de C o ( N x R  ) tel que []Anf[[~=sup[Anf(u)[< +oo, 
u ~ N  

nous avons lim l[Tff)f-B~n~lf[[=O, oi~ [nt] dOsigne la partie entiOre du rOel 
n 

positif n t. 

Pour prouver le thaorame (4.5), nous allons montrer  que la suite de semi- 
groupes Tff ) converge fortement vers un semi-groupe T t. Pour cela nous mon- 
trons d 'abord que la suite d 'op&ateur  A n converge vers un op6rateur A, puis que 
A est le gan6rateur infinit6simal d'un semi-groupe T t et enfin que Tff ) converge 
fortement vers T~. 

4.13 Lemme.  Pour tout Oldment f de C~(N x IR), A n f  converge uniformOment 
vers Af,  o~ A = D 0 + &  

Preuve. Soient y e t  z deux 616ments de N x IR et f un 616ment de C~.(N x IR). 
D'apr6s la formule de Taylor appliqu6e/~ la fonction r6elle g ( t ) = f ( y  o' tz), nous # 
avons 

f (yo 'uz) - f (y )=zf (y)+l /2z2f (yo 'uOz)  avec 0e]0 ,  1[, 

off zfO, ) = lim ( f (y  o'. tz) - f (y)) / t .  
t~O 

Consid6rons la base {ek}l<k<p+ 1 de l'alg6bre de Lie N |  du groupe de 
Lie (Nx lR ,  o'u) et notons (Xk}t<k<p+ ~ le syst6me de fonctions coordonn6es 
associ6/t cette base. I1 vient 

p + l  

f ( y  o'. z ) - f ( y )  = ~ xi(z) e i f (y)  
i = 1  

+1/2  Z 
l< i , j<=p+l  

D'ofl 

xi(z ) xj(z) [e~(ej f )]  (y o'~ Oz). 

A, f (y)  - Af(y)  = n IF, [ f ( y  o' u (Zx,n, l/n)) - f ( y ) ]  - Af(y)  

= I,(y) +J,,(y) +K,(y) +L,(y) 
a v e c  

q2 

I,(Y)= ~ (nlE[xi(Za,,)]-7,)elf(Y),  
i = q l + l  

Jn(Y)= l/2 ~, lE[x~(Zl,n)[ei(Of)+c~(e,f)](yo'uO(Zl,,,1/n))] 
1 <=i<=q2 

+ 1/2 n IE [a2f(y  o' O(Z k n, l/n))]. # 

Kn(y ) = 1/2 ~ IE [fn~'J(y)] 
1 <-i,j<=q2 
d i + d j >  2 
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et 

L,(y)= l/2 ~ (IE[f~'J(y)]-ai,j[ei(ej f)](y)) 
1 <=i,j<ql 

en posant  

f~'J(y) = nxi(Zl,,) x~(Zl,,) [ei(e j f ) ]  (y o'~ 0(Zx, ., l/n)). 

[On notera  que la v.a. Z1, . est centr6e et ~t valeur dans ml '~174  ~'~ | 176  
Puisque f appart ient  ~t C2(S • R), il existe M > 0  tel que ]lfllo~, I[elf][o~ et 

[I ei(ej f)H ~ soient inf6rieurs ~t M, pour  tous i,j ~ {1 . . . .  , p + 1}. Nous  avons alors: 

q2 

a) III.l[~o__<M ~ InlE[x~(Zl,.)]-~el 
i = q l + l  

qa 

2 
i = q l +  1 N 

par  suite,/z ayant  un moment  d 'ordre  2, I]I~l[oo converge vers z6ro quand n tend 
vers l'infini. 

b) q[J~l[o~M ~ IE[[xi(Zl,.)l]+M/2n 
i <=i<=q2 

< M  ~ (~ Ixi(T~(u))]2(du))/na~/2 +M/2n; 
l~i<<-q2 N 

pour  i~ {1, ..., qz} ~ [xi(T~(u))t 2(du) converge vers ~ Ixi(u)l 2(du) (lemme (4.11)); 
N N 

par  suite HJ,[[~ converge vers z6ro quand n tend vers l'infini. 

c) Pour  i, jE{1 . . . .  ,q2} tels que d~+d i>2 ,  nous avons 

liE [ f / '  J(y)] I < MnlE [Ixi(Zl..) xj(Zl..)l] 

<=(M ~ [xi(Tf (u)) xj(Tf(u))[ )o(du))/n ~a'+a#2-1, 
N 

qui converge vers z6ro, quand n tend vers l'infini, d'apr6s le lemme (4.11). Par 
suite IlK, lk~ converge vers z6ro. 

d) Pour  i,j~{1, . . . ,ql}, nous avons 

IF. If2' J'(Y)] - cr,, j [e i (ej f ) ]  (y) = 7n (y) + ft. (y) + 7. (Y) + 8. (y) 
avec 

70(3, ) = ai(n ) IF, [xj(Z1) l(l:q~z~) I ~ Va ~t IxAZO I __< gh'3 

�9 [e,(ej f ) ]  (y o' O(ZI,,,, l/n))] 

fin(Y) = aj(n) IE [xi(Za) l~l~,~z~) I ~v~ e t  Ixj(Z1)[ > ~ff} 
�9 [e i(ej f ) ]  ( y  o'. 0 ( Z L . ,  i/n))] 

7.(y) = ai(n) as(n ) IF. [l~l~,(z ~)1 ~t I:,j(z~)l > v~ 

�9 [ei(e j f ) ]  (y o'~, O(ZI,., l/n))] 

(~n(Y) ~- IE ( x i ( Z l )  x j ( Z  1) l{]x,(Zt)] et Ixa(z1)] ~ l/if} 

�9 [e~(ej f)] (y o'. O(Zt, ~, i/n))] - aid [e~(ej f ) ]  (y). 
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En utilisant la ddfinition des a~(n), i~ { 1 . . . .  , q 1 }, et l'indgalit6 de Schwarz, on voit 
facilement que ]]e,]]~, ]lfl,][oo et 117,1]oo convergent  vers zdro quand n tend vers 
l'infini. 

D 'aut re  part  ~,(y) s'dcrit 6~(y)+ 52(y) avec 

5~ (y) = IF. [x~(Zl) x j (Zl)  ltlx,(z~) Iet lxj(Z1)[ < 

�9 ([ei(e j f ) ]  (y o'~ O(ZI,,, l/n)) - [ei(e j f ) ]  (y))] 

5 2 (y) = (IE [x~(Z 0 x~(Z1) l(l~(Zl) l ~ Ixj(Z~)l <= v J  - a~,j) [e~(ej f ) ]  (y). 

/~ possddant un momen t  d 'ordre  2, d'aprds le thdordme de convergence dominde 

IE [x~(Zl)  xj(ZO l~l~Zl) I ~, I~z,)l ~ v~]  

converge vers a~,i; par  suite 116~ I I o0 converge vers zdro. 
Soit e > 0  donn6 et ddsignons par  [I II une norme sur l'e.v, de dimension finie 

N x IR. La fonction e~(e~f) 6tant continue/~ support  compact ,  il existe ~ > 0  tel 
que pour  tout  dldment z de N x IR vdrifiant []z][ <c~, on air 

sup I[e i(eJ f ) ]  (y ~ z) - [e i(ej f ) ]  (Y) I < e. 
y~N xlR 

Nous  avons alors 

II a~ II oo < ~ ~ EIx,(z  D xj(Z1)I ] -]- 2 M IE EIx, (zl) xj (Zl ) l  1{ II (z,, ~. ~/,)Ip > J ,  

qui montre,  via le thdordme de convergence dominde, que llS~ II 0o converge vers 
zdro quand  n tend vers l'infini. 

Le lemme (4.13) est prouvd. 

ql 

2 ~_ y ,  Off 4.14 Lemme.  L'op~rateur A du lemme (4.13) est de la forme 1/2 ~ xj 
j=l 

{x 1, ..., xq~, y} est un syst~me gOnOrateur de l'alg~bre de Lie du groupe de Lie (N 
• R, o'~). 

Preuve. # 6rant apdriodique, la matr ice (a~,jh, j~ 1 ..... q~ est non ddgdndrde. En 
effet, si elle 6tait ddgdndrde, il existerait des rdels 2i, i~ {1 . . . . .  q~}, non tous nuls, 

Pl 

tels que ~ 2~x~(.)=0#.e(_~)-p.s . ,  et ~ serait portde par la classe de J? modulo  

le sous-groupe ferm6 distingud 

{ v e N :  ~ 2~x~(v)=O}. 

Pour  prouver  le lemme, nous sommes donc amends ~t mont rer  que 

e l, . . . ,  e q l ,  ~flei-t-~ 
i = q l §  

t engendre l'algdbre de Lie ( N |  [ ,  ]'u); c'est-/l-dire, puisque l 'on a [#, eli u 
=ad"X(ei) .  Vis{1  . . . .  ,p}, que {e 1 . . . .  ,eq,} engendre l'algdbre de Lie (N, [ ,  ]u). 
On vdrifie facilement cette propridt6 en utilisant la ddfinition du crochet  de Lie 
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[ ,  ]u et le fait que {el, . . . ,  eq~} engendre l'alg6bre de Lie (N, [ ,  ]). Le lemme 
(4.14) est prouv6. 

Du lemme (4.14) il r6sulte que l'op6rateur A = D o + 0  est hyperbolique au 
sens de [-51. D'apr6s [-51, nous savons alors que A est le g6n6rateur infinit6simal 
d'un processus de diffusion 0Q, ~2, , (IP(=,=))(=,=)~N• sur N x N tel que Z~=(g't, s 
+t), IP(u,=)-p.s. V(u, s)eN x IR. En outre si nous posons 2~=Z't_=, (2~, O, , IP(=,=)) 
est un processus de diffusion non homog6ne sur N dont le semi-groupe de 
transition P~,t d6finit par 

P~,t(u,B)=IPr O<_s<_t, 

satisfait ~t 
t 

(1) P~,tf(u)-f(u)=~P~,~[Af](u, z)dz, ( f s  C2(N)). 
s 

Or on v6rifie facilement que l'on a 

[v+sO]f(u,t)=[Expad"tR(v)]f(u) (u,vr s,t~N, f~C2(N)). 

Comme A = D o + 0 ,  il s'ensuit que l'on a 

Af(u, t )= [Exp adUtR(Do)] f(u)=Dtf(u ) (fE C2(N), (u, t)~ i x IR); 

et par suite (1) s'6crit 

t 

(1') P~,tf(u)-f(u)=~[P~,~(D~f)](u)dz ( fe  C~(N)); 
$ 

ce qui montre que 0Q, (2, , IP(=,s)) est un processus de diffusion non homog6ne sur 
N dont le g6n6rateur infinit6simal est D t. 

Appelons T t le semi-groupe de transition associ6 au processus Xr A 6tant un 
champ analytique de vecteurs tangents invariant ~t gauche sur (N x IR, o',), T, est 

t ! t invariant par (NxlR,%)  (i.e. Tt(gogx, g%B)=Tt(x,B), tE]R, g, xENxlR,  B 
bor61ien de N x IR); autrement dit T~ est un semi-groupe de convolution. D'autre 
part A v6rifie les hypoth6ses du th6or6me 3' de [5]; on voit alors facilement que 
d'apr~s ce th6or~me il existe une fonction ht(u) E C~176 X N )  telle que: 

t i) La famille de mesures de probabilit6s sur (N,%), vt=ht(v)dv, t>0 ,  off dv 
t d6signe une mesure de Haar  sur (N, %), v6rifie 

et 

Vt+s=vt. Expad"tR(v=) (s, t>0)  

P~,~(u, .)=eu*ExpadsX(vt_=)(.) (0__<s<t, uEN). 

ii) T~ est le semi-groupe de convolution associ6 /t la famille de mesure 
{vt| t>0},  off e t d6signe la mesure de dirac au point t. 

4.15 Lemme. Pour tout dl~ment f de Co(N x IR), nous avons 

lim sup [IrY>f-T=fll~=O Vt_>_0. 
n O < - - s < - - t  
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Preuve. II suffit de montrer le lemme pour des 616ments f appartenant ~ un sous 
ensemble dense de Co(N x IR). 

Soit f e  C2(N x IR); posons, pour 2>0 ,  

+oo +oo 

g =  ~ e-~T,~)J'ds et g =  ~ e - ~ T ~ f d s .  
0 0 

Le domaine de l'op6rateur A, est Co(N x IR); celui de A contient C~r x lR). 
D'apr6s le th6or6me de Hille-Yosida (voir thdor6me (1.2) de ([6])) nous avons: 

i) ( 2 g , - A , g , ) = ( 2 g - A g ) = f  

ii) 2 Jig -g,l] ~ _-< ][(21 - A , ) ( g  -g,)[] ~; 

par suite 

)~ Jig-g,,ll ~ < [[Ag-A,g][ ~ < 1/2 []A f - A , f  ][ oo, 

et []g-g,]]~ converge vers z6ro d'apr6s le lemme (4.13). 
Posons 

e.(s)=7;~.y-gf (heN, s__>0). 

Pour tout entier n, F, est une fonction de IR+ dans Co(NxIR) de classe C a 
v6rifiant, I/f.(s)l[~ < 2  [Ifll ~ et F,~(s)= T y A ,  f -  TsAf, pour tout s>0.  I1 s'ensuit 
que l'on a 

IIF~ (s)ll ~ < IIA~ f IL ~ + IIA f I{ ~ ; 

et par suite (lemme (4.13)) 

' < sup sup IIF,;(s)II~ + o o .  
hEN sEN,+ 

D'apr6s ce qui pr6cSde, la famille { F , } ~  de fonctions de ilR+ darts C0iN 
x IR) est born6e, 6quicontinue et v6rifie 

+9o 

lirn f e-S~F~(s)ds = 0  V2>0.  
o 

D'apr6s le lemme (2.11) de ([6]) nous avons alors 

lim sup IIF~(s)llo~=0 Vt>__0. 
n O < s < t  

Le lemme (4.15) est doric prouv& 

Fin de la preuve du thOorOme (4.5). I1 r6sulte des lemmes (4.12) et (4.15) que B~, 
converge fortement vers Tx; ce qui montre que R, converge en loi vers ~,~ et le 
thOor6me (4.5) est d~montr& 

14.15 Remarque. Une autre mdthode de d6monstration du th6or6me est 
r6sum6e dans ([7]). Au passage, on remarquera que dans cette note la d6finition 
de la suite gradu6e d'id6aux de N associ6e/t # est incorrecte. 
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14.16 Remarque. La loi limite obtenue, vl, dhpend du choix de la base adapt6e 
/t la suite d'id6aux de N associhe ~t #, {ek}~<=k~=p. Soit {fk}l~k<=p une autre base 
de N adapt6e ~ cette suite. Nous avons: 

p 

ek= ~ 2k, i f  / avec 2k, i = 0  pour cr-l(k);>cr-l(i) (voir (4.1)). 
i= l  

Notons respectivement U,(S,) et U'(S,) les normalisations de S n = X  1 . . . . .  Xn 
pour le premier et second choix. D6signons par q~ l 'automorphisme d'espace 
vectoriel de N d6fini par 

p p 

u= Z xi(u)e, e(u)= Z ( Y, &;xj(u))f,. 
i=1 i=1 {j:a t(j)=t7 1(i)} 

On voit facilement que l'on a 

G(s.) = + G ,  

off W. est une suite de v.a. convergeant en probabilit6 vers z6ro. 
Pour le nouveau choix la loi limite obtenue est donc ~b(vl). 
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