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X sei eine abgeschlossene beschfiinkte konvexe Punktmenge - kurz: Eik6rper 
- i m  Euklidschen Raum R', n =2,  3, ... ; A sei die Oberfl~iche, V das Volumen 
des Eik6rpers. G sei die Menge der zuf~illigen Geraden im R n, # das rotations- 
und translationsinvariante GeradenmaB (vgl.: Blaschke, 1935; Deltheil, 1926; 
Kingman, 1969; L.A. Santal6, 1976). Fiir jede mel3bare Geradenmenge H ~ G  
und jede aus Rotationen und Translationen zusammengesetzte Abbildung Q des 
Raumes in sich gilt: 

#(H) =/2(f2H). 

Eine Gerade G e G  schneide X; cr(G)=21(Gc~X ) sei die Sehnenl/inge (2 k ist 
das k-dimensionale Lebesguemag). Die Verteilungsfunktion der Sehnenl/inge cr 
sei: 

S(a) = P(cy(G) <= cr/Gc~X ~fJ). 

P2 sei die Menge der zuf~illigen Punktepaare im R'. (X1,X2)~P2; X 1 und x 2 
seien zwei gleichverteilte Punkte im Eik6rper X; die Verteilungsfunktion ihres 
Abstandes "r = Ix 1 -x2[  sei: 

T(z) = P(Ix 1 -- x2] < ~:/xl, x 2 ~X). 

Ffir den Fall der Ebene n = 2 und des Raumes n = 3 ist schon lange bekannt, 
dab die Momente der Verteilungen von c~ und -r durch einfache Formeln 
miteinander verkntipft sind (vgl. Blaschke, 1955; E.P. Ge6iauskas, 1967). Von 
Kingman (1969) wurde eine entsprechende Formel flit allgemeines n gefunden - 
wir werden diese Formel am Ende dieser Arbeit angeben. Bei Ge6iauskas 
(1968) findet man fiir den Fall n = 2  eine Beziehung, die es gestattet, S aus T zu 
bestimmen. In der vorliegenden kurzen Notiz soll diese Formel auf beliebiges 
n = 2, 3,... verallgemeinert werden. AuBerdem geben wir die Umkehrformel an. 
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Seien s(a)=dS(a)/&r und t(z)=dT(r)/dz die entsprechenden Verteilungsdich- 
ten. Nach Hadwiger (1957), S. 232, Formel (103), gilt: 

n--1 
A7c2 

#(G; G m Z  4= ~) = �9 (1) 

Wir formulieren unser Hauptergebnis: 

Satz. Es gilt: 

a 

t(z) = B, z "-1 S ( a -  z) s(a) da (2) 

n 1 
Az~ 2 

mit: B , -  , n=2,3 , . . ,  und 6--- max ]xt-Xz]. 
V 2 F ( n ~ l )  xt,xz~x 

Speziell ist: B 2 = 2 A / V  2 (A ist hier der Umfang, V die Fl~iche des Eigebietes), 
B 3 = A T ~ / V  2. 

Beweis. Sei H = {G; Gc~X +g}, H 1 = {G; ~(G) >z} und H 2 = H  - H  1. Ein Punkte- 
paar (X>Xz)~P2 bestimmt fast sicher eine Gerade G. Wit beschreiben (xl,x2) 
mit x l , x z s X  durch ihre Verbindungsgerade G und dutch die Abst~inde u 1 und 
u 2 der Punkte xl und x 2 yon einem der beiden Durchstol3punkte der Geraden G 
mit der Oberfliiche des Eik6rpers X (vgl. Abb. 1). 

u) 
Abb. 1 

Es gilt: 

T(z) = VI--~ 22~((x~, x2); Ix~ -x~l _<- ~, x~, x2~X). 

Sei: B G = {(u 1, u2); [b/1 - b/21 ~ $, x 1, x2 CX)}, B G enth~ilt also alle P a r am e te rwe r t e ,  
die Punktepaare auf G innerhalb yon X mit einem Abstand kleiner oder gleich z 
beschreiben. Dann folgt mit Hilfe eines Resultates von Kingman (1969), S. 664: 

T ( z ) = - ~  ~nj lul-u21"- l dul du2d#(G). 

(Fiir die Fiille n=2,  3 vergleiche auch: Blaschke (1955), Varga (1935)). 



Sehnenl~ingen- und Abstandsverteilungen am Eik6rper 

Die inneren lntegrale sind leicht auszuwerten. 

a) Sei Gel id ,  d.h. c~(G)>r; dann gilt (vgl. Abb. 2) 

lu l -uz l"-  ~ dul dUz 
BG 

G--r Ul+~ 
: 2  i 

2 2 
- -  Tn o. T n + l 
- 2 ,  - V U f  
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U21 U 2 : UI+T 

w 
O'-'f O" 

U2=U1-T 

Abb. 2 

U~ 

b) Sei GffH2, d.h. c~(G)<r; dann ist: 

~ lUl-U21n- lduldU2=2i i (u2-ua)n- ldu2dUl  
BG 0 ul 

2 -- 0-n+l 
n(n + 1) " 

Zusammen ergibt sich: 

T(z) = ~2  C g -  d#(G) + ~ 1 cn + 
n + 1 n2 n(n + 1) 

n--1 

- - V 2 ~ ( ~ _ )  ! ( n  "L'n O- - / ~  "~- 1 "L'n + 1 - ~ J o l ' ~ 1 7 6  

Durch Differenzieren nach ~ erh~ilt man (2). w.z.b.w. 
Ist S bekannt, so l~il3t sich T mit Hilfe des 

Umgekehrt  kann T auch aus S berechnet werden. 

Folgerung 1. 

Satzes daraus berechnen. 

s ( o  = 1 
1 d t ( z )  

B n dz z n- 1 - 
(3) 

Diese Formel l~igt sich aus (2) sofort herleiten. 
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Aus (2) folgt auch die am Anfang angesprochene Beziehung der M o m e n t e  
beider Verteilungen. 

Folgerung 2. 

6 Bn 6 

~ zk dT(z)=(n+kl(n+k + ! a"+k+l dS(a) (4) 

( k =  - n + l ,  - n + 2 , . . . ) .  

Z u m  AbschluB dieser Arbei t  be t rachten  wir zwei Beispiele. 

Beispiel 1 : Der Einheitswfirfel. Wir bet rachten den Einheitswiirfel im dreidimen-  
sionalen Raum.  Die Vertei lungsdichte s(a) der Sehnenl~inge ist (Coleman,  
1969): 

8 - 3 o -  fiir 0_<a_< 1, 

s(o-) = ~ -  +60-- -  (2o2 + 1) ] ~ 5 - -  1 mr  1 < 0- NI l2 ,  

6 7 r - 5  a8 
0- 3 30-+ (0 -2+1) ] /0 -2 -2  

24 arctan ] / ~ -  2 f'tir ] /2  < 0- < ] / 3 .  
O-3 

Wir wenden unseren Satz an, um die Vertei lungsdichte t(r) des Abs tandes  zweier 
Punkte  zu berechnen.  Nach  einer l~i~ingeren Auswer tung  e lementarer  Integrale  
erh~ilt man  1 : 

t(z) = 4rcz2 -- 67r'c3q- 8 z4 -- z5 ffir 0 < v _ < l ,  

1 
= (6~r - 1) z - 8rcr= + 6r  3 + 2z 5 + 24z 3 a r c c o s - -  8z(2z 2 + 1) ] /z  2 - 1 

"c 

ftir 1 < z  < l ~ ,  

= (67z- 5) r + 47t~ 2 - 6(1 + ~) z 3 - r 5 + 8z(r 2 + 1) ~ -  24zA(z) 

fiir ] / 2 <  z < ] / 3 ,  
mit:  

1 
A(z) = arc tan  ~ 1 + 2z arc tan  (r 2 - 1 - z ] f ~ -  2) - r= a r c t a n - -  

1/ -2 
In Abbi ldung  3 findet m a n  eine graphische Dars te l lung der Dichte  t(z). t(r) ist 

im Gegensa tz  zu s(a) stetig. Der  Fall  z > ] / 2  ist nahezu unbedeutend,  er hat  nut  
die geringe Wahrwcheinl ichkei t  von 0,000393 . . . .  Die Wahrscheinl ichkei t  ftir 
den Fall z < 1 ist 0,9097 . . . .  Der  Erwar tungswer t  yon  z erweist sich zu 0,6617 . . . .  

Beispiel 2: Die Einheitshyperbel. Wir  be t rachten  die Einheitskugel  im n-dimen- 
sionalen Raum.  In diesem Fall  verwenden wir die U m k e h r f o r m e l  (3). Die 
Vertei lungsdichte t(z) ist (Hammers ley ,  1950): 

1 Den Fall z < 1 hat bereits E. Borel (1958), S. 91, behandelt; allerdings erweist sich der Koeffizient 
beim e 5 als falsch 
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Herrn Prof. Dr. G. Bach mSchte ich fiir die tatkr~iftige Unterstfitzung, vor allem bei den umstiindli- 
cheu Berechnungen des 1. Beispieles, herzlich danken. 
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