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Introduction 

L ' e n s e m b l e  des s u r m a r t i n g a l e s  r6guli~res qui  m a j o r e n t  u n  processus  d o n n ~  
a d m e t  u n  p lus  pet i t  616ment, qu i  s ' expr ime  d ' u n e  fa~on a n a l y t i q u e  r e l a t i v e m e n t  
s i m p l e / t  pa r t i r  du  processus  (cfr. Snell  [19]  en  t emps  discret ,  et M e r t e n s  [ l l J  en  
t emps  con t inu) .  N o u s  av o n s  appel6  cette s u r m a r t i n g a l e  <<enveloppe de Snell>> du  
processus ,  pa r  o p p o s i t i o n  au co n cep t  a n a l o g u e  d'<<enveloppe de Di r ich le t  >>, qu i  
n 'ex ige  p lus  la r6gulari t6.  

Ces deux  n o t i o n s  d ' e n v e l o p p e  son t  i n t r o d u i t e s  au  chap i t r e  I I  de cette dis- 

se r ta t ion .  
Elles v6rif ient  le t h6or6me  d 'a r r~ t  et son t  b i e n  m e s u r a b l e s  mais ,  en  g6n6ral ,  

elles ne  p e u v e n t  8tre choisies  c o n t i n u e s  ~t droi te .  
Pa r  consdquen t ,  n o u s  av o n s  pris  c o m m e  d6f in i t ion  d ' u n e  s u r m a r t i n g a l e  ces 

deux  propr id t6s :  le t h6or6me  d 'a r r6 t  p o u r  les t emps  d 'ar rSt  born6s ,  et la b i en  
mesurab i l i t6 .  T o u t e  s u r m a r t i n g a l e  c o n t i n u e  ~t d ro i t e  v6rifie ces propri6t6s .  

D a n s  le p r e mi e r  chapi t re ,  n o u s  6 tud ions  les t ra jec to i res  de ces s u r m a r t i n g a l e s :  
c o m m e  celles ci ne  son t  pas  t o u j o u r s  s6parables ,  les th6or6mes  hab i tue l s  ne  
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s'appliquent pas. La clef de cette 6tude est fournie par un th6or6me qui ram6ne 
les diverses propri6t6s de continuit6 h droite ou gt gauche de presque toutes les 
trajectoires d'un processus bien mesurable, ~t des propri6t6s de convergence de 
suites de variables arrat6es par des suites monotones de temps d'arrat born6s. 

Ce th6or6me repose essentiellement sur le th6or6me des capacitds de Choquet, 
il a des applications/l d'autres processus. 

Comme les trajectoires poss6dent toutes les bonnes propri6t6s de r6gularit6 
auxquelles on s'attend, tous les th6or6mes relatifs aux surmartingales continues 

droite, y compris la d6composition de Doob, s'6tendent aux surmartingales 
telles qu'elles sont d6finies ici. 

Les chapitres suivants contiennent quelques exemples d'applications de ces 
majorations; dans le chapitreIII, application aux processus stochastiques 
g6n6raux et dans le chapitre IV, aux surmartingales. 

Les propri6t6s 6tudi6es dans ces deux chapitres sont li6es au caract6re born6 
ou faiblement compact dans L1 des variables arrat6es. Dans le troisi6me chapitre, 
nous 6tendons & un processus quelconque le th6or~me de Johnson et Helms [71, 
connu jusqu'ici dans le seul cas des surmartingales positives continues ~t droite; 
il s'y trouve 6galement divers th6or6mes sur les processus de classe D, et la d6finition 
de la classe D asymptotique. 

Ce concept est appliqu6 au probl6me de la convergence p.s., des esp6rances 
conditionnelles, off nous 6tendons les r6sultats de Doob  et Hunt. Enfin, nous 
6tudions dans ce chapitre sous quelles conditions l'int6grabilit6 de toutes les 
variables arrat6es implique que l'ensemble de ces variables soit born6 dans Lj. 

En ce qui concerne le quatri6me chapitre, nous appliquons d'abord ce dernier 
r6sultat, d'une part / t  la pattie positive d'une surmartingale, ce qui nous permet 
de pr6ciser un r6sultat de Chow [2J, et d'autre part, fi sa partie n6gative et cela 
nous donne un th6or6me de convergence p.s. des surmartingales, th6or6me plus 
pr6cis qu'un th6or6me de Chow [1J, qui contient bien stir le r6sultat classique de 
Doob. Nous introduisons ensuite les concepts duaux de surmartingales r6guli6re 
et de surmartingale sp6ciale. Nous montrons comment route surmartingale se 
d6compose en une partie r6guli6re et une partie sp6ciale, ce qui 6tend aux surmar- 
tingales la d6composition de Krickeberg [87 d'une martingale. 

Nous 6tudions alors, au moyen de la d6composition de Riesz, les principales 
propri6t6s des surmartingales r6guli6res et des surmartingales sp6ciales. Cette 
6rude fournit des crit6res pour que la partie positive ou la partie n6gative d'une 
surmartingale converge dans L~. Juxtapos6s, ils forment un crit6re de Chow pour 
qu'une surmartingale converge dans L~. 

Enfin, nous ~non~ons un crit~re en termes d'esp~rances conditionnelles pour 
qu'une surmartingale soit sp6ciale. Dans le cas particulier des parties positives 
des surmartingales, cela donne une r6ciproque au th6or+me de convergence p.s. 
des esp6rances conditionnelles. 

Le lecteur non int6ress6 par le temps continu peut sauter le chapitre I. Mais il 
n'est pas possible de se passer du deuxi6me chapitre; par ailleurs, il est pr6f6rable 
de conna]tre les r6sultats contenus dans le chapitre III avant d'aborder le 
chapitre IV, marne si l'on d~sire ne prendre connaissance que de ses seuls 
6nonc6s. 

Le lecteur trouvera tousles  exemples en fin du troisi6me chapitre. 
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Terminologie et notations 

Dans ce travail, nous utilisons la terminologie telle que dans [13], sauf indica- 
tion du contraire. Nous faisons 6galement usage de l'expression <<r6gle d'arr~t ~ 
pour d6signer un temps d'arrat ~t valeurs finies. Quant h la d6finition des processus 
de classe DL, nous prions le lecteur de se r6f6rer /t ([14], p. 137, VI D 17). Un 
processus est toujours suppos6 bien mesurable. 

Les lettres majuscules R, S, T d6signent des temps d'arrat, tandis que les 
minuscules r, s, t ddsignent des instants - des points de R+. Par ailleurs, les lettres 
A, I, M, X, Yet Z d6signent des processus. On trouve aussi dans ces pages la nota- 
tion (X~), (Y0--. pour les processus X, Y.... 

L'ensemble des temps est ta demi-droite r6elle positive; (f2, o~(~) ,  P) sont 
fix6s dans toute la suite et, d'habitude, sous-entendus. De m~me, nous utilisons la 
notation ~ X pour ~ X d P. 

c c 

Chapitre 1. R6gularit6 des trajeetoires d'un processus bien mesurable 

Ce chapitre repose essentiellement sur des applications r6p6t6es du th6or6me 
des capacit6s de Choquet. 

Le th6or~me 1 est un r6sultat technique valable pour tout processus bien 
mesurable; on donne ensuite des applications fi divers processus concrets, princi- 
palement les surmartingales. 

w 

T 1. Th6or6me. Soit Z un processus bien mesurable. 

a) Alors Z est p.s. d trajectoires d@ourvues de discontinuit~s oscillatoires d 
gauche (d droite) si et seutement si pour toute suite strictement croissante (dOcrois- 
sante) et un~orm~ment born~e de rOgles d'arrdt Sn, on a lim Zs. existe en probabilitY. 

b) Z e s t  p.s. d trajectoires convergentes si et seulement si pour route suite 
strictement croissante de rOgles d'arr6t borndes Sn telle que lim Sn= + ~ ,  on a 

lim Zs, existe en probabilitd. 
n--+ ~ )  

c) Un processus adapt~ Z est p.s. d trajectoires continues d droite (d gauche) si 
et seulement si Z e s t  bien mesurable (accessible) et si pour route suite strictement 
dOcroissante (croissante) et uniformOment born~e de r~gles d' arrdt S, on a, en posant 
S =  lim S n, lim Zs, = Z sen  probabilitY. 

n ~ oo  n ~ ct~ 

D~monstration. (b) suit 6videmment de (a). 

I1 suffit dans (a) et (c) de montrer que la condition est suffisante (par [13], 
p. 201,203). 

Commengons par (a). 
J '  d6signe la pavage constitu6 par les intervalles stochastiques [S, T], S 

accessible, f ( J ' )  est la tribu engendr6e par ~r et d ( J ' )  sont tes ensembles I'- 
analytiques. On a J ( S ) _ _  d(~r 

Soit Do, b= {(o~, t)[lim sup ZAco)> b, lim inf Z~(~o) < a}. 
S < t  S . < t  
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II suffit que nous montrions que V., b rationnels, a < b, la projection sur f2 de 
D~, best de mesure nulle. Montrons que D.,b~d(J').  Les notations seront sim- 
plifi6es en supposant que l'ensemble des temps Test la droite r6elle route enti6re. 

Soit Z': f2 x T x R*-+ R, Z'(e), t, h) = Z(co, t - h). 
Alors Z' est mesurable pour J - ( J ' ) |  
Par un argument de classe monotone, il suffit de le v6rifier pour Z de la forme 

I(] ~-, T[). On est donc ramen6 ~t v6rifier la mesurabilit6 ( J - ( J ' ) |  de 
E =  {(co, t, h ) l t -h< T(co)} pour tout temps d'arrSt T. 

VreQ,  r>0 ,  Ar={(co, t,h)[r<h, t-r<T(co)}. 
Evidemment A~3--(oc')| et E =  U A~. 

rsQ 

Donc la partie A de ~2 x T x R* x R situ6e sous le graphe de Z' est J - ( J ' ) |  
(R*) | ~(R) mesurable. 

Soit A~,x=A c~ {h<e} c~ {Z >2}, et A'~,~ la projection de A~,z sur f2 x T. Alors, 
par le th6or6me de projection, A'~,x est J-(J ')-analytique ([147, III T 9), et donc, 
par ([14 l, VIII T 18), A'~,xe~C(J'). 

Or, A'~,~={(co, t)[ sup Zs(co)>2}. Par une application r6p6t6e de ([14.], 
t - ~ < s < t  

III T 8) on conclut alors que 

{(~o, t) [lim sup Z~(m)> 2} ~ ( J ' ) .  
s<t 

Donc, Do, hss~C (J'). 
Une extension imm6diate de ([13], p. 206) suivie d'une application de ([15], 

proposition 1) montre alors qu'il existe un temps d'arr~t pr6visible T, qu'on 
peut 6videmment supposer born6, tel que, si la projection sur Q de Do, b est de 
mesure strictement positive, alors Tes t / t  valeurs dans D.,b avec une probabilit6 
strictement positive. 

Soit alors T. une suite strictement croissante de temps d'arrat tels que T. ~ Tp. s. 
Posons V={col(co, T(ca))eD.,b} et ~z=P(r). On a ~>0.  
Posons encore So = S; = Sj; = 0. 

$2. =inf{tl  Z(co, t )<a ;  t>S~n_l}  A T 

Sz.+l=inf{t[ Z(co, t )>b;  t > S~.} /x T 

S~,(co) = inf{Tk(co) I Tk (co) > S. (co)}/x T 

S~' (co) = inf { Tk(co)[ Tk (co) > S; (co)}/x T. 

Soit A = {(co, t)] Z(co, t) < a}, B = {(co, t)[ Z(co, t) > b}. A et B sont bien mesurables. 
Soient A z n = A  ~ [Szn, S'2. [, A z n + l = B n  [$2.+1, $2.+1[. La projection sur Q de 
A. contient F. Par ([13], p, 205), il existe un temps d'arrat R'. tel que R'. (co) < + oo 
(co, R'.(co))sA. et P(R'.< + o o ) > ~ . - 3 - " .  7~, en notant S.=proj .  (A.) et ~ . =  P(S.). 
Alors P(F cn {Vn, R~, < + oo)})>�89 7~. 

Posons R2=R',AS',, et de plus soit C={colVn ZR~,(co)<a et ZR,~,+l(co)>b}" 
on a P(C)>�89 n - 1  

Posons encore R.'" =R. " sur{R"=T} ,R=l lm . . . . .  t% ; 
n n ~ o o  

t t !  " �9 t t !  t t t  et enfin RI=Ra,  R.(co)=mf{Rk (co)IRk (co)>R._l(co)}. Les R. forment une 



Proces sus  s t o c h a s t i q u e s  g 6 n 6 r a u x  et s u r m a r t i n g a l e s  49 

suite strictement croissante et uniform6ment born6e de temps d'arr6t telle que, 
sur C, ZR2,<a et ZR2.+,>b, ce qui est impossible. 

Pour la d6monstration de (b), on obtiendrait ainsi une suite croissante de 
temps d'arr6t R. convergeant vers + oo, et il resterait/~ hornet chaque R. par une 
constante suffisamment grande; c'est 616mentaire. 

Nous passons donc/~ la d6monstration relative aux discontinuit6s oscillatoires 
/t droite. 

Posons de nouveau D~, b = {(co, t)] lim sup Z~ (co) > b, lim inf Z~(co)< a}, et posons 
T(co) =inf{t  [ (co, t)eD~,b}. ~>t ~>t 

I1 suffit de nouveau que nous montrions que P*({T< + oo})=0. Nous allons 
commencer par montrer que T est un temps d'arr6t. Fixons s>0 ;  soit 4 '  les 
intervalles stochastiques accessibles pour la famille de tribus (~+~). 

Nous allons montrer que D,,b~ag(~' ). 
Pour cela, on construit Z': f2 • T • ]0, e[--, R, Z'(co, t, h) = Z(oo, t + h). On 

d6montre de m6me qu'avant que Z' e J - ( 4 ' ) |  ~ frO, eD, et toute la d6monstration 
de l'analyticit6 de D,,,b se poursuit alors de m6me. 

I1 suit alors d'une extension imm6diate de ([13], p. 9) que T e s t  un temps 
d'arr~t pour la famille (~+~), et donc, par la continuit6/t droite des tribus, un 
temps d'arret pour (~,). 

Soit F = { T< + c~ } et supposons ~t = P (F) > 0. Soient B = {(co, t) l Zt (co) > b}, 
A =  {(co, t)[ Zt(co) < a }, 

To = T+  1, A 2 . = A n ] T , ( T + ~ - ~ ) A T 2 , ,  1[ 

Les A. sont bien mesurables et leur projection sur Q est 6gale/t F, ~t condition 
que nous d6finissions les Tn comme des temps d'arr6t tels que T(co)< + o9 
T((.o) < T. (co). 

Par ([13~], p. 205), il existe des temps d'arr6t T,' tels que P (T: < + ~ )  > ~(1 - Y'), 

T,;< + o o ~ ( c o ,  Td(co))~A,,. On pose T,,= T,~/x ( T +  1~) /x Tn_l. 
n 

Alors ~ k: P ( T +  1 <k)>�88 ~. Posons T " =  T/x k, T."= T./~ k. 

Soit C =  {Vn, (co, T2.(co))~A et (co, T2.+l(co))~B} c~ {T+ 1 <k}. 

On a P(C)>�88 )z>0. 
R k n - 1 Posons R,, = l~' sur { V p, q, p > n, q > n. p q= q : T~'q=7-q"},et . =  + - - a i l l e u r s .  

Alors tes R. nous donnent la contradiclion, n 
Reste/t d6montrer (c). 
Les conditions impos6es impliquent d6j~_ que Z est p.s. d6pourvu de dis- 

continuit6s oscillatoires ~ droite (/t gauche). Par cons6quent, si 

X(co, t)= lira Z(co, s)(X(co, t)= lim Z(co, s)), 
s > t  s < t  

alors X est bien d6fini et est bien mesurable (accessible). 
4 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 22 
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Soit Da, b = {X > b, Z <  a}. Supposons la projection de Da, b de mesure positive. 
Comme D~,b est bien mesurable (accessible), il existe par ([13], pp. 205, 206) un 
temps d'arrSt T (accessible) tel que T(co) < + oo ~ (~o, T(co)) e O,,b et P (T < oo) > 0. 
Comme pr6c6demment, on se ram6ne au cas off Tes t  born6 (et limite d'une suite 
strictement croissante T~ de temps d'arrSt) - pour la continuit6/t droite, on pose 

1 
T, = T + - - .  Alors la suite (Tn) et T fournissent la contradiction. 

n 

Remarques. 1) Le thdor6me s'6tend 6videmment aux processus /~ valeurs 
dans un espace tusinien m6trisable. 

2) On peut remplacer partout la convergence en probabilit6 par la convergence 
des esp6rances math6matiques - ~ condition de consid6rer toutes les suites 
monotones de r6gles d'arrSt, et non plus seulement les suites strictement monotones. 
Pour (a) et (c), il faut ajouter la condition que routes les variables ZT -- T r6gle 
d'arrSt born6e - soient intdgrables; pour (b), que (lira sup Z)-  et (lira infZ) + 
soient int6grables. 

Cependant, en ce cas il y a des r6sultats suppl6mentaires de compacit6 des 
variables arr6t6es. 

3) Lorsque le processus est accessible - resp. pr6visible - on peut 6videm- 
ment supposer tous les temps d'arrSt accessibles - resp. pr6visibles. 

4) On peut aussi d6montrer l'assertion analogue/~ (c) obtenue en y rempla~ant 
la continuit6 par une semi-continuit6. 

Applications. 1) Processus de Markov. 

Dans l'axiomatique des processus de Markov (cfr. [16]), le th6or6me permet 
de simplifier la d6monstration de ce que la propridt6 de Markov forte implique 
que les fonctions excessives sont presque bordliennes et continues ~ droite sur les 
trajectoires (A2 ~ A 3) et de ce que l'axiome de Blumenthal entra~ne la continuit6 

gauche des potentiels sur les trajectoires, et que celles-ci sont p.s. r6gl6es 
(A 4 ~ A 5). 

2) ThOorie gOn~rale des processus: cfr. p. 

3) Thdorie des martingales. 

En plus de l'application qui va suivre et qui est/~ la base de tout ce travail, 
nous donnerons encore une application importante/t  la fin de ce chapitre. 

On salt que toute surmartingale continue/t droite v6rifie la d6finition suivante, 
et c'est quasi exclusivement cette cat6gorie-l~t de surmartingales qui a 6t6 6tudi6e 
jusqu'ici. 

Nous aurons besoin de l'extension suivante de la notion de surmartingale 
pour l ' important th6or6me d'existence du chapitre II. Nous verrons qu'on ne 
perd aucun r6sultat dans cette extension. 

D~finition. Nous appellerons surmartingale un processus bien mesurable X 
tel que pour tous temps d'arrSt Se t  T born6s, S < T, on ait: 

1) X s  eL1 
2) Xs>=E(XTI~) p.s. 

Remarque. On pourrait remplacer la condition 2) par E(Xs) > E(Xr). 
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T2. Th~or~me. Presque toutes les trajectoires d'une surmartingale sont des 
fonctions rdgl&s semi-continues sup&ieurement d droite. 

Ddmonstration. C'est un corollaire imm6diat du th6or6me 1 et des thdor6mes 
classiques de convergence des surmartingales en temps discret. 

Corollaire. Tousles r&ultats classiques pour les surmartingales continues d 
droite s'&endent d ce cas-ci, compte tenu des modifications &identes. Pour ces 
r&ultats, cfi'. par exemple ([14_7, V, VI). 

Le concept correspondant de sousmartingale est 6vident. I1 faut remarquer 
que la notion correspondante de martingale coincide, par T2, avec la notion clas- 
siques de martingale continue ~ droite. 

Nous allons maintenant pr6ciser (T2) en obtenant un thdor6me de ddcompo- 
sition. 

w 2. D&omposition de Doob des surmartingales 

Nous d6montrons ici, sans l'hypoth&e de continuit6 ~t droite, les th6orSmes 
d'existence et d'unicit6 de la ddcomposition de Doob, donn6s par Meyer [111 pour 
des surmartingales continues/t droite. La d6monstration se fait en se ramenant 
au cas continu ~t droite, au moyen du th6orSme 2. 

La notion de processus naturel s'est av6r6e inutilisable dans ce cadre plus 
g6n6ral; c'est le concept de processus pr6visible qui s'est r6v616 appropri6. 

Nous appellerons processus croissant tout processus A (co, t) tel que Vco, A(co, .) 
est une fonction croissante, A(co, 0)=0 et A(., t) est int6grable. 

Rappelons qu'en vertu de (T2), si X t e s t  une surmartingale, les processus 
Xt+ et X~_ sont bien d6finis, on a Xt+ <X~ et les trois processus X~+, X~ et Xt_ 
ont en chaque point les mSmes limites/t gauche et/t  droite. 

Lemme. a) Soit X une surmartingale, X o EL 1. Alors il existe une surmartingale 
continue fi droite X'  et un processus croissant continu d gauche I(co, t) tel que: 

Itco, t)= (co)) 

X ' = X + I .  

b) II existe une suite de temps d'arr6t T, et une suite de nombres strictement 
positifs 2 n tels que oo 

I(co, t)= ~ 2,I(]T,,  -+[). 
n = l  

En particulier, X est limite d'une suite d&roissante de surrnartingaIes continues 
d droite. 

Ddmonstration. Posons 

Tal=inf{tIX,>X,+ + l},  T~"=inf{tlXt>=X,+ + l , t >  T~"-~(co)}. 

On a TI" (co) < + oo ~ T~" (co) < T~" +* (co), et lim T~" = + oo. De plus XT~, > XT~ + Jr- 1. 
Posons 

A7 (co, t) = (XTv (CO)-- XT~,+ (CO))" 1(1 T,", --+ D, 
et oo 

&(co, t)= A (co, t). 
n = l  

4* 
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Soit t fix& 

Nous allons montrer que E(Al(co, t ) ) < E ( X o - X t ) .  
Par le lemme de Fatou, on a" 

E(AI( o, t))= imE I(r, ~ 

Or, par le th6or6me d'arr~t 

ce qui passe/t la limite. 

I1 suit que A1 est un processus croissant continu 5. gauche. On montre alors 
que X + A 1  est encore une surmartingale; A 1 6tant cont inu/ t  gauche, X + A  1 est 
bien mesurable et donc il suffit de v6rifier l'in6galit6 de surmartingale. 

k 

On v6rifie celle-ci pour tout processus X + ~ A~, le r6sultat en d6coulera par 

un passage fi la limite. Cette d~monstration se fait alors par induction sur k, de 
sorte que l'on se ram6ne ~t v~rifier l'in6galit6 de surmartingale pour X + AI. 

Soient donc S e t  T deux temps d'arr~t, S<_ T<t .  Sur {S> T~ ~} et sur {S= T}, 
la proposition est immediate. 

On est donc ramen~ ~ S <  T11 et S <  T. 
Posons S O = S, Sj : T11 A Z $2 = Z 
On a imm6diatement E[(X+A~)s~[~So]<(X+A~)so, et donc on se ram6ne 

au cas off S = S~, T= $2. 
On peut encore 61iminer le cas $1= T=S2,  et donc on est r6duit au cas 

S : -  Tll  <( T.  

Alors 
(X-[-  1 __ , ( X  ~_ A I ) T =  X T  ~ - A,)#  - Xr~ , Xr~ - X ~ + 

Comme X #  + > E (XTIFT?), la relation cherch6e suit. 

Donc (X + A1) est encore une surmartingale, qui n'a plus de discontinuitds 
droite que d'amplitude < 1. 

Avec (X+A1), on peut alors de m6me construire une suite de temps d'arrat 
T~, qui porte routes les discontinuit6s ~ droite d'amplitude >�89 de (X + A,), puis 
un processus croissant continu ~t gauche A2 et une surmartingale X + A ,  + A2. 

Ainsi on construit inductivement une suite A, de processus croissants continus 
k 

gauche et pr6visibles tels que V k, X + ~ A,, soit une surmartingale, qui n'a plus 

l 1 
de discontinuit6s 5 droite que d'amplitude < - - .  

k 
k 

oo 

II suit que si I(co, t ) = ~  A,(co, t), alors 
1 

-- p.s. g t ,  I(~o,t)< +oo. 
- Ies t  un processus croissant pr~visible, continu fi gauche. 

- I(~o, t ) :  2(X~(~o)-Xs+(O)). 
S<I 
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X + I e s t  une surmartingale, par un passage h la limite 616mentaire. 
k 1 

Le fait que p.s. X + ~ A, n'a pas de discontinuit6s h droite d 'amplitude > ~ ,  
1 

implique que p.s. les trajectoires de X + I  sont semi-continues inf6rieurement h 
droite. Le fait que X + I e s t  une surmartingale et le th6or6me 2 impliquent alors 
que p.s. les trajectoires de X + I  sont continues fi droite. 

La d6monstration de (a) est termin6e; passons h celle de (b). 
Comme I = ~ A,k,, il suffit de d6montrer le premier point de (b) pour I du type: 

n,k 

Y(~o). I(]  T, -+ D, od Test un temps d'arr6t et Yune v. a. r. positive ~T-mesurable, 
ce qui est un exercice tout-'fi-fait 616mentaire. 

Donc 
oo 

I = ~  2,I(]T,,--~ [-). 
1 

Soit 
I,,k(cs, t)=O pour t<T,(co) 

1 
I,,k(~O, t )=k( t - -  T,(~o))2, pour T,(ml<=t<r,(o~)+~. 

1 
1,,k(~O,t)=2, pour  t>T,(co)~ k"  

Alors, si X" = X + 1 - ~ Ik,, (CO, t), les X" forment une suite d6croissante de sur- 
k<n 

martingales continues ~ droite qui converge vers X. 

La d6monstration est achev6e. 

T3. Th~or~me (D~eomposition de Doob). Pour qu'une surmartingale X se 
dOcompose suivant X = M - A ,  off M est une martingale et A un processus croissant, 
il faut et suffit que X soit de classe DL. II existe alors une telle d~eomposition off de 
plus A est pr~visible, et cette d~composition est unique. 

D~monstration. I )  Existence. Par le lemme, on a X = X ' - I ,  off X'  est une 
surmartingale continue ~t droite de classe DL et I un processus croissant pr6- 
visible. Par ([14J, VII  T 31), on a alors X' = M - A ' ,  od M est une martingale et 
A' un processus croissant naturel. 

Par ([13J, p. 312(b)), A' est un processus croissant pr6visible, et donc A = A ' +  I 
enes t  encore un. D'ofi l'existence. 

2) Unicit~. Soit X = M - A = M'  - A'. 

Alors X + I = M -  (A - I) = M ' -  ( A ' -  I) (cfr. lemme), et X + I e s t  une sur- 
martingale continue ~t droite de classe DL, et (A - I )  et ( A ' - I )  sont des processus 
croissants pr6visibles continus ~t droite (car M e t  M'  sont continus ~ droite). Donc, 
par ([13J, p. 312(b)), ( A - I )  et ( A ' - I )  sont des processus croissants naturels, 
d'ofi, par ([14], V I I T  31), A - I = A ' - I ,  donc M = M '  et A=A' .  

Remarque. On peut 6videmment proc6der de fagon analogue pour la d6- 
composit ion multiplicative. 
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Potentiels R6guliers. Voici encore une application, importante, de T 1. Ce 
th6or~me est 6tabli, p6niblement, dans ([14], p. 161 - 166), pour des surmartingales 
continues/i droite. Nous continuons avec nos notations ant~rieures. 

Th~or~me. Soit X ~ = M t - A  t. Pour que A t soit continu d gauche, il faut et il 
suffit que, pour toute suite strictement croissante et uniform~ment bornde de rdgles 
d'arr6t T,, telle que T = l i m  T,, on ait E(Xr )= l im  E(Xr,). 

D~monstration. Evidemment, toute martingale satisfait tt l'6nonc6. Donc 
E(Ar) = lim E (Ar~). Comme A est croissant, on conclut que A r~--~ A r p.s. D onc, 
par (T 1), A est continu ~t gauche - 6tant ~videmment accessible. 

Chapitre II. Le probl6me de l'arr~t optimal 
Ce chapitre est un fourre-tout. On y trouvera une s6rie de r6sultats sur l'arr~t 

optimal que nous avions en g6n6ral d6jg obtenus ant@ieurement dans notre 
m6moire de licence, et dont nous aurons besoin dans la suite. On y trouvera, 
entre autres, l ' important th6or~me d'existence d'une enveloppe de Snell, qui est 
crucial pour la suite. 

D6finition. On appelle r6guli6re une surmartingale telle que 

V S, T: P {S <= T <  + co} = 1 ~ Xs>__E(XtlJ~s). 

T4. Th6or6me. 1) Soit Z un processus bien mesurable tel que 

VS, 3T, S < T <  +oe:  Z r  ~L1. 

Alors l' ensemble des surmartingales r~guli~res qui majorent Z a un plus petit dldment, 
soit X, que nous appellerons l'enveloppe de Snell de Z. 

2) Soit Z un processus bien mesurable tel que V S, S bornd, il existe T, T>=S, 
T borne, tel que Zr  ~L1. 

Alors l'ensemble des surmartingales qui mqjorent Z a un plus petit dldment, soit 
X', que nous appeUerons renveloppe de Dirichlet de Z. 

Se t  T d~signant des r~gles d'arr~t, on a VTet  V N, N sous tribu de ~-r: 

E (Xr I N) = ess sup E (ZsjCg) 
S > r  

E(Xr+ IN) = ess sup E(Zs[N). 
S_>-r 

e (S = T)= 0 

en supposant Set  T5 valeurs finies. On ales m~mes formules pour X', en supposant 
S e t  T born6s. 

Ddmonstration. Nous ferons la d6monstration seulement pour l'enveloppe de 
Snell. 

Remarquons que pour VT,{E(ZsI~r) IS>=T} et {E(Zsl~T)IS>>T} sont 
filtrants croissants. Donc (Neveu, II 4-1), V T il existe une suite {Si[ieN, Si>= T} 
telle que la suite des E (Z s I ~T) soit croissante et lira E ( Z s  I ~T) = ess sup E (Zs [ ~r). 

, S>=T 
On peut de plus supposer Z~ ~L~. 
I1 enest  de mame pour (~).  
Posons VT, rX  =ess sup E(Zsi~r) ;  on a r X - ~ L ~ .  

S > T  
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Soit TI< T 2 , alors r2X= !im E(Zs~l~r2 ),donc (Fatou): 
t~oD 

E(r2X Yrl)= lim E(Zs2 ~r)__< ess sup E(Zsl~rl)=rlX. 
i ~  oo ~ S > T1 

Posons V t, Y, =,X.  Nous venons de montrer  que Y, est une surmartingale au 
sens habituel, et qu'elle est r6guli6re pour les r~gles d'arr~t/t valeurs discr6tes - 
on voit en effet facilement que, si Test/L valeurs discr6tes, alors Yr = rX. 

D6signons par Y' la r6gularis6e /t droite de (Y0. Y' est une surmartingale 
continue /~ droite. De plus, comme (Y,) est r6guli6re pour les r6gles d'arr6t /t 
valeurs discr6tes, Y' est r6guli6re, par la d6monstration de ([14], VI 4). Enfin, 
le fait que T~<T2~r~X>E(r,  XI~r )  implique, par un argument bas6 sur 
([ 14], V 21) et un passage/t la limite facile, que V T, r X > Y~. > E (sX I ~r) V S >> T. 

p.s. p.s. 

I1 en d6coule ais6ment que si on pose X =  Y 'v  Z, alors V T, Xrv~ rX;  d'autre 
part X est 6videmment bien mesurable, de sorte que X est une surmartingale 
rdguli6re telle que V T, Xr  = ess sup E(ZslYr). Comme de plus X majore 6videm- 

S > T  

ment Z, on conclut que X est la plus petite surmartingale r6guli6re qui majore Z. 

Soit .~ une soustribu de ~-r. On a 6videmment 

E(Xr  I fq)__> ess sup E(Zs[(s ). 
S > T  

D'autre part le lemme de Fatou et 

impliquent 
E (Xr 1.~) = ,!ifn E (Zs~ [~r < esssup E (ZslN) < E (X r I~r 

d'ofi l'6galit6. 

Xr+ = lim Xr ,= lim ess sup E(Zsl~r). 
n ~  n ~  S>=T n 

En effet 
X r , =  E(!irn Xrn I ~r)  = !ifn E(Xr,] Yr) 

en utilisant ([14], V 21) et un passage/t la limite facile; et 

E ess sup E (Zs] ~r. ) ~r )  = ess sup E (Zs I ~r )  
S > T  n n '  S > T ~  

/t cause de l'6galit6 de l'alin6a pr6c6dent. Donc 

X r + = lim ess sup E(Zsl~r)< essssu p E (Zs ] ~r) .  
n ~ o o  S >  T ~ 

Or nous avons vu que Xr+ = Y~ > E(Xs[~r) VS>> T, et donc 
p.s. 

Xr+ >ess sup E(Zs[~r). 
S > > T  
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Par cons6quent 

X T + = ess sup g (Zsl ~T)" 
S~>T 

On en d6duit comme pour X T que VN, ~-~f f r :  

E(Xr+ [f~) = ess sup E(ZsI~r 
S,>T 

En suivant Chow et Robbins [33, on peut encore d4finir, lorsque Zes t  semi 
continu sup4rieurement ~t droite, l'ensemble ~ des temps d'arrOt r6guliers: 
J - - - {RIR  temps d'arrSt f valeurs finies, p.p. on a V t, t <  R(~o), Z(co, t)<E(ZRIo~), 
en prenant une version continue ~ droite de la martingale au second membre}. 

Citons encore pour m6moire les propri6t6s suivantes: 
Soit X une surmartingale rhguli6re, T u n  temps d'arr~t, Xr  =lira sup X sur 

{T= + oo}, et Y une v.a. quasi-int~grable Y<_<_X r. Alors si S<__T, X s > E ( Y I ~ r ) .  
Soit X une v.a., X - e L ~ .  Alors E(X lY t )  admet une version continue/t  droite 

(X~), qui est une martingale rhguli6re ghn6ralis6e et telle que lira X t = X  sur 
{3t, x , <  +oo}. 

Soit z un processus, X son enveloppe de Snell. Sur {~t, X t<  +oo}, on a 
lira i n f X < l i m  sup Z. 

Chapitre III. Applications ~ la th~orie g6n6rale des processus stochastiques 

w 1. Processus de cIasse D 

On dit qu'un processus Zes t  de classe D si { Z r I T  temps d'arrSt} est 6quiint6- 
grable. 

Cette notion a 6t6 introduite par Johnson et Helms [-7], qui donnent aussi un 
crit~re pour qu'une surmartingale positive continue/t  droite soit de classe D. 

Nous donnerons d'abord quelques d6finitions 6quivalentes, qui font beaucoup 
mieux saisir le sens de cette propri6t6, puis un crit~re pour qu'un processus soit 
de elasse D - crit~re qui 6 tend/ t  tout processus bien mesurable le crit~re de 
Johnson et Helms [71. 

Ensuite, nous appliquons cela/t  des probl~mes de convergence de processus, 
en particulier /t la convergence p.s. des esp6rances conditionnelles off nous 
obtenons un th6or6me qui g6n6ralise/t la fois le r6sultat de Doob [4] / t  ce sujet 
et un r6sultat de Hunt [-6]. 

T5. Th6or~me. Soit Z un processus progressivement mesurable. On a Ies dqui- 
valences: 

Zes t  de classe D. 
sup II ZTlll < + c~ et V T, T temps d' arr6t dl valeurs finies, ( Z t ̂  r) est de cIasse D. 

T 

t ZI est majord par une martingale de cIasse D. 

Ddmonstration. Supposons que Z>0 ,  sup E(ZT)< + oO et V T, T temps d'arr6t 
T 

/t valeurs finies, (Z~ ̂  r) est de classe D. Nous allons montrer que Zes t  major6 par 
une martingale de classe D, l'~nonc~ en suivra. 

Soil X l'enveloppe de Snell de Z. On a sup E (X r )=  E(Xo)= sup E ( Z r ) <  + oo. 
T T 

Montrons que (Xt ̂  r) est de classe D, T 6tant un temps d'arrSt/t  valeurs finies. 
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On v6rifie qu'on a la formule, si S < T: 

Xs=E(Xr]~s) v ess sup E(Za ]~s). 
S<_R<_T 

Comme l'ensemble de tous les  ZR pour R_-< T est 6quiintdgrable, l'ensemble 
de toutes les espdrances conditionnelles des ZR est 6quiint6grable, comme il 
ressort imm6diatement du thdor6me de de La Vall6e-Poussin [9], (n o 22-23) .  

Comme, pour S fix6, l'ensemble des E(ZRro~s) (S <_ R <_ T) est filtrant croissant, 
l'ensemble des Ys=eSssupE(ZglYs) est 6quiint6grable, comme ensemble de 

S<_R<_T 
points adh6rents /t une famille 6quiintdgrable. Comme d'autre part, par l'intd- 
grabilit6 de Xr, l'ensemble des E(Xr]~s)  est 6quiint6grable, on conclut que Fen- 
semble des Xs (S < T) est 6quiint6grable. 

Soit maintenant X = M - A  la d6composition de Doob de X (cfr. T3). On a 
6videmment M >_ X_> Z_> 0. 

Comme A est int6grable, _E(A~)<E(Xo)_ ,  {As} est 6quiint6grable et 
donc {M s = X s + As l S <-_ T} est 6quiint6grable. 

M 6tant une martingale positive, pour montrer que M est de classe D, il 
suffit de montrer que E (Moo)= E (Mo). 

Soit Y~ une version continue /t droite de la martingale E(M~]J~t), et soit 

Tn=inf{t]M,(m)<= Yt (co) + 1 } .  

T~ est un temps d'arr6t/~ valeurs finies, donc M~ ̂  r, est une martingale de classe 
D, et donc 

1 1 
E(Mo)= E (Mr.) <=E( YT.) + - - =  E(M~) + - -  

n n 

D'ofi E(Mo)= E(M~o). 

Remarques. 1) De marne, on d4montre qu'un processus Z bien mesurable 
est de classe DL si et seulement si [Z[ est major6 par une martingale - si 
sup IlZr[ll< +oo. 

T 

2) Au cours de la ddmonstration, nous avons aussi d6montr6 en substance le 
r6sultat suivant, qui est un corollaire facile du th6oreme cit6 de de La Vallee- 
Poussin: 

Proposition. Soit Cune partie ~quiint~grable de L~. II existe un disque ferm~ D 
de L1, tel que C~_D, D est Oquiint~grable et: 

f~L1,  geO et If[ < [gl ~ f e D .  
p.s. 

g f e D, I'ensembIe de routes les esp&ances conditionnelIes de f est contenu dans D. 

Quoique cette proposition soit presque triviale et souvent utile, nous ne 
l'avons jamais rencontr6e darts la litt6rature. 

Elle contient par exemple ([14], I I T  20, V T 18). 
Nous donnons maintenant un crit6re pour que la partie positive d'un processus 

soit de classe D. 
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T6. Th~or~me. Soit Z un processus bien mesurabIe tel que sup II Zrlll < + ca. 
Les conditions suivantes sont dquivalentes." T 

1) Z + est de classe D. 

2) Bour toute suite croissante de temps d'arrdt 

TI=< T2 N T3 ... Tn(co) < + ca, lirn T, ~-s.+ ca, 
on a 

lira sup E(ZT,)<=E(lim sup Zt). 
n - - .  oo t ~ c o  

3) Pour toute suite croissante de temps d'arr~t 

TI=<T2NTa...T~(CO)< +ca ,  l imT~=ca,  {Z~lneN} 
p . s .  //--~ 00  

est dquiintdgrable. 

Remarques. Si Z>0 ,  on peut darts (2) supposer les T~ born6s. 

I1 s uffirait d'ailleurs de supposer, au lieu sup I I Zrlll < + ca, que sup E(Z~)< + 0o 
et que lim sup ~ E L  1 . T T 

Ddmonstration. 1) ~ 3) est 6vident. 
3) ~ 2) est essentiellement le lemme de Fatou. 
2) ~ 1). Soit X l'enveloppe de Snell de Z. 

On a s~,p [IXrlb~< +ca,  donc X converge p.s. et, par cons6quent, limXtp~. 

lira sup ZteL1 et X est minor6 par une version continue ~t droite de la martingale 
de classe D, E(Xoo I~). 

Nous allons montrer que X est de classe D. On d6duit sans peine du th6or~me 
de Johnson et Helms ([14], VI T 20) qu'il suffit pour cela de montrer que, pour 
toute suite croissante de temps d'arr~t S,, tel que S, < + ca et lim S , ~ . +  ca, on a 

p . s .  

lim E(Xs,)= E(X~) - ne pas oublier que les trajectoires de X sont semi-continues 
sup6rieurement/~ droite (T2), ce qui suffit darts la d6monstration de Johnson et 
Helms. 

Supposons donc a contrario que l imE(Xs , )>E( l imsup  Z)+a  Alors Vn 
3R,,  R, temps d'arr~t __>S,, R , <  + ca p.s., et E(ZR,)>E(lim sup Z)+~ - par (T4). 

I1 reste/t montrer qu'on peut remplacer la suite R, par une suite croissante. 
On utilise/t cet effet la technique des temps d'arrat r6guliers (fin du chapitre II). 

Remarquons d'abord que, les R, convergeant vers +ca,  on a Vco, Vk, 
{n ] R, (~) < Rk (co)} est fini. 

Soit Vn, ~ une version continue/~ droite de la martingale E(ZR, [~). 
Posons 

T; (co) = T1 (co) = inf {R, (co)[ ZR~ (co) __> Z~, (co)}. 
V n, n > 2 posons 

7.' (co) = inf {R k (co)] Rk (tO) => S. (co), ZR~ (co) _--> ~ (co)}. 

On a S,< T,' < R..  ZT~>=Z"r~=E(ZR.I,~T~). 
Posons T. = T,' v T,_ 1 et montrons que V n, ZT,~ _--< E (ZT,[ o~r~). 

I !  r !  Fixons net  posons T1 ' '=  T', T/+I= T/ v T/; on a 

. . . . . . .  < T "  Tn. T,=T1 _-_Td _-<"-_-<T~_I=-. = 

I1 suffit donc que nous montrions que Vi, ZTi, K=F.(ZTI;,[O~T~,,). 
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Sur {T/ '= T / t ; 1 } ,  il n'y a pas le probl6me. 
Sur {T/' < Ti'} = {T/"< T/_~I}, on a 

- E Z  ~ . z ~ , < z ' ~ ; , = e ( z ~ , l ~ , ) = < e ( Z ~ f l ~ , , , )  - ( ~ !  ~,,) 

Donc, Vn, E(ZT,)> E(ZT;,)>= E(ZR.) >E(l im sup Z) + e. 

D'ofl la contradiction. 
Le th6or6me ci-dessus conduit/ t  poser la d6finition suivante: 

D6finition. Un processus bien mesurable Z e s t  de classe DA - classe D 
asymptotique - si sup II ZTlll < + oo, et si pour toute suite croissante S, de temps 

T 
d'arr~t/t  valeurs finies qui converge uniform6ment vers + oo, les Zs. sont 6qui- 
int6grables. 

Le nom de classe D asymptotique est justifi6 par la proposition suivante: 

T7. Proposition. Un processus Zes t  de classe D si et seulement si il est de classe 
D asymptotique et de classe D locale. 

DOmonstration. On peut supposer Z>0 .  
De m~me que dans (T5), on montre alors que l'enveloppe de Snell X de Z 

est de classe DL. On v6rifie alors que, dans le cas de surmartingales de classe DL, 
on peut supposer que la suite S, de temps d'arr6t ~t valeurs finies converge uni- 

formdment vers + oo, dans la variante du th6or6me de Johnson et Helms que nous 
avons utilis6e dans T 6. On termine alors comme dans T 6. 

On a aussi la 

T8. Proposition. Z e s t  de classe DA si et seulement si sup H ZT 111 < + ~ et pour 
T 

tout temps d'arrOt T d valeurs finies, on a: Z t ̂  T est de ctasse DA. 

Ddmonstration. Soit S, une suite croissante de temps d'arr~t fi valeurs finies 
qui converge uniform6ment vers + oo. Par d6finition, il suffit de montrer que 
Zs. est un processus de classe D. Mais Zs. est discret, donc de classe DL, donc 
Zs**  ̂Test de classe D par la proposition pr6c6dente, et donc, par T 5, Zs. est de 
classe D. 

On a encore: 

T9. Proposition. Supposons que lira sup ZeL~. 
t~oO 

Z + est de classe DA si et seulement si son enveIoppe de Snell converge dans 
L~, ou encore si et seutement si pour route suite croissante de temps d'arrdt S, d 
valeurs finies qui converge uniformOment vers + oo, on a 

lim sup E(Zs.)<=E(tim sup Z), et sup E(IZTI)< + oo. 
n ~ c o  

DOmonstration. La d6monstration suit exactement les mames lignes que celle 
de T6. 

On a enfin: 

T 10. Proposition. Si Z -  est de classe DA, l'enveloppe de Dirichlet et l'enveloppe 
de Snell de Z sont ~gales. 
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En particulier, lorsque Z converge p.s., ces r6sultats donnent: 

T 11. Corollaire. Supposons sup I I Zrll 1 < + oo. 
T 

On a les Oquivalences : 
- Z converge p.s. et Z est de classe DA. 
- lira E(Zr)  existe dans R lorsque T converge uniformOment vers + oo. 
- lim Z r = Zoo p.s. et dans L 1 lorsque T converge uniformOment vers ( + oo). 
- Pour toute suite croissante T, de temps d'arrYt ~ valeurs finies qui converge 
uniformdment vers + oo, lim E(Zr,) existe et ne ddpend pas de la suite choisie. 
- Pour route suite croissante T, de temps d'arr~t bornOs qui converge uniform~ment 
vers + oo, Zr, est de Cauchy ~(L1, Loo). 

De plus, on ales dquivalences. 
- Z converge p.s. et Z + est de classe DA. 
- Vn, Z v  ( - n )  v~rifie une des conditions dquivalentes ci-dessus. 
- Pour route suite croissante de temps d'arrOt T, fi valeurs finies qui converge 
uniformdment vers (+  oo), lim sup E(Zr,)<=E(Zoo). 

Convergence p.s. des espdrances conditionnelles 
R~gularitO des trajdctoires d'une projection 

Soit (f2, ~ ,  ~ P). Soit (fz) une famille croissante et continue/~ droite de tribus, 

Si Zes t  un processus mesurable sur (~2, o~, ~,  P), tel que V T, T temps d'arrat, 
Z r ~ L  1 - ou bien un processus mesurable positif - on d6signe par E ( Z I f )  la 
projection du processus Z sur l'ensemble des processus bien mesurables pour la 
famille de tribus (Nit) - (cfr. [13], p. 210). E(ZI f )  est donc caract6ris6 par les deux 
propri6t6s: 

E(ZI f )  est un processus bien mesurable par rapport / t  (f~). 
VT, T temps d'arr~t de la famille (ft), T / l  valeurs finies, [ E ( Z l f ) ] r  est une 

version de E ( Z r l f r ) .  
De m6me, on d6notera par Ea (Z l f )  la projection accessible de Z, et par 

E~(ZI f )  sa projection pr6visible. 

T12. Th6or~me. Si Z converge p.s. vers Zoo et est de classe DA, alors E ( Z [ f )  
converge p.s. vers E (Z~  Ifoo) e te s t  de classe DA. De m~me pour Ea(Zl f )  et pour 
EP(ZIf) .  

Une projection bien mesurable (ou accessible ou prdvisible) d'un processus de 
classe DL qui a des limites ~ droite (gt gauche) a des limites d droite (~ gauche). 

Une projection bien mesurable (ou accessible ou pr~visible) d'un processus 
continu ,i droite de classe DL est continue fi droite. 

Une projection accessible (ou prOvisible) d'un processus continu gl gauche de 
classe DL est continue fi gauche. 

Ddmonstration. Le premier point r6sulte immddiatement de ce que les processus 
de classe DA qui convergent p.s. sont les processus tels que lim E(ZT) existe darts 
R lorsque T converge uniform6ment vers (+  oo) - cfr. corollaire ci-dessus - et 
de ce que, si Test  un temps d'arr~t & valeurs finies de (f,), on a: 

E [E(ZI ~)3 ~ = E ( E ( Z T  I ~ r ) )  = E (ZT ) .  
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Les autres points se d6montrent de m6me, en faisant appel au th6or6me 1 et 
aux remarques 2 et 3 qui le suivent. 

Remarque. Cette proposition ne parait triviale que parce qu'elle use inten- 
sivement de nos r6sultats pr6c6dents. En fait, elle illustre la puissance de ces 
r6sultats. 

Elle contient 6videmment tous les r6sultats connus jusqu'ici sur la convergence 
p.s. des esp6rances conditionnelles - cfr. Doob [4], p. 23, Hunt [63, p. 47, 
Meyer [17]. 

w 2. Construction de variables arrYt~es d'esp&ance infinie 

Ce paragraphe est essentiellement consacr6 ~ la d6monstration d'un lemme 
technique (Mertens [12]), dont les applications suivront dans le chapitre suivant. 
On discute aussi une cat6gorie d'exemples qui int6resse autant les chapitres II et 
IV que celui-ci. 

Le lemme est 6nonc6 en temps discret, nos r6sultats pr6c6dents nous per- 
mettant de passer facilement au temps continu. 

Notations. Si R est un temps d'arr~t, Z un processus, on pose par d6finition 
ZR = 0  sur {R = + ~}.  

T1 est l'ensemble des temps d'arr6t de la forme inf{n[~0r off A, est un 
atome de ~ ,  et Vn, A , ~ _ A , + a # : ~ A , .  

n 

"1"2 est l'ensemble des temps d'arr6t T tels que {T= + ~ }  est, soit vide, soit un 
atome de Yo~ qui n'est pas U ~-mesurable.  

n 

Soit Z, un processus positif. Pour tout atome A de 0 ~ ,  soit n(A)= 
i n f { n [ A ~ } .  

Soit d l'ensemble des atomes A de U ~ ,  tels que sup Z, = + ~ sur A. 
n 

n 

Soit Z ' = Z  sauf sur d off nous posons: Z '(A)= Z'n(A)(A ) apr6s l'instant n(A). 
Z' est encore un processus adapt6. 

Nous d6signerons par X z l'enveloppe de Snell de Z'. 

Lemme. Supposons que V R, R ~ T  2 , ZR~L 1. Soit T=in f {n]XZ  + + ~ } .  Alors: 

1) ~4 est fini. 

2) Tes t  le sup d'une partie finie - ~ventuellement vide - de T 1 . 

3) XTZ~L1. 

D~monstration. Supposons pour commencer que X z soit l'enveloppe de Snell 
non de Z', mais de Z. 

(a) Supposons que 3n: ~ X z =  + or. 
{T <=n} 

Alors - cfr. chapitre II - comme X z est ~t valeurs finies apr6s l'instant n sur 
{T<n} ,  le temps d'arr6t R - R = n  sur {T>n},  R = i n f { k [ k > n ,  x Z - - I < Z k }  sur 
{ T < n }  -- est ~ valeurs finies et E(ZR)= + ~ - d'ofl la contradiction. 

(b) Supposons que 3n: {T>n}  admet une partition d6nombrable ~ - 
mesurable: {T>n}  = U Ag. 

k 
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Alors on peut, sur {T<n}, s'arr~ter ~t l'instant n et, sur Ak, s'arr&er / t u n  
temps d'arrat Tk ~ valeurs finies > n d~fini sur Ag, tel que ~ Zrk> 1. Cela donne 

Ak 

un temps d'arr6t R / l  valeurs finies tel que E(ZR)= + o0. D'ofi la contradiction. 

Donc Vn, Bn={T>n} est la r6union d'un nombre fini d'atomes Bin de 4 .  

VI, Bnc~B,+I +0. Sinon on aurait sur Bi,, T % n + l  (c) Montrons que Vn, ' i 
p , s .  

Z Z i et XT--X,+ 1 sur B n y serait int6grable, tandis que XZp%. + ~ sur Bg,. Par le th6o- 

r6me 4, on conclurait que Z,p~s.+ ~ sur B/, d'ofl la contradiction. 

Donc la suite d'ensembles finis {Bin ll <i<= i,} est un syst~me projectif pour les 
applications surjectives qui envoyent un atome de Bn+l sur l 'atome de B n qui le 
contient; et l'application canonique de la limite projective L sur chacun des 
ensembles est surjective. 

(d) Montrons que L e s t  un ensemble fini. Supposons le contraire. Posons 
g A_I = s A l'6tape n, choisissons un B n___ An_,, soit A,, tel que An soit l'image 

d'une infinit6 de points de L e t  arr~tons-nous en dehors de A~. 
Cela d6finit sur temps d'arr~t R. Montrons d'abord que R e T : .  Supposons 

doric P {T=  + ~ }  >0.  Alors Ao~ = {R = + c~} est l'intersection d'une suite d6crois- 
sante An d'atomes de ~ et est done un atome de ff~.  Si A~ =A ,  pour un certain n, 
alors cet A, serait 6videmment l'image, non d'une infinit6 de points de L, mais 
d'un seul, d'ofl la contradiction. Donc R e"1"2. Evidemment R =< T. 

Montrons encore qu'il existe une suite infinie d'instants ng, tels que V i, si 
Cn={R=n, T>n}=(An_I \A , )~B~ ,  alors P(Cn~)>0. Supposons au contraire 
que Vn, n>no ,  on ait Cn=0. Cela signifie A,= A,_ I ~ B,, Vn, n>n o, et donc An 
ne serait pas l'image d'une infinit6 de points de L, mais d'un seul. 

Alors on construit un temps d'arr~t S de la fagon suivante: en dehors des C~, 
on pose S=R; sur Cn on choisit Tn>n, T, un temps d'arrat fi valeurs finies tel que 

ZT. > 1, et on pose S = T, sur C A. Alors S est un temps d'arr6t, {S = + ~}  = 
C~ 

{R= + ~} ,  d'ol) SET2, et E(Zs)= + ~ :  d'ofi la contradiction. Donc L est fini. 

(e) Comme toute 616ment de ~r correspond fi un 616ment de la limite projective, 
on conclut d 'abord que ~r est fini. Puis on peut remplacer dans tout ce qui pr6c6de 
Z par Z'. 

(f) Alors, pour tout 616ment j (1 =<j=< l) de L, on d6signe par B~ l'atome de B, 
qui est l'image dej .  On a ~ Bn~ *Bk.2 On d6finit Tj=inf{nlog$B~}. Alors ~ T 1 ,  
et T =  sup Tj. 

l < j < l  

(g) Reste & montrer que E (xZ)<  + ~ .  Supposons le contraire. Mais alors il 
e x i s t e j t e l q u e  ~ X Z = + ~ . S o i t D , = { T = T j = n } ; e t I ,  = ~XZ. Vn, I n < + ~  

(T= Tj~ O. 

- par (a) - ,  et ~ In = + oo. 
n 

En dehors des Dn, arratons-nous/t  l'instant Tj. Sur Dn choisissons un temps 
d'arrOt T" & valeurs finies __>n, tel que ~ Z r , > I n - 2  -~, et arr6tons nous g Fin- 
stant T ~. D~ 

Cela d6finit un temps d'arr~t R, tel que { R = + o c } = { T j = + o c } ,  et donc 
R6"E 2, et E(Zn)>~,(I , -2-n)  = +oo, d'ofi la contradiction. 
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Donc E(XZ)< + oo. 
La d6monstration du lemme est achev4e. 

Exemples. Le lemme montre  que, saufdans le cas off il y a une suite dhcroissante 
A,, off A, est un atome de ~ telle que ~ = lim P (A,)> 0~ on peut travailler avec 

n ~ o o  

des temps d'arr~t/ t  valeurs finies. Illustrons cette exception. 

Cette exception est du type suivant: ([2, ~ P) est [0, 1 - rc], muni de la mesure 
(re 6 (0)+ 2) off 3 (0) est la masse unit6 au point 0 et 2 la mesure de Lebesgue. 

Soit a , =  P ( A , ) - ~ ,  et a_l  = 1 - ~ .  Alors an--* 0 et [0, anl est un atome de ~ .  
Pour simplifier l'exposition, on peut supposer que les autres atomes de ~ sont 
]a i ,  a i _ l ]  -O<_i<_n. 

I1 est clair que, sur cet espace, tout temps d ' a r ra t / t  valeurs finies est born& 
Donc toute surmartingale est r6guli4re. 

Or, pour toute suite x. de nombres r6els - m~me non convergente - ,  on 
construit facilement - de fa~on unique - une martingale X telle que X. (0)= x.; 
- on compense successivement/t chaque 6tape la variation de x..  

Un autre exemple est le suivant: 
On pose 

1 
Z.(co)-  sur ~al, ai_l~ pour O<_i<n 

a i - - a i _ l  

et sinon Z, (co)= 0. Z, est un processus croissant qui converge p.s. vers la fonction 

1 
Z(co)--  sur  ~a i -- ai_13 , Z(0)  = 0 .  

ai -- ai_ 1 

L'enveloppe de Snell et l 'enveloppe de Dirichlet X de (Zn) est la martingale 
g6ndralis6e Xr----E(ZI YT) pour tout temps d'arr4t T_ (T < + oo). 

p . s .  

X converge p.s. (c'est une surmartingale positive) vers X~,  o6 X~ (co)= Z(co) 
pour co +0,  mais Xo~ (0)= + oo 4: Z(0) =0.  

Ces deux cat6gories d'exemples sont, avec l 'exemple classique d'une martingale 
positive qui converge p.s. vers 0, les exemples qu'il faut avoir & l'esprit tout au 
long de cette dissertation. 

Chapitre IV. Applications ~i la th6orie des martingales 

w 1. Convergence p.s. des surmartingales 
Bornes dans L 1 des variables arr&des 

Dans ce paragraphe, nous montrons comment  le lemme du paragraphe 2 du 
chapitre pr4c4dent implique deux r6sultats de Chow ([11 et [-2]) sur les surmartin- 
gales. En fair, il permet de pr6ciser ces r6sultats, tout en en donnant  une d~mon- 
stration unifi6e. Ces r6sultats ont 4t6 annonc6s dans Mertens [12J. 

T13. Th6or6me. Si Z est une surmartingale telle que V T, T e T  a, Z~ eL1, alors 
Z converge p.s. 

D~monstration. Par T 1, on se ram6ne au temps discret. On peut 6videmment 
supposer Z__<0. On sait 6videmment que Z converge sur les atomes de ~ 4 .  On 
peut donc remplacer Z par Z'. 
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Soit - X  l 'enveloppe de Snell de - Z ' ,  et soient T etc . . . .  d6finis comme dans 
le lemme. C o m m e  XTeL1, Z' converge p.s. sur { T <  +co} ,  car 1/l-dessus on a 
sup E ( -  Z~)<=E(-Xr)< +oe. 

Donc,  par le lemme, il suffit de d6montrer  la convergence sur { T =  + co} = 

U +~176 
i=<j__<i 

Soit n o un instant tel que {Ti=>no} c~ {Tj>__no} =0 Vi, j, i~=j (cfr. lemme). On 
peut 6videmment supposer n o = 0. 

II suffit alors de faire la d6monstration sur T I > 0, et donc on peut supposer que 
T=TI, e'est-~t-dire Vn, A,={T>n} est un atome de ~ ,  et que lim P(A,)= 
P(Ao~)>0.  " ~  

Soit z . =  Z.(A.). I1 nous reste /L mont re r  que z. converge. Pour  cela, nous 
allons mont re r  que ~(z .+ l - z . )+<+o~.  On a, en notant  B . + I = A . \ A . + I =  
{ T = n +  1}, et re.= P(A.), 7r= P(A~)  

Zn'~Z.>Z.+I'rC.+I+ ~ Z.+l- 
Bn+l 

D o n e z . + l . Z C . + i - z . . z . <  ~ - Z r .  
( T = n + l )  

On suppose z .+,  > z . ,  alors: 

z~ +.~.+,< ~ -z~ 
{ T = n + l }  

d'ofi:  (z.+ 1 - z . )  +. 7r< - ~ Z r. 
{ T = n + l }  

Done E(z~ E 
n n : z n + ~ > z n  { T = n + l }  

Done  E ( z . + l - z . )  + < - - ~  IZ~I < + co. 
4 

T14. Th~or~me. Si Zes t  une surmartingale telle que VR, R e T  2, Z R e L  , alors 
sup E(Z~-) < + co. 

R 

D)monstration. Nous  nous ramenons  d ' abord  au cas discret. C o m m e  
sup E(Z+)=supE(Z~); si sup E ( Z + ) =  + c o ,  il existe une suite (R~), R~ born6e, 

R born+ R R 

telle que sup E(Z~) = + co, et que !ira R~= + oo. 
i l~O0 

C o m m e  Z +, 6tant la partie positive d 'une surmartingale,  a presque toutes ses 
trajeetoires r6gl6es et semi-continues sup6rieurement ~ droite, on peut appliquer 
la technique des temps d'arr~t r6guliers - cfr. fin du chapitre II  - ,  pour  trans- 
former la suite R~ en une suite croissante. Mais alors Y~ = Z m est une surmart ingale 
en temps discret - car les R~ sont born6es - telle que sup E(Y,+) = + co. Done  

n 

on peut supposer  que Z e s t  une surmartingale en temps discret. 

Soit alors X l 'enveloppe de Snell de Z + et les autres notat ions comme dans le 
lemme - on peut travailler avec Z +, au lieu de (Z+) ', car une surmart ingale est un 
processus finalement d6croissant sur les atomes de ~ ~ , .  

I1 faut d6montrer  que T = 0 .  
Dans  le cas contraire on se ram6ne de nouveau imm6diatement  au cas off 

Te T1. 
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On sait alors que 

1) z,+= I z,,--,+oo. 
A~ A.  

2) I Z+ < +oo. 

A , = { T > n }  est un atome de ~ .  
Nous allons montrer que ~ ZT = + o9, d'ofi la contradiction. 

Soit ~, = P (A,), z~ = Z, (a,). On a: 

re,- z,_->re,+l' z ,+ l+  ~ Z~+I. 
{ T = n + l }  

D ~  I ZT = ~ Z { -  f Z~>= f Z f - - f  ZT" 
{T <n} {T <n} {T <=n} {T <n} 

D o n c - o � 9  Z0 - r e , - z , )> l im  ~ Z f - [ Z T = ~ Z + - ~ Z ~  
n~oo n~ov {T<n} 

Donc ~ ZT = oo. 

w 2. Surmartingales r~guli&es et surmamngales spdciales 
D&ompositions des surmartingales 

A partir de maintenant, toute surmartingale X sera telle que V T, TeT2, 
XT ~L1. 

D6finitions. X est dite rdguli&e si X v&ifie le th6or6me d'arr& pour des temps 
d 'arr&/t  valeurs finies, mais non n&essairement born6s. I1 est 6quivalent de dire 
que X -  est de classe D - ou de classe DA - apr6s un temps d'arr& sup. d'une 
famille finie de temps d'arr6t T du type tel que { T > t } = A ~  est un atome de 
o~,, et que lira P (At) #: 0. 

t ~co  

X est dite sp&iale si X + est de classe DA - ou encore si V T, T/L valeurs finies, 
Xt+~ r e s t  de classe DA. 

A. D&omposition de Krickeberg d'une surmartingale 

On d6compose une surmartingale quelconque en une somme d'une surmartin- 
gale r6guli6re et d'une surmartingale sp6ciale. On 6tend ainsi aux surmartingales 
la d6composition de Krickeberg d'une martingale. 

T 15. Th6or6me. Soit X une surmartingale, Y son enveloppe de Snell, Z =  X -  Y. 
Alors X =  Y+ Z, off Y est une surmartingale rdguli&e, et Z une surmartingale 
ndgative - et donc sp&iale - qui converge p.s. vers z&o. 

X est rdguli&e si et seulement si Z=0 .  
X est sp&iale si et seulement si Y est sp&iale. 

DOmonstration. Montrons la propridt6 de surmartingale de Z. Soient donc 
R1 et R 2 deux temps d'arr& born6s, Ra<=R2. Soit T u n  temps d'arr& & valeurs 
finies, T = R1. On a: XT ̂  n2 -- XT = XR2 -- XT v R~, et par la propri&6 de surmartin- 
gale, XR, >E(XTAR2 [~ , ) ,  et donc: 

X R , - - E ( X T I ~ , ) > = E ( X T ^ R 2 I ~ ) - - E ( X T I ~ ) = E ( X R ~ [ ~ , ) - E ( X T ~ R ~ [ O ~ , )  

d'ofi : X.~ - ess sup E (X T I ~.~,) > E (XR~ [ ~ ess sup E (X s I.~,) 
T>-_Rt S>-_R2 

5 Z. Wahrscheinlichkeitstheode verw. Geb., Bd. 22 
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c'est-&-dire: X R , -  YRI> E(XR21O~R1)--E(YR2[~R,), OU encore: ZRI> E(ZR2[~):  
c'est la propri6t6 de surmartingale de Z. 

Reste/t  montrer que, si X est sp6ciale, Y l'est aussi. Cela r6sulte de T 9. 

B. D~composition de Riesz 

On donne ici les propri6t6s principales des surmartingales r6guli6res et des 
surmartingales sp&iales. Elles s'analysent le mieux au moyen de la d6compo- 
sition de Riesz. 

Le th6or6me ci-dessous pr6cise de beaucoup un r6sultat de Chow [23. De 
plus, il met en 6vidence la dualit6 entre les surmartingales r6guli6res et les sur- 
martingales sp6ciales. 

Dor6navant toute surmartingale sera telle que 

sup e ( lx ,  I)< + o r .  

On appelle potentiel une surmartingale de elasse DA qui converge vers 0. L'en- 
veloppe de Diriehlet d'une sousmartingale sera 6galement appelhe sa solution 
de Dirichlet. C'est une martingale, tout comme l'enveloppe de Snell. 

T16. Th6or~me (D~cornposition de Riesz). Soit Z une sousmartingale, X son 
enveloppe de Snell, X'  sa solution de Dirichlet, Y = X ' -  Z son potentiel. On ales  
~quivalences suivantes : 

(a) 1) Z est r~guli~re. 
2) Vt, T, t< T: E(Zt)<_E(ZT). 
3) E(Z~+)=lim E(Z  +) - ou: Z~ + converge dans L 1. 
4) X' est une surmartingale sp~ciale - ou une sousmartingale r~guli&e. 

(b) 1) Zes t  sp~ciale. 
2) V T, lira E(Z~)>=E(ZT). 

3) E(ZG)=limE(Z;-)  - ou: Z;- converge dans L~. 
4) X' est une surmartingale reguli&e - ou une sousmartingale sp~ciale. 

En particulier X ' =  X. 

D~monstration. (a) 1) = 2): En effet 2) implique que la formule Zs < E (ZT [~s) 
est vraie -- S=< T - 

d'abord lorsque S = t e s t  constant, en consid6rant les temps d'arr& T. I(A)+ 
t(1-I(A)),  A ~ ,  

puis lorsque S est ~t valeurs discr&es, 
ensuite on passe ~t S quelconque, par un passage ~t la limite d&roissante, en 

utilisant le th4or4me 2, 
1) ~ 2) est 4vident. 
1). - �9 4) parce que les processus positifs de classe D sont les processus major6s 

par une martingale 6quiint6grable. 
1). - . 3). 1) ~ 3) est 6vident. 
3) ~ Z ff --~ Zoo + d a n s  L1. Donc E(Z~I~t)  est une martingale 6quiint6grable 

qui majore Z +, parce que sinon 3t, ~A, A ~ t :  Vs, s>=t, ~ Z~+>= ~ Z~+~. 
Donc on a 1). A a 

(b) 4)- -=-2) Car sup E(ZT)=E(Xo) et E(X~)= lim E(Zt). 
T t ~ o o  

1) ~ 3) est 6vident. Montrons encore que 3) ~ 4) et 4) ~ 1). 
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On a l'indgalit6 (car Zoo =X~):  [ [X~- -X; - [ - [Zg  -Z,-I[<= Yr. Comme Y~ est un 

potentiel, et que 3 ) ~  ( Z 2 ~ ,  ZL), on voit en int6grant l'in6galit6 que, si 3), 
x;- - ~  x'2. 

Comme (a) 3 ) ~  (a)1), on conclut que X' est une surmartingale r6guli6re: 
on a 4). 

R6ciproquement, si 4), en int6grant de nouveau l'in6galit6 ci-dessus pour 
t =  T(co) on conclut que Z r  converge dans L1 vers Zg lorsque T converge uni- 
form6ment vers (+  oo). C'est i). 

La d6monstration est achev6e. 

Remarques. 1) On peut encore d6montrer la 

Proposition. X' est l'~l~ment minimal de l'ensemble des surmartingales locales 
qui majorent Z si et seulement si Z est de classe DL, ou encore si et seulement si 
Y est un potentiel de classe i). 

La d~monstration r6sulte imm~diatement de nos r4sultats ant&ieurs. 

2) (sur la d6composition de Doob): 
Soit X une surmartingale de classe DL, X = M - A  sa d6composition de Doob. 
Alors X est r6guli6re (sp6ciale) si et seulement si M est une surmartingale 

r6guli6re (sp6ciale). 
Cela r6sulte imm6diatement de ce que A est de classe D. 

C. Une r&iproque au thdordme de convergence p. s. des esp&ances conditionnelles 

T 17. Proposition. Soit X une surmartingale. On a l'dquivalence 
- X est sp&iale, 
- E ( X  + I~o)pG. lim E ( X  + ]J~0). 

Ddmonstration. Le th6orbme de convergence p. s. des esp6rances conditionnelles 
donne l'implication dans un sens. Montrons la r6ciproque. Comme 

2 X + >  + + I x~ -x ,  [+(x~+-x?)>o, 

X + si on pose Z t = sup [IX+ - X+] + (X+~ - ~ )], les Z, forment une suite d4croissante 
S>t 

de fonctions int4grables positives, qui converge p.s. vers z6ro. 
Donc E(Zt[~o)~.~.O. 
Done le fait que E(Xt+J~o)~.~.E(X+[~o) implique que 

E(IX~ -X,+f [ ~o) ~ .0 .  

Soit Tun  temps d'arr6t & valeurs finies. On a 

X,+~ T - - X f  =Xt  +. I ( T >  t ) - X f  . I (T  > t)<=(X~ - X f ) .  I ( T >  t)+ ]X~ -Xt+l 

et de marne X t + ^ r - X ~  > - X ~ .  I (T>t) .  
En prenant les espdrances conditionnelles de ces deux in6galit6s par rapport 

g ~o et en passant fi la limite on trouve (car X~- et X~ + sont int6grables) E(X~+  ̂rico) 
~. E(x~ I~o). 
5* 
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D'autre part, lim E(X~TI~o)>E(Xf  Io~0), par le lemme de Fatou - la limite 

dans le membre de gauche existe p. s. parce que les E(Xi-,, r [ ~ )  sont croissants. 

Par soustraction, lim E (Xt ̂  r [~o) < E (Xr [ ~o). 
t ~ o O  

Comme E(Xt]o~d)<E(X,^.r[o~o) et que les E(X~I~o) d6croissent, on conclut 
en int6grant que lim E(X3< E(Xr), et donc X est sp6ciale, par le th6or6me de 
d6composition de Riesz. 

Ce nous est un tr6s agr6able devoir d'adresser ici nos plus vifs remerciements/t Monsieur J. Paris 
qui a bien voulu, avec une bienveillance toute particuli6re, veiller au meilleur d6roulement de ce 
travail, partie de notre th6se de doctorat d6fendue ~t l'Universit6 Catholique de Louvain. 

Nous sommes 6galement trSs reeonnaissants /t Monsieur P.A. Meyer, qui nous a signal~ la 
seconde partie du th6or+me 12. 
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