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Théorie des processus stochastiques généraux
applications aux surmartingales
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Introduction

L'ensemble des surmartingales réguliéres qui majorent un processus donné
admet un plus petit élément, qui s'exprime d’une fagon analytique relativement
simple & partir du processus (cfr. Snell [19] en temps discret, et Mertens [11] en
temps continu). Nous avons appelé cette surmartingale «enveloppe de Snell» du
processus, par opposition au concept analogue d’«enveloppe de Dirichlet», qui
n’exige plus la régularité.

Ces deux notions d’enveloppe sont introduites au chapitre [T de cette dis-
sertation.

Elles vérifient le théoréme d’arrét et sont bien mesurables mais, en général,
clles ne peuvent &tre choisies continues a droite.

Par conséquent, nous avons pris comme définition d’une surmartingale ces
deux propriétés: le théoréme d’arrét pour les temps d’arrét bornés, et la bien
mesurabilité. Toute surmartingale continue a droite vérifie ces propriétés.

Dans le premier chapitre, nous étudions les trajectoires de ces surmartingales:
comme celles ci ne sont pas toujours séparables, les théorémes habituels ne
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sappliquent pas. La clef de cette étude est fournie par un théoréme qui ramene
les diverses propriétés de continuité a droite ou a gauche de presque toutes les
trajectoires d’un processus bien mesurable, & des propriétés de convergence de
suites de variables arrétées par des suites monotones de temps d’arrét bornés.

Ce théoréme repose essentiellement sur le théoréme des capacités de Choquet,
il a des applications & d’autres processus.

Comme les trajectoires possédent toutes les bonnes propriétés de régularité
auxquelles on s’attend, tous les théorémes relatifs aux surmartingales continues
a droite, y compris la décomposition de Doob, s’¢tendent aux surmartingales
telles quelles sont définies ici.

Les chapitres suivants contiennent quelques exemples d’applications de ces
majorations; dans le chapitre IIl, application aux processus stochastiques
généraux et dans le chapitre IV, aux surmartingales.

Les propriétés étudiées dans ces deux chapitres sont liées au caractére borné
ou faiblement compact dans L; des variables arrétées. Dans le troisi¢me chapitre,
nous étendons & un processus quelconque le théoréme de Johnson et Helms [7],
connu jusqu’ici dans le seul cas des surmartingales positives continues & droite;
il s’y trouve également divers théorémes sur les processus de classe D, et la définition
de la classe D asymptotique.

Ce concept est appliqué au probléme de la convergence p.s., des espérances
conditionnelles, ol nous étendons les résultats de Doob et Hunt. Enfin, nous
étudions dans ce chapitre sous quelles conditions l'intégrabilité de toutes les
variables arrétées implique que 'ensemble de ces variables soit borné dans L;.

En ce qui concerne le quatriéme chapitre, nous appliquons d’abord ce dernier
résultat, d’une part a la partie positive d’'une surmartingale, ce qui nous permet
de préciser un résultat de Chow [2], et d’autre part, & sa partic négative et cela
nous donne un théoréme de convergence p.s. des surmartingales, théoréme plus
précis qu'un théoréme de Chow [1], qui contient bien siir le résultat classique de
Doob. Nous introduisons ensuite les concepts duaux de surmartingales réguliére
et de surmartingale spéciale. Nous montrons comment toute surmartingale se
décompose en une partie réguliére et une partie spéciale, ce qui étend aux surmar-
tingales la décomposition de Krickeberg [8] d’une martingale.

Nous étudions alors, au moyen de la décomposition de Riesz, les principales
propriétés des surmartingales réguliéres et des surmartingales spéciales. Cette
étude fournit des critéres pour que la partie positive ou la partie négative d’'une
surmartingale converge dans L,. Juxtaposés, ils forment un critére de Chow pour
qu’une surmartingale converge dans L.

Enfin, nous énongons un critére en termes d’espérances conditionnelles pour
qu'une surmartingale soit spéciale. Dans le cas particulier des parties positives
des surmartingales, cela donne une réciproque au théoréme de convergence p.s.
des espérances conditionnelles.

Le lecteur non intéressé par le temps continu peut sauter le chapitre I. Mais il
n’est pas possible de se passer du deuxiéme chapitre; par ailleurs, il est préferable
de connaitre les résultats contenus dans le chapitre [II avant d’aborder le
chapitre IV, méme si I'on désire ne prendre connaissance que de ses seuls
énoncés.

Le lecteur trouvera tous les exemples en fin du troisiéme chapitre.
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Terminologie et notations

Dans ce travail, nous utilisons la terminologie telle que dans [13], sauf indica-
tion du contraire. Nous faisons également usage de I'expression «régle d’arrét»
pour désigner un temps d’arrét a valeurs finies. Quant a la définition des processus
de classe DL, nous prions le lecteur de se référer & ([14], p.137, VID 17). Un
processus est toujours supposé bien mesurable.

Les lettres majuscules R, S, T désignent des temps d’arrét, tandis que les
minuscules r, s, t désignent des instants — des points de R _ . Par ailleurs, les lettres
A, I, M, X, Yet Z désignent des processus. On trouve aussi dans ces pages la nota-
tion (X)), (Y,)... pour les processus X, Y....

L’ensemble des temps est la demi-droite réelle positive; (2, % (%), P) sont
fixés dans toute la suite et, d’habitude, sous-entendus. De méme, nous utilisons la
notation | X pour { X dP.

¢ ¢

Chapitre I. Régularité des trajectoires d’un processus bien mesurable

Ce chapitre repose essentiellement sur des applications répétées du théoréme
des capacités de Choquet.

Le théoréme 1 est un résultat technique valable pour tout processus bien
mesurable; on donne ensuite des applications a divers processus concrets, princi-
palement les surmartingales.

§1
T 1. Theoréme. Soit Z un processus bien mesurable.

a) Alors Z est p.s. d trajectoires dépourvues de discontinuités oscillatoires d
gauche (4 droite ) si et seulement si pour toute suite strictement croissante (décrois-

sante) et uniformément bornée de régles d'arrét S, on a lim Zg _existe en probabilité.
A— o0

b) Z est p.s. d trajectoires convergentes si et seulement si pour toute suite

strictement croissante de régles d’arrét bornées S, telle que lim S,= 4+ o0, on a
H— Q0

lim Zg_existe en probabilité.

n— 0

¢) Un processus adapté Z est p.s. a trajectoires continues d droite (d gauche) si
et seulement si Z est bien mesurable (accessible) et si pour toute suite strictement
décroissante ( croissante ) et uniformément bornée de régles d’arrét S, on a, en posant
S=1im §,, lim Zg = Zg en probabilité.

n— o0 RH— O

Démonstration. (b) suit évidemment de (a).

11 suffit dans (a) et (c) de montrer que la condition est suffisante (par [13],
p. 201, 203).

Commencons par (a).

J’ désigne la pavage constitué par les intervalles stochastiques [S, T], S
accessible. 7 (') est la tribu engendrée par &, et &/(#") sont les ensembles I~
analytiques. On a I (F)= o/ (F).

Soit D, ,={(e, t)|lim sup Z (w)>b, lim inf Z (w)<a}.

s<t

s<t
=
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Il suffit que nous montrions que V, , rationnels, a<b, la projection sur Q de
D, , est de mesure nulle. Montrons que D, ,€.2/(.#'). Les notations seront sim-
plifiées en supposant que Iensemble des temps Test la droite réelle toute entiere.

Soit Z: @x TxR* - R, Z'(w,t,h)=Z(w,t—h).

Alors Z’ est mesurable pour 7 (S)@ % (R%).

Par un argument de classe monotone, il suffit de le vérifier pour Z de la forme
I(]«, T]). On est donc ramené a vérifier la mesurabilité (7 (F)@ Z(R*)) de
E={{w,t, h)|t—h<T(w)} pour tout temps d’arrét T.

VreQ, r>0, A,={(w,t, h)|r<h, t—r<T(w)}.

Evidemment 4,7 (#)® B (R%), et E= | } 4,.

reQ

Donc la partic A de @x T x R% x R située sous le graphe de Z' est 7 () ®
A(R*)® %(R) mesurable.

Soit 4, ;=An{h<e}n{Z>2}, et A; ; la projection de A4, ; sur @ x T. Alors,
par le théoréme de projection, 4, ; est 7 (#)-analytique ([14], III T 9), et donc,
par ([14], VIII T 18), A4; ;e (5").

Or, A, ,={(w,1)] sup ZJw)>2}. Par une application répétée de ([14],

t

t—eg<s<

ITI T 8) on conclut alors que
{(o, | lim sup Z (w)>A}eA(I).
s<t

Dong, D, e (S').

Une extension immédiate de ([13], p. 206) suivic d’une application de ([15],
proposition 1) montre alors qu’il existe un temps d’arrét prévisible T, qu'on
peut évidemment supposer borné, tel que, si la projection sur 2 de D, , est de
mesure strictement positive, alors T est 4 valeurs dans D, , avec une probabilité
strictement positive.

Soit alors T, une suite strictement croissante de temps d’arrét tels que T, — T'p.s.

Posons F={o|(w, T(w))eD, ,} et t=P(F). On a n>0.

Posons encore S, =S, =S,=0.

S,, =inf{t|Z(w,t)<a;t>85,_ AT
Sypp=inf{t| Z(w, ) >b; t>S5,} AT
Si(@) =inf{Ty(@)| Ti(w)> S, (@} A T
Sy (@)=inf{Ty ()| Ty (@0)> S, (o} A T.

Soit A={(w, 1) Z(w, ) <a}, B={(w, 1)| Z(w, t)> b}. A et Bsont bien mesurables.
Soient A,,=AN[S,,,S5ul, Azns1=BN[S2n41,San41[. La projection sur Q2 de
A, contient F. Par ([13], p. 205), il existe un temps d’arrét R;, tel que R} () < + o0 =
(o, Rj(w))€A, et P(R; < +c0)>m,—37" 7, en notant S,=proj. (4,) et 7,=P(S,).
Alors P(Fn{Vn,R,<+o0)})>37

Posons R/ =R, A S,, et de plus soit C={w|Vn Zg, (w)<a et Zg, (w)>Db}:
onaP(C)>1in.

n—1
Posons encore R;,'=R;, sur {R, <T},R,'=T+

——sur {R/=T},R=1imR,’;

et enfin R,=R}’, R,(w)=inf{R} (w)|R;'(w)>R,_{(w)}. Les R, forment une
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suite strictement croissante et uniformément bornée de temps d’arrét telle que,
sur C, Zg, <aet Zg, . >b, ce qui est impossible.

Pour la démonstration de (b), on obtiendrait ainsi une suite croissante de
temps d’arrét R, convergeant vers + oo, et il resterait a borner chaque R, par une
constante suffisamment grande; c’est élémentaire.

Nous passons donc a la démonstration relative aux discontinuités oscillatoires
a droite.

Posons de nouveau D, ,={(e, t)|1im sup Z(w)> b, lim inf Z,(w)< a}, et posons
T(w)=inf{t|(w, )€ D, ,}. >t

11 suffit de nouveau que nous montrions que P*({T< + c0})=0. Nous allons
commencer par montrer que T est un temps d’arrét. Fixons ¢>0; soit £ les
intervalles stochastiques accessibles pour la famille de tribus (% ).

Nous allons montrer que D, ,e.%/(.%).

Pour cela, on construit Z: QxTx]0,ef >R, Z{w, t,h)=Z{w,t+h). On
démontre de méme qu'avant que Z'e 7 (£)Q A ([0, &[), et toute la démonstration
de I'analyticité de D, , se poursuit alors de méme.

11 suit alors d’une extension immédiate de ([13], p.9) que T est un temps
d’arrét pour la famille (£, ,), et donc, par la continuité a droite des tribus, un
temps d’arrét pour (%).

Soit F={T< + 0} et supposons n=P(F)>0. Soient B={(w, t)| Z.(w)>b},
A={(w, )| Z(w)<a},

1
T0:T+1’ Azn:Am]T,(T‘*—'z—;)/\TZn—l[

| 1
AZJH—IZBH:IT» <T+m) A TZM['

Les A, sont bien mesurables et leur projection sur Q est égale a F, a condition
que nous définissions les T, comme des temps d’arrét tels que T(w)< 40 =
T(w)< T, (w).

Par ([13], p. 205), il existe des temps d’arrét T tels que P(T, < + o0)> n(1—3"),

T, < 4+ o0 = (w, T, (w))e 4,. On pose T,=T, A (T+1—) AT, _,.
n

Alors 3k: P(T+1<k)>3m Posons T"=T Ak, T,'=T, A k.
Soit C={Vn,(w, T (w))eA et (v, Ty,,1()eB} N {T+1<k}.
OnaP(C)>Ln>0.

Posons R,=T, sur{Vp,q,p=n,qzn.p+q: T,)+ T}, et R, =k +

Alors tes R, nous donnent la contradiction.

Reste a démontrer (c).

Les conditions imposées impliquent déja que Z est p.s. dépourvu de dis-
continuités oscillatoires a droite (4 gauche). Par conséquent, si

-1
! ailleurs.

n

X(w, )= lirrtl Z(w, s)(X(w, )= lir{l Z(w,s)),

-

alors X est bien défini et est bien mesurable (accessible).
4 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 22
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Soit D, ,={X >b, Z<a}. Supposons la projection de D, , de mesure positive.
Comme D, , est bien mesurable (accessible), il existe par ([13], pp. 205, 206) un
temps d’arrét T (accessible) tel que T(w)< + o0 = (o, T(w))eD, , et P(T<w0)>0.
Comme précédemment, on se raméne au cas ou T est borné (et limite d’'une suite
strictement croissante T, de temps d’arrét) — pour la continuité a droite, on pose

1 . . -
T,= T—I—;. Alors la suite (T) et T fournissent la contradiction.

Remarques. 1) Le théoréme sétend évidemment aux processus a valeurs
dans un espace lusinien métrisable.

2) On peut remplacer partout la convergence en probabilité par la convergence
des espérances mathématiques — a condition de considérer toutes les suites
monotones de régles d’arrét, et non plus seulement les suites strictement monotones.
Pour (a) et (c), il faut ajouter la condition que toutes les variables Z, — T régle
d’arrét bornée — soient intégrables; pour (b), que (limsup Z)~ et (lim inf Z)*
soient intégrables.

Cependant, en ce cas il y a des résultats supplémentaires de compacité des
variables arrétées.

3) Lorsque le processus est accessible — resp. prévisible — on peut évidem-
ment supposer tous les temps d’arrét accessibles — resp. prévisibles.

4) On peut aussi démontrer Passertion analogue & (c) obtenue en y remplagant
la continuité par une semi-continuité.

Applications. 1) Processus de Markov.

Dans I'axiomatique des processus de Markov (cfr. [16]), le théoréme permet
de simplifier la démonstration de ce que la propri¢té de Markov forte implique
que les fonctions excessives sont presque boréliennes et continues & droite sur les
trajectoires (42 = A3) et de ce que I'axiome de Blumenthal entraine la continuité
a gauche des potentiels sur les trajectoires, et que celles-ci sont p.s. réglées
(A4 = A5).

2) Théorie générale des processus: cft. p.
3) Théorie des martingales.

En plus de I'application qui va suivre et qui est & la base de tout ce travail,
nous donnerons encore une application importante a la fin de ce chapitre.

On sait que toute surmartingale continue a droite vérifie la définition suivante,
et c’est quasi exclusivement cette catégorie-1a de surmartingales qui a été ¢tudiee
jusqu’ici.

Nous aurons besoin de I'extension suivante de la notion de surmartingale
pour important théoréme d’existence du chapitre II. Nous verrons qu’on ne
perd aucun résultat dans cette extension.

Définition. Nous appellerons surmartingale un processus bien mesurable X
tel que pour tous temps d’arrét S et T bornés, S<T, on ait:

1) XgeL,

2) XszE(Xr|H)p-s.

Remargue. On pourrait remplacer la condition 2) par E(Xg) 2 E(X 7).
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T2. Théoréme. Presque toutes les trajectoires d'une surmartingale sont des
Jonctions réglées semi-continues supérieurement d droite.

Démonstration. C’est un corollaire immédiat du théoréme 1 et des théorémes
classiques de convergence des surmartingales en temps discret.

Corollaire. Tous les résultats classiques pour les surmartingales continues d
droite s’étendent d ce cas-ci, compte tenu des modifications évidentes. Pour ces
résultats, cfr. par exemple ([14], V, VI).

Le concept correspondant de sousmartingale est évident. Il faut remarquer
que la notion correspondante de martingale coincide, par T 2, avec la notion clas-
siques de martingale continue a droite. ‘

Nous allons maintenant préciser (T 2) en obtenant un théoréme de décompo-
sition.

§ 2. Décomposition de Doob des surmartingales

Nous démontrons ici, sans 'hypothése de continuité a droite, les théorémes
d’existence et d’unicité de la décomposition de Doob, donnés par Meyer [117] pour
des surmartingales continues a droite. La démonstration se fait en se ramenant
au cas continu a droite, au moyen du théoréme 2.

La notion de processus naturel s’est avérée inutilisable dans ce cadre plus
général; c’est le concept de processus prévisible qui s’est révélé approprié.

Nous appellerons processus croissant tout processus A4 (w, t) tel que Vo, A(w, .)
est une fonction croissante, A(w, 0)=0 et A(., ) est intégrable.

Rappelons qu'en vertu de (T2), si X, est une surmartingale, les processus
X, et X,_ sont bien définis, on a X,, <X, et les trois processus X, X etX,
ont en chaque point les mémes limites a gauche et a droite.

Lemme. a) Soit X une surmartingale, X eL,. Alors il existe une surmartingale
continue a droite X' et un processus croissant continu d gauche I{w, t) tel que:

o, )= (X(w)—X,, (w))

s<t

X'=X+1.

b} Il existe une suite de temps d'arrét T, et une suite de nombres strictement
positifs 4, tels que ©
I(CU, t): Z )‘VnI(]’Tne ‘)[)

n=1

En particulier, X est limite d’une suite décroissante de surmartingales continues
a droite.

Démonstration. Posons
Ti=inf{t| X,z X,, +1}, T'=inf{t|X, =X, +1,t>T" *(w)}.

On a Tf'(w)< +o0=T"(0)< T (o), et lim T{"= +c0. De plus X7n> Xy, +1.
Posons
1, )= (Xrp(@) = Xpp, () - IAT, - D),
et ©
Ao, )= ZlAi‘(a), 1.

4%
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Soit t fixé.
Nous allons montrer que E(A4,(w, t))gE (Xp— X))
Par le lemme de Fatou, on a:

k
By, 0)=Jim E | 3 (=X 107 <0

Or, par le théoréme d’arrét

k
E [Z (Xp—=Xps)- I(T1n<t)] SE(X,—X),
I

ce qui passe a la limite,

Il suit que A4, est un processus croissant continu a gauche. On montre alors
que X + A, est encore une surmartingale; 4, étant continu a gauche, X + A; est
bien mesurable et donc il suffit de vérifier 'inégalité de surmartingale.

k

On vérifie celle-ci pour tout processus X + ) A7, le résultat en découlera par
1

un passage 3 la limite. Cette démonstration se fait alors par induction sur k, de
sorte que I'on se raméne & vérifier 'inégalité de surmartingale pour X + A1.

Soient donc S et T deux temps d’arrét, SST<t. Sur {S>T}'} et sur {S=T},
la proposition est immédiate.

On est donc ramené 4 S<T' et S<T.

Posons S,=S, S, =T AT, S,=T.

On a immédiatement E[(X + Al)s | %5, 1< (X + AY)s,, et donc on se raméne
aucasou §=5;, T=S,.

On peut encore éliminer le cas S;=T=S,, et donc on est réduit au cas
S=T}!<T.

Alors Xyl =Xps K+ ADr=Xp+ Xy —Xy. .
Comme X ., 2 E(X7|Fp), la relation cherchée suit.

Donc (X + A,) est encore une surmartingale, qui n’a plus de discontinuités a
droite que d’amplitude <1.

Avec (X + A4;), on peut alors de méme construire une suite de temps d’arrét
77, qui porte toutes les discontinuités a droite d’amplitude >1de (X +A,), puis
un processus croissant continu a4 gauche A, et une surmartingale X + 4, + 4.

Ainsi on construit inductivement une suite A, de processus croissants continus

3

a gauche et prévisibles tels que Yk, X+ A,, soit une surmartingale, qui n’a plus
1

de discontinuités a droite que d’amplitude <7.
k
De plus E (Z A, (o, t)) <E(X,—X,).
1

11 suit que si I(w, t)=), 4,(w, t), alors
1

— p.s. Vi, I{w, t)< + c0.
— I est un processus croissant prévisible, continu a gauche.
~ Ho, =Y (X(@) - X, (@)).

s<t
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X +1 est une surmartingale, par un passage a la limite élémentaire.
k |
Le fait que p.s. X +)_ A4, n’a pas de discontinuités a droite d’amplitude >?,

1
implique que p.s. les trajectoires de X +1I sont semi-continues inférieurement a
droite. Le fait que X +1 est une surmartingale et le théoréme 2 impliquent alors
que p.s. les trajectoires de X +1 sont continues & droite.
La démonstration de (a) est terminée; passons a celle de (b).
Comme I =) A%, il suffit de démontrer le premier point de (b) pour I du type:
nk

Y(w)- I(QT, — [), ot Test un temps d’arrét et Y une v.a.r. positive #r-mesurable,
ce qui est un exercice tout-a-fait élémentaire.

Donc
[Zg;vnl(]n,—)[).

Soit
In,k(a)s t)zo pour té 7;1(0‘))

Lo, )=k(t—T(w) A, pour T (w)<t= Tn(w)+%

1

Lo, )=2, pour t= 7;,(co)+?.

Alors, st X"=X+1— Z I, ,(w,1), les X" forment une suite décroissante de sur-
k=<n
martingales continues a droite qui converge vers X.

La démonstration est achevée.

T3. Théoréme (Décomposition de Doob). Pour qu'une surmartingale X se
décompose suivant X =M — A, ou M est une martingale et A un processus croissant,
il faut er suffit que X soit de classe DL. Il existe alors une telle décomposition ou de
plus A est prévisible, et cette décomposition est unique.

Démonstration. 1) Existence. Par le lemme, on a X=X'—1, ou X' est une
surmartingale continue 4 droite de classe DL et I un processus croissant pré-
visible. Par ([14], VII T 31), on a alors X'=M — A’, ou M est une martingale et
A’ un processus croissant naturel.

Par ([13], p. 312(b)), A’ est un processus croissant prévisible, et donc A=A"+1
en est encore un. D’ou existence.

2) Unicité. Sot X=M—-A=M"—A".

Alors X+I=M—(A-D)=M'—(A"—1I) (cfr. lemme), et X +1 est une sur-
martingale continue a droite de classe DL, et (4 —1) et (4’ — I} sont des processus
croissants prévisibles continus a droite {car M et M’ sont continus a droite). Donc,
par ([13], p.312(b)), (4—1) et (A'—I) sont des processus croissants naturels,
d’ou, par ([14], VIIT31), A—1=A"—I, donc M=M"et A=4".

Remarque. On peut évidemment procéder de fagon analogue pour la dé-
composition multiplicative.
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Potentiels Réguliers. Voici encore une application, importante, de T1. Ce
théoréme est établi, péniblement, dans ([14], p. 161 — 166), pour des surmartingales
continues & droite. Nous continuons avec nos notations antérieures.

Théoréme. Soit X,=M,— A,. Pour que A, soit continu d gauche, il faut et il
suffit que, pour toute suite strictement croissante et uniformément bornée de régles
darrét T,, telle que T=1im T, on ait E(X7)=lim E(X7).

Démonstration. Evidemment, toute martingale satisfait a I"énoncé. Donc

E(A7)=lim E(Az). Comme A est croissant, on conclut que Az, — A4, p.s. Donc,
par (T 1), 4 est continu & gauche — étant évidemment accessible.

Chapitre II. Le probléme de P’arrét optimal

Ce chapitre est un fourre-tout. On y trouvera une série de résultats sur I'arrét
optimal que nous avions en général déja obtenus antérieurement dans notre
mémoire de licence, et dont nous aurons besoin dans la suite. On y trouvera,
entre autres, I'important théoréme d’existence d’une enveloppe de Snell, qui est
crucial pour la suite.

Définition. On appelle réguliére une surmartingale telle que
VS, T: P{SE<T<+w}=1= X;=E(X;|%).
T4. Théoréme. 1) Soit Z un processus bien mesurable tel que
VS,3T,SET< +w0: Zr L.

Alors lensemble des surmartingales réguliéres qui majorent Z a un plus petit élément,
soit X, que nous appellerons 'enveloppe de Snell de Z.

2) Soit Z un processus bien mesurable tel que V S, S borné, il existe T, T =S,
T borné, tel que Z7 €L.

Alors Pensemble des surmartingales qui majorent Z a un plus petit élément, soit
X', que nous appellerons I'enveloppe de Dirichlet de Z.

S et T désignant des régles d’arrét, on a VT et V %, % sous tribu de F;:
E(X7|%)=ess sup E(Zs|9)

E(Xr,|9)=esssup E(Zs|9).
P(S=T)=0

en supposant S et Ta valeurs finies. On a les mémes formules pour X', en supposant
S et T bornés.

Démonstration. Nous ferons la démonstration seulement pour I'enveloppe de
Snell.

Remarquons que pour VT, {E(Zs|%7)|S=T} et {E(Zs|%7)|S> T} sont
filtrants croissants. Donc (Neveu, IL4-1), V T il existe une suite {S;|ieN, S;=T}
telle que la suite des E(Zg,| #7) soit croissante et lim E(Zs,| %) =ess sup E(Zs| F).

On peut de plus supposer Zg €L,;. S=r

Il en est de méme pour (<).

Posons V7T, ;X =esssup E(Zg|Fp); ona X el
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Soit Ty < Ty, alors 1, X = lim E(Zg, | %7,), donc (Fatou):
i-s 00 !
E(3,X | #r)=lim E(Zsp| Fp) S ess sup E(Z| F) = X
i- ! 2T

Posons V¢, Y,=,X. Nous venons de montrer que Y, est une surmartingale au
sens habituel, et quelle est réguliére pour les régles d’arret a valeurs discrétes —
on voit en effet facilement que, si T est 4 valeurs discrétes, alors Y= X.

Désignons par Y’ la régularisée a droite de (Y,). Y’ est une surmartingale
continue a droite. De plus, comme (Y,) est réguliére pour les régles d’arrét a
valeurs discrétes, Y’ est réguliére, par la démonstration de ([14], VI4). Enfin,
le fait que LT, =  XZE(,X|%7) implique, par un argument basé sur
([14], V 21) et un passage a la limite facile, que V 7, TX = YT E(SXl,/'T)VS> T.

Il en découle aisément que si on pose X =Y'V Z, alors v T X .0 X s dautre
part X est évidemment bien mesurable, de sorte que X est une surmartmgale
régulicére telle que VT, X T =C88 SUp E(Zs1%;). Comme de plus X majore évidem-
ment Z, on conclut que X est la plus petite surmartingale réguliére qui majore Z.

Soit ¢ une soustribu de ;. On a évidemment

E(Xrlg)iesssg;lp E(Zs|9).
Drautre part le lemme de Fatou et
Xp=lim E(Zg | %)

impliquent
E(X7|9)=lim E(Zs,|9)<ess sup E(Zs|9) < E(X7|9),

d’on Iégalité.
. Yk K
Soit T"=inf<—|—>T>.0Ona
n|n
=lim Xpn= hm ess sup E(Zs| ).

En effet
lim XTn—E(hm Xl Fp)= hm E(XTnl,/fT)

en utilisant ([14], V 21) et un passage a la limite facile; et
(273 e} — 772
E (egsgsTgp E(Zs| 7,) | F7)= ess sup E(Zs| #7)
a cause de I’égalité de I'alinéa précédent. Donc

Xy, =lim ess sup E(Zs|Fp) = ess sup E(Zs| %;).

n— o0

Or nous avons vu que Xy, = Z E(X5| %) VS> T, et donc

X7, zesssup E(Zs| 7).
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Par conséquent
X1, =esss>s%lp E(Zs| F7).

On en déduit comme pour X; que V¥4, 4<%,
E(Xr, |%)=ess sup E(Zs|9).

En suivant Chow et Robbins [3], on peut encore définir, lorsque Z est semi
continu supérieurement a4 droite, I'ensemble 7 des temps d’arrét réguliers:
J={R|R temps d’arrét a valeurs finies, p.p. on a V¢, t < R(w), Z(w, t) < E(Zg| %),
en prenant une version continue a droite de la martingale au second membre}.

Citons encore pour mémoire les propriétés suivantes:

Soit X une surmartingale réguli¢re, T un temps d’arrét, X;=lim sup X sur
{T=+ o0}, et Y une v.a. quasi-intégrable Y <X. Alors si ST, X;= E(Y|%;).

Soit X une v.a., X~ €L;. Alors E(X|%) admet une version continue a droite
(X)), qui est une martingale réguliére généralisée et telle que lim X,=X sur
{3t, X, < + o0}.

Soit Z un processus, X son enveloppe de Snell. Sur {3t, X,< 4+ 0}, on a
lim inf X <lim sup Z.

Chapitre IIL. Applications a la théorie générale des processus stochastiques
§ 1. Processus de classe D

On dit qu'un processus Z est de classe D si {Z;| T temps d’arrét} est équiinté-
grable.

Cette notion a été introduite par Johnson et Helms [7], qui donnent aussi un
critére pour qu'une surmartingale positive continue a droite soit de classe D.

Nous donnerons d’abord quelques définitions équivalentes, qui font beaucoup
mieux saisir le sens de cette propriété, puis un critére pour qu'un processus soit
de classe D — critére qui ¢tend & tout processus bien mesurable le critére de
Johnson et Helms [7].

Ensuite, nous appliquons cela a des problémes de convergence de processus,
en particulier a4 la convergence p.s. des espérances conditionnelles ot nous
obtenons un théoréme qui généralise 4 la fois le résultat de Doob [4] 4 ce sujet
et un résultat de Hunt [6].

T5. Théoréme. Soit Z un processus progressivement mesurable. On a les équi-
valences:
Z est de classe D.
sup | Zylly< +oo et VT, T temps d’arrét a valeurs finies, (Z,, ) est de classe D.
T
|Z
Démonstration. Supposons que Z=0, sup E(Z;)< + oo et VT, T temps d’arrét
T

est majoré par une martingale de classe D.

a valeurs finies, (Z, , ;) est de classe D. Nous allons montrer que Z est majoré par
une martingale de classe D, I’énoncé en suivra.

Soit X l'enveloppe de Snell de Z. On a sup E(X;)=E(Xy)=sup E(Z;)< + c0.
T T

Montrons que (X, , ;) est de classe D, T étant un temps d’arrét 4 valeurs finies.
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On vérifie qu'on a la formule, si S< T
Xs=E(X1|%s) v ess sup E(Zg|F).
SERs<T

Comme I'ensemble de tous les Z pour R<T est équiintégrable, I'ensemble
de toutes les espérances conditionnelles des Zp est équiintégrable, comme il
ressort immédiatement du théoréme de de La Vallée-Poussin [9], (n®22—23).
Comme, pour § fixé, lensemble des E(Zy | %) (S < R < T) est filtrant croissant,
I'ensemble des Ys=e§ssRsu1T) E(Zg|%s) est équiintégrable, comme ensemble de

points adhérents a une famille équiintégrable. Comme d’autre part, par l'inté-
grabilité de X, I'ensemble des E(X | %) est équiintégrable, on conclut que P'en-
semble des X (S T) est équiintégrable.

Soit maintenant X =M — A4 la décomposition de Doob de X (cfr. T3). On a
évidemment M= X = Z=0.

Comme A est intégrable, _E(A )SE(X,) _. {Ag} est équiintégrable et
donc {Mg=X;+ Ag|S<T} est équiintégrable.

M étant une martingale positive, pour montrer que M est de classe D, il
suffit de montrer que E(M )= E(M,).

Soit Y, une version continue & droite de la martingale E(M_|%), et soit

. 1
Tn=1nf{tht(w)§ Yz(w)+—}~
n
T, est un temps d’arrét a valeurs finies, donc M, , 7, est une martingale de classe

D, et donc { )
E(MO):E(MT,.)éE(YT")+_n‘:E(Mm)+7'

Dot E(My)=E(M,).

Remarques. 1) De méme, on démontre qu’un processus Z bien mesurable
est de classe DL si et seulement si {Z| est majoré par une martingale — si
st%p | Zlli < + 0.

2) Au cours de la démonstration, nous avons aussi démontré en substance le
résultat suivant, qui est un corollaire facile du théoréme cité de de La Vallee-
Poussin:

Proposition. Soit C une partie équiintégrable de L. II existe un disque fermé D
de L, tel que C< D, D est équiintégrable et :

feL,,geDet|f| < |gl= feD.
p-S.

Y feD, lensemble de toutes les espérances conditionnelles de f est contenu dans D.

Quoique cette proposition soit presque triviale et souvent utile, nous ne
I'avons jamais rencontrée dans la littérature.

Elle contient par exemple ([14], II T 20, V T 18).

Nous donnons maintenant un critére pour que la partie positive d’un processus
soit de classe D.
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T6. Théoréme. Soit Z un processus bien mesurable tel que sup | Z¢ll; < + co.
Les conditions suivantes sont équivalentes:

1) Z* est de classe D.
2) Bour toute suite croissante de temps d arrét
TELET.. . T(w)<+0, limT,=+owo,
ona o .
lim sup E(Z;) < E(lim sup Z,).
n— 0 t— 0
3) Pour toute suite croissante de temps d’arrét
LETsT;..T(w)< +oo, limT,=w, {Zi|neN}
p.s. n—
est équiintégrable.
Remarques. Si Z=0, on peut dans (2) supposer les T; bornés.

1 suffirait d’ailleurs de supposer, au lieu sup | Z¢ll; < 4 o0, que sup E(Zf)<+ o0
et que lim sup Z,eL,.

Démonstration. 1) = 3) est évident.
3) = 2) est essentiellement le lemme de Fatou.
2) = 1). Soit X I'enveloppe de Snell de Z.

On a sup | Xrll; <+ o0, donc X converge p.s. et, par conséquent, limX, =

lim sup Z,eL, et X est minoré par une version continue a droite de la martingale
de classe D, E(X | %).

Nous allons montrer que X est de classe D. On déduit sans peine du théoréme
de Johnson et Helms ([14], VI T 20) qu’il suffit pour cela de montrer que, pour
toute suite croissante de temps d’arrét S,, tel que S, < + oo et lim S, = too,ona

lim E(X; )= E(X,) — ne pas oublier que les trajectoires de X sont semi-continues
supérieurement a droite (T 2), ce qui suffit dans la démonstration de Johnson et
Helms.

Supposons donc a contrario que lim E(Xg )>E(limsup Z)+¢. Alors Vn
3R,, R, temps d’arrét =S, R, < + o0 p.s., et E(Zy )= E(lim sup Z)+¢ — par (T4).

Il reste & montrer qu’on peut remplacer la suite R, par une suite croissante.
On utilise & cet effet la technique des temps d’arrét réguliers (fin du chapitre II).

Remarquons d’abord que, les R, convergeant vers +o0, on a Yo, Vk,
{n|R,(®) =R, (w)} est fini.

Soit Vn, Z; une version continue a droite de la martingale E(Zg | %).

Posons
T} (w)= T, (w)=inf{R,(w)| Zg (0) 2 Z (w)} .

Vn, n=2 posons
T, (w)=inf{Ry ()| Ry (@) = S, (@), Zg, (@) 2 Z, ()} -

Ona S, ST <R,, Zy2 Z7,=E(Zg | F7).
Posons T,=T, v T,_, et montrons que Vn, Z;, < E(Z; |%r).
Fixons n et posons ;' =T, T, 1=T"v T ;on a

L,=T=L's- =T =T'=T,

11 suffit donc que nous montrions que Vi, Zy, S E(Zy. | Fpp).
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Sur {T;"=T,,},il 0’y a pas le probléme.
Sur {T/' <} ={T;"<T{%,},on a

Zpp < ZiT,-" :E(ZiT,-” | Fr;) SE(Zy ini")zE(ZT{;l | 7).

Donc, Vi, E(Zy)Z E(Zy))Z E(Zg,)Z E(lim sup Z)+¢.
D’ou la contradiction.
Le théoréme ci-dessus conduit & poser la définition suivante:

Définition. Un processus bien mesurable Z est de classe D4 — classe D
asymptotique — si sup || Zy||; < + oo, et si pour toute suite croissante S, de temps
T

d’arrét a valeurs finies qui converge uniformément vers + oo, les Zg sont équi-
intégrables.
Le nom de classe D asymptotique est justifié¢ par la proposition suivante:

T7. Proposition. Un processus Z est de classe D si et seulement si il est de classe
D asymptotique et de classe D locale.

Démonstration. On peut supposer Z=0.

De méme que dans (T 5), on montre alors que Penveloppe de Snell X de Z
est de classe DL. On vérifie alors que, dans le cas de surmartingales de classe DL,
on peut supposer que la suite S, de temps d’arrét a valeurs finies converge uni-
formément vers + oo, dans la variante du théoréme de Johnson et Helms que nous
avons utilisée dans T 6. On termine alors comme dans T 6.

On a aussi la
T8. Proposition. Z est de classe DA si et seulement si sup || Zy|, < + o et pour
T
tout temps d’arrét T a valeurs finies, on a: Z, , 1 est de classe DA.

Démonstration. Soit S, une suite croissante de temps d’arrét a valeurs finies
qui converge uniformément vers + co. Par définition, il suffit de montrer que
Zs, est un processus de classe D. Mais Zg_ est discret, donc de classe DL, donc
Zs, .7 est de classe D par la proposition précédente, et donc, par TS, Zg est de
classe D.

On a encore:
T9. Proposition. Supposons que lim sup ZeL,.
t— oo

Z% est de classe DA si et seulement si son enveloppe de Snell converge dans
L,, ou encore si et seulement si pour toute suite croissante de temps d'arrét S, a
valeurs finies qui converge uniformément vers + oo, on a

lim sup E(Zg )< E(limsup Z), et sup E(|Zf])<+ .

Démonstration. La démonstration suit exactement les mémes lignes que celle
de T6.
On a enfin:

T10. Proposition. Si Z~ est de classe DA, 'enveloppe de Dirichlet et I'enveloppe
de Snell de Z sont égales.
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En particulier, lorsque Z converge p.s., ces résultats donnent:
T11. Corollaire. Supposons sup || Zy|l; < + 0.
T

On a les équivalences:
— Z converge p.s. et Z est de classe DA.
— lim E(Zy) existe dans R lorsque T converge uniformément vers + oo.
— limZ;=Z_ p.s. et dans L, lorsque T converge uniformément vers (+ o0).
— Pour toute suite croissante T, de temps d’arrét a valeurs finies qui converge
uniformément vers + o, lim E(Zy,) existe et ne dépend pas de la suite choisie.
~ Pour toute suite croissante T, de temps d’arrét bornés qui converge uniformément
vers + o0, Zy, est de Cauchy o(L{,L,).

De plus, on a les équivalences.
—~ Z converge p.s. et Z* est de classe DA.
— Vn, Zv(—n) vérifie une des conditions équivalentes ci-dessus.
— Pour toute suite croissante de temps d’arrét T, a valeurs finies qui converge
uniformément vers (+ o0), lir}l sup E(Z3)SE(Z,).
—

Convergence p.s. des espérances conditionnelles
Régularité des trajéctoires d’une projection

Soit (2, Z, %, P). Soit (%4,) une famille croissante et continue a droite de tribus,
Y <F.

Si Z est un processus mesurable sur (2, %, Z, P), tel que VT, T temps d’arrét,
ZyeL; — ou bien un processus mesurable positif — on désigne par E(Z]¥9) la
projection du processus Z sur I’ensemble des processus bien mesurables pour la
famille de tribus (%4,) — (cfr. [13], p. 210). E(Z|%) est donc caractérisé par les deux
propriétés:

E(Z|%) est un processus bien mesurable par rapport & (%)).

VT, T temps d’arrét de la famille (%4,), T a valeurs finies, [E(Z|%)]; est une
version de E(Z;|%y).

De méme, on dénotera par E*(Z|%) la projection accessible de Z, et par
EP(Z19) sa projection prévisible.

T12. Théoréme. Si Z converge p.s. vers Z,, et est de classe DA, alors E(Z|%)
converge p.s. vers E(Z,|%,,) et est de classe DA. De méme pour E*(Z|%) et pour
E*(Z|9).

Une projection bien mesurable (ou accessible ou prévisible) d’un processus de
classe DL qui a des limites a droite (d gauche) a des limites a droite (d gauche).

Une projection bien mesurable (ou accessible ou prévisible) d’'un processus
continu d droite de classe DL est continue a droite.

Une projection accessible (ou prévisible) d’'un processus continu d gauche de
classe DL est continue d gauche.

Démonstration. Le premier point résulte immédiatement de ce que les processus
de classe DA qui convergent p.s. sont les processus tels que lim E(Z;) existe dans
R lorsque T converge uniformément vers (+o0) — cft. corollaire ci-dessus — et
de ce que, si T est un temps d’arrét a valeurs finies de (%,), on a:

E[E(Z|9))r=E(E(Z;|%97))=E(Zy).
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Les autres points se démontrent de méme, en faisant appel au théoréme 1 et
aux remarques 2 et 3 qui le suivent.

Remarque. Cette proposition ne parait triviale que parce qu'elle use inten-
sivement de nos résultats précédents. En fait, elle illustre la puissance de ces
résultats.

Elle contient évidemment tous les résultats connus jusqu’ici sur la convergence
p.s. des espérances conditionnelles — cfr. Doob {4], p.23, Hunt [6], p.47,
Meyer [17].

§ 2. Construction de variables arrétées d’espérance infinie

Ce paragraphe est essentiellement consacré a la démonstration d’'un lemme
technique (Mertens [12]), dont les applications suivront dans le chapitre suivant.
On discute aussi une catégorie d’exemples qui intéresse autant les chapitres IT et
IV que celui-ci.

Le lemme est énoncé en temps discret, nos résultats précédents nous per-
mettant de passer facilement au temps continu.

Notations Si R est un temps d’arrét, Z un processus, on pose par définition
=0 sur {R=+o0}.
T1 est 'ensemble des temps d’arrét de Ia forme inf{n|w¢A,}, oi A, est un
atome de Z,, et Vn, A,2A4,.1%() 4,

n
T, est 'ensemble des temps d’arrét T tels que {T= + oo} est, soit vide, soit un
atome de #,, qui n’est pas U Z,-mesurable.

Soit Z, un processus posmf_ Pour tout atome A de | )%, soit n(4)=
mf{n|Ae%,}. "
Soit of I'ensemble des atomes 4 de U -, tels que sup Z,= o0 sur A.

Soit Z'= Z sauf sur ¢ ol nous posons Z'(A)= Z,4(A) apres linstant n(A).
Z’ est encore un processus adapté.
Nous désignerons par X% I'enveloppe de Snell de Z'.

Lemme. Supposons que VR, ReT,, ZzeL,. Soit T=inf{n| XZ?=+ + c0}. Alors:
1) of est fini.

2) Test le sup d’une partie finie — éventuellement vide — de T,.

3) Xkel,.

Démonstration. Supposons pour commencer que X2 soit 'enveloppe de Snell
non de Z', mais de Z.

(a) Supposons que 3n: | XZ= +o0.

{Tsn)

Alors — cfr. chapitre II — comme XZ est a valeurs finies aprés I'instant # sur
{T<n}, le temps d’arrét R—R=n sur {T>n}, R=inf{k|{k=n, XZ—1<Z,} sur
{T'<n} — est a valeurs finies et E(Zg)= + oo — d’ou la contradiction.

(b) Supposons que 3n: {T>n} admet une partition dénombrable % -
mesurable: {T>n}={ ) 4,.

k
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Alors on peut, sur {T<n}, sarréter a l'instant n et, sur A4,, s'arréter a un

temps d’arrét T, & valeurs finies =5 défini sur 4,, tel que | Zp 1. Cela donne
Ax
un temps d’arrét R a valeurs finies tel que E(Zz)= + 0. D’ou la contradiction.

Donc Vn, B,={T>n} est la réunion d’un nombre fini d’atomes B} de Z,
(c) Montrons que Vn,Vi, B.n B, =t=® Sinon on aurait sur Bi, Tp_=sAn+1

p.s
et X2=XZ, | sur By serait intégrable, tandis que XZ = -+ 00 sur Bi. Par le théo-
réme 4, on concluralt que Z n i, 00 sur B, doula contradlctlon.

Donc la suite d’ensembles finis {B}}1<i<i,} est un systéme projectif pour les
applications surjectives qui envoyent un atome de B, sur l'atome de B, qui le
contient; et I'application canonique de la limite projective L sur chacun des
ensembles est surjective.

(d) Montrons que L est un ensemble fini. Supposons le contraire. Posons
A_,=Q. A Tétape n, choisissons un B, S A4, _;, soit 4,, tel que A4, soit I'image
d’une infinité de points de L et arrétons-nous en dehors de A4,,.

Cela définit sur temps d’arrét R. Montrons d’abord que ReT,. Supposons
dong P {T=+ o0} >0. Alors A, ={R= + oo} est 'intersection d’une suite décrois-
sante A4, d’atomes de Z, et est donc un atome de &, . Si 4, = A, pour un certain n,
alors cet A4, serait évidemment I'image, non d’une infinité de points de L, mais
d’un seul, d’ou la contradiction. Donc ReT,. Evidemment R T.

Montrons encore qu’il existe une suite infinie d’instants n;, tels que Vi, si
C,={R=n,T>n}=(4,_,~4,)nB,, alors P(C,)>0. Supposons au contraire
que Vn, n=ng, on ait C,=0. Cela signific 4,=A4, B, ¥n, n2n,, et donc 4,
ne serait pas 'image d’une infinité de points de L, mais d’un seul.

Alors on construit un temps d’arrét S de la fagon suivante: en dehors des C;,
on pose S=R; sur C, on choisit T,>n, T, un temps d’arrét & valeurs finies tel que
[ Z; =1, et on pose S=T, sur C,. Alors S est un temps d’arrét, {S=+o0}=
o
{R= 400}, dou SeT,, et E(Zg)= +0: d’ol la contradiction. Donc L est fini.

(e) Comme toute élément de .o correspond a un élément de la limite projective,
on conclut d’abord que .7 est fini. Puis on peut remplacer dans tout ce qui précéde
Zpar Z'.

(f) Alors, pour tout élément j (1<j=<!) de L, on désigne par B] 'atome de B,
qui est 'image de j. On a ﬂ B!+ Bj. On définit T-—lnf{n]wéB }. Alors Tie T,
et T= sup T,

1551

(2) Reste & montrer que E(X%)< + co. Supposons le contraire. Mais alors il

existe j tel que | X%=+oco. Soit D,={T=T,=n}; et [,= | X§.Vn, [,<+©
T-T, D.
— par (a) — et(ZI}——Foo

En dehors des D,, arrétons-nous a l'instant T;. Sur D, choisissons un temps
d’arrét T" & valeurs finies =n, tel que j Zy,zI,—27" et arrétons nous a I'in-
stant T". D

Cela définit un temps d’arrét R, tel que {R=+o0}={T;=+ o}, et donc
ReT,, et E(Zg)=) (I,—27")= + 0, d’oti la contradiction.

n
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Dongc E(X%)< + c0.
La démonstration du lemme est achevée.

Exemples. Le lemme montre que, sauf dans le cas ot il y a une suite décroissante
A,, ol A, est un atome de Z, telle que == lim P(4,)>0, on peut travailler avec
n— ©

des temps d’arrét a valeurs finies. [llustrons cette exception.

Cette exception est du type suivant: (Q, %, P) est [0, 1 —x], muni de la mesure
(m8(0)+ 4) ou §(0) est la masse unité au point 0 et A la mesure de Lebesgue.

Soit a,=P(4,)—7, et a_;=1—m. Alors a,—0 et [0, a,] est un atome de Z,.
Pour 51mp11ﬁer I'exposition, on peut supposer que les autres atomes de %, sont
]alsat—l] Oélén-

Il est clair que, sur cet espace, tout temps d’arrét a valeurs finies est borné.
Donc toute surmartingale est réguliére.

Or, pour toute suite x, de nombres réels — méme non convergente —, on
construit facilement — de fagon unique — une martingale X telle que X,(0)=
— on compense successivement a chaque étape la variation de x,,.

Un autre exemple est le suivant:

On pose |
(w)=————  surla;,a;,_{] pour 0ZiZn
a;—a;_q

1

et sinon Z,(w)=0. Z, est un processus croissant qui converge p.s. vers la fonction

1
Z(wy=-———— sur Ja;—a; 1, Z({©0)=0.
a;—a;_
L’enveloppe de Snell et Penveloppe de Dirichlet X de (Z,) est la martingale
généralisée X, =E(Z]|%;) pour tout temps d’arrét T_ (T < + o).

X converge p.s. (C’est une surmartingale positive) Vers X > 00 X ()= Z(w)
pour w =0, mais X, (0})= + oo+ Z({0)=0.

Ces deux catégories d’exemples sont, avec 'exemple classique d’une martingale
positive qui converge p.s. vers 0, les exemples qu’il faut avoir a I'esprit tout au
long de cette dissertation.

Chapitre IV. Applications a la théorie des martingales

§ 1. Convergence p.s. des surmartingales
Bornes dans L, des variables arrétées

Dans ce paragraphe, nous montrons comment le lemme du paragraphe 2 du
chapitre précédent implique deux résultats de Chow ([1] et [2]) sur les surmartin-
gales. En fait, il permet de préciser ces résultats, tout en en donnant une démon-
stration unifiée. Ces résultats ont été annoncés dans Mertens [12].

T13. Théoréme. Si Z est une surmartingale telle que VT, TeT,, Z7 €L, alors
Z converge P.S.

Démonstration. Par T 1, on se rameéne au temps discret. On peut évidemment
supposer Z<0. On sait évidemment que Z converge sur les atomes de U . On
peut donc remplacer Z par Z. "
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Soit — X l'enveloppe de Snell de — Z', et soient T etc. ... définis comme dans
le lemme. Comme X;eL;, Z converge p.s. sur {T< + o0}, car la-dessus on a
sup E(—=Z)SE(—X;)< + 0.

Dongc, par le lemme, il suffit de démontrer la convergence sur {T=+ o0} =

U {T;=+o0}.

1=j=1

Soit ny un instant tel que {T;=no} N {T;Zne} =0 Vi, j, i+j (cfr. lemme). On
peut évidemment supposer ny = 0.

Il suffit alors de faire la démonstration sur T, >0, et donc on peut supposer que
T=T, cest-a-dire Vn, A,={T>n} est un atome de %,, et que hm P(4,)=
P(4,)>0.

Soit z,=Z,(4,). Il nous reste & montrer que z, converge. Pour cela, nous
allons montrer que Y,(z,,;—2,)* <+00. On a, en notant B,,;=A,~A,,,=
{T=n+1},etn,=P(4,), n=P(A,)

Zn'nngzn—i—l STyt j Zn+1'

By +1

Donc z, - My —2, M, < | —Zr.

(T=n+1)

On suppose z,,, 2 z,, alors:
Z,,(?'C,,+1—7'Cn)+(2n+1 n) n+1"‘ j‘ _ZT
(T=n+1}

d’ou:

(Zy1—z)t s — f Zr.

{T=n+1}
Donc 7['2(2,,+1_Z,,)+§ Z j‘ _ZTéj —ZT'
n nzZp+122n {T=n+1}

1
Donc Y (z,,1—2z,)" < j|ZT|<+oo

T14. Théoréme. Si Z est une surmartingale telle que YR, ReT,, ZzeL, alors
sup E(Z{)< + 0.
R

Démonstration. Nous nous ramenons d’abord au cas discret. Comme
sup E(Z§ )—s%p E(Z}); si sup E(Z{)= + o0, il existe une suite (R;), R; bornée,

R borné

telle que sup E(Z{)=+co, et que hmR + 0.

Comme Z7*, étant la partie posmve d’'une surmartingale, a presque toutes ses
trajectoires réglées et semi-continues supérieurement a droite, on peut appliquer
la technique des temps d’arrét réguliers — cfr. fin du chapitre II —, pour trans-
former la suite R; en une suite croissante. Mais alors ¥;= Zp_ est une surmartingale
en temps discret — car les R; sont bornées — telle que sup E(Y,")= + c0. Donc

n

on peut supposer que Z est une surmartingale en temps discret.

Soit alors X Penveloppe de Snell de Z7 et les autres notations comme dans le
lemme — on peut travailler avec Z%, au lieu de (Z*), car une surmartingale est un
processus finalement décroissant sur les atomes de | ] Z,.

1l faut démontrer que T=0. "

Dans le cas contraire on se raméne de nouveau immédiatement au cas ol
TeT,.
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On sait alors que
H [zt=1Z,—+o.
An 4

2) [ ZF < + 0.

A,={T>n} est un atome de %,.
Nous allons montrer que f Z7 =+ 00, d’ou la contradiction.

Soit n,=P(4,), z,= Z,(A,). On a:

ﬂn'anﬁn+1'Z,,+1+ j‘ Zn+1'

{T=n} (T =n} {T=n {T=n}

Donc my- 20—, 2,2 | Ze= [ Zf— | Z7= | Zf-[ Z;7.

Donc —co=lim(ny-zo—m,-z)2lim | Zf-[Z7=[ZF -[ZF

no @ p

Donc | Z7 =o0.

§ 2. Surmartingales réguliéres et surmartingales spéciales
Décompositions des surmartingales

A partir de maintenant, toute surmartingale X sera telle que VT, TeT,,
Xrel,.

Définitions. X est dite réguliére si X vérifie le théoréme d’arrét pour des temps
d’arrét a valeurs finies, mais non nécessairement bornés. Il est équivalent de dire
que X~ est de classe D — ou de classe DA — aprés un temps d’arrét sup. d’une
famille finie de temps d’arrét T du type tel que {T >t} =4, est un atome de
&, et que }im P(4,)*F0.

X est dite spéciale si X est de classe DA — ou encore si V T, T a valeurs finies,
X" pest de classe DA.

A. Décomposition de Krickeberg d’une surmartingale

On décompose une surmartingale quelconque en une somme d’une surmartin-
gale réguliére et d’'une surmartingale spéciale. On étend ainsi aux surmartingales
la décomposition de Krickeberg d’une martingale.

T15. Théoréme. Soit X une surmartingale, Y son enveloppe de Snell, Z=X —Y.
Alors X=Y+Z, ou Y est une surmartingale réguliére, et Z une surmartingale
négative — et donc spéciale — qui converge p.s. vers zéro.

X est réguliere si et seulement si Z=0.

X est spéciale si et seulement si Y est spéciale.

Démonstration. Montrons la propriété de surmartingale de Z. Soient donc
R, et R, deux temps d’arrét bornés, R{<R,. Soit T un temps d’arrét a valeurs
finies, T=R,. On a: Xy, g, — X;=Xp — X1 g,, €t par la propriété de surmartin-
gale, Xp 2 E(X; , g,| %), et donc:
Xp,—E(X7| Fr)Z E(Xr g, | Fg)— E(X1| Fr) = E(Xg,| Fr)— E(X1, g,| Fr,)

dou: Xg,—ess sup E(Xr| Fy) 2 E(Xg, | Fr,) —ess sup E(Xs| 7%,

5 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw, Geb., Bd. 22
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cest-a-dire: Xg,— Yg, 2 E(Xg,|Fg,)—E(Y,|#z,), ou encore: Zy =E(Zg,|7%):
c’est la propriété de surmartingale de Z.
Reste a montrer que, si X est spéciale, Y I’est aussi. Cela résulte de T9.

B. Décomposition de Riesz

On donne ici les propriétés principales des surmartingales réguliéres et des
surmartingales spéciales. Elles s’analysent le mieux au moyen de la décompo-
sition de Riesz.

Le théoréme ci-dessous précise de beaucoup un résultat de Chow [2]. De
plus, il met en évidence la dualité entre les surmartingales réguliéres et les sur-
martingales spéciales.

Dorénavant toute surmartingale sera telle que

sup E(| X )< +c0.

Cn appelle potentiel une surmartingale de classe DA qui converge vers 0. L’en-
veloppe de Dirichlet d’'une sousmartingale sera également appelée sa solution
de Dirichlet. C’est une martingale, tout comme I'enveloppe de Snell.

T16. Théoréme ( Décomposition de Riesz). Soit Z une sousmartingale, X son
enveloppe de Snell, X’ sa solution de Dirichlet, Y=X'— Z son potentiel. On a les
équivalences suivantes:

(a) 1) Z est réguliére.

DV, T,t<T: E(Z)XE(Zy).

3) E(ZE)=Hm E(Z) — ou: Z}} converge dans L.

4) X' est une surmartingale spéciale — ou une sousmartingale réguliére.
(b} 1) Z est spéciale.

VT, tlim E(Z)ZE(Zy).

3) E(Z3)=1m E(Z]) — ou: Z- converge dans L.
4) X' est une surmartingale reguliére — ou une sousmartingale spéciale.
En particulier X'=X.
Démonstration. (a) 1)=2): En effet 2) implique que la formule Zg<E(Z;| %)
est vraie — ST —
d’abord lorsque S=t est constant, en considérant les temps d’arrét T-I(4)+
t(1—1(A4)), Ae Z,
puis lorsque S est a valeurs discrétes,
ensuite on passe & S quelconque, par un passage a la limite décroissante, en
utilisant le théoréme 2,
1) = 2) est évident.
1)- = - 4) parce que les processus positifs de classe D sont les processus majorés
par une martingale équiintégrable.
1)- =-3). 1) = 3) est évident.
3)= Z— Z% dans L;. Donc E(Z}|%) est une martingale équiintégrable
qui majore Z*, parce que sinon 3¢, 34, AeZ: Vs, s2t, [ Z = [ Z} +e.
Donc on a 1). 4 4
(b) 4)-=-2) Car sgp E{(Z;)=E(X,) et E(X[)):tlirg E(Z).

1) = 3) est évident. Montrons encore que 3) = 4) et 4) = 1).
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On a 'inégalité (car Z,, = X,): || X;; =X, |—|Z5~Z || Y,. Comme Y, est un
potentiel, et que 3)= (Z~ %> Z3), on voit en intégrant I'inégalité que, si 3),
XIS xr

Comme (a) 3)=(a) 1), on conclut que X' est une surmartingale réguliére:
on a 4).

Réciproquement, si 4), en intégrant de nouveau linégalité ci-dessus pour
t="T(w) on conclut que Z; converge dans L; vers Z lorsque T converge uni-
formément vers (+ 00). Cest 1).

La démonstration est achevée.

Remargues. 1) On peut encore démontrer la

Proposition. X' est I'élément minimal de Pensemble des surmartingales locales
qui majorent Z si et seulement si Z est de classe DL, ou encore si et seulement si
Y est un potentiel de classe D.

La démonstration résulte immédiatement de nos résultats antérieurs.

2) (sur la décomposition de Doob):

Soit X une surmartingale de classe DL, X =M - A sa décomposition de Doob.

Alors X est régulicre (spéciale) si et seulement si M est une surmartingale
réguliére (spéciale).

Cela résulte immédiatement de ce que 4 est de classe D.

C. Uneréciproque au théoréme de convergence p.s. des espérances conditionnelles

T17. Proposition. Soit X une surmartingale. On a I'équivalence
— X est spéciale,
~ EX3| %)= lImEX/["| %)
Tt t—> o

Démonstration. Le théoréme de convergence p.s. des espérances conditionnelles
donne I'implication dans un sens. Montrons la réciproque. Comme

2X52IX - X +(X5-X7)20,

sionpose Z,=sup[|X - XJ|+(X L —X7)], les Z, forment une suite décroissante
s>t
de fonctions intégrables positives, qui converge p.s. vers zEro.
Donc E(Z,| %) ;;_0.
Dong le fait que E(X,"|.%,) ;S».E(X F14%) implique que
E(X:—X|%)-20.

p.s.

Soit T un temps d’arrét a valeurs finies. On a
o= X7 =X NT>0)-XF HT>0)S(XE-XF) - HT>0+|X 5 - X/

et de méme X7, r— XF = - X1 I(T>1).
En prenant les espérances conditionnelles de ces deux inégalités par rapport

A %, et en passant a la limite on trouve (car X{ et X % sont intégrables) E(X;*, 7|%)
2 E(X[ | %),

g
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Drautre part, hm E(X;, 1| %) Z E(X1 | %), par le lemme de Fatou — la limite

dans le membre de gauche existe p.s. parce que les E(X r| %) sont croissants.
Par soustraction, lim E(X, , 1| %) ZE(X 1| %)
t— 0

Comme E(X,|#)SEX, . r| %) et que les E(X,| %) décroissent, on conclut
en intégrant que lim E(X,)< E(X;), et donc X est spéciale, par le théoréme de
décomposition de Riesz.

Ce nous est un trés agréable devoir d’adresser ici nos plus vifs remerciements & Monsieur J. Paris
qui a bien voulu, avec une bienveillance toute particuliére, veiller au meilleur déroulement de ce
travail, partie de notre thése de doctorat défendue a 'Untversité Catholique de Louvain.

Nous sommes également trés reconnaissants 3 Monsieur P, A. Meyer, qui nous a signalé la
seconde partie du théoréme 12.
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