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Zuverl issige Inspektionsstrategien 

Eckhard H6pfinger 

1. Einleitung 
Das in dieser Arbeit betrachtete Zweipersonennullsummenspiel kann als 

Modell des folgenden Konfliktes aufgefaBt werden: 

Der erste Spieler, i.f. Aggressor genannt, wtinscht w~ihrend eines festen Zeit- 
raumes einen bestehenden 6konomischen oder politischen Zustand dutch eine 
sog. Aggression zu ver~indern. Dagegen ist der zweite Spieler, i.f. als Inspektor 
bezeichnet, an einer Aufrechterhaltung des Zustandes interessiert. Im Rahmen 
eines Budgets kann der Inspektor sog. Inspektionen ausftihren, wobei eine In- 
spektion eine im Gange befindliche Aggression scheitern l~Bt. Die Aggression 
sei von solcher Bedeutung, dag sie h6chstens einmal unternommen wird. 

Zur Veranschaulichung seien drei Beispiele gegeben: 

1. Nach einem Abrtistungsabkommen zwischen zwei Staaten daft der In- 
spektor des ersten Staates eine Anzahl von Inspektoren zur Kontrolle der Ein- 
haltung des Abkommens durchftihren. Insgesamt k6nnen nut N verd~ichtige 
Ereignisse auftreten. Die spieltheoretische Analyse finder sich in [Dr] fiir eine 
spezielle Nutzenfunktion und eine vorgegebene Anzahl yon Inspektionen. 

2. Kontrolle der kerntechnischen Anlagen eines Staates durch eine tiber- 
nationale Uberwachungsorganisation, um die milit~irische Verwendung yon 
nuklearem Material zu verhindern. Eine Inspektion kann aus der Kontrolle 
des Durchflusses einer Atomanlage bestehen. Dieses Problem ist ausftihrlich 
dargestellt in [Bi]. 

3. Ein Produzent habe in einem Markt eine beherrschende Stellung inne. 
Ein weiterer Produzent versucht dutch konzentrierte und aufwendige Werbung 
ftir ein gleichartiges Produkt einen grofien Marktanteil zu erreichen. Die Ab- 
wehrmaBnahmen des ersten Produzenten bestehen ebenfalls aus Werbeaktionen, 
f'tir die ein gewisses Budget vorgesehen ist. Bei konservativem K~iuferverhalten 
ist der Versuch des Konkurrenten, einen gr6Beren Marktanteil zu erobern, 
gescheitert, falls die Werbeaktionen beider Produzenten simultan ablaufen. 

Es werden solche Inspektionsspiele betrachtet, in welchen der Aggressor 
die Zeitpunkte bereits durchgeftihrter Inspektionen kennt und somit die H6he 
der verbrauchten Mittel. W~thrend in [Bi] der Inspektor in einem unendlichen 
Zeitraum unendlich vide Inspektionen durchftihren kann, wobei er im Mittel 
je Zeiteinheit eine gewisse Anzahl nicht tiberschreiten darf, und in [Dr] das 
Budget auch dem Aggressor bekannt ist, wird hier das Budget des Inspektors 
in einem Zufallsexperiment festgelegt. Die Realisierung des Experiments sei dem 
Aggressor nicht bekannt. 

Von den auftretenden Fragen interessiert besonders die Festlegung der Zufalls- 
experimente, ftir welche der Inspektor eine ,zuverl~ssige" Inspektionsstrategie 
3* 
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besitzt. Eine Strategie des Inspektors sei dabei in Anlehnung an [Bi] als zuver- 
lgssig bezeichnet, falts ,,nichtaggressives Verhalten" optimal gegen diese Inspek- 
tionsstrategie ist. Es wird eine notwendige und hinreichende Bedingung f~ir die 
Existenz zuverl~issiger Inspektionsstrategien angegeben, wobei die Existenz kon- 
struktiv gezeigt wird. 

2. Das Modell 

Wir betrachten ein Zweipersonennullsummenspiel tiber NeIN (Zeit-)Stufen 
und vollst~indiger Erinnerung beider Spieler. Eine Partie beginnt mit der Be- 
stimmung des Budgets U 0 in einem Zufallsexperiment. U o wird als diskrete 
Zufallsgr6Be angesehen mit der Verteilung R: 

P(U o = r)=Rr(re C = {0, 1, ..., N}) (2.1) 
N 

mit ~ R , =  1. R kann also mit dem Vektor (Rr)r~ c identifiziert werden. U o = r 
r = O  

wird angesehen als das Budget, das fiir die Ausfiihrung von r Inspektionen not- 
wendig ist. Dem Aggressor sei R = (R,), nicht aber die Realisation Uo e C bekannt. 

Alle f'tir die Spieler vor Ausfiihrung eines Zuges relevanten Informationen 
werclen als Vorgeschichte bezeichnet. Die Menge H k tier Vorgeschichten vor 
Ausfiihrung der (k + 1)-ten Ziige der beiden Spieler sei gegeben durch: 

n 0 = {(r, 0)Ire C} (2.2) 
nk={(r,Z, Jk)lreC, ze{O, 1 ... .  ,k},Jke{O, 1}k,r>[Jkl} (k= 1,2, . . . , N -  1). 

Dabei sei z=0 ,  falls in den ersten k Stufen keine Aggression stattgefunden hat; 
ze{1, ..., k} gibt die (Zeit-)Stufe der Aggression an. re C bezeichnet die H6he 
des Budget, d.h. die Anzahl der Inspektionen welche der Inspektor in dieser 
Partie ausfiihren kann. Die i-te Komponente Ji von Jk=(j l ,  "",Jk} sei genau 
dann gleich 1, wenn in der/- ten Stufe inspiziert wurde. Wir definieren 

tjgl={jl, k=O 
l + . . . + j k ,  k>O 

(Jo wird gleich der leeren Menge ~ gesetzt). Idkl ist die Anzahl der bereits durch- 
gefiihrten Inspektionen. Es ist r>= Idk[, da das Budget nicht iiberschritten werden 
darf. 

Die (endliche) Menge F an Partien ist gegeben durch 

C = {(r, z, JN)lre C, ze C, JNe {0, 1}, r_--> IJN[ } . 

Wird in (2.2) fiir k der Wert N zugelassen, so ist F = H n. 
Die Auszahlung a: F ~ IR an den Aggressor wird definiert durch 

0, f a l l s z = 0  

a(r,z, jl, . . . , jN):= d r > 0  , falls z > 0  und j z = 0  (2.3) 
t - cz < 0, falls z > 0 und j~ = 1 

d, und - c  k geben jeweils den Nutzen einer erfolgreichen oder gescheiterten 
Aggression in der k-ten Stufe an. 
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Eine reine Strategie x des Aggressors ist eine Abbildung der Vorgeschichten 
N - 1  H." = Uk=O Hk in die Menge {0, i} der Alternativen, wobei 

0 ,,warten", d.h. keine Aggression in der folgenden Stufe, 
1 Aggression in der folgenden Stufe bezeichnet. 

Da die Menge X der reinen Strategien i.allg, ftir Definitheit des Inspektions- 
spieles nicht ausreicht, lassen wir ftir den Aggressor sog. Verhaltensstrategien 
zu. DieMenge V(X) der Verhaltensstrategien des Aggressors wird definiert durch: 

V(X) = {Z : H--, [0, 1] I ):(r, z, Jk) = Z (IJk[, z, J~), (2.4) 
z(r, z, Jk)=0 ftir z>0;  (r, z, Jk)e H} 

z(h)E [0, 1] ist die Wahrscheinlichkeit, dab der Aggressor bei Vorliegen der Vor- 
geschichte h in der n~ichsten Stufe die Alternative 1 w~ihlt. Die erste Bedingung 
in (2.4) sagt aus, dab der Aggressor nur (z, Jk), nicht aber r kennt (ftir die Trag- 
weite solcher ,,unvollst~indiger Informationsausnutzung" bei stochastischen 
Spielen sei auf [Ki] verwiesen). Statt z(r, z, Jk) werden wir hiiufig Z(Z, Jk) schreiben. 
Die zweite Bedingung in (2.4) verhindert die mehrmalige Durchftihrung einer 
Aggression. Ze V(X) ist reine Strategie genau dann, wenn Z: H--* {0, 1} gilt. 

Eine reine Strategie y des Inspektors ist eine Abbildung der Vorgeschichten 
N--1  H =  Uk=O Hk in die Menge {0, 1} der Alternativen, wobei 

0 ftir ,,warten", d.h. keine Inspektion in der niichsten Stufe, 
1 fiir inspizieren in der n~ichsten Stufe steht. 

Im allgemeinen ist es notwendig, weitere Strategien fiir den Inspektor zuzulassen. 
Die Menge V(Y) der Verhaltensstrategien des Inspektors wird definiert durch: 

V(Y) = {0: H --. [0, 1] 10 (r, z, Sk) = 0 (r, 0, Jk), ~P (ISkl, z, Jk) = 0, (r, z, Sk) e H} (2.5) 

O(h)E[0, 1] gibt die Wahrscheinlichkeit an, im n~ichsten Zug die Alternative 1 
zu w~ihlen. Die erste Bedingung legt fest, dab der Inspektor die fiir den weiteren 
Verlauf einer Partie unerhebliche Information tiber eine Aggression nicht bertick- 
sichtigt, die zweite, dab das Budget nicht tiberschritten werden daft. Auf Grund 
der ersten Bedingung schreiben wir h~iufig O(r, Jk) statt O(r, z, Jk)" Eine Strategie 
Oe V(Y) kann als reine Strategie genau dann angesehen werden, wenn 0: H ~  {0, 1} 
gilt. AuBerdem sei 

Oo(h)= 1-0(h) ;  ~ ( h ) =  ~k(h) (h~H). 

Durch ein Paar (Z ,O)eV(X)x  V(Y) yon Verhaltensstrategien werden Wahr- 
scheinlichkeitsmaBe Pzk, o auf den Potenzmengen ~ (Ilk) der Vorgeschichten H k 
und ein WahrscheinlichkeitsmaB PxUo auf ~ (F) definiert. Zun~ichst wird durch 
ein 0e  V(Y) ein WahrscheinlichkeitsmaB Po k auf ~3({(r, Jk)[rE C, Jk E {0, 1} k, r>  IJkl}) 
wie folgt festgelegt: 

P~~ r 
k 

P~k(r, Jl, ' ,Jk)=Rr Oj,(r) 1-[ ~tj,(r, jx . . . . .  Jt-~) 
/ = 2  

(re C) 

(1 <-k<-N;j  1, ... ,jke{O, 1}). (2.6) 
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Dann ist Pzko gegeben durch: 

P~ (r, O)= R,, k= 0 

Pzk,*( r, z, Jl, "" ,Jk)= P~k(r, jl, "'" ,Jk) 

Z(0), z-=l, l<k<_N (2.7) 

/ ( 1 -  Z(0))z=[I 2~ (1-  Z(0,jx . . . . .  J~-~)) ~((0,jl . . . .  , Jz -1) ,  z >  1,1_< k<_ N 
1 

/ 
[(1 -z(O))1-[ (1 -z(O,j~ ....  ,J,-O), z--O, 1 < k < N .  

z=2 

Setzen die beiden Spieler die Strategien Z und ~h ein, so ist der Auszahlungs- 
erwartungswert A(R, X, g') gleich 

A(R, X, ~)= ~ P~S,~o(~) a(~) 
~,~F 

N N 

= E E dk- E E ck. 
k=l  (r,k, jl . . . . .  jN)~F, j k=O k = l  (r,k, j l  . . . . .  jN)eF,  j k = l  

Unter Verwendung von (2.7) kann man durch elementare Umformungen die 
nachfolgende Formel erhalten: 

N 

A(R, Z, ~h)= ~ ~, :((0, Jk-1) 
k ~ l  Jk-le{O, 1} k-1 

~r (2.8) 
pxk ~1 (r, O, Jk- 1) [ d k  - -  ~1 (F, Jk - 1) (Ck + dk ) ]"  

r=iJk-1] 

Da dieses Inspektionsspiel (V(X), V(Y), A(R, .)) ein Spiel mit vollst~indiger Er- 
innerung ist, l~iBt sich nach [Ku] jeder Verhaltensstrategie eine ~quivalente 
gemischte Strategie und umgekehrt zuordnen. Da die Mengen X und Y der 
reinen Strategien beider Spieler endlich sind, ist (V(X), V(Y), A(R, .)) definit rnit 
einem Spielwert v(R),und beide Spieler besitzen optimale Strategien. 

Bereits fiir N = 2 Stufen lassen sich optimale Strategien fiir beide Spieler nicht 
mehr in durchsichtiger Weise angeben (vgl. [HS]). Wir werden uns daher auf die 
yon den Beispielen her interessante Frage der Bestimmung aller Verteilungen R 
mit zul~issigen Inspektionsstrategien beschr~nken und eine solche Strategie an- 
geben. 

Definition 1. ~O s V ( Y) heiBt zuverlgssig, wenn A (R, Z, ~b ) <= 0 ist fi.ir jedes Z e V(X). 

Ist ~b zuverl~ssig, so bilden ~b und Z ~ definiert durch z~ 
Sattelpunkt und v (R)= A(R, Z ~ ~b)= 0. Ist umgekehrt v (R)= 0, so ist j ede optimale 
Inspektionsstrategie zuverl~issig. 

3. Hinreichende Bedingung fiir v (R)= 0 

Nach Formel (2.7) ist 
k-1  

Fk- 'r = (1 ,J,-O) z,O ~ " O'Jl . . . . .  Jk-x) "",Jk-1) ~ --z(O, Jl, "" 
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Daher folgt aus 

N 

P~k-t(r, Jk_~)[dk--~b(r, Jk_~)(Ck+dk)] N0(k= 1 . . . .  , N; Jk-~ e{0, 1} k-~) (3.1) 
r = l J k - z l  

nach (2.8) sofort A(R,z,~p)<=O. W~ihlt man umgekehrt zu einem beliebigen 
Js k-1 eine Strategie z e V ( X )  mit Z(0, Jk_l )=l  und z(O,J~)--O ftir 
J t*Jk_ l ,  SO ist A(R, Z, ~) gleich dem in (3.1) mit diesem Jk-1 auftretenden Term. 
(3.1) ist also auch fiir die Zuverliissigkeit yon ~ notwendig. 

Wir werden zun~ichst zu einer speziellen Verteilung Z eine zuverl~issige In- 
spektionsstrategie ~,~ konstruieren. 

In einer Folge aus N unabh~ingigen Bernoulli-Experimenten mit variablen 
Wahrscheinlichkeiten werde dem Inspektor im k-ten Experiment mit Wahrschein- 

dk 
lichkeit E k (k= 1 . . . . .  N) die Mittel ftir eine Inspektion zugeteilt. Die 

Ck + dk 
Wahrscheinlichkeit Zk(k= 1, ..., N; i= - 1, 0, 1, ..., N), dal3 der Inspektor in den 
Bernoulli-Experimenten k, k + l  . . . .  , N  ein Budget fiir i Inspektionen erh~ilt, ist 
gleich: N 

I ~. I-[(Ey'(1-E,) ~-j' (i=0, . . . , N - k + l )  
Z k _ ~Jk ..... jNe{O1, } l=k 

i - - I :  +'''+ jlv=i (3.2) 

Weiter sei noch Z~ +1 definiert durch 

Aus (3.2) und (3.3) l~iBt sich sofort 

k k + l  Z r -- EkZr_ 1 + (1 -- Ek)Zkr +1 

( i = - l , N - k + 2  . . . .  ,N). 

i = 0  
(3.3) 

sonst. 

Zum Beweis mit vollst~indiger Induktion nach wachsendem k bemerken wir zu- 
n~ichst, dab fiir beliebige Verteilungen R und Strategien O e V(Y) nach (2.6) gilt: 

k r P f - l (  r, Jk-1) ~bik(r, Jk-1)=P~ ( ,  Jk-l,Jk) (r> IJk_ll +Jk) (3.6) 

k ableiten. Da die hier auftretenden Summanden nichtnegativ sind, folgt aus Zr = 0, 
dab r 7k+1=0 und ( 1 -  k + l  1 ER)Z , - 0  ist. Durch (Z,)r~ c ist eine Verteilung yon U o ~ k  ~ r - -  1 

mit P(U o = r) -- Z~ festgelegt. 

Wir definieren eine Inspektionsstrategie ~ durch: 

0, f a l l s  Z k+l _ n r -- [J~] - -  t ,  

z k + 2  
,-a-IJ~l (k=0, N - l "  Jke{O, 1}k). (3.5) @Z(r' J k ) =  Ek+ 1 Zkr+~jk[ , sonst "",  , 

Hilfssatz 1. Ffir R = Z und tp = 0 z gilt 

k 

P,k(r, . . . . .  Jk) = F I  7k+1  u J " r - j~-  .... j~ (r >Jl + " "  +Jk)- 
/ = 1  

(k= 1, ..., N; re C) (3.4) 
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F i i r k = 0 i s t  o 1 P~ (r)= Z~ nach (2.6) trivial erftillt. Sei also die Behauptung far k -  1 
erfiillt. Dann folgt nach (3.6) 

pok(r, j l , .  "" R k - 1 ,  r " ... �9 .,Jk) = 0 ( ,J1, ,Jk-1) Ojk(r, Jl, " ' , J k - 1 )  
k - 1  

-- ~ [(El)J'(1 -- Et) 1 -J,] Z k . , - j~ -  . . . .  j~-~ ~bj~(r, J l , " ' , J k - 1 ) .  
/ = 1  

I s t Z  k . . =0,  sois twegen(3.4)  r - -J l  . . . . .  Jk  - 1 

( 1 7  7 k + l  " - "  " ~ k ~ r - l - j l -  . . . .  j k _ t ) J k ( ( l _ _ E k ) Z k + J ~ _  . . . .  j k _ , )  1 J k = ( E k ) / k ( l _ _ E k ) l - J k  k + l  Z~_ j~... Jk = 0 

und somit das Produkt in Hilfssatz 1 gleich Null, w~ihrend nach (3.6) und Defini- 
-- z p k , r  " tion yon ~ o t ,J1, "",Jk) = 0  ist. 
k > 0 folgt durch Einsetzen des Wertes von ~ und der eben Fiir Z,_j~ . . . . .  j~_l 

durchgefiihrten Umformung unmittelbar die Behauptung. 

Satz 1. H a t  U o die Verteilung Z ,  so ist ~ (vgl. (3.5)) eine zuverliissige Inspekt ions-  
strategie. 

Beweis.  Wir zeigen, dab fiir R = Z  u n d ~ =  ~ in (3.1) Gleichheit vorliegt, d.h. 
wir verifizieren bei Verwendung von Hilfssatz 1 : 

N k - 1  

Z l-[ [ (E t )J ' (1 -Et )  1 - J q Z k  rd -O~(r ,  Jl . . . . .  Jk-O(Ck+du)3 =0" A r - j 1  . . . . .  J k - 1  k k 
r = j l + . . . + j k - 1  l =1  

Ftir Z,k_ jl_ .... Jk-, > 0 setzen wir Oz (vgl. (3.5)) ein und erhalten durch Voranstellen 
yon Faktoren (auch wenn Z~_jl_ .... j~_l = 0  auftritt): 

k - - 1  N N ]=0 r - J l  . . . . .  J k - i  - -  2 ~ r - - I  - J l  . . . . .  J k - - 1  
= "  . . .  . _ / = 1  r J l +  "l-Jk 1 r = j l + . . . + j k - 1  

weil beide Summen in der zweiten Klammer den Wert 1 ergeben. 

Hat Uo eine Verteilung R, nach der das Budget eher grSger als bei der Ver- 
teilung Z ist, so wird vermutlich zu R ebenfalls eine zuverliissige Inspektions- 
strategie existieren. Wir werden eine Klasse solcher Verteilungen yon U o durch 
ein einfaches Kriterium festlegen und konstruktiv nachweisen, dab zu ihnen zu- 
verlassige Inspektionsstrategien existieren. 

Definit ion 2. S bestehe genau aus den Verteilungen R von Uo, fiir die gilt: 

N N 

Rr > Z Z~r (i = 1, . . . ,  N).  (3.7) 
r ~ i  r = i  

Da ~ i.allg, nicht zuverl~issig fiir eine beliebige Verteilung R e S ist, geben wir eine 
homogene Markoffsche Kette (U~lte{0, 1 . . . .  , N + 1}) an, wobei nach Umbezeich- 
hung der Zust~inde U N + 1 die Verteilung Z hat. 

Die Menge der Zustiinde sei C w C mit C =  {-/-lie C}. Nach Voraussetzung ist 
P(U o = i) = R i fiir i e C und somit P ( U  o =j) = 0 ffir j e  C. Die Ubergangsmatrix (Pk~) 
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wird definiert mittels der folgenden Gr6Ben wis [0, 1] fiir R s S :  

N N 

[ N N , f a l l s 2 R r >  2 Z~ 

w i = l  E R r  . 2 Z~ r=i ~=i+1 (3.8) 
| ~ = i  ~ = i + l  (isC), 
t 1, sonst 

I 
1, k = l e G  

w k, k = I s G  (i~C). 
P k z = P ( U i + l = I l U ~ = k ) = l l - - w k ,  l + l = k e C  

(0, sonst. 

Ein fJbergang kann als eine Art Sparprogramm des Inspektors gedeutet werden: 
Falls nicht bereits ein absorbierender Zustand (s C) erreicht wurde, wird mit 
Wahrscheinlichkeit 1 - w  k das Budget um 1 verkleinert. 

Definieren wir n och P(r] i)= P (U  N + 1 =41Uo = r), so folgt unmittelbar 

P(r t i )=wi  [ l  (1-wt) (i, r eC ,  i<r)  (3.9) 
l = i + l  

und 

I 
O, j e C  

N P(g~§ j=4~e. 
Der Nachweis von P(UN+ 1 =4-)= Z~ (is C) ergibt sich somit aus dem folgenden 

N 

Hilfssatz 2. Z~ = ~R~P(r l i )  ( is  C). 
r = i  

Beweis. Aus (3.8) folgt Z ~ = w i  R r -  ~ Z . Far  i = N  ist R N P ( N I N ) =  
- r = i  r = i + l  ! 

RNw N und somit nach der soeben abgeleiteten Formel gleich Z~. Sei jetzt die Be- 
hauptung erbracht fiir r =  N, N -  1, ..., i+  1. 

Dann folgt s N N 

- I = i + 1  r = l  

(2 i ) =w i R , -  ~ e~ P(rl/) 
-- r = i + l  / = i + 1  

= Wi Ri + 2 Rr 1 - w l (1 -- Win) . 
r = i + l  l = i + l  m = / + l  

Da ffir beliebige reelle w m (m e C) der Term in der Klammer [ ] gleich I-[~ i + 1 (1 - wl) 
ist, folgt sofort die Behauptung. 

Wir fiihren noch weitere Abktirzungen ein: 

�9 z i '  ~ i "  . P(r[i, Jl, .. ,Jk)= P(r] i) tP~l(i) O j2( ,J1)" .0 ~, ( ,Jl, "" ,Jk-1) 

�9 (r, i eC;  r__>i; ks{1 , . . . ,N} ;  j~ , . . . , jke{O,  1}; i > j ~ + . . . + j k  ). 

(3.10) 
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Insbesondere gilt dann die Rekursionsformel: 

P(rli, Jk- a,Jk)---- P(rl i, Jk-O ~k~ (i, Jk- a)" (3.11) 

P(rlJk)= ~ P(rli, Jk) (r> [Jkl), (3.12) 
i =  ]Jkl 

[ P(rli, Jk) 
P(r, J k l i ) = l - ~ J  ~ ' falls P(rlJk)>O (3.13) 

tO, sonst 

(r, ieC; i<__r; ke{1,...,g},i>lJkl) 

P(r, Jkli) ist eine Sch~itzung des ,,Sparbudgets" i, falls nur das ursprtingliche Bud- 
get r und die ,,Inspektionenvorgeschichte" Jk bekannt sind. 

Unter Verwendung der in (3.5) definierten Strategie 0z sei dann eine Strategie 
0 e V(Y) definiert dutch: 

I~jk(r, Jk_l):= ~. P(r, Jk_lli)O~k(i, Jk_l) (3.14) 
i = [ J k - l l  

( k = l , . . . , N ;  Jk_l~{O, 1}k-~; reC; r>_-IJk_~l). 

Fiir diese Strategie liiBt sich in einem Induktionsbeweis nach k nachweisen, dab 
p k (r, Jk)= Rr P(r [Jk) gilt. Wir verifizieren jetzt, dab 0 das Ungleichungssystem (3.1) 
15st. 

N 

Pok-l(r, Jk_l)[dk--O(r, ak_l)(Ck + dk)] 
r = [ J k - l l  

[ • ] = ~, R~P(rlJk) dk-- P(r, Jk_tli)tfiz(i, Jk_O(Ck+dk) 
r = l J k - l ]  i= lJk - l ]  

N N 

= ~ ~R~P(rli, Jk-~)[dk--tfiz(i, Jk-O(ck+dk)] �9 
i=]Jk l[ r=i  

Hinreichend dafiJr, dab diese zweifache Summe Null ergibt, ist 

N 

~ R,P(rli, Jk_l)[dk--Oz(i, Jk_a)(Ck +dk)]=O (i> IJk_ll). 
r=i  

Dies ist nach dem Beweis von Satz 1 gesichert, falls ~,~=iRr P(r[ i, Jk-1)= pz (i, Jk-1) 
gilt. Dabei sei PZ(r, Jk_ 0 definiert als Pok-l(r, Jk_O ftir R=Z und ~ ,=0  ~. Wir 
ftihren einen Induktionsbeweis nach k aus. 

Ftir k = l  lautet die Behauptung ~=iR,  P(rli)=Z~, die in Hilfssatz2 bereits 
bewiesen wurde. Ist die Behauptung fiJr k = 1 bewiesen, so folgt der Reihe nach 
mit (3.11), Induktionsannahme und (3.6): 

N N 

~ R~P(rli, Jk_l,jk)= ~ RrP(rli, Jk-t) 0~( i, Jk-~)=W( i, Jk-~) 0~( i, Jk-~) 
r ~ i  r= i  

=PZ( i, Jk-DJk)" 
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Damit ist der erste Teil des folgenden Satzes bewiesen. 

Satz 2. Zu einer Verteilung R =(R,),~ c existiert genau dann eine zuverliissige 
Inspektionsstrategie, falls RES, d.h. (3.7) gilt. Zu R e S  ist eine zuverliissige In- 
spektionsstrategie in (3.14) definiert. 

Den Nachweis, dab R e S  notwendig fiir die Existenz einer zuverliissigen 
Strategie ist, werden wir im anschliegenden Abschnitt fiihren. Mittels Satz 2 l~iBt 
sich die Verteilung Z wie folgt charakterisieren. 

Corollar. Sei E(R)=~N=orR, der Erwartungswert yon Uo, wenn U o die Ver- 
teilung R hat. Dann gilt: 

1. E(R)> E(Z) fiirjedes ReS.  
2. Ist E(R)=E(Z)  und ReS ,  so ist R =Z.  
3. E(Z)=F.~=~Ek. 
Beweis. 
1. E(R)=~ ,  L X'N .R >- VN VN Z~=E(Z).  

1 / ~ r = ~  r(3-~-7) / a =  1 l . . ~ r = i  r 

2. E(R)= E(Z) und R e S ist nur mOglich, falls S ~ R S "N Zl(i 1 . . . .  , N). 
/ _ . ~ r = i  r ~ l . . . ~ r = i  r ~  

Also folgt R, = Z ~ = i R , -  2~=i+ 1 Rr = 2~=*Z~ - ~ = i +  1 Z1, = Z~. 

3. Folgt sofort aus der Herleitung yon Z. 

4. Notwendigkeit yon R~S fiir v (R)=0  

In diesem Abschnitt beweisen wir in einem Induktionsbeweis nach der An- 
zahl N der Stufen, dab die Bedingung R eS (3.7) auch notwendig dafiir ist, dab zu 
R = (Rr) eine zuverl~issige Inspektionsstrategie existiert. Ftir N = 1 ist A(R, Z, tp)-= 
z(O)~=oRr[dl  -~k(r)(c 1 -t-dl)]>=z(O)[d I -RI (C  1 +dl)  ]. Der letzte Term ist __<0 

ftir jedes Z(0)e [0, 1] genau dann, wenn R 1 > dl = Z I. 
cl + dl 

Es sei nun fiir alle ( N -  1)-stufigen Spiele bereits nachgewiesen, dab aus der 
Existenz einer zuverlassigen Strategie die Giiltigkeit yon (3.7) folgt. Dabei ist Z 
nach (3.2) festgelegt und kann somit als Wert einer Abbildung der Menge yon 
Auszahlungsparametervektoren in die Menge der VerteilungsmaBe betrachtet 
werden. Sei (V(X), V(Y),A(R,.))  ein N-stufiges Spiel mit einer zuverliissigen 
Strategie ~ e  V(Y). Nach (3.1) 10st ~ die Ungleichungen 

N 

Rr [dl - O (r) (c 1 + dl)] < 0, (4.1) 
r = 0  

N k--1 

~', R, Oj,(r)[I Oj,(r, jl . . . .  ,j,_l)[dk--O(r, jl . . . .  ,Jk_l)(Ck+dk)]<=O (4.2) 
r = j l + . . . + j k - 1  / = 2  

(k=2  . . . .  , N; jl . . . .  ,jfi{O, 1}). 

Ist ~ =  o R~ ~o (r) = 0, so folgt wegen ~ (r) = 1 - ~o (r) trivialerweise 

h i - 1  ( N=IZ~)~iR, O(r)<= N - 2 Z ~ E R ~ O ( r ) +  1 -  E(Rr-Z2 , )  ( i = I , . . . , N - 1 ) .  (4.3) 
s = i  r = l  - - -  r = i  
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_ N Ftir D O - ~r= o Rr qJo (r) > 0 definieren wir durch 

R ~  Rrt~~ (r=0,  1 . . . .  N - Z ) ,  R~ R N - I ~ ~ 1 7 6  
D o �9 = D o 

eine Verteilung o _  o R -(R,)~= 1 ..... N-1 des Budgets eines (N-1)-stufigen Spieles. 
Dann ist durch 

~~ j2, ...,Jg-O=~bj~( r, 0,j2, "",Jk-O (0_<r<N--2 ;  r>j2+ ... +Jk-O, 

~O~( N -- 1,j2,---,Jk--1) 

R _I 0o ( N -  1) q' 2 ( N -  1, 0)... ( N -  1, 0, ..., Jk-1) 
+ R N t~o(N ) ~j2 (N, 0)... ~j~ (N, 0 .... ,Jk-1) 

= RN_ 1 ~ o ( N -  1)... ~jk_l(N-- 1, 0, . . .  ,Jk_2)+n N ~o(N)... ~jk_~(N, 0 .... ,Jk-1) 

(fiir k = 2 sind die Argumente r bzw. (r, 0) zu verwenden) eine das Ungleichungs- 
system 

N - 1  

R ~ [d z - ~9 ~ (r) (c 2 + d2) ] ~ 0 
r = 0  

N-1 g-1 (4.4) 

R~ ~~ (r) Y[ ~9~ j2, ... ,Jt-1) [dk--~~ ... ,Jk-1) (Ck + dk)] <=0 
r = j 2 + . . , + j k - 1  l=3  

lt~sende Inspektionsstrategie gegeben; denn die Ungleichungen (4.4) sind, mit 
D o multipliziert, Spezialf~lle von (4.2). Das System (4.4) gibt die Bedingung fiir 
die Zuverl~issigkeit von ~,~ in dem (N-1)-stufigen Inspektionsspiel 
(2, V(X(2)), V(Y(2)), A(2, R ~ .)) an, das wie (V(X), V(Y), A(R, .)) definiert ist, bis 
auf den Unterschied, dab N - 1  Stufen vorliegen und die Auszahlungsparameter 
C'k = Ck + 1, dk = dk + 1 (k-- 1, ..., N -  1). Da ~o zuverl~tssig ist, folgt nach Induktions- 
annahme ~"~rN=-I1RO>VN-.1Z 2 ~  = ~ = ,  ~ ( i = I , . . . , N - 1 ) .  Durch Multiplikation mit D O 
ergeben sich hieraus Spezialf'~ille yon (4.2). 

Ein weiteres Ungleichungssystem ergibt sich analog auf folgende Weise: 
Ist DI=  ~ = 1  R, O(r)= 0, so folgt unmittelbar 

Z2~R,~b(r)+ Z 2 - 1  RrO(r)<O (/=1, . . . , N -  1). (4.5) 
s=i , = 1  s ~ ' t  r - 1 

Ftir DI>O definieren wir durch R~ Rr+l~k(r+l)  D1 (r = 0, ..., N -  1) eine Ver- 

teilung R 1 =(R~)~=o ..... N-1 des Budgets des ( N -  1)-stufigen Inspektionsspieles 
(2, V(X(2)), V(Y(2)), A(2, R 1, .)). Durch 

~)~(r, jE,... ,Jk-1)=~j~(r,l,j2 . . . . .  Jk-1) ( r=0  . . . . .  N - 1 ; k = 2  . . . .  ,N) 

(Argumente fiir k = 2  sind r und (r, 1)) ist eine Inspektionsstrategie ~I~V(Y(2)) 
definiert, die das Ungleichungssystem (4.4) 16st, wenn dort die oberen Indizes 
0 dutch I ersetzt werden. Dutch Multiplikation mit D 1 ergeben diese Unglei- 
chungen n~imlich Spezialf~lle yon (4.2). ~pl ist somit zuverlSssig in dem ( N - 1 ) -  
stufigen Inspektionsspiel (2, V(X(2)), V(Y(2)),A(2, RI,.)). Nach Induktionsan- 
nahme gelten die Ungleichungen ~,~-1 R~ -> ~=-a  Z~ (i= 1, ..., N -  1), die ~qui- 
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valent zu (4.5) sind. (4.1) formulieren wir neu als 
N 

- ~ R r O ( r ) <  - E  1 (4.6) 
r = l  

und ergSnzen noch 
0(r)_<_l 

(r = 1, ..., i ) .  (4.7) 
- ~ ( r ) < 0  

Eine zuverl~issige Strategie ~e  V(Y) 15st also nach Induktionsannahme (4.3, 4.5, 
4.6, 4.7). Zum Nachweis, dab die Verteilung R eS  sein muB, beniitzen wir die 
folgende Form des Galeschen Satzes fiir lineare Ungleichungen ([Ma], 2.4.10, 
S. 33): 

Fiir eine gegebene p •  Matrix A und einen Vektor cclR p hat entweder 
A x < c  eine L6sung xelR" oder yTA=O, yrc<O, y>O besitzt eine LSsung yelP, p 
(x Spaltenvektor, yT Zeilenvektor). 

Fassen wir die Koeffizienten des Systems (4.3, 4.5, 4.6, 4.7) in der gegebenen 
Reihenfolge zu einer Matrix A zusammen, so ist p = 4 N - 1 ,  n = N  und die 
Elemente von A sind gegeben durch: 

( Rj 1 -  Z , 
s= i  

N 
Z 2 - R j ~  s, 

s = i  

a i j  -= N 

gj Z 
s = i - . N + l  

- R j ,  

1, 

- - 1 ,  

O, 

Die Komponenten von celR 4N-~ sind gleich 

c j =  

i = l , . . . , N - 1 ; j = i , i + l  . . . . .  N; 

i = 2 , . . . , N - 1 ; j = 1 , 2 , . . . , i -  1; 

i = N  . . . . .  2 N - 2 ; j = i - N + 2 ;  

i = N , . . . , 2 N - 2 ; j = I , . . . , i - N + I ;  

i = 2 N - 1 ; j = l  .... , N  

i = 2 N  .... , 3 N - 1 ; j = i - 2 N + I ;  

i = 3 N  .... , 4 N - 1 ; j = i - 3 N + I ;  

sonst. 

Unter Verwendung von (3.4) kann man sofort die )~quivalenz von (3.7) und 
b i > 0 (i = 1, ..., N) zeigen, wenn b i folgendermaBen definiert ist: 

N 

bi = ~ (R r - Z  2) - E  1 Z~_I (i = 1 . . . .  , N ) .  (4.8) 
r = i  

N 
~ ( R ~ - Z 2 ) ,  i=1  . . . .  , N - l ;  

r = i  

O, i = N  .... , 2 N - 2 ;  

- E l ,  i = 2 N - 1 ;  

1, i = 2 N , . . . , 3 N - 1 ;  

O, i = 3 N , . . . , 4 N - 1 .  
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N Ist j edoch  b 1 < 0, so sei ein y ~ IR 4N -1 durch Yl > 0 beliebig, Y2N-1 = (1 - ~ = 1Z~) Yl 
und restliche K o m p o n e n t e n  Nul l  gew~ihlt. M a n  verifiziert sofort yrA=O, 
yrc=ylb~<O, y>O. Ist b i < 0  fiir ein i ~ { 2  . . . . .  N - l } ,  so sei y ~ > 0  beliebig ge- 
w~ihlt, YN-a +i = Yi, Y zN-1 = Z/z-1 Yi und die restlichen K o m p o n e n t e n  gleich Nul l  
gesetzt.  M a n  verifiziert sofort:  yr A = O, yr c = y~ b~ < 0. Ist b N < 0, so sei Y2 N-  2 > 0, 
YaN-1 =Z2-1y2N-2, Y3N-1 =RNYzN-1 und die restlichen K o m p o n e n t e n  gleich 
Nul l  gew~ihlt. M a n  erh~ilt sofort yrA=O, yrc=YaN_zbN<O, y->O. N a c h  d e m  
Galeschen  Satz  ist also R E S auch no twendig  fi ir v (R) = 0. 

FiJr die f2bertragung des Resultats  auf Model le  mit  unendl ich vielen Stufen 
sei auf [H~5] verwiesen. 
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